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INTRODUCTION 7

Introduction

Origine du probléeme

Avec l'essor du marché des télécommunications, l'intérét porté a I’étude des ondes
électromagnétiques est de plus en plus vif. Les technologies ayant considérablement
progressé, les problemes sont toujours plus complexes et, la ou une approche empirique
semblait suffire il y a quelques années, une étude mathématique approfondie devient
nécessaire a ’heure actuelle. En outre, la simulation numérique s’est largement développée
pour compléter I'expérience, et parfois méme la remplacer.

De nombreux problemes mettent en jeu des matériaux présentant des couches minces.
C’est le cas des chambres anéchoides : il s’agit de pieces dont les murs, sols et plafonds sont
recouverts d’un matériau absorbant (voir figure 1). Elles sont utilisées pour analyser les
ondes émises par un dispositif (par exemple un téléphone portable) sans que les réflexions
sur les parois ne génent 'expérience. L’épaisseur de la zone absorbante est faible devant
les dimensions caractéristiques de la piece et peut donc étre modélisée par une couche
mince. Citons aussi le domaine de la furtivité radar : la peinture qui recouvre l'avion
absorbe les ondes émises par un radar et lui permet de demeurer invisible. Le rapport
entre I’épaisseur de la couche de peinture et les dimensions caractéristiques de 'appareil
est, ici, encore plus faible.

La résolution numérique d’un probleme posé dans un domaine avec couche mince est
difficile car elle nécessite une discrétisation a 1’échelle de I'épaisseur de la couche. Le
maillage comporte alors un tres grand nombre d’éléments, ce qui rend les calculs longs et
parfois peu précis. Pour cette raison, on cherche a remplacer le probleme initial par un
autre probleme, dont la solution est proche de celle qu’on recherche, et qui ne fait plus
intervenir de couche mince.

L’objet de cette these est 'analyse asymptotique du probleme avec couche mince, quand
I’épaisseur e de la couche tend vers 0. La construction d’'un développement asymptotique
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multi-échelle de la solution permet d’identifier des problemes avec conditions aux limites
approchées, et de les analyser avec précision.

Fic. 1 — Une chambre anéchoide.

Conditions aux limites approchées pour le Laplacien

On s’intéresse au probleme de transmission
suivant, posé dans le domaine de la figure 2

ci-contre. Dot

( OZAUiEnt = fint dans Qipg, e

Auty = fext dans QZ,,
(1) aldnusy, = Opugy +g sur I,
UDyy = Uy sur I,

| U = 0 sur I't ;. c<1
Le coefficient « est un nombre réel stricte-
ment positif (o # 1). FiG. 2 — Le domaine régulier Q2°.

Il constitue un modele simple bidimensionnel pour les applications citées plus haut.

On souhaite trouver un probleme proche de (1) dans lequel la couche mince n’apparait
plus. Précisément, on recherche une condition aux limites CL. (v, 9,v) telle que la solution
v® de

aAv® = fiy dans Qi

CLc(v%,0p,v°%) = 0 sur T,
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soit “proche” de u;,, quand ¢ est voisin de 0.

Dans le cas d'un domaine régulier (I' est une courbe lisse), des résultats sont connus
depuis plus d’une dizaine d’années. Il est montré dans [16] que les choix suivants pour
CL. (appelées conditions aux limites approchées ou conditions d’impédance) :

(4)

(i) vy +eadnvp) = g,

Vo = 0,

(4i7) (1 + 6@) Uy + eadnuy = g,

conduisaient & des problemes bien posés, avec les estimations d’erreur

N 1> 13
(1) ||ufe — Y11, ¢ <é,
38 Lint
(i1) ||ug, —vF <e?
int 1] 1.0 = )
38 Lint
(7i1) ||uf, — v° < &3
int 2] 1.0 —
3N &int

L’étude est menée pour I’équation de Helmholtz dans [16] et [7] et de nombreux auteurs
se sont penchés sur d’autres problemes, en particulier le systéeme de Maxwell (voir [16],
[6], [5], [18], etc.).

Utilisation de I’analyse asymptotique double-échelle

Le premier chapitre de ce travail est consacré a l'investigation de conditions aux limites
approchées pour le probleme (1), dans le cas d'un domaine régulier, a l'aide d’une
technique de développement asymptotique double-échelle. Le principe consiste a effectuer
une dilatation de rapport e ! de la couche mince dans la direction normale. On transforme
ainsi le domaine Q° en un domaine fixe et le petit parametre € n’apparait plus dans la
géométrie, mais dans les équations. On peut alors, a l'aide d’un procédé de résolution
alternatif extérieur-intérieur, déterminer un développement asymptotique de la solution
u® du probléme de transmission (1) qui a la forme

ext

(t,a‘*ls),

N

(2) ut = Za”u" +rY o wg,, =ul, et u" |z (t,5)
n=0

les fonctions ull, et UZ, ne dépendent pas de ¢ et (f,s) est un systeme de coor-

données tangentielle-normale au bord I'. Le terme “double-échelle” rend compte de
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I'utilisation de coordonnées semi-dilatées dans le domaine extérieur. L'un des avantages
des développements asymptotiques est de fournir une estimation optimale du reste :

HrgintHI,Q + \/E Hré\,[extHLQZXt S CN 5N+1-

int

L’analyse des problemes vérifiés par les (uf,) permet d’identifier les conditions aux
limites approchées citées plus haut. L’intérét principal de I'utilisation d’un développement
asymptotique dans les problemes de couche mince est 'obtention d’estimations optimales.

On prouve ici les estimations suivantes :

(@) || uiee = o, =8
(1) || ufn i, o ) <é?
(122) ||ufne — vy o <e3,

qui sont plus fines que celles données dans [16].
Cas d’un domaine a coin

Les applications en vue ne peuvent pas rentrer dans le cadre décrit précédemment car
les géométries considérées ne sont pas régulieres : elles comportent de nombreux coins et
arétes. Il n’existe, a notre connaissance, aucun résultat dans ce cadre.

L’objet principal de la these est 'analyse
asymptotique du probleme (1) dans le cas
ou le domaine §2;,; est régulier sauf en un
point Oy, au voisinage duquel il coincide
avec un secteur angulaire plan d’ouverture
w (voir figure 3.1).

On exclut les cas des fissures (w = 0,27) qui

requierent un modele géométrique de couche
mince différent. Leur étude est néanmoins
similaire a celle présentée ici. FiG. 3 — Le domaine Q°.

La technique employée dans le cas ou I' est réguliere ne peut pas étre utilisée directement
dans cette nouvelle situation. En effet, la présence d’un coin dans le domaine fait
apparaitre des singularités qui compromettent la construction des termes ufl, et Ul ;

elles sont de la forme

am qm . . .
ar 7w COS - sl g est 1mpair,
=

S

qT
ar . g . .
rw sin 20 si g est pair,
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ou (r,0) sont les coordonnées polaires centrées en Oy (=% < 0 < 9).

Le défaut de régularité des fonctions s (en particulier dans le cas ot w > 7) ne permet
pas d’employer le procédé de résolution extérieur-intérieur car il “consomme” des dérivées.
Précisément, si le second membre fi; est suffisamment régulier et plat au voisinage du
coin, le terme u . admet la décomposition suivante :

U x5 £ v Qs 4+ ...
Uing = uplat,int XC1 8 XC2 8 ’

ou x est une fonction de troncature localisée au coin et cg sont des coefficients réels,
appelés coefficients de singularités.

La partie réguliere uglatvim est plate au voisinage du coin Ojy (i.e. s’annule en ce point
ainsi que toutes ses dérivées jusqu’a un certain ordre), elle releve de ’étude faite dans le
cas régulier. Notre technique consiste a utiliser le procédé de résolution extérieur-intérieur
pour les termes plats et a prendre en compte les singularités directement.

Gext

G

Pour cela, on effectue une homothétie de cen-

tre Ojy et de rapport e, qui a pour effet de
transformer le domaine €2 en un secteur plan
infini avec couche mince d’épaisseur 1, quand
le parametre € tend vers 0 (voir figure 4 ci-
contre).

Soit A un exposant du type Z, 27”, etc. La
fonction singuliere s résout le probleme de
Dirichlet homogene dans le domaine intérieur
Qint- Le probleme qui nous intéresse ici est
le probleme de transmission lui-méme, on
considere donc la fonction ﬁA, solution du Fic. 4 — Le secteur infini Q.
probleme de transmission homogene dans le domaine Q = Qi U G U Qex- De maniere
naturelle, on impose une condition a l'infini qui correspond au comportement de la

singularité s :

ARE, =0 dans Qext,
QAR =0 dans Qjns,
ﬁé\xt =0 sur Gext,
(3) N N
‘ﬁint = J;%ext sur Ga

ad, Rh, = 9,8%, sur G,

gA o~ st quand r — —+o00.
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Le chapitre 2 est consacré a la construction d’une solution au probleme précédent dans le
domaine infini @) et a son étude asymptotique quand r — 4o0.

Précisément, on montre qu’il existe 8%, solution de (3), qui admet le développement
suivant a 'infini,

G gAML ghAT L aAA2
+ /YE g M I o ghE g
+ /YT /MTE T /N

ot &4 a un comportement en r* en I'infini.

Dans le chapitre 3, on construit un développement asymptotique de la solution u® du
probléeme de transmission (1) ; il est de la forme

e __ .0 1 2
U™ = Uplap T EUpag T EUplay + -

o 2@ 37 3T

o Tue 1445
TEL Uy TE© Uiy T € U

2
14 <=
plat

pullat

+ xJe@ Ry 4 xele PO oo 4.
2 _2m

+XChEw R 4

avec

(t,e~1ts).

Q. (t, S) = U“

12 — M 12
uplat Qing — uplat,int et uplat plat,ext

Dans le cas ou Z est rationnel, des puissances de loge peuvent apparaitre dans le

développement asymptotique.

Les termes uglat ont la méme structure que dans le développement (2); les profils

an . . . ,
K« rendent compte du comportement singulier de u® au coin. De plus, la présence
d’un coin dans le domaine donne naissance a des puissances non-entieres de ¢ dans
le développement. Remarquons enfin que le développement obtenu est triple-échelle :

les coordonnées cartésiennes initiales (pour u les variables semi-dilatées (pour

plat,int)

plat,int/?
p r

Upjatext ) €6 £ (pour les profils).

L’objet du chapitre 4 de la these est I’étude de la performance de la condition d’impédance
d’ordre 2 (correspondant a U[EQ]) dans le cas d’un domaine a coin. On construit un
développement asymptotique pour va}, qui a la méme structure que le développement (4).
Par différence, on obtient les estimations d’erreur optimales suivantes :

(5) ”uiant - ’UEHO,Qim S C[log g] Emin(%',l+%,3)7

(6) UG — vy g, < Clloge] ™3,
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Il apparailt que la performance se dégrade fortement quand ’angle w se rapproche de 2,
s

3
Les estimations (5) et (6) constituent un résultat nouveau, qui quantifie des phénomenes

alors qu’elle est la méme que dans le cas régulier pour des ouvertures inférieures a

observés numériquement.
Simulations numériques

A la fin des chapitres 1 et 4 sont présentés des résultats de calculs numériques effectués
a laide de la bibliotheque éléments finis MELINA, voir [23]. Ils ont été menés sur le
calculateur de antenne de Bretagne de 'ENS Cachan (IBM-Risc6000/AIX).

On montre qu’une approximation de tres grande précision est requise pour mettre en
évidence la convergence de la quantité us,, — v[sk] quand ¢ tend vers 0. Une interpolation
de degré élevé (aussi bien des fonctions que de la géométrie, dans le cas d’une frontiere
courbe), combinée & un raffinement au voisinage du coin, permettent d’obtenir une
approximation suffisante.

Une partie du travail de thése a consisté & enrichir le code MELINA d’éléments finis nodaux
quadrangulaires de haut degré (Q, pour p < 10) et a lui adjoindre des modules de création
et visualisation de maillages courbes de haut degré. On présente en annexe le travail
effectué dans ce cadre.

Enfin, tous les dessins de ce document ont été effectués a 1’aide de figdtex, voir [21].
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Chapitre 1

Conditions d’impédance pour un
domaine régulier

1.1 Introduction

On considére un domaine borné simplement connexe de R?, noté Qi,, de bord I' de classe
¢ ; pour x € T', on note 7i(x) la normale extérieure a Q;,; au point 2 € T'. Pour ¢ < ¢,
assez petit, Q2 désigne la couche mince autour de €2;,; d’épaisseur uniforme ¢ , destinée
a tendre vers 0 :

Qe ={z+si(z)|zelet0<s<e}.

On appelle Q° = Qs UT U Q,; le domaine complet et I'S,, son bord (voir figure ci-

ext
dessous).

On s’intéresse au probleme de transmission

Qexe suivant, posé dans le domaine régulier €2° :
re. ( aAuf, = fint dans Q;,¢,
Aut = fext dans QF,,

(1.1) ¢ adyuf,, = Opuly +g sur T,

Usyy = Ugyg sur I,

uc, = 0 sur I'¢

ext ext»

ekl
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£

ou 0, désigne la dérivée normale selon 7 (extérieure a Qi,, intérieure a Q5. ;) et « est

un réel strictement positif. Les données vérifient fine € L?(Qine), g € L2(T) et feoxs est la
restriction & QZ,, d’une fonction de L?(Q52,).

On souhaite remplacer leffet de la couche mince par une condition aux limites, dite
condition aux limites généralisée ou condition d’impédance. Plus précisément, on cherche
une condition aux limites CL. (v, d,v) telle que le probleme

Ave = fint dans Qin‘w
CLc(v%,0,v°) = 0 sur T,

soit bien posé et que sa solution v° soit “proche” (quand e est voisin de 0) de uf,,
restriction intérieure de celle du probleme (1.1). On va montrer qu'il est possible de trouver
des conditions aux limites qui satisfont a cette exigence, la plus simple d’entre elles étant
la condition de Dirichlet (tout se passe alors comme s’il n’y avait pas de couche mince).
Des conditions de type Robin fournissent une meilleure approximation, comme le montre

le tableau ci-dessous (¢(z) désigne la courbure au point x de I').

Condition CL. U‘[EO] =0 v‘[sl] + 504(9”2;[81] =eg (1 + ec(;)> U‘[EQ] + manv[g] =eg

|

La technique employée dans [16] pour obtenir ces conditions est une méthode de Galerkin

T O 0 O(&)

utilisant dans la couche mince des polynomes de degré 0,1,2 en la variable normale. On
trouve dans [6] une ébauche de développement asymptotique dans le cas de problemes
périodiques, mais le développement n’est pas poursuivi ni validé. On présente ici une
méthode plus systématique utilisant le formalisme des développements asymptotiques,
qui offre en outre l'avantage de conduire a des estimations optimales.

1.2 Etude du probléeme de transmission

1.2.1 Existence et unicité

Le probleme (1.1) s’écrit sous forme variationnelle :
(1.2) Vw € Hy (), a(u®,w) = (F,w),

avec

a(u,w) = a/ VuVw dz + [ VuVw dz
Qint Qs

ext
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et
<F,w>:—/fintw de — [ fextw dx—l—/gw do.
Qint Qe I

ext

Théoréme 1.1 Si finy € L2(Qiut), foxt € L2(QS

ext

) et g € LA(T"), alors le probléme
variationnel (1.2) admet une unique solution u® € H}(QF). De plus il existe une constante

C, indépendante de € < €, telle que
Il e < € (Winillo.ay, + el + l9llor)

DEMONSTRATION. On note V' = H}(QF) ; la forme bilinéaire a est clairement continue
sur V' x V. De plus, on peut écrire une inégalité de Poincaré uniforme en ¢ dans V' (car
la mesure de Q¢ est majorée indépendamment de ¢ < g¢) : il existe une constante &,
indépendante de ¢ telle que

Yw eV, |Jw|? o < /{/ |Vw|? d.
b QE

On en déduit immédiatement la coercivité uniforme de a :
1
(1.3) Yw €V, a(w,w) > —min(1, a) wl? g -

D’autre part,

Vo € V. [(Faw)] < | finello gy, lllo gy, + I fextlloe olloge. +lgllor ol

int

donc la forme linéaire F' est continue sur V (il suffit d’utiliser l'inégalité de trace
[wllor < cllwlly q,,) : il existe une constante k telle que

(1.4) Yw eV, |<Fa w)‘ <k (HfintHo,Q + ||fextHo,ngt + ||9H0,r> Hle,QE :

Par utilisation du théoreme de Lax-Milgram, on assure l'existence et 'unicité d’une

int
solution au probleme (1.2); Pestimation a priori annoncée découle immédiatement des
inégalités (1.3) et (1.4). [

L’estimation obtenue est assez grossiere quant a la dépendance en &, mais elle nous suffira
pour établir la convergence du développement asymptotique au paragraphe 1.3.
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1.2.2 Reégularité elliptique au voisinage du bord

Dans les équations (1.1), on sera amené a considérer des seconds membres plus réguliers
que dans le théoreme 1.1. On peut alors préciser la régularité de la solution u®. Le
but de ce paragraphe est d’obtenir des estimations au voisinage du bord. On pourra
consulter [2] pour le traitement du probléme de Dirichlet pour le Laplacien sans condition
de transmission ni couche mince. On pourra utilement se reporter & [1], [10], [14], [15]
et [22] pour tous les résultats concernant les espaces de Sobolev.

On se placera dans tout le paragraphe dans le cas d’'un bord droit, le cas général s’en
déduisant par cartes locales.

Notations

On note Riny = (—1,1) x (—1,1) le carré unité, R, le A . R .
rectangle mince (—1,1) x (1,1 +¢), v le segment (—1,1) x ‘3 ext Text
{1} et 75 = (—1,1) x {1 + &} (voir figure ci-contre). \\7
Le domaine complet est noté R° :

_ E— Rin

R = Rint UR, ; t
il constitue un modele local de 2¢ au voisinage du bord.

Afin d’éliminer les conditions aux limites sur 9R\5,,, on aura besoin des domaines R®
et R¢ définis de la méme facon que R° :

RE=(-2,2)x (=2,14¢), 7=(-2,2)x{1} et 7o, =(-2,2) x {1 +¢},

7/?\’5 - (_373) X (_371 +€)7 3 = (_373) X {1} et ?th - (_373) X {1 +E}7

ainsi que de la fonction de troncature x définie par

X(#) = x1 (1) x2(22),

ol x1 € €7°([—2,2]) et x2 € €7°(]—2,1 + ¢]) sont telles que

xi(x1) =1si o] <1et xi(x1) =0si |2q] >

N W

3
X2(z2) = 1si g > —1 et xa(x2) =0si zg < 3
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En particulier x|,. =1 et X|7- =0.

\Re

€2

Si 8¢ est un sous-domaine de R, on note vs- = dS N7 et VSe oxt = OS° N7, . Enfin on

introduit une relation d’ordre entre deux sous-domaines S¢ et 7¢ de 736 :

,ext

SEC T ssi <5€ CT® et 97T°NS = ygs,ext) .

Cette définition signifie que 7¢ “déborde” de S¢ sauf le long du bord supérieur 75, . Les
ensembles introduits précédemment sont ordonnés comme suit :

REC R° C RE.

Estimation H™! — H}
Dans les deux propositions qui suivent, le domaine §¢ vérifie R* E S C RE.
Proposition 1.2 Si F € H1(8%), alors le probléme

Yw € H(S9), alu,w) = (F,w)

admet une unique solution u € H}(S%) et il existe une constante C, indépendante de ¢,
telle que
ull;,sc < CIF|_y s -

DEMONSTRATION. Il s’agit d’une application du théoréme de Lax-Milgram, la forme a
étant continue et coercive sur H(S¢) (voir la démonstration du théoreme 1.1). ]
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Si w est une fonction définie sur §¢, on définit la distribution F,, par

Vo € 2(8°), (Fu,¢) = — /Auint o dr — [ Aueys p dx +/ (aOpUint — Onlext) @ do.
Sint Sésxt Vse

Proposition 1.3 Si u vérifie les hypothéses Auiyy € L?(Sint), Atexs € L2(S5,) et
QO Uing — Oplext € L2 (ys:), alors F, € H™1(S8%) et il existe une constante C, indépendante

de ¢ telle que

\|Fu||71,sa <C [HAuint”O,S + HAuextHO,ngt + |0y ting — anuext”o,ysa

int
DEMONSTRATION. Soit ¢ € Z2(8°), alors par une majoration immédiate

|<Fu,ap>| < HAuintHO,s ”‘P”o,sint + HAuextHO,ngt HSOHO,S

int ext

+ ”aanuint - 6nueXtH07’ysg ”SOHO,'ySs :

Les normes L? de ¢ sur les domaines Si,; et St se majorent par la norme H! sur le

domaine entier S¢. En utilisant I'inégalité de trace Hngﬁss <C|vl, s, on en déduit :

|<Fu7g0>‘ S C [“AulntHO,Smt + ”AueXt”07S§xt + HOéan’ant - 8nueXt”0,'YsE:| HQOHI7SE )

estimation qui se prolonge pour ¢ € H}(89), d’ou le résultat. [
Estimation H™! — H' avec condition de Dirichlet sur le bord supérieur
Solent S¢ et 7°¢ deux sous-domaines vérifiant R C S€ C 7° et RE cTeLC RE.

Auin‘c S L2 (ﬁnt) )

) et alpling — Ontiexy € L2(7,:), alors il existe une constante C,

Proposition 1.4 Soit u € HY(7?) tel que u = 0 sur 75.
Auext S LQ(TE

ext

,ext’

indépendante de ¢, telle que

(1.5) lully,s= < C MFullZy 7o + llullo 7

DEMONSTRATION. On tronque la fonction u & l'aide de x : xu € H{(7°¢) vérifie les
hypotheses de la proposition 1.2 dans le domaine 7°. Il reste a estimer F\, : soit
v € 2(7°), un calcul simple montre que

(Fyus @) = (Fu, xp) — (Go(x, u), ¢) — (G1(x, u), @),
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ou Go(x,u) et G1(x,u) sont définies par

<G0(X,U),g0> = /Axuint dex—i_ AXuext dex7
7-int TE

ext

<G1(X,’U,),g0> = Q/Z‘VX : vuint gOd.%'—i- 2 TVX : vuextgpdx'

int

La partie Gy se majore immédiatement :

‘<GO(X7U)7SO>‘ < ¢ ”’U’HO,TS HSOHO,TE '

Quant a G qui contient des gradients, il faut I'intégrer par parties. On détaille le cas
intérieur (le cas extérieur se traite de la méme maniere) :

1 3
/(%X O1Uint Y = / X2 / Xll O1Uing @ dz dag
-3 -3

7—{nt
1 3 3
= / X2 <{X’1 Uint 80] T / Uint 01 (X)) dxl) dxs.
-3 - 3

Le terme entre crochets est nul donc on obtient la majoration

' /. alxaluimso' < C il 1. Il 1. -

int

De la méme fagon, on écrit

3 1
/azx OoUint Y = / X1 / Xlz OaUing, @ dzg day
-3 -3

7—{nt
3 1 1
:/ X1 <{X’2 Uint 80] , / Uing, 32(80X'2)d$2> dz;.
3 - 3

Le crochet s’annule ici encore, donc on a aussi

' / azxazuimso' < C il 1. Il 1. -

int

On obtient ainsi une estimation pour G :

[(G1(x,u), 0)| < Cllullg 7= el 7e -

On peut alors conclure :

(P )| < C [IFull oz + lullo 7 | el 7
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Le résultat s’en déduit par application de la proposition 1.2 sur 7°¢. [
Estimation H® — H5"2

On a obtenu une estimation de type H=! — H!. La méthode des translations permet d’en
déduire une estimation H* — H**+2.

Pour une fonction ¢ définie sur 7°¢ et h € R, on note Dy le quotient différentiel dans la
direction tangentielle :

p(z +he1) — p(z)

Vo € 8%, Dpp(x) = A

Lemme 1.5 Soit m € N. Pour h assez petit, on a les résultats suivants.

e [l existe une constante C' telle que
Vo € H"HT®), Dl se < Ol e -

o [| existe une constante C' telle que pour toute fonction ¢ a support compact dans -

vérifiant Dy € P (v4-) on ait
||Dh90||m7%,755 S C‘|<p||m+%7»yss .

DEMONSTRATION.
e Par densité, il suffit de montrer le résultat pour ¢ € Z(R?). Pour tout multi-indice (3,

x1+h
O Dip(a) =D plare) = 5 [ B0 p(C )

On calcule ensuite la norme L? de 0°Dj,p : pour h assez petit,

C 3 1‘1+h
E/ / 10,0%0(C, x2)|” dC day
-3 Jx

1

IN

/33 !8'6Dhcp(a:)|2 dxq

min(2,0)

C 3+h 5
= E/ |010° (¢, z2)| day d¢
_3 max(—2,{—h)

IN

2+h 9
c / 10,0%(C,22) [ dC.
—2

Il suffit ensuite d’intégrer par rapport a la variable verticale, pour obtenir

HBBDMOHO,SE <C HaBSOHLTa )
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d’ou le résultat.

e On peut prolonger ¢ en une fonction, encore notée ¢, définie sur R, a support compact.
On utilise alors la transformation de Fourier : pour s € R,

12l e = ol = || (L4 161%) 2 &

L2(R)
Ainsi, puisque Dy est aussi a support compact dans v,-,
m 1 _—
_ 2\% 7
Dl . = |0+ 1P) 7 D,

Or D/;;p(ﬁ) = eihsflcﬁ(ﬁ) et il existe une constante C, indépendante de h telle que

ehs — 1 1

T' <C(1+¢P),
d’out

N1~
IDuplcg e <C |+ = Cllelag e
L2(R)

ce qui est bien le résultat annoncé. [

La proposition qui suit constitue le résultat central de ce paragraphe, on pourra trouver
dans [3] et [4] des résultats similaires.

Proposition 1.6 Siu € Hl(ﬁs) est tel que U = 0 et, pour s € N, Aujy € Hs(ﬁint),
Aty € H¥(RE

ext

ext

) et a0pUing — Onlext € Hs+32 (7), alors
Uint € HS+2 (Rint) et Uext € Hs+2(R§xt)a

avec ’estimation uniforme en €

oy Tl e, < (18, 5 Wl
1.

+ Haanuint - anuextH + ||U||

s—‘,—%,jy\ 0,7/2\E

DEMONSTRATION. Effectuons une démonstration par récurrence sur s € N :

e Pour s = 0, on applique la proposition 1.4 & up, = x1Dp(x1u) pour les domaines
§¢ =TRF et T = R® (on rappelle que x; est une fonction de troncature dans la direction
z1 telle que X1, = 1) ; notons que pour |h| < %, uy, est & support dans R°.

(1.7) hunlly e < € |I1Funll_y . + llun

R< 0,755] :
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On doit alors estimer F,,, dans la norme H1(R?) : soit ¢ € Z(RF), on notera encore ¢
son prolongement par 0 a R°.

<Fuh>¢> = <FDh(x1u)aX130> +(G, ),

la distribution G provient de la dérivation de la fonction de troncature :

(G790>=—/~ AxiDp(xating)pdz — [ Ax1Dp(X1text ) d
Rint RE

ext

—2/~ Vx1 - VDp(x1Uint)p dz — 2 /N Vx1 - VDp (X1Uext ) d.
Rint <

ext

Or la translation commute avec le Laplacien (c’est un opérateur a coefficients constants)
et avec la dérivation normale (la translation est tangentielle). De plus si Dy, f et D_,g sont
a support dans R¢, on a la formule d’intégration par parties discrete :

/~E(th)gd95 =—[|_ f(D_pg)dz.

Re

Ainsi

€
ext

(G, ) :/~ (X1Uint)D_n(Ax10) d$+/~ (X1Uext)D _n(Ax1) dz
Rint

+2 _ V(Xluint) . D,h(Vxlap) dx +2 /V V()ﬁuext) . D,h(meo) dx.
Rint c

ext
On peut donc majorer la norme H~! de la distribution G :

(1.8) G, 7 < Cllull

1,Re 1,Re "

La méme technique peut étre appliquée au terme <FDh(X1u)7 X19) :

(Fb, (x1u)s X19) = /~A(Dh(X1Uint)) x1edr — [ A(Dp(x1text)) X100 d
Rint RE

ext

+/~(a8nDh(X1uim) — OnDp(X1Uext)) X1 do,
Y

qui devient

(Fb, (x1u)> X19) =/~A(X1uim)Dh(xup) dw+/~A(X1uext)Dh(xup) dx

. g
int ext

- /VX1 (aanuint - anuext) th(Xlgo) do.
~
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De plus, x1 (@0, Uint — OnUext) $’annule aux extrémités de 4 donc

f/X1 (aanuint - 8nuext) D—h(XlQD) dz
5

< HXl (aanuint - an”ext)”%’:; HD—h(Xlgo)H,%;;

Ainsi,

|(Fo, s x190)| < C[180Gum) I 7., ID-20a9)y 7.

+ HA(Xluext)H(),ﬁgxt Hth(Xl‘P)||077"€ixt + [l a0nuine — 8nuext”%gHth(XIQD)H_%g :
D’apres le lemme 1.5, on peut majorer HD—h(XlSO)HOﬁE par ngHlﬁ et HD,h(Xlap)H_%;
par ||| 1 ~- En utilisant 'inégalité de trace

2
lelly > < Cliell, 5.
et en tenant compte de (1.8), on obtient
1Pl 7 < C (1Al 7, + 18 el 72 + 0Bt = dutieally 5+ ull, 7. -

Soit w un ouvert tel que R¢ = w C R*. La majoration Junlly 5. < llully, (voir lemme 1.5)
permet de déduire de (1.7)

IDnuly e < C [Bunclly 7, + Aol 7.+ oDt — Butesally 5+l ]

07R§xt
En passant a la limite h — 0, on obtient une estimation pour toutes les dérivées d’ordre
inférieur ou égal a 2 de u sauf d3u, dérivée deux fois selon la direction verticale (car la
translation est tangentielle). Cette derniere s’évalue en utilisant 'opérateur :
2 2 2 2
62 Uing = AUing — 81 Uing €t 82 Uext = Alext — 81 Uext

£

d’ott I'estimation en norme H? sur les deux sous-domaines Ry et RS, :

ol + el s, < O I8l 7, + 180l

+ || aOn tint — anuext”%ﬁ + HuHLw ]

On utilise ensuite Pestimation H™! — H! (1.5) (pour 8¢ = w et T¢ = R¢) qui permet
d’obtenir

el < € [IF_, 2. + lully 2

< C 1 8uinilly 7., + |1 At 07|

Oﬁixt + Haanuint - anuext||%7fy\ + HUH
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d’ou 'estimation annoncée pour s = 0.

e Supposons connue une estimation H*~! — H**! suivante : pour tous sous-domaines
S, 7T°¢ tels que R C 8¢ C 7°¢ C RE et toute fonction v suffisamment réguliere,

”’Uint”erl:Sint + ”UeXt”3+le§xc <C HAUintHS,LTM + HA’UeXtHsfl,TCf(t

+ i, — Onvesally g 1.+ olo.r |-

Soit alors w vérifiant R C w C RE. On applique l'estimation ci-dessus pour §¢ = R et
T¢=wav=u,=x1Dp(x1u) :

N R o o] 7N IR LT R

Dt — Onunessllys o+ lunlly |-
A Daide des techniques utilisées dans le cas s = 0, on montre les estimations suivantes :
o AUl s, <C (1w, 5, + il 7]
o NAuneal, s, <C (18l 7 +llullyinge, ]

L4 ”aanuh,int - 6nuh,ext” S C [Haanuint - 8nuext”

s+%§} '

s_%v'ﬁu
D’ou

Huint‘|5+277zint + HuEXtHS"r?vRixt = C[ HAuintHs,ﬁint T HAueXtHs,ﬁth
s—l—l,']ﬂiE ] '

+ || O ting — BnuextHer%; + [ ing ||

On utilise alors & nouveau 'estimation HS~! — H**!, appliquée & v = u pour 8¢ = RE et
Te =Re

Pl 17+ Wil i, < 1l o+ vl e,
+ 0O tng = Onttoel 3 5+ 1l 7 |
= C[“AUintHSJ/gint t ”Auext”&ﬁgxt
+ladntin = Fntext 3 5+ lully 2. |

ce qui acheve la preuve. [
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1.3 Construction du développement asymptotique

1.3.1 Préliminaires

Le repéere de Frénet

Pour construire le développement asymptotique de u® en le petit parametre e, on
va d’abord transformer le domaine Q2 en un domaine fixe. Pour cela, on utilise une
paramétrisation de I' en coordonnées locales (¢, s) dans le repere de Frénet (voir [8]).

On parametre I' par v(t), ou ¢ est l'abscisse curviligne. On note T et 7 les vecteurs
unitaires respectivement tangent et normal (extérieur a i) sur I'; ils sont directement

() i)
T et n .
—MNq (%)

On rappelle les formules de Frénet qui définissent la courbure ¢(t) au point d’abscisse

orthogonaux :

curviligne ¢ (si Qi est convexe, la courbure est positive) :
d7 dri
1.9 — =—c(t)i et — =c(t)T.
(19) =il et = ()7
Expression du Laplacien en coordonnées locales

Les formules de Frénet (1.9) permettent d’exprimer les dérivées selon ¢, s en fonction des
dérivées cartésiennes :

O\ [(L+sct)ns —(1+sc(t)ni) (O
83 B 1 No 82 .

Par inversion de ce systeme, on obtient

o\ Hz—i(t) M O
82 14:;1(15) na as ’

d’ou l'expression du Laplacien dans les variables (¢, s) :

B 1 1 c(t) 5
(1.10) A= 1+sc(t)8t <1+sc(t)at> + 1+sc(t)83+8s'

1
1+sc(t)

courbe de niveau I'* = {z + s7i(z) |z € T'}.

Remarque. L’expression Oy (1 +Slc( ) at) n’est autre que Ars, le Laplacien sur la
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1.3.2 Transformation en domaine fixe

A Taide d’une dilatation dans la couche mince, on peut transformer le domaine Q¢ en un
domaine fixe, le petit parametre ¢ apparaissant alors dans les équations, ce qui est plus
simple a traiter.

On introduit la variable dilatée S = 2, si bien que (¢, S) parcourt le domaine (0, fr) x (0, 1)
(4r est la longueur de la courbe I').

Lemme 1.7 Dans les coordonnées (t,S = £), le Laplacien prend la forme

N
1
(1.11) A= <6§—26ZA5+€N+1TEN> ,
(=1
les opérateurs (Ag) comportent au plus une dérivée selon S (en particulier A1 = —c(t)0s)

et TN est un opérateur uniformément borné en e.
DEMONSTRATION. La vérification est immédiate & P'aide de la formule (1.10). [

Il est possible de donner un procédé récurrent de construction des opérateurs A, mais on
utilisera seulement la forme explicite de A;.

On note UE

£+ la fonction définie sur Qey par us,, (t,s) = US

4 (t,S). Dans les nouvelles

coordonnées (semi-dilatées), le probleme de transmission (1.1) devient :

aAus = fint dans Qi

N
1
= (8% — ZsZAg + «SNHTEJ\’) Use = Fext  dans (0,4r) x (0,1),

=1
(1.12) )
a0 tiny (1(1)) = Z05Us (t,0) + 9(7(2)) pour ¢ € (0, /),
ulant(’)/( ) ngt (t> O) pour te (O>£F)>
Uext( ) - 0 pour t € (O>£F)>

probleme posé dans un domaine fixe. Il reste a préciser la dépendance de Fuyt en € : si
fext est suffisamment réguliere, on peut écrire son développement de Taylor au voisinage
de I' : on obtient alors I'expression suivante pour Fey.

Fo(t,S) Zs‘ffot )5 + O(eN*1), pour tout N € N.
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1.3.3 Les problemes élémentaires

La structure des équations (1.12) laisse apparaitre des puissances entieres de e, ce qui
conduit naturellement a effectuer ’ansatz suivant :

e _ § : n, n e _ § : nrrn
Uing = € Ujnt et Uext - € Uext’
n>0 n>0

ou les fonctions u, et Ul ne dépendent pas de e.

Cette écriture est purement formelle, on ne cherche pas ici & donner un sens a la
convergence éventuelle des séries. En insérant ces expressions dans le probleme (1.12),
et en identifiant les termes de méme puissance de e, on obtient deux suites de problemes

découplés :
QRUL, = FI°(0)S" 2+ > AUE, dans Qe
l+p=n
(1.13) tpz1
05U, = ad,ul! — go7 sur T,
Ug(t =0 sur Fext7
aAull, = fintdy dans Qi
(1.14) t oo ’
uly, = ULy surl.

(6 désigne le symbole de Kronecker et on pose par convention F | = F,2 = ui;% =0).

Remarque. Afin d’alléger les notations, on a commis ’abus de notation qui consiste
a confondre un point x de la courbe I' avec son abscisse curviligne. C’est pourquoi I'
apparait dans les équations précédentes au lieu de l'intervalle (0, fr).

Si on suppose connus (u¥.) et (UF,) pour k < n, alors les seconds membres des deux

int ext
problémes précédents sont bien définis. Le probleme (1.13) est unidimensionnel et admet
une solution unique. Quant a (1.14), c’est un probleme de Dirichlet pour l'opérateur
de Laplace dans Q¢ pour lequel on a aussi existence et unicité (pour des données

suffisamment régulieres).
1.3.4 Calcul des premiers termes

Dans ce paragraphe, on calcule explicitement les 3 premiers termes du développement
asymptotique pour présenter le procédé algorithmique de construction.
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Termes de rang 0

En vertu des équations (1.13) et (1.14), on a

0202, = 0 pour 0 < S < 1,

ext

0sU?., = 0 pour S =0,

ext

U, =0 pour S =1,

ext

ud, = Uy sur T,

int e

0 _
{ aAug, = fine dans Qiy,

si bien que U2, = 0 et ul, est solution du probleme de Dirichlet homogene dans iy
avec fing comme terme source.

Termes de rang 1

Pour n = 1, les problemes s’écrivent

02Ul = AU, =0 pour 0 < S <1,

ext
aAul . =0 dans Qi
OsUL, = ad,ul, —g pour S =0, { UI; Ul swT.
Ul, =0 pour S =1, e ot
On a donc UL, = (S —1)[ad, umt] — g] et ul,, résout une équation de Laplace avec la

donnée de Dirichlet UeXt
Termes de rang 2

a l'ordre 2, on a

85’ ext — AQUext +A1Uext +F0t pour 0< S < 1

aAu?, =0 dans Qi
0sUZ, = adnul, pour S =0, lznt ) m
5 ui, = UZy sur I
Use =0 pour S =1,
En utilisant la forme explicite de UL, et la définition A; = —c()ds, on obtient

AQUext + Aerxt ext - 70( )[068 ull’lt| ] + Fe?xt’

d’ou 'expression suivante pour Ue2

(115) U2 = —e(t) [0l — g) > / / 0 (t,) du do + a(S — 1)8,uly]

Remarque. Les calculs précédents sont possibles si les données sont suffisamment

régulieres. En effet la donnée de Dirichlet dans le probleme qui définit i, est Uelxt]F,
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0

c’est-a-dire g — ad,us . |... Elle doit appartenir a ’espace 3 (T pour qu’on puisse définir
‘est-a-d OnUipg |- Elle doit t I H

correctement u

ity C€ qui requiert les conditions

W € H2(Qiy) et g e HZ(D).

Puisqu’on a supposé le bord I' régulier, la régularité de fi,; permet d’assurer celle de
0

u;y- Ici la condition fin € LQ(Qint) suffit, mais si on veut poursuivre la construction du
développement asymptotique, on a besoin d’une plus grande régularité sur les données.
On a coutume de dire que, dans ce cas, le développement asymptotique “consomme” des

dérivées.
1.3.5 Le développement complet

Le procédé décrit dans le paragraphe précédent peut étre poursuivi a tout ordre, pourvu
que les données soient suffisamment régulieres. On peut aussi estimer I'erreur commise en
tronquant la série a un nombre fini de termes.

Théoreme 1.8 Si finy € €°°(Qnt), fext est la restriction a Q. d’une fonction de

EC(00,), g € €°°(I) et T' est une courbe de classe €, on peut construire la suite
ext g

(ult,,Uly) — indépendante de € — définie par les équations (1.13) et (1.14). La solution

u® du probléeme (1.1) admet alors le développement asymptotique suivant

— E e"u™ ou u"

n>0

Qing — uirilt et un|Qth (t,S) = Ug(t(t,S_lS).

En définissant le reste d’ordre N comme la différence entre la solution exacte et la série

tronquée :
N
rN = — E e"u",
n=0

on a l’estimation suivante, ou Cny ne dépend pas de € < &,
Hré\fintHLQint + \/g Hré\,]extul,ﬂgxt < CN 6N+1'

Remarque. Ce résultat ne donne aucune information sur la convergence de la série u,,.
On s’intéresse ici & la convergence de rY quand ¢ tend vers 0 et pas quand N tend vers
I'infini (c’est ce que 'on nomme convergence au sens des développements asymptotiques).

DEMONSTRATION. Les hypotheses de régularité permettent d’assurer que les pro-
N .

blemes (1.13) et (1.14) sont bien posés dans H!. Examinons maintenant le reste 7’
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par construction, les premiers termes de son Laplacien a ’extérieur s’annulent :

N
N ¢ N+1
A’re,ext = ext Z ext ZS Ag ext + O( * )
N N+£
= fox = )_"TFLST T - 5 Z Ze"Ae ey Z " A UL
n=0 (=1 Ln=¢
+0(eN 1)
1 N[ N
= — e"Ay U, @)
S| 2 AU +OET
t=1 ln=N+1

= 0@V

De méme pour les dérivées normales :
al 1

a@nr?ﬁm — Bnr?fext =g— Z g [a@nu&t — g&gUg(t =aeVoul,.

Ainsi rév vérifie le probleme suivant
aAréYim =0 dans Qi
Arévext = 0N dans QF .,
aly, r€ int = 8nré\fext + O(eN) sur I,
N N
Te,int = Te,ext sur Fa
’I“gext =0 sur I'S ¢

L’estimation a priori du théoreme 1.1 permet de déduire que Hr Hl o = O(eN~1). Afin

d’obtenir la majoration annoncée, il suffit d’écrire :

N _ N+2+6N+1uN+1 +6N+QUN+2.

Te

L’estimation a l'intérieur s’en déduit directement :

IrZinclly g, < On e

Pour la partie extérieure, il faut utiliser les variables semi-dilatées : par analogie avec Ug,,,

on note RY_, le reste d’ordre N dans les variables (t,S). En utilisant le fait que UL, ne

e,ext
dépend pas de ¢, on obtient
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N 1 N N+41
HraextHLngt =7 HRe,extHLQext < Cnetre. u
Remarque. On peut préciser la structure des termes du développement asymptotique :

dans la partie extérieure, U

oo a une structure tensorielle en les variables (t,.5) :

na(t,S) =Y dp(t)st,

<n

et donc
— ¢
ug(t,5) = e ‘7 (t)s",
<n
cela se vérifie simplement par récurrence sur les équations (1.13). En outre, dans

I'expression de 92U, la contribution de plus haut degré en S provient du terme

extr
AU = —¢(t)dsU . Cela prouve que le terme ¢ est génériquement non nul.

Cette remarque permet d’en déduire que 9% (¢"u? ) est borné indépendamment de &, pour

ext
tout 3 € N2. En effet, si 8= (3, 3s),

n !
(e = 3 T )
Il en est donc de méme du développement asymptotique & tout ordre : > e™ul, est borné
indépendamment de €, ainsi que toutes ses dérivées. En outre il n’est pas possible d’obtenir
) est un O(1) pour G5 = n.

La solution du probleme de transmission ug,, possede aussi cette propriété, c’est une

mieux, car 9% (e"ul,
conséquence immédiate de I'estimation (1.6). Le fait que le développement asymptotique
réalise cette estimation montre son optimalité.

1.4 Conditions aux limites approchées

Dans ce paragraphe, on retrouve les conditions aux limites généralisées données dans [16]
pour 'opérateur de Laplace, la méthode utilisée differe car elle utilise la construction du
développement asymptotique. En outre les estimations du théoreme 1.8 permettent de
prouver des estimations optimales, plus précises que celles montrées dans [16].

1.4.1 Condition d’ordre 0

Si on tronque la série définissant le développement asymptotique en ne conservant qu’un
seul terme, on obtient I'approximation

e = [0} = uion‘w

Uipy =
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qui résout le probleme
{ aAul? = fi dans Qiy,
u =0  surT.
Cela revient a enlever la couche mince et a imposer la condition de Dirichlet v = 0 sur I’

(c’est le probleme limite, correspondant au cas € = 0). Le théoréme 1.8 permet d’estimer
I’erreur commise.

Proposition 1.9  On note v‘[so] la solution du probléme

OéAUfQ] = fint dans Qinta
(1.16)
UEO] =0 surl.

Alors on a l’estimation suivante entre la partie intérieure uf,, de la solution du probléme

de transmission (1.1) et ’Ufo} sl existe C, indépendante de €, telle que

|

Remarque. Le probléme (1.16) ne dépend pas de € ; on a cependant conservé ¢ dans la

154
int

u < (Ce.

£
s ‘
[0} 1 7Qint

1 13
notation U[O]

1.4.2 Condition d’ordre 1

par cohérence avec la suite.

Conservons maintenant deux termes dans le développement :

ufnt = ’u’[l] = uiont + Euilnt'
Alors ul!) vérifie
aAull = fi dans Qjp,
ull = —cadpul” + g sur T.

1

La condition sur I" implique ul" + agd,ull —eg = ag?d,ui . 1l s’agit d’'une condition aux

limites mixte de type Robin, qui nous conduit a considérer le probleme

ozAv[Eu = fint dans Qi

1.1
(1.17) v[sl] + aa@nvﬁ} = eg surl.

a la différence du paragraphe précédent, on n’a pas ici ult! = v‘[sl}. En effet, les solutions

ulll et v‘[sl] résolvent un méme probleme avec des seconds membres qui different d’une



CuAP. 1 CONDITIONS D’IMPEDANCE POUR UN DOMAINE REGULIER 35

quantité O(¢?). Une estimation a priori sur ce probléeme nous permet d’estimer I'erreur
commise :

Lemme 1.10 Soit h € L*(T), alors le probléme

aAv = 0 dans Qint,

v+ aedv = h surl,

posséde une unique solution qui vérifie ['estimation a priori suivante
C
”’UHLQ‘mc < % ”hHO,F .

DEMONSTRATION. La formulation variationnelle du probleéme s’écrit
Vw € H (Qine), a(v, w) = l(w),

avec

1 1
a(v,w):a/Vvadx+—/vwda et l(w):—/hwdo.
Q: 9 T £ T

int

La proposition est une application du théoreme de Lax-Milgram, la constante de coercivité
étant d’ordre 1. u

Proposition 1.11  On a Uestimation suivante entre la partie intérieure de la solution

du probléme de transmission (1.1) et la solution de (1.17) :

DEMONSTRATION. Par définition, ¢ = u[! — vfy) résout le probleme

3
g g 5
Uine — V[ <C(Ce2.
lygint

alA¢ = 0 dans Qi
¢+ agdpd = O(g?) sur I.

L’estimation a priori donnée dans le lemme 1.10 permet d’en déduire :

3
1l q,, < Ce2.

int —

Comme, d’autre part, on a la majoration du reste du développement asymptotique (voir
théoreme 1.8)

=], =00
ulnt U 1, Qe (6 )7
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on en déduit le résultat. ]

Remarque. La méthode utilisée pour obtenir I’estimation de la proposition précédente est
classique en analyse asymptotique. Elle ne conduit cependant pas a un résultat optimal,
comme le montre le théoreme qui suit.

Théoreme 1.12 On a lestimation suivante entre la partie intérieure de la solution du

probléme de transmission (1.1) et la solution de (1.17) :

DEMONSTRATION. On peut effectuer un développement asymptotique pour le probléme

€ £ 2
Uiy — U < Ce”.
int [1] HLQ‘mc

avec condition d’impédance d’ordre 1 (1.17) : I'ansatz vfy; = >~ e"v" fournit la relation de
récurrence :
AV = finedy dans Q;.¢,
V" = —af, vt + g6 sur T.

1

Un simple calcul montre que les premiers termes v° et v! coincident avec ul, et ul,,

premiers termes de la partie intérieure du développement asymptotique de u®. Il est facile
de montrer 'estimation du reste d’ordre 1 pour le développement de v[sl] et donc

vfy) — u[l]H < Cée?,

— e
lygint

[ g
HU[” v 1, ‘

d’ou le résultat. ™

Remarque. L’estimation donnée dans le théoreme précédent est optimale, car les termes
u? et u?, ne coincident pas génériquement. L’obtention de majorations optimales est un
des points forts de 'utilisation des développements asymptotiques.

1.4.3 Condition d’ordre 2

On effectue la méme étude que précédemment, en conservant les trois premiers termes du
développement asymptotique. On suppose ici que fext = g = 0. On vérifie aisément, a
l’aide de la formule (1.15), que ul?l = ud . +eul +e*ud, est solution de
aAu[Q] = fint dans Qinta
(1+ 5c(x)) ul? + agd,ul? = O(3) sur T,
ol ¢(x) désigne la courbure de I" au point = € I'. Le probleme avec condition d’impédance
d’ordre 2 s’écrit alors

aAUfQ] = fint dans Qi
(1+ 5c(2)) Uy +aelhvfy = 0 sur I



CuAP. 1 CONDITIONS D’IMPEDANCE POUR UN DOMAINE REGULIER 37

Théoreme 1.13  On a l'estimation suivante entre la partie intérieure de la solution du

probléeme de transmission (1.1) et la solution de (1.17) :

|

DEMONSTRATION. La preuve est la méme que pour le théoréme 1.12 : on effectue le

€ € 3
U — v H < (e’
int [2] lygint

développement asymptotique de va}, dont les trois premiers termes coincident avec celui

de uf

ot~ Les estimations des restes permettent de conclure. |

Remarque. Dans [16] les estimations suivantes sont prouvées :

e sik=0,

£ € El 3
u, —w <<{ez sik=1
‘ int [k]HLQ‘mc = 8% G ko 27

Celles prouvées dans ce paragraphe sont plus fines; les techniques de développement
asymptotique ont permis de montrer leur optimalité.

1.5 Résultats numériques

Les calculs présentés dans ce paragraphe ont été effectués a l'aide de la bibliotheque
éléments finis MELINA (voir [23] et annexe).

Le but des calculs effectués est d’illustrer les résultats du paragraphe précédent.
Précisément, on désire mettre en évidence la vitesse de convergence de la solution Ufk]
du probleme avec condition d’impédance d’ordre k vers la partie intérieure u;, de celle
du probleme de transmission en fonction de £ = 0,1, 2.

1.5.1 Les problemes continus

On cherche a approcher, pour différentes valeurs de ¢, la solution u® du probleme de
transmission (1.1). On a pris comme données g = 0, foxs = 0 et fine = —27 (des tests
ont été effectués avec d’autres types de données, conduisant a des résultats comparables
a ceux présentés ici). On considere le probleme (1.1), qu’on rappelle ici.

aAuy, = fine  dans Qyp,
Auiy, =0 dans QZ.,
(1.18) a0p U5y = OpuSy, sur I,
uisnt = ugxt sur Fa
Ugy = 0 sur I'g,
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posé dans la couronne Q° :
0° = {x: (z1,22) € R? ‘ l<a?+a3<(2+¢e) et zy, o0 > 0},
le domaine intérieur étant défini par
Qipt = {x = (21, 22) € R? ‘ l<a?+a3<4deta,zy> O}.

De méme, on désire obtenir une approximation (pour les mémes valeurs de ¢) des trois
probléemes suivants :

aAv[EO} = fine dans Q.
(1.19) U‘[EO] =0 surl.

ozAv[Eu = fint dans Qiu,
1.2
(1.20) v‘[sl] +a68nv*[€1} =0 surl.

O[AIU[EQ} = fint dans Qinta
(1.21) e e -

(1+ 5c(z)) Uiy — a€0n vy sur T,

Précisément on calcule, pour e =277 (j =1,...,10) :

e 'approximation par éléments finis de la solution u* du probléme de transmission (1.18);

e l'approximation par éléments finis des solutions Ufk] (k = 0,1,2) de chacun des
problemes d’impédance (1.19), (1.20) et (1.21);

e des estimations des normes L? et H! de la différence u® — Ufk] pour k =0,1,2.
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1.5.2 Approximation a I’aide d’éléments droits de type Q,

L’idée la plus simple consiste a mailler
le domaine ¢ en quadrilateres, comme
le montre la figure 1.1 ci-contre.

Chaque élément K du domaine de cal-
cul 5 (qui differe de Q¢ & cause de la
courbure) est l'image du carré unité K
par une application affine Fik.

L’espace d’approximation est alors défini
par

[v e (05) | VK, vo Fic € Q,(R)},

p est appelé degré d’interpolation fonc-
tionnelle. F1c. 1.1 — Maillage Q1 (299 neeuds).

La méthode la plus simple consiste a choisir p = 1 : l'interpolation est isoparamétrique
de degré 1. La figure 1.2 représente la norme de la différence u® — v‘[sk] en fonction de € en
coordonnées logarithmiques. Au vu des résultats théoriques, on s’attend a obtenir trois
droites de pentes respectives 1, 2 et 3. Or les droites de la figure 1.2 semblent toutes trois
avoir des pentes voisines de 1.

La courbe correspondant & k = 1 (repérée avec le symbole ©) possede une pente plus
importante pour les valeurs faibles de €, mais celle-ci se rapproche de 1 quand ¢ diminue.
Cette remarque conduit a mettre en doute I'approximation utilisée : il semble que l'erreur
de la méthode numérique soit plus importante que la quantité qui nous intéresse.

Pour remédier a ce probleme, on a effectué les calculs sur le méme maillage droit
que précédemment, mais en utilisant un degré d’approximation fonctionnelle égal a 6.
L’interpolation n’est plus isoparamétrique. Les résultats sont consignés sur le graphe de
la figure 1.3.
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”ulent - /U[ek} ”L2 (Qint)

10°
1072
1074
1076
: : o Ordre k=0
1078 prrorerereresesdes e enenenne
j j © Ordre k=1
1010 ———————————————— ————————————— & Ordrek =2
€
10—12
104 1072 1072 1071 10° 10t

Fi1Gc. 1.2 — Résultats avec un maillage droit et une interpolation Q.

13 13
||u1nt - /U[k} ||L2 (Qint)
10°
1072
10~
1076
: : o Ordre k=0
1078 oo R
: : © Ordrek=1
10710 feemeemeeii e & Ordre k=2
10—12 €
10~4 1072 1072 1071t 10° 10t

Fi1Gc. 1.3 — Résultats avec un maillage droit et une interpolation Qg.
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On observe que les résultats sont quasi-identiques a ceux obtenus avec une interpolation
de degré 1, ce qui montre que l'interpolation fonctionnelle n’est pas la cause de ’erreur.

En effet, le domaine de calcul €25 approche relativement mal le domaine réel ¢, si bien que
I’erreur due a cette approximation est trop importante et ne permet donc pas de mettre
en évidence le phénomene qui nous intéresse, qui nécessite une précision bien supérieure,
comme on va le voir plus bas.

Il s’agit ici d’'un probleme de non-consistance géométrique : méme si on calculait la solution
exacte du probleme continu posé sur 5, les résultats ne seraient pas plus satisfaisants.

On est donc amené a remettre en cause le maillage du domaine : dans le paragraphe qui
suit, on utilise un degré d’interpolation géométrique plus important qui permet, avec un
plus petit nombre d’éléments, d’approcher de maniere beaucoup plus précise le bord du
domaine.

1.5.3 Approximation a ’aide d’éléments courbes de degré 6

Le paragraphe précédent nous a permis
de voir que 'approximation géométrique
est cruciale. On choisit donc d’utiliser
une approximation plus précise du do-
maine €2° a I’aide de quadrangles courbes
de degré 6 (i.e. Fx € Qg).

La figure 1.4 ci-contre montre le maillage

en 8 éléments qu’on a utilisé.

L’interpolation est isoparamétrique : le
nombre de degrés de liberté coincide
avec le nombre de noeuds du maillage :
299. La matrice a inverser est donc beau-

coup plus petite que dans le paragraphe
précédent, le cotit de calcul est donc bien
moindre. Fic. 1.4 — Maillage Qg (299 neeuds).

Le fait que les matrices soient plus pleines quand on utilise des éléments Qg que dans le cas
isoparamétrique QQ; pourrait laisser penser qu'un grand nombre d’éléments Q; conduirait
a une bonne approximation. En fait il n’en est rien car I'approximation géométrique est
bien meilleure avec quelques éléments de haut degré qu’avec beaucoup d’éléments droits.

Le graphe de la figure 1.5 représente la norme L2 de uf, — v[gk] en fonction de ¢ en
coordonnées logarithmiques. La norme de la différence ug,, — vfk], qui était limitée aux
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environs de 1075 sur les figures 1.2 et 1.3, est maintenant de I'ordre de 107!° pour les

valeurs les plus faibles de €.

L’erreur d’approximation provenait donc bien de la différence entre le domaine ¢ et le

domaine de calcul.

”uient - U[ekz] ”L2 (Qint)

10° :

1072 §

w0-* ;

106 §
¥ ;/A’ ¢ Ordre k =0

10~8 ,‘ ————————————
' W © Ordrek =1
L : _

1010 T e & Ordre k=2

10712 . <

1074 1073 102 10! 10° 10!

Fig. 1.5 — Comparaison des problémes d’impédance avec le probleme initial.

Les pentes entre deux points successifs de chaque courbe sont reportées dans le tableau
ci-dessous : (pour € croissant)

& 0.996  0.993  0.988  0.980 0.970 0.960 0.945 0.915 0.859

@  1.994 1989 1.981 1972 1965 1.957 1939 1.894 1.815

& 2951 2905 2.820 2.676 2.472 2292 2359 2577 2.536

On retrouve donc bien les ordres de convergence 1,2,3 prouvés théoriquement. Notons
que, pour les petites valeurs de ¢, l'erreur ||u® — va}H est d’ordre 107!°, ce qui montre
qu'une grande précision est requise dans les calculs (ceux-ci doivent étre effectués en
double précision).
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U5 _O'U[Ek] [ (Q40)

10
1072
10~4
10~
: :
. Q‘f /4‘5 & Ordre k=0
1078 frreeeeee i g RRRREIEE
; ﬂ,’ ; © Ordrek=1
e :
10710 feeeeiiiiiiiins ‘ ———————————————  ERREREEEERE & Ordre k=2
€
10-1'2
1074 1072 1072 10~! 10° 10t

Fig. 1.6 — Comparaison des problemes d’impédance avec le probleme initial.

Ici encore, on a calculé les pentes successives :

¢ 0985 0972 0.948 0912 0.870 0.843 0.849 0.860 0.835

@ 1973 1950 1.912 1.864 1.833 1.853 1.891 1.881 1.813

& 2950 2902 2813 2.658 2419 2111 1.855 1.962 2.307

Les résultats sont similaires en norme H! : on obtient encore les pentes 1,2,3, ce qui
illustre numériquement leur optimalité.

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre on a construit un développement asymptotique de la solution du
probléeme de transmission (1.1), en utilisant une dilatation de la couche mince. On a montré
comment la connaissance de ce développement permettait I’obtention des conditions
d’impédance pour le probleme de transmission avec couche mince (1.1).

En outre cette méthode permet de bénéficier du formalisme des développements asymp-
totiques, en particulier des estimations du reste. On a ainsi pu obtenir des estimations
plus précises pour les problemes avec impédance, que celles obtenues antérieurement, et
de montrer leur optimalité.
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Enfin les tests numériques réalisés illustrent l'optimalité des résultats théoriques; on
retrouve en effet les pentes prévues par la théorie dans les résultats des calculs. Les
phénomenes qu’on désire mettre en évidence sont de nature asymptotique : il s’agit de
comparer les vitesses de convergence vers 0 des quantités |luf,; — vfy, || quand e tend vers
0. Cela nécessite une grande précision de calcul car certaines de ces normes sont de I'ordre
de 10719, Une grande précision est donc requise dans les calculs, qui doivent étre effectués
en double précision. De plus la condition d’impédance d’ordre 2 n’ayant de raison d’étre
que dans le cas d’une frontiere courbe, il est crucial d’utiliser une approximation de la
géométrie par des éléments courbes d’ordre élevé. L’utilisation d’une approximation de

type Qg-isoparamétrique est donc judicieuse.
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Chapitre 2

Construction des profils dans un
domaine sectoriel infini

Le chapitre précédent était consacré a I’étude d’un probleme de transmission avec couche
mince dans le cas d’une géométrie réguliere. On désire s’intéresser maintenant au cas ou
le domaine présente un coin. On verra au chapitre 3 que les techniques utilisées jusqu’a
présent ne permettent pas de construire le développement asymptotique de la solution
dans cette situation.

Une étude précise au voisinage du coin est requise. Précisément, on effectue une homothétie

1 qui a pour effet de transformer le domaine € en un secteur plan infini

de rapport €~
quand le parametre € tend vers 0. Il s’agit donc d’étudier un probleme de transmission

dans ce domaine modele, qui ne dépend plus de €.

L’objet du chapitre 2 est la construction de solutions a ce probleme modele, qu’on
nommera profils. Si 8 est un tel profil, c’est plus particulierement son comportement
en 'infini qui nous intéresse car il interviendra dans le développement asymptotique (voir

%(2)

La démarche qui suit est inspirée de [11], [9] et [24].

chapitre 3) sous la forme

2.1 Introduction

Soit le secteur angulaire @) centré a l'origine, d’ouverture w (w # 0, ), représenté sur la
figure suivante.

Q = Qint UGuU Qext-
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G

Gext

Oint

Qint

Cas convexe (w < ) Cas concave (w > )

On se propose d’étudier le probléme de transmission suivant : trouver u = (Ujpt, Uext ), OU
Uit est défini dans Qiny et Ueyy dans Qeyt, vérifiant :

Alext = fext dans Qext,
OéAuint = fint dans Qinta
(2.1) Uext = 0 sur Gext,
Uint = Uext sur G>
| @Onling = Oplexs + ¢ sur G,

Ol fipne, fext €6 @ sont des fonctions données et « est un réel strictement positif ; 9,, désigne
la dérivée normale selon 77 (normale extérieure & Qjng, intérieure & Qext ).

Le but du chapitre est de construire une solution au probleme (2.1) dont le comportement
a l'infini est imposé et d’en obtenir un développement asymptotique a l'infini.

La technique employée s’appuie sur l'existence d’un espace variationnel dans lequel le
probléme (2.1) est bien posé pour des données convenables (voir §2.2). Elle consiste a
construire les premiers termes d’un développement asymptotique, via une technique clas-
sique de résolution extérieure-intérieure, dans le but de se ramener au cas variationnel
(§2.5). On obtient ainsi une solution au probleme (2.1) dont le développement asympto-
tique a l'infini sera précisé a 'aide de la transformation de Mellin (cf. §2.7).

2.2 Solution variationnelle
De maniere standard, on associe a (2.1) la formulation variationnelle suivante :
a(u,v) = (F,v),

la forme bilinéaire a est définie par

a(u,p) =a [ Vu-Vodz+ [ Vu-Vodz,
Qint Qext



CHAP. 2 CONSTRUCTION DES PROFILS DANS UN DOMAINE SECTORIEL INFINI 47

et la forme linéaire F' par

<F,n>:Lfndx+/C:gndo.

On lui associe 'espace variationnel U (voir [25], par exemple) :

v
- 12(Q), —— € L2(Q) et - }
T ={v / Vo e 17(Q). 1= € L2(Q) et vl =0},
muni de la norme naturelle

2
2 2 0

oo = ||V —

ol = | ||0,Q+H1+7: ,

ou 7 désigne la distance au coin O. Le théoreme suivant établit un résultat d’existence et
d’unicité dans ’espace variationnel *U.

Théoreme 2.1 Si F € W', il existe une unique solution u € U au probléeme

Vo € U, a(u,v) = (F,v).

DEMONSTRATION. Le résultat est une conséquence du théoréme de Lax-Milgram, seule la
coercivité de a n’est pas évidente. Soient (7, 6) les coordonnées polaires centrées en O ; on
note encore v la fonction dans les variables polaires. Soit v € U,

a(v,v) Zmin(l,a)/|Vn|2dx
Q

in(1 1
5, min(1, @) </\VU\2dx+/—2]89012dx>.
2 Q Q’I"

Si on note © = (=%, %), on peut écrire

1 ) toor 1 9 17 e
_—|8§U| dax = _—|89‘U| rdodr.
2 2

Q?“ 0 el

D’autre part, comme v(7,—%) = v(7, %) = 0, on peut écrire une inégalité de Poincaré
dans O, avec une constante C' indépendante de 7 :

/ |050]% dO > c/ o] dé.
© (€]
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En multipliant cette derniere inégalité par % et en intégrant par rapport a 7 , on obtient

0502 dz > C = [ p2ddar > H de > C | da,
Q T 0 T Jo Q T Q 1 +r
d’ou finalement
a(v,0) = C".||ol|q.
avec ¢’ = 3 min(1, @) min(1, C). [

Le lemme suivant fournit une condition suffisante pour que F € '.

Lemme 2.2 Si (1+7)fe L2(Q) et (14 7)7g € L*(G), alors F € 0. De plus il existe

une constante C telle que

DEMONSTRATION. 11 est immédiat que v+ [, fo est un élément de U’

IFlhy < € [0+ Dl + [+ 7%

D’autre part,

(2.2) /ngg UG [(1+F)%g]2da]% UG [(1+f)%n]2dar.

Soit r la distance au coin Ojye. Par inégalité de trace dans le domaine borné Qin N[r < 1],
on obtient pour h € HY(Qint),

(2.3) / h2do < C / ther/ Vh2dz | .
GN[r<1] QintN[r<1] QintN[r<1]

Par ailleurs, si on utilise une inégalité de trace dans la demi-bande © x (1,+00), on peut
écrire :

2 2
(2.4) / h?do < C / h—dx+/ VO )
Gnlr<1] QuneN[r<1] T Qumn[r<1] T

En utilisant (2.3) pour r < 1 et (2.4) pour r > 1, on trouve (car r ~ 1 + 7 en l'infini)

2 h* [Vh|?

on
(1+7)2

Pour h = (1 + 7)~2v, I'inégalité (2.5) fournit

[ 2da§c</ we [

2
o]

-

1+7 1+7

2
dx) .

int int
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Or, par développement de l'opérateur V,

()= (™~ s

“(m)

Finalement, on déduit de (2.2)

J.
G

ce qui montre que v — fG gv appartient & U’. L’estimation énoncée en découle directe-

[SI[]

).

2
1
< — |v)? 2.

d’ou
1
1+7

=

scH(Hf)%g

Y
o ol

ment. ]
Le théoréme 2.1 montre que le probléme (2.1) est bien posé dans I’espace 0. On a précisé,
a laide du lemme 2.2, la condition F € .

Les seconds membres (f, g) du probleme (2.1) qu’on sera amené a considérer ne vérifient
pas nécessairement la condition d’appartenance & 0’. Pour se ramener & un second membre
“variationnel”, on retranche a u une fonction qui résout la partie “non-variationnelle” du
second membre initial.

Cette fonction est construite a ’aide d’une résolution alternativement dans Qext €t Qing,
méthode classique en analyse asymptotique. On sera donc ramené a considérer deux
problemes : I'un posé dans le domaine intérieur, 'autre dans le domaine extérieur.

2.3 Transformation en domaine homogene

Afin de simplifier I’étude, nous allons tout d’abord transformer le domaine () en un
domaine homogene (on en verra plus loin la signification précise).

Dans Qext, on note T~ et T les vecteurs unitaires des deux demi-droites G~ et G issues
de Ojpng. Soient N~ et NT les normales extérieures & Qi le long de ces demi-droites.

On note %Z* les reperes (Oiyy, T+ N +) et on définit I'ouvert
Q= = {& € Qext / les coordonnées de z dans %+ sont strictement positives}.

ext T

Les coordonnées de x dans Z* définissent un nouveau systeme de coordonnées, noté (r, s).
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Cas convexe (w < ) Cas concave (w > )

La partie grisée correspond, dans le cas convexe, aux points de Qeyx¢ pour lesquels les
coordonnées (r, s) ne sont pas définies. Dans le cas concave, il s’agit d’une zone ou (r, s)
peut étre défini de deux manieres différentes. Comme on s’intéresse au comportement a
Iinfini, on verra qu’on peut s’affranchir de cette difficulté.

Dans Qjint, on effectue un passage en coordonnées polaires centrées en Oy, notées (r,0),
et on définit une nouvelle variable 0 dans Qey par

H:igisdansQi

ext*

Les figures suivantes fournissent une représentation des domaines obtenus.

I I
lr=20 lr=20
} ; 0=2+1 | - b= 11
| L, Qa | L, Qe
l 0=73 | 0=75
: :
0 “ 0 .
:TZO T_.r Qint :TZO LT Qint
| |
I I
| 0 b=-% | ] 0=-3
I T_.rQe_Xt I T_./,“Qe_Xt
| f=_—-v _1 [ =2 1
| 2 | 2
Ir=0 Ir =0
I I

Cas convexe (w < ) Cas concave (w > )
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On a noté Qi = (0,400) x (=%, %). Une différence apparait entre les situations convexe
et concave, due aux parties grisées. Cependant elle est localisée au voisinage de la pointe
du domaine (). Afin d’unifier les deux cas, on introduit une fonction de troncature qui

gommera ce qui se passe au coin.

Soit ¢ une fonction ¢ valant 0 au voisinage de la pointe du domaine Q@ :
C(x) = 0 sir<mr,
C(x) = 1 sir>mr.

1
De plus, on choisit —— < 79 < ry, de sorte que ( = 0 dans la partie grisée.
sin £
2

©

{7

@ (= 0
C=1
Cas convexe (w < ) Cas concave (w > )

Plutot que Qéﬁ(t, on préférera travailler dans

QE, = (0,400) x +(%,% + 1) si bien que le 0 7“0: :7“1 777777
domaine complet qui nous intéresse est Q tel : : Qe—xt

que _ _ _ : : ,,,,,,

Q = Qint U Qext- : : 5

La figure ci-contre représente le domaine Q : : @int

ainsi que les valeurs ro et 7 qui définissent e
la fonction de troncature . La partie r > 7g I S
correspond a ce qu’on avait obtenu apres : : ot

]

changement de coordonnées, aussi bien dans
le cas convexe que dans le cas concave.

Pour z dans @, tel que r > 7y, on notera & = .% (x) son image dans le domaine Q; la
fonction .Z est bijective de Q N [r > 7] dans Q N [r > ro).
Définition 2.3  Si v désigne une fonction définie sur Q, alors F*v est la fonction

définie sur Q par
st < 1o,

0
C(0[F(x)]) sinon.

Fro(x) = {
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Cette définition nous permettra de passer aisément de Q, dans lequel on va travailler pour
plus de commodité, au domaine @, dans lequel le probleme (2.1) est posé.

Le probleme (2.1) correspond au probléme suivant dans C? :

I
9 b bl T = O
Auext’, = fext dans Qext; I 7 vjr,,,,@ = % +1
OéAflint == ;int dans Qinta ! L»T ext /"
- ~ 2
(2.6) Uext = 0 pour 0 = +% £ 1, I
e = i s I o)
Uint = Uext pour 0 = :|:§, | r int
QOplling = Opllexy +§ pour 0 = £%, e = _w
‘ N 2
| r f’it,,,gzigil
ot A =092+ 19, + £03. =0

Attention, cela ne signifie pas qu’il y a équivalence entre les problemes (2.1) et (2.6);
on va seulement utiliser les équations (2.6) pour construire une solution au probléme
initial (2.1). En outre dans le cas concave, la donnée de la fonction f.., ne permet pas
toujours de définir ?ext de maniere immédiate : on choisit alors de prolonger par 0 dans la
partie grisée.

2.4 Les problemes élémentaires

Le domaine Q est homogéne dans le sens ou il est invariant par dilatation de la variable r.
En effet si, pour p > 0 et & = (r,6) € Q, on note p[F] = (pr,6), alors p[Q] = Q.

Pour p > 0, on définit la fonction 11, sur Q par

9

Vi€ Q, ii,(&) = u(plz]).

Alors 11, vérifie

8gﬁp7ext + p—g@fﬁmext =0 dans Qext,
p%aﬁﬁpvim =0 dans C?im,
(2.7) Upext = 0 pour § = £% +1,
Upint = Up ext pour ¢ = %,
7% Gﬁp,int = 8l9ﬁp,ext pour 0= :l:%

On suppose que 1t est solution du probleme (2.6) avec second membre nul et vérifie

lling () ~ 7 quand r — +oo0.
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Afin d’obtenir un développement asymptotique de 11, quand p — +00, on insere dans les
équations (2.7) 'ansatz série entiere :

v A—kk
ung A T

k>0

On obtient alors un probleme extérieur dans lequel r joue le role de parametre :

ok vk—2 w w
aguext = 783uext e :t(E’ 2 + 1)a
(28) 80ﬁlgxt = %aeﬁiknzl 0= :l:%a
. =0 f=+2+1,

et un probleme de Laplace dans Qim :

N Vk v

Auint =0 dans Qin‘w
vk vk

u = Uu

int ext

(2.9)
pour 6 = +%.

On est donc amené a résoudre successivement un probleme extérieur et un probleme
intérieur afin de construire le développement asymptotique.

Les deux paragraphes qui suivent traitent individuellement de chacun de ces deux
problemes.

2.4.1 Le probleme intérieur : singularités
Le probléeme intérieur s’écrit

Af = dans Quu,

(2.10)
R =g surG.

Son étude releve de la théorie générale des problemes elliptiques pour les domaines a coins,
voir par exemple [12],[20], [26] et [13]. Les solutions de (2.10) font intervenir les espaces
SN (Qint) et G (G) définis ci-dessous (A € R)

N
S Qint) = {M > log'r ve(0) / ve € € (Oim), N € N} :
=0

).

(r,0) sont les coordonnées polaires centrées en Oiyg et O = (— 75,

NIES)

&M@) = {vlc / b € &N Qi) }

N
= {7“/\ Zczt log“r sur G* / ¢f ,¢j € R} )

£=0
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Le probleme (2.10) opeére naturellement entre les espaces S, Précisément, on a le résultat
suivant.

Théoréme 2.4 Soit A € R. Sif € 6 %(Qin) et § € GN(Q), alors il existe & € S™(Qiny)
solution de (2.10).
Il y a unicité si X\ ¢ TZ*. Sinon, \ s’écrit %r et le noyau de lopérateur associé est

engendré par la fonction s définie par

0) , Stk est impaar,
A(r,0) = oe (-

r'o sin (’L—’TQ) , stk est pair.

(NI
VIES

) )'

Enfin, si = ¢ Q, alors la solution R ne comporte pas de terme logarithmique (N =0).

Remarque. La fonction s* € GA(Qint) est appelée singularité du probléme (2.10) et le

nombre \ = %’T exposant de singularité.

2.4.2 Le probleme extérieur

Le probleme qui nous intéresse s’écrit :

9B2R(r,0) = §(r,0) pour € O, UOL,,
(2.11) 0eR(r,+%) = b (r),
0

9]

Ar, x5 +1) =

ofl on a posé O, = +(%,% +1); r joue le role de parametre. La donnée de Neumann
o+
h  qu’on va utiliser appartient naturellement a I’espace GA(G) (voir §2.5 ci-dessous). On

introduit donc ’espace
N
S (Qext) = {ﬁ = 0%YF(r) dans Qexs / V7 € 6A(Gi)} .
£=0

L’espace GA(Qext) est ’espace naturel des solutions de (2.11) :

v v ot
Théoreme 2.5 Sif € & Qo) et b € &NG), alors il existe une unique solution dans
SM(Qext) au probléme (2.11). Elle est donnée par la formule :

v

o(5+1) o v o
(2.12) K(r,0) :/ (—h (r) + f(r, z) dz) dy et o =signe(0).
0 o

@
2

DEMONSTRATION. La vérification est immédiate. ]



CHAP. 2 CONSTRUCTION DES PROFILS DANS UN DOMAINE SECTORIEL INFINI 55

2.5 Développement asymptotique “sur-variationnel”

2.5.1 L’espace des fonctions singulieres en l’infini

On introduit I'espace suivant :
&N@) = {it / i € & (Qune), exs € &Gt et thine = thoxs 51 G .

Le lemme suivant compare ces espaces avec ’espace variationnel U introduit au para-
graphe 2.2.
Lemme 2.6 F* (GA(Q)) C U ssi A <O.

DEMONSTRATION. Soit v € .#* (6/\(62)) Le comportement de v en +00 est régi par 7.

Par conséquent

d’ott le résultat (le comportement au voisinage de coin n’intervient pas car la fonction .7 *
a un effet de troncature). u

2.5.2 Solution au probleme avec comportement a l’'infini

L’objet de ce paragraphe est de construire un élément du noyau de 'opérateur associé
a (2.1). Plus précisément, on recherche les solutions du probleme homogene qui ont le
méme comportement a l'infini que la fonction singuliere s* du probleme intérieur, ot

A=Er

w
On considere donc le probleme de transmission homogene avec condition a l'infini :

,

Au = 0 dans Qing U Qext,
Uoxt = O sur Gext,
(2.13) Uing = Uext  sur G,
aOpling = Opllext SUr G7
Uit ~ s° quand r — +o0.

\

Le théoréme suivant montre qu’on peut construire une solution au probleme (2.13) :
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Théoréme 2.7 Soit k € N, on pose A = ’L—’T Soit p un entier tel que p+1 > A. Il existe

ud? € P et ROA L RAAP respectivement éléments des espaces GA(Q), e ,GA_p(Q)
tels que
(2.14) A= T (R 4 T (RMATP)

soit solution de (2.13).

Les fonctions /Y et ghh—a (q € N) peuvent étre choisies indépendamment de p, ce qu’on
suppose pour la suite. Enfin, les termes RMA=4 sont construits par récurrence a l’aide des

équations suivantes :

2aMA—q 2 aA,A—q+2 w w
819”?{ext - 78rﬁext 0 € :l:(fa 2 + 1)a
AAA—q _ ag AAA—g+1 _ qw
(%ﬁext = ?(%Rint 0 = :tf’
vAvA_q — _ w
Rl =0 0= i? + 1,
X SAA— o
AR 19 =0 dans Qint,
aMA—q _ BAA—q _ Lw
Kih = Rk pour 0 = 3.

DEMONSTRATION. On travaille dans la demi-bande infinie Q en résolvant alternativement
les problemes extérieur et intérieur.

Etape 0 — On résout d’abord le probleme extérieur (2.11) avec second membre nul si
bien que la solution est

SALA
‘ﬁext =0
On remplace ensuite g par Jv%é\xé\ | dans (2.10) pour aboutir &

AM =0 dans Qint,

int

M =0 swr G,

int

~ §% quand r — +o00,

dont s est une solution. On prendra donc comme premier terme du développement
AN A Ay
.ﬁ ’ - 50 S 6 (Q),

la fonction s)) est le prolongement de s* & @ tel que s{}|g,,, = 0.

A

. v v ot o
Etape 1 — Soit #427! la solution de (2.11) avec f =0 et h = %ag.ﬁ-A7A|Gi e 6MHQ).

int
D’apres le théoreme 2.5,

ﬁé\igil S GAil(Qext)-
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On définit alors & comme une solution dans &*~(Qin¢) du probleme (2.10) avec f = 0

CAA—1 int
Roi

et § = K21 € 827H(@) (cf. théoreme 2.4). Ainsi on a construit

EA,Afl e GAfl(Q’).

Etape i (i >2) — On suppose (EA’A*J‘)K,- construits tels que
S o))

o _ . o o . o+ o .
Soit alors &2~ 1a solution de (2.11) avec | = —92RLA "2 ot b = %agﬁ.A’A i P

ext int

o o o+ )
Puisqu'on a f € 67 (Qext) et b~ € &27H(@), le théoreme 2.5 assure que

kA,A—i e 6A_i(©ext)'

ext

Al A—1

Maintenant que 8| -

ot est connu, on est en mesure de construire ,éﬁl’t/\ solution du
probleme intérieur (2.10) avec | = 0 et § = K417 | € 6271(G). D’apres le théoreme 2.4,
on peut choisir Jv%ﬁl’tA_i dans 6A_i((21nt).

Ainsi, & partir de la donnée de &2~ pour j < i, on a construit K44 € 6A_i(6v2). Par
récurrence, la suite (&~%);c est bien définie dans &*(Q).

Conclusion. Pour p € N, on note
p (v} .
e — Zg* <ﬁA,A71> '
i=0

C o Ap s R .
Par construction, u"? vérifie le probleme suivant

,

aAT? = ap, dans Qint,
ATNY = —¢p+p  dans Qext,
(215) ﬁA’p =0 sur Gexta
ﬁﬁl’tp = ﬁﬁ)gf sur G,
ad, AP = 9,85F — 1, sur G,

les seconds membres ¢, et 1, sont dus aux décalages d’indices :
b = F (R (RETPHRETTT)) € (612 Qun) © 6N Q)
b = F7 (SRl e 7" (6" 7(@)) ;

le terme ¢, provient de la troncature, il est a support dans la “couronne” définie par
ro<r<ry.
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Si p est choisi suffisamment grand le second membre de (2.15) appartient & U’. En effet,
d’apres le lemme 2.2, il suffit d’avoir

f(_(bp + Spp) € LQ(Qext)a
’F(SOP) € LQ(Qint)a
72 (4,) € LX(G).

Cela est assuré par la condition p > A + %
En conséquence du théoreme 2.1, il existe un unique élément u? € 9, solution de(2.15).
Ainsi

P
uhr 4 Zg* (EA’A’Z) résout (2.13).
=0

En vertu du lemme 2.6, les termes % * (ﬁA’A*i) pour A —i < 0 appartiennent a l'espace

variationnel U si bien que le résultat est valable pour p + 1 > A.

La construction des termes 474 exposée dans la démonstration est indépendante de
Ientier p > A. Par ailleurs, les termes u*P+1! et uMP 4 Z* (ﬁA’A*p*I) vérifient le méme
probleme dans ’espace variationnel 2. L’unicité dans le théoreme 2.1 permet de conclure
qu’ils sont égaux, ce qui prouve que la solution &Y construite dans la démonstration ne
dépend pas de l'entier p > A. ]

Remarque. Si on pousse le développement (2.14) pour p grand, on n’obtient aucune infor-
mation supplémentaire concernant le comportement en +o00, les seuls termes significatifs
dans (2.14) sont ceux qui se situent “au-dessus” de l'espace variationnel .

D’autre part, la connaissance du noyau du probléme intérieur (2.10) permet de comprendre
que la solution construite est unique modulo les singularités du probleme intérieur qui
peuvent apparaitre a chaque étape.

2.6 Reégularité variationnelle dans les espaces a poids

On s’intéresse ici a la régularité de la solution u™P, qui apparait sous la forme d’un reste
dans I’énoncé du théoreme 2.7. La technique consiste a utiliser des estimations elliptiques
locales et a les transporter a l'infini; des normes a poids apparaissent naturellement,
définissant les espaces naturels pour caractériser la régularité de u?.

Comme on ne s’intéresse qu’au comportement en U'infini, il suffit de considérer u® = Cu?.



CHAP. 2 CONSTRUCTION DES PROFILS DANS UN DOMAINE SECTORIEL INFINI 59

2.6.1 Estimation elliptique locale

Ecriture du probleme dans la bande

On transforme le domaine C? via le changement de variable
t =logr.
Quand (r, 6) parcourt Q, (t,0) appartient a la bande infinie @ =Rx (=% —-1,%+1).

Il n’y a pas de correspondance bijective entre @) et @ au voisinage du coin (i.e. t — —00).
Comme on s’intéresse au comportement en l'infini (t — +00), on pourra néanmoins
raisonner dans @ Cela présente 'avantage de retrouver 'opérateur de Laplace, plus simple
a manipuler que 'opérateur polaire A.

La figure qui suit représente le domaine @ avec le systeme de coordonnées qu’on va utiliser
par la suite.

éext ______ 0. - 0= % +1
L., oL
G ———m 0=73
0 ~
T_'t ant
§ -mmmmn e 0=
) L., O
Gext ______________ ‘9 — *% -1

Si b est une fonction définie sur Q, on notera v la fonction donnée sur @) par
o(t,0) = v(r,0).

Le probleme (2.6) devient apres changement de variable

,

ae (0} + 0F ) liny = ﬁm dans Qin,
(07 + €721 (0} — Oy) | llext = Fout dans Qext,
(2.16) e " Opling = Opliexy + § pour 6 = +%,
Uing = Uext pour 0 = £%,
Ut = 0 pour 6 = £% + 1.
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I s’écrit a(u,v) = [(v) sous forme variationnelle, avec

a(u, U) = ﬂVﬁintVGint dz + /N [etagﬁext(%ﬁext + e_tatﬁextﬁtﬁext] d.’E,

int ext

int ext G

l(v) =— /~62t]zim6int dr — /~et]zextﬁext dz + /etﬁﬁ do.
On note Ting, Text et Tty les opérateurs différentiels intervenant dans le probleme (2.16) :
,-Tint — ae_Qt(af + 83)7 Text — [892 + 6_2t(at2 - at)] et Ttr — ae_taﬂ,int - a@,ext-

On utilisera aussi les opérateurs a coefficients constants définis a partir des opérateurs
précédents pour t =ty :

Ti?1t = a(@f + 892), T = [6%0892 + 8? — 8t] et Tg = a0 int — eto&g,ext.

ext T

Dans un premier temps, on va étudier les opérateurs T2 T . TO en utilisant les résultats

int» ~ext>
du premier chapitre. On reviendra ensuite au probleme initial qui concerne les opérateurs
a coeflicients variables i, Teoxt €t Tir.
Posons € = e~ % et effectuons une contraction dans la couche extérieure de rapport ¢ : on

pose, dans Qext>

w w
e (.9 —).
S 2+6 2122

On note 11° la fonction transformée de 1. Les opérateurs a coefficients constants deviennent

105 =17

int int

=aA, TYF=A—-0, et T2 =ady—d,,

ext —

si bien que le nouveau probleme, posé dans ¢, domaine transformé de @, est tout

£

simplement le probleme de transmission étudié dans le chapitre 1 (avec un terme —opus_,

en plus, qui ne change rien aux résultats obtenus car ne modifie pas la partie principale
de l'opérateur). On peut alors utiliser les estimations du paragraphe 1.2 : soient R¢ et R®
les rectangles

Raz{xeéslto—n<t<to+n} et ﬁaz{meéa\to—2n<t<to+2n},

alors, d’apres la proposition 1.6, pour tout entier m,

~ ~ 0,e ~ 0,e ~
Il 2+ W lsaim, < O |Taiti| o +|Toiue] 4
O,e~e ~€
+ || s lo.z: ]
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ot § = G'N RE. 1l suffit ensuite de repasser des variables (£, s) aux variables (¢,6) — on
note R et R les rectangles

R={zeQlty—n<t<to+n} et R={xecQlty—2n<t<to+2n},

alors
%
3 B - 2
Huint”m—‘,—Q,Rim + < Z 61 20 Haﬁue"tHO,'Rext>
|B|<m+2
3
217) < O[Tl + (X & 1Ttz )
|B]<m

~ ~ 1 .~
g Wil 2, il |

(dans les sommes, le bi-indice 3 s’écrit (B, By), si bien que les puissances négatives de €
sont liées aux dérivées selon € seulement). Il reste enfin & déduire une inégalité similaire
pour l'opérateur a coefficients variables qui nous intéresse, sous une condition sur la largeur
des rectangles R et R.

Proposition 2.8 1 existe g € (0,1) tel que sin < ng, alors on a l’estimation pour tout
m >0,

1
2
Hﬁint”erQ’Rint + ( § : eQﬁeto—to HaﬁﬁeXtH;cht)

|B|<m+2

1
~ _ - 2 2
S C 62t0 Hﬂntulnt ||m77/€int + 62t0 ( Z eQﬁetO o HaﬁTeXtueXt HOyﬁCXt >

|B]<m

+e' || Tl

~ _to |~
m+%7/’;+ HuintHO:ﬁint + €’ ||ueXtH077/€e"t]

ou C' dépend de ny et de m, mais pas de tg.

DEMONSTRATION. Il s’agit, ici, de comparer les opérateurs Tl , Tuxt, Ity d’'une part, et
7O, TO

int’ ext»
avec des normes H™ 1! au lieu des normes L? de i, et Uey.

T d’autre part. Notons tout d’abord qu’il suffit de montrer estimation énoncée

Soit R un domaine tel que R C R C R et p € Z (ﬁ) une fonction de troncature réguliere
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telle que p|r = 1. L’estimation (2.17) permet d’écrire

1

2

lottinel,, o 7, +< S 20|08 (e Hmext>
|Bl<m+2

1
2
H int pulnt Hmvﬁint < 61 2ﬁ6 laﬁTeXt pueXt Hivﬁcxt)

|B]<m
TR0y 5+ Il 7, + 3 upaextnoﬁext]-
On a clairement
H 0 (Ol HmRmt < Hp mtﬁinthﬁint +C ||ﬁint\|m+1ﬁmt

< C (2 | Tcbinil,, 7, + 0,10 2. )

D’autre part,

< Ctho ( HpTeXtﬁeXth,ﬁcxt —+ Hp(e—Qto _ —2t)(82 at)ﬁextH

[ i)

mvncxt

Comme |t — to| < 21, on peut écrire :

HPTSXtﬁextH <C (e%o HText’:lextHm,ﬁcxt + (6477 - 1) ”pﬁext”m+27ff€cxt> :

mvncxt

Donc
178 (x|, 7., < O30 | Tesstionsll, 2 + (€ = 1) lpiexcll,1p 7.,
et 2 )
Enfin,
1780y 5 < O (e 9Tl 5+ (€27 = 1) ll9Doial 4 5)
< C (e Tl yy 5+ (7 = 1) g, p 7, )

Pour 7n assez petit, les termes contenant des normes d’ordre m + 2 au second membre
peuvent étre déplacés dans le membre de gauche. Utilisant le fait que p = 0 sur R\ R, on
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obtient
%
- _ - 2
ol a0 ot ol i )
[Bl<m+2
1
2t 1 2to 2Beto—to || /B - 2 :
< 20 | e**o ||:Fint’~1int;||7717ﬁir1t +e Z € Ha TextuextHOjicxt
1BI<m
- - _to -
e | Tl g 5+ el 2 e Nl 2

Comme p = 1 dans R, on obtient bien le résultat. [

On aura besoin plus loin du résultat suivant, qui est plus grossier que celui contenu dans
la proposition 2.8 mais qui s’avérera commode.

Corollaire 2.9 [ existe ng € (0,1) tel que si n < ng, alors on a lestimation pour tout

m >0

o |~ ~ 3 ~
? [[text i yomoe < O [ Tmelinll,, 7 +€2 ™ || Togitexel,, 5

([ ting ||m+2,R‘mt e Rint

~ 7t_ -
e Tl y 5+ Il 7, + €% lextlly 7,

er% Y OyRint

ou, C dépend de ng et de m, mais pas de tg.

DEMONSTRATION. C’est une conséquence immédiate de la proposition 2.8. ]
q prop

2.6.2 Espaces a poids et régularité du terme variationnel

Utilisation des estimations locales

N

A partir des estimations locales données par le corollaire 2.9, on peut déduire une
estimation globale pour toute fonction u définie sur Q.
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Proposition 2.10 Sous les hypothéses du corollaire 2.9, on a pour tout § € R et m € N,

6+2)t ~
6( +2) ]}ntuint

1ys~
e(é_g)tuext S C

+

He(;tﬁiﬂt Hm+2,§mm[t>0}

m+2,Q e N[t>0] 1m0, Qine N[t >—10]

6(%+6+m)tTe N + 6(6+1)tTtrfl

vacxtm[t>_n0]

xt Wext

+

m+3,GN[t>—no)

+ [l inillo 5.,

(g
t>—no] + He 27 Uext

076extm[t>7n0] ] ’

DEMONSTRATION. 11 suffit de multiplier les inégalités locales par e et de les sommer
(pour to € nN*), en remarquant que, dans les rectangles R et R, t est de 'ordre de ¢y :
les normes |le’q||,, et e’ [|q|[,, sont équivalentes. [

Espaces a poids
L’inégalité de la proposition 2.10 suggere l'introduction d’espaces a poids.

Définition 2.11 Soient m € N et v € R ; l’espace Kg”(@int) est défini par
K;n(éint) = {6 € ngoc(@int) /V|ﬁ| S m, 6(W7m)t866 € LQ(@int)}a
avec la norme naturelle

~112 — ~
185 Gy = 2 || 0%
|B|<m

2

2
R .
07Qint vaint

De méme on définit ’espace K?(@ext) par
K:l(@/ext) = {6 € L?oc(éext) /\V/|ﬁ| S m, e(y—m)taﬁﬁ € LQ(éext)}a

avec la norme naturelle

~ 12
1ol Gy = >
[

m

e(V_m)taﬁﬁ‘r ~

2
_ S(V_m)tn
07cht

’vacxt

1
m—3

=3

Enfin, on note K (G) Uespace des traces de K?(@int) sur G :

K }(6) = {5 € L2.(6) /30 € K Q) 815 = 5}
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muni de la norme

o

—q}.

<112 . ~ _ ~ meR, ~
11503 g = {5, /8 € K (@) et G
-2

De maniere naturelle, on note Kg”((?)) I’ensemble des fonctions b telles que by, € K?(@im),

Ooxt € K:l ;(@ext) et Dyt = Dex SUT G. Le lemme suivant précise quelques-unes des
2

propriétés des espaces KT(Q), qui vont nous étre utiles.

Lemme 2.12 Soit m € N et 7,7, X € R.

o K2(Q) C KJ_,.(Q).

e v>9 = KJ'(Q) CKJ(Q).

e Soit b € Q) non nul, on définit la fonction o par o(t,0) = b(r,0), alors
~ 0 ~ .
gneKy(Q)<:>)\<—w,

dans ce cas, (v € Kﬁ/”+m(©)

e Siv appartient & l’espace variationnel 0, soit (v telle que Co(t,0) = Co(x1,x2) alors (b
appartient a Kg(@)

DEMONSTRATION. Seul les deux derniers points ne sont pas évidents.

e Soit b € &(Q), alors le comportement de b en Uinfini est régi par e*, d’olt la condition
A < —v. D’autre part, la structure des fonctions de 6)‘(62) permet de montrer que 970
a un comportement en linfini du type e 18Dt ce qui prouve que v € Kzﬁrm(@) pour
tout entier m.

e Soit v € Y. Par définition de 'espace U,

v
1+7

€ L*(Q).
Si on transporte cette condition dans les coordonnées (¢, ), on obtient

(Oint € LQ(@int) et eiggﬁext € LQ(@ext)a

ce qui montre bien que v € KJ(Q). [

En termes d’espaces a poids, la proposition 2.10 se traduit de la fagon suivante.
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Théoreme 2.13 Soit i solution du probléeme (2.16). Si les données vérifient, pour m > 2

et v €R,
‘fvint € K?_Q(va [t > 71])7 fext € Kgn—‘:n%,—Q(@m [t > 71]) et g €K

et si, de plus,
ue Kgfm(Q N [t > 71])a

Alors
1 eKM(QN[t>0]).

Régularité du terme variationnel

On note %’ la fonction CﬁA’p , partie tronquée au coin de la solution variationnelle du
paragraphe 2.5. En appliquant convenablement le théoreme 2.13, on peut en déduire la
régularité de 11 dans I’échelle des espaces a poids.

Théoréme 2.14 Pour tout m > 0, i° € K%(Qv)

DEMONSTRATION. On va appliquer le théoréme 2.13 pour la valeur v = m du poids. La
condition concernant i’ est réalisée : ii° € Kg(@), d’apres le lemme 2.12. Il reste a vérifier
I’hypothese sur le second membre.

Par construction (voir probleme (2.15)), ce second membre est de la forme :

fint = O‘@inta
fext = C(ﬁ + @exta
g = (¥,

avec @ a support dans la couronne [logry < t < logr] et, si on a posé qvb(r, 0) = gzNS(t, 0) et

) ~

¢(T>‘9) = ¢(ta 9),

b A—1//5 A/
?€6>\ (Qext) & &7 (Qexct) avec A=A—-p—1<—1.
Y € &Y(G)

De maniére immédiate, ¢ € K™~2(Q). D’autre part,

e Sip>A—1+m,alors A < —m et le lemme 2.12 assure que ¢ € K™ 2 (@ext).

m+m—2
De plus, par définition de G*(G), il existe ¥ € & (Qint) tel que U|g = 1.

~ ~ ~ _3 ~
Toujours d’apres le lemme 2.12, U € K™=2(Q;,,,). 1l s’ensuit que (1) € K:JFE(G).
2
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Le théoreme 2.13 permet de conclure que i’ € K™(Q Nt > 0]).
e SiA—1<p<A-—1+m,alors on écrit

m
ude — yAptidm 2 :ﬁA,A—p—€—1.

=0
Comme p+ 14+ m > A — 1+ m, uPT3+™ est redevable du premier point :

At e km(@Gn > o)),

Par ailleurs, &4 77717% est une fonction de 9, telle que KRMA-P-1-0 ¢ GA—P=1=C. |g
~AA—p—1—£ ~
lemme 2.12 assure donc que & e K"(QnN[t>0]).

Remarque. On a obtenu un résultat de régularité de la solution variationnelle en termes
d’espaces a poids ; notons cependant que 'information ne concerne que la zone t > 0 : on
ne connalt rien au voisinage du coin.

2.7 Développement “sous-variationnel”

Dans le paragraphe 2.5, on a construit une solution au probleme (2.13). La solution ap-
parait comme la somme d’un terme variationnel et d’un développement “sur-variationnel”.
Ce dernier est constitué de termes provenant de la résolution des problemes intérieur et
extérieur (2.10) et (2.11).

Afin de compléter ce développement, on va maintenant préciser le comportement asymp-
totique (pour ¢ grand) du terme variationnel i’

2.7.1 La transformation de Mellin

L’objet de ce paragraphe est 'introduction de la transformation de Mellin : il s’agit d’une
transformation de Fourier-Laplace dans la direction radiale. Elle va nous servir d’outil de
base pour obtenir le développement asymptotique a 'infini de i°.

Pour une fonction u;,; définie sur @int, on définit la transformée de Mellin de u;,; par la
formule suivante, quand elle a un sens :

+o0o
(2.18) (A, 0) = / M (£,0)dl, 0 € Oy = (2, 2).
—o0

L’argument A est complexe ; si on note A\ = £+, alors i, apparait comme la transformée
de Fourier (en t) de la fonction ¢ — e~ !y, évaluée en 7 (€ est ici un parametre).

De la méme facon, on définit la transformée de Mellin de 11, par
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+o0
(2.19) ﬁj;t(A,e):/ e Mo (t,0)dt, 0 € O, = £(%,

NI

+1).

ext T
—00

Le lemme suivant, qui découle du théoreme de Plancherel, montre que la transformation
de Mellin caractérise les espaces a poids. On note 1t la fonction donnée par li;,; dans Oyt
*  dans Oext ; ON Note © = Oy U Sha

et par u_, ext

Lemme 2.15 Soit vy € R et m € N. Onposefzm—'y—i—%.

(i) Siw e KIN(Q), alors la transformée de Mellin 1t de u est bien définie pour Re \ = §

comme fonction de L? de R d valeurs dans H™(0) :
n — (& 4 1in,-) est dans L*(R,H™(O)).

Plus précisément, on a [’équivalence

ot pour p >0, la norme [|0||yym (g ) est la norme sur H™(©) définie par

0l = D || 07| 5= (81,5,

18] <m

2
L2(e)’

(ii) Réciproquement, si U(N) est définie pour Re\ = & de fagon que lapplication
(n,0) — U(& +1in, 0) soit dans L?(R,H™(O)) avec la condition

/R U+ im)llfim o, gy 41 < 00,

alors pour tout \, Re A =&, U(N) est la transformation de Mellin W(\) d’une fonction iy

de KI'(Q) ; u est reconstruit a partir de U par la formule

1 .
0t 0) = — / ML (¢ + i, 0) .
R

2

On verra dans le paragraphe suivant que la transformation de Mellin est un outil puissant
pour résoudre le probleme (2.10) posé dans Qip.

2.7.2 Prolongement méromorphe du terme variationnel
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AP est le terme variationnel du théoreme 2.7,

On rappelle qu'on a noté i1° = ¢i™? ot u
associé aux données fi.;,fext, 9. Le lemme 2.17 ci-dessous précise les propriétés de la
transformée de Mellin de ce second membre.

Définition 2.16 Pouri € N, on pose \; = A—p—i, ou A = %r est défini au théoréme 2.7.
Lemme 2.17 Les transformées de Mellin de fim, %ext et g admettent un prolongement
méromorphe sur C, holomorphe dans C\{\1,\2} (fi,x se prolonge méme de fagon

holomorphe sur C).

DEMONSTRATION. D’apres le probleme (2.15), le second membre vérifie
f = I[[t>7'l](¥71 +¥72) + %C et g= ]I[t>r1]g71 + g5

avec ¢ € (6’“(@@(0) .67 € M (G) et ¢ et §° sont & support compact.

D’autre part, on peut obtenir une formule explicite pour les transformées de Mellin des
fonctions de Ij,~,,16". En effet, soit ¢ un élément de cet ensemble. Alors on peut écrire
© sous la forme

N
o(r,0) = spyrt Zd}g(s) log® o
£=0
On note ¢ la fonction en les variables ¢, 6. Pour Re u < Re A, sa transformée de Mellin est
donnée par la formule

N +o00
P(A) = ZW(S)/ A=) (t —logry)" dt.
=0 log 71
Par récurrence, on montre que, pour Re u < Re A,
+oo Vil
—t(A—p) (t—1 Eoqr = : n=X
e ogry) ry .
/log 1 ()‘ - M)ZJFI !

On en déduit que pour Re > Re A,

N _1)+1
PN = S (o) i

£=0

ce qui fournit un prolongement méromorphe de ¢ sur C, holomorphe dans C\{u}.
Par ailleurs, les transformées de Mellin de %C et g¢ sont holomorphes sur C, ce qui acheve

la preuve du lemme. [

Dans toute la suite, on notera II, = {\/Re A > a}.
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Lemme 2.18 La transformée de Mellin k = 1° du terme variationnel i° est holomorphe
dans H%.

DEMONSTRATION. D’apreés le lemme 2.12, i1 Kg(@) Le lemme 2.15 assure donc que
sa transformée de Mellin est définie pour Re A = % Comme la fonction 11° est nulle au
voisinage de t = —o0, alors k = 4, est définie pour Re A > % La caractere holomorphe se
déduit immédiatement de la formule qui définit la transformée de Mellin. [

Apres transformation de Mellin — a la fois dans Qvim et @ext — le probleme vérifié par i’
devient (voir (2.16)).

(A + 0)kime (V) = Fine (A = 2) 0e(-%%)
Fint (A) = ’er;t(A) 0=+%,
02k (N) = foeN) = AA = D (A +2) e (—2—1,-2),
(2.20) Opkig(A) = alghing(A +1) — g (\) 6 = _%’
Fext(A) = 0 f=-%—1,
Rrta(N) = ) — A=~ Dt (A +2) e (2,2 +1),
Bord(N) = adgrin(A+1) —a" (V) o=

Remarque. Comme dans la construction du développement sur-variationnel, un décalage
se produit dans la condition de transmission des dérivées normales. Ici, il porte sur A, qui
est la variable duale de t. Encore une fois ce décalage constitue ’argument-clé par la suite.

On va maintenant déterminer une extension méromorphe de x sur C. On pourra ensuite,
par transformation de Mellin inverse, obtenir le développement asymptotique de i’ quand
t — +00.
Comme au paragraphe 2.5, on travaillera successivement dans Qins et Qeoxt- Les problemes
qui vont nous intéresser seront donc de la forme

A2+ IHW(A) = o(A) 0 € Oy,
(2.21) W) =0 () 0=-%,

R _
W) =o07(A) 0=4%,

et

(2.22) DHW(A) = v(A)  0==%,
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(A est un paramétre). Le lemme qui suit précise les espaces dans lesquels ces problemes
sont bien posés.

Lemme 2.19
(i) Si o(A) € L?(Oint) et X ¢ ZZ* (i.e. X nlest pas un exposant singulier du probléme
de Dirichlet dans Qin), alors il existe une unique solution W()\) € H?*(Oiy) au
probléme (2.21).
On définit lopérateur
L2(Oint) x RZ — H?(Oint)
Rint()\) .
(‘paaiao-Jr) L int-
Si A (p(N),07(N),07(N)) est méromorphe dans II C C, alors X +— Win()) est

méromorphe dans 11, les poles étant ceuxr du second membre et Z7*.

(i) Si ¢pT(\) € L2(0%

ext

probléeme (2.22). On note Rexy Uopérateur (¢,0) — W :

), alors il existe une unique solution W(\) € H2(0L,) au

ext

o(5+1) u
Rexi(0,0)(0) = /9 (U + o(y) dy) du avec o =signe(0);

w
)

Si X+ (¢(N),v(N)) sont méromorphes dans 11, il en est de méme de W (X), les poles
restant les mémes.

DEMONSTRATION. Pour la partie (i), on utilise la méthode de variations des constantes,
La partie (ii) se traite explicitement. ]

On peut maintenant énoncer le résultat central du paragraphe :

Théoreme 2.20 On se place dans le cadre développé précédemment : k désigne la
transformée de Mellin du terme variationnel i° = CﬁA’p. La fonction k se prolonge a C

de facon méromorphe ; ’ensemble des poles est contenu dans D£ U~ ou
Q;}:{A—q | q€N,q>p} et Q_:{—}Z}—“—q | h,qENavech>0}.

DEMONSTRATION.

Etape 1. On définit Wey (\) par

At ~
W) = R [ ) = A = D (A +2) , ahine A+ Doy — 55OV
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Le second membre de cette égalité est méromorphe dans I1_ 1 d’apres les lemmes 2.17
et 2.18. D’apres le lemme 2.19, W, est aussi méromorphe dans I1_ 1
On considere alors Wiy -

I/I/int()\) — Rint()‘) [fint()‘ - 2)7 We:(t()‘)7 We—;t()‘)

Ici encore, le second membre est méromorphe dans IT_ 1 donc Wi, est méromorphe dans
II 1 (les poles % proviennent de Rj,). Ainsi W défini par Wiy, dans Oipt et par Weye dans
Oext €st méromorphe dans I’ensemble IT_ 1.

En vertu des équations (2.20) s vérifie, dans II 1 les mémes égalités que W. D’apres
I'unicité dans le lemme 2.19, W et k coincident dans II 1 \ZZ*. On en déduit que les poles

% qui sont apparus dans H,% sont artificiels (puisqu’ils n’existaient pas pour k). En

11
T 202
Il s’ensuit que W est le prolongement méromorphe de s a I1_ 1 (les pdles sont les éléments

revanche les poles de T7* N ( ) doivent étre pris en compte.

de (QS U Q™) situés dans lintervalle (—3,1)). On notera encore r cette extension.
Etape 7. L’algorithme se poursuit par récurrence, le second membre étant défini a chaque
étape dans un domaine plus grand qu’a I’étape précédente ; les formules sont les mémes.
Remarquons que les poles apparaissent de deux facons différentes : d’une part par
translation d’une et deux unités des poles existant a 1'étape précédente (cela est dii aux
décalages dans les seconds membres) et d’autre part a cause de 'opérateur R;,; (ce dernier
introduit les poles T7*).

A chaque étape intervient un décalage de deux unités des poles existant a l'étape
précédente et de nouveaux poles apparaissent :

T 1 3
_Z*mf' Z _a _
- (J+2, J+2]

si bien que le prolongement méromorphe dans C possede comme poles les éléments de
(Q2UQ7) N (—00,0). n

Par définition, la fonction  est la transformée de Mellin de la fonction i° pour Re A > 0,
qui est réguliere : 1’ € K%(@) pour tout m d’apres le théoréme 2.14. Le lemme qui suit
montre que ce résultat persiste pour tout A € C, ce qui constitue I’élément essentiel des
estimations du paragraphe suivant.

Lemme 2.21 Soit a € RT. Il existe une fonction u® telle que

- u* e K", .(Q) pour tout entier m ;

m-+a

~ k est la transformée de Mellin de u” pour tout \ tel que Re A > a.

DEMONSTRATION. On procede par récurrence descendante sur |a|, partie entiere de a.
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e Si|a] =0, alors  est la transformée de Mellin du terme variationnel i’ dont on a

montré au théoreme 2.14 qu’il appartenait a l'espace a poids K] (@) pour tout entier m.

e Supposons le résultat acquis pour |a] > —¢ (¢ € N). Soit alors a € [-g—1,—¢q). D’apres
le lemme 2.15, il s’agit de vérifier, pour £ > a, la condition

I (€) = / 1€ + i)l oy A1 < 0.

Or la construction de la fonction x montre que (voir la démonstration du théoreme 2.20)

exe Vit (@ oy < C | [fexe | + ™8] + KA+ 1l 2o

H™ (O |n]) it [711)

+HMA—1MWAA+2NWH%@mMD}
On peut majorer le terme [|A(A = 1)Kext (A + 2)|[gm+2(o,,,,1n) PR

[[Kext (A 4 2) [ im+4(0 e, pn)) -

Ainsi, en intégrant par rapport a n € R, on obtient

LM@SC{4<

<c|

2

Foc V) FIPTIRONR ) A+ Tosal€ + 1)+ L€ +2)

Hm(®0xt7‘n‘)

fext

~112
O m Im 1 Im 21 .
KZ+Q(cht) * ||g||KM+a(G) + +2(£ + ) + +4(£ + ):|

L’hypothese de récurrence permet d’affirmer que les quantités I,,,12(§ + 1) et I, 14(£ + 2)
sont finies. D’autre part, d’apres le théoreme 2.14, ©° appartient & l'espace & poids

K%ig(@) donc i N N
fext € KngQ(Qext) C Knga(Qext)'

Le raisonnement est similaire pour la partie concernant g. On en déduit que I,,,(&) est
finie, ce qui acheve la preuve par récurrence. [

2.7.3 Développement asymptotique du terme variationnel

Partant de I'étude de la transformée de Mellin x du terme variationnel ﬁo, établie au
paragraphe précédent, on va maintenant, grace a la transformation de Mellin inverse,
obtenir des renseignements sur ° lui-méme, ou de manitre équivalente sur u® = Cu?.

Théoréeme 2.22
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2.7 DEVELOPPEMENT “SOUS-VARIATIONNEL”

(i) Soit j € N. Il existe des fonctions RM1 € &*(Q) telles que

>
peQou”

—Jj<p

v

Cut? = TR +aj

m

avec q; € Km+j+6(Q)7 pour un § > 0 et tout entier m.

(ii) Les termes &M pour p € Q;\ peuvent étre choisis indépendamment de ’entier p,

ce qu’on suppose pour la suite ; ils sont construits par récurrence a l’aide des équations

sutvantes :

2 A p 2 A, ut2
(‘%ﬁ _6 ﬁext

ext

0ec£(5,9+1),
0=+,

int

v

Ap
aﬂ%xt

v

int

@A nt1
%&gﬁ-

int

9]

A
R M

ext

0 0=+2+1,

ARG =
A =

/A

ex

dans Qin,

m

¢ pour = £%.

DEMONSTRATION. On utilise ici une technique de calcul de résidus, méthode classique

dans la théorie des problemes elliptiques en domaines non réguliers.
Soient a,b ¢ Q;,\ UQ, a<betn>0.0nnote G, le contour du rectangle

a<ReA<b et [ImA <n.

G
La formule des résidus donne T Ui
/ e k() dX\ = 2ir Z Res e k(\)
Gy A A=k olly o ol0g
ped,u) 1
a<p<b
Lorsque 7 tend vers l'infini, des transformées | | —n
de Mellin inverses apparaissent.
Pour les cotés verticaux, on a :
77 .
[ty inyidy — 2imd ) = ab,
-7

ou A, () désigne la transformée de Mellin inverse de la fonction ¢ le long de la droite
Re A = ~. En effet, d’apres le lemme 2.21, k est la transformée de Mellin d’une fonction

le long de toute droite verticale.
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D’autre part, les c6tés horizontaux ne comptent pas : il existe une suite n — +oo telle
que

I(nk) = /b e =) 5 (& + i) d§ — 0.
En effet, .
JumPan<c [ [ e+l an <+,
d’apres le lemme 2.21.

On obtient ainsi la formule

My KN = Ay E(N)] = > Res e r(N).
a<peQhuQ <b

~A7
11 suffit ensuite de remarquer que, si on note K " — Res A=p e k(\), alors
/M e 61(Q).

En effet, le développement de x en série de Laurent s’écrit
oA
k(X)) =F(\) + Z —P F holomorphe en pu.

De plus

Le résidu de e“‘n()\) en A = p est le terme d’ordre —1 dans son développement de Laurent,
donc égal a

loger “
oy =4, € 64(Q).

/!
l—p=—1

La premiere partie du théoreme s’en déduit par application du lemme 2.21 pour b =0 et
a=—7j— 6 tel que —j—éq_fQSUQ_.

Intéressons-nous maintenant a (u7). Fixons p = |A], partie entiere de A et notons

+

at = A —p—1x46. Sid est choisi assez petit, alors A — p — 1 est le seul pole dans

I'intervalle (a~,a™). On en déduit que, avec les notations du lemme 2.21,

~at e ~A,A—p—1
“ —u* =8 )
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Par transformation de Mellin inverse dans le probleme (2.20) le long des droites Re A = a*
+

et par différence, on obtient dans les variables (r,#), apres avoir noté ?“i et g% les

transformée de Mellin inverses respectives de f et ¢ le long des droites Re A = a™.

RN = (o —Ja) — 0210, — 18, ) 0 e (5,5 +1),

ext ext — Jext ext ext

QRN = 2oy~ T - (@ —§) 0=3,

ext int int
AN A—p—1 _ Lw
/A =0 =+%+1,
AJ;‘iint’, — Jint — Jint dans Qint>
AalMA—p—1 _ AZAA—p-—1 o w
Rint = Aot pour 6 = +%.

D’apres le lemme 2.18, x ne comporte pas de pole dans les intervalles (¢~ + 1,a™ + 1) et
(a= 4+ 2,a™ +2), qui sont inclus dans RT car A —p > 0. Ainsi, on a les égalités suivantes

vaT+1 _ va 41
uint int

+ —
vat4+2 _ va 42
uext - uext et

De la méme fagon, puisque fim est holomorphe dans C, on a aussi ;‘fnt = ;?n; En revanche,
fext comporte un pole en A—p—1 (cf. lemme 2.17), provenant de la fonction —BfﬁA’A_pH,
voir probleme (2.15) :

o o+ U o
a a” __ 2 A A—p+1
fext - fext - 787"’@ .

De facon similaire,

vat va~ - _
ga 79(1 :%(f%ﬁA,A P

On en déduit les problémes suivants, pour y=A —p—1:

DRl = —O2RLIT? 9 e k(2,2 +1),

ext ext - ~
. . ARMH = 0 dans Qjint
) ﬁAM ) RA7N+1 =+ int )
0Next — 7 Y0Nng - =2 AA al
" Kol = & pour § = +¢
R =0 f=+2+1 mt T et POWETE L
ext - =9 )
On procede ensuite par récurrence sur p pour obtenir le résultat pour tout pu. [

Remarque. Le développement sous-variationnel obtenu dans le théoreme 2.22 comporte
deux types de poles. Ceux qui correspondent a ’ensemble Q;} sont déterminées a l'aide
du méme procédé constructif que le développement sur-variationnel. En revanche, les
poles qui apparaissent a cause du noyau du symbole Mellin intérieur ne sont pas
définis de maniere algorithmique : ils contiennent l'information globale de la résolution

variationnelle. Notons enfin que les deux familles de poles ne sont pas disjointes si Z- est

rationnel.
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2.8 Conclusion

2.8.1 Probleme homogene

En combinant les théoremes 2.7 et 2.22, on obtient un développement complet pour une
solution au probleme (2.1), qu’on rappelle ici :

Aty = 0 dans Qext,
OéAuint =0 dans Qinta
Ut = O sur Gext>
Uint = Uext sur G>
QOpUingt = Opllext sur G,
Uiy ~ &0 quand 7 — —+o0.

L’ensemble des poles Qf} U~ est donné par
Qé\:{A—q\qEN*} et Q_:{—}L—’T—qlh,qENavech>0}.

On rappelle aussi la définition de I’espace G“(Q) :

N

J
beGH(Q) ssi B =1") loglrug(0) et bew = 077 (r),
=0 Jj=0

avec ling|¢ = Uext | Les fonctions vy sont régulieres et 1/}?-[ sont de la forme

N
wj-c =rk ZC;E log"r (¢f,¢; €R).
=1

Enfin, Vopérateur .#* transporte les fonctions définies sur la demi-bande “polaire”
Q = (0,400) x (=% —1,% 4+ 1) — dans lequel les variables sont (r,6) — sur le domaine
cartésien () d’origine (voir définition 2.3).

Théoréme 2.23 Soit k € N, on pose A = ’L—” Il emiste 8 solution du probleme (2.1)
ci-dessus et des fonctions 8" € F* (6“(@)) telles que

1
&Y =sh + Z &M 4o <r_P> (VP € N).
peQhuQ”

—P<pu<A
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En outre, pour ju € Qb les termes 85" = Z* (RN sont construits comme suit :

DFRUY = —O2RNT De (2,2 +1),

ext ext
(2.23) DoRonl = LOpRGIT! 0=+,
/e — 0 f=+%+1,
et

AgMH = 0 dans Qint,

int

(2.24) " "
Rl = Rl pour 0 = +%.

int ext

2.8.2 Probleme avec second membre

Les techniques utilisées dans ce chapitre permettent d’obtenir un résultat similaire dans
le cas d’un probleme avec second membre structuré : soit le probleme

Alext = Foxt dans Qeyxt,
aAUing = fint dans Qjint,
(2.25) Ut = O sur Gext,
Uint = Uext sur G,
QOpUing = Opllexy + @ sur G,

Théoreme 2.24 Si les termes fi, foxt €t g vVETIfient
fie € 77 (6" (Qu)) e € 77 (8" (Qe)) et 977 (6M1(@).

alors il existe une solution 2 au probléme (2.25) et des fonctions W" € F* (6“(@))

telles que

1
W=y QB“+O<T—P> (VP €N).
peQhuQ”

—P<u<A

Dans le chapitre suivant, on utilisera un cas particulier du résultat précédent, ou les
seconds membres proviennent d’un développement de Taylor au coin.

Corollaire 2.25 Soit A € N et 3 = (81, 32) € N? un bi-indice tel que

6] =61+ P2 =A—2.
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1l existe une fonction ° solution du probléme suivant

AP

ext

a3’

int

(2.26) D)t

ext
Qﬂﬁ

int

0, "

A2 cosP1 O sin? 0

int T

dans Qext,
sur Gext,
sur G,

sur G.

De plus, il existe des fonctions 2%+ € F* <6“((:2)) telles que

(VP € N).
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2.8 CONCLUSION
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Chapitre 3

Développement asymptotique

dans un domaine a coin

3.1 Le probleme

On consideére un domaine borné et simplement connexe de R?, noté €, dont le bord I'
est supposé € sauf en un point Ojy. Au voisinage de ce point, Qi coincide avec un
secteur angulaire d’ouverture w. On exclut le cas des fissures (w # 0,27) et 'absence de
coin dans le domaine (w # ).

FE

ext

Oint ©
W)

Fi1c. 3.1 — Le domaine Q¢ (cas conveze et concave).

Pour 0 < € < ¢¢, assez petit, le domaine €27, est une couche mince uniforme autour de
Qine. A proximité du coin, le bord I',, de ., est composé de deux demi-droites ; dans
la partie réguliere, 2, provient d’une dilatation uniforme dans la direction normale :

{z+s7i(x)|xz €T et 0 <s<e}.Leparametre ¢ est destiné a tendre vers 0.
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£

On s’intéresse au probleme de transmission (1.1), posé dans Q° = Q;,, UT'UQS,,

que l'on
rappelle ici :

( aAus, = fint dans Q;,,
Auly = fext dans €2,
(3.1) US e = Uiy sur I,
a0pu5, = Opugy +g sur I,
\ Usy = 0 sur I'S ;..

Par la suite on adoptera la notation : pour une fonction v définie dans €°, vin; et Vext

€
ext?

réel strictement positif si bien que (3.1) est un probléme elliptique bien posé. En outre on

désigneront les restrictions de v a Qi et respectivement. On suppose que « est un

peut obtenir une estimation a priori indépendante de ¢ :

Proposition 3.1 Si f € L2(Qf) et g € L*(T), le probléeme (3.1) admet une unique

solution u® € H}(QF). De plus, il existe une constante C' indépendante de € < gq telle que

(3.2) el 00 < € (1 o0 + llgllor)

DEMONSTRATION. La preuve a déja été faite au chapitre 1 (voir proposition 1.1). [

Le but de ce chapitre est d’obtenir un développement asymptotique de la solution u* du
probléeme (3.1) quand le parametre € tend vers 0. Pour cela, on va essayer d’employer la
technique du chapitre 1, utilisée dans le cas ou la géométrie est réguliere ; la méthode était
basée sur un changement d’échelle dans la couche mince.

La démarche qui suit est inspirée de [6], [16] et [11].

3.2 Ecriture du probléme sur un domaine fixe

3.2.1 Représentation tensorielle de la couche mince

Dans le cas ou I' est régulier, on peut représenter la couche mince 25, sous la forme
I' x (0,¢) via l'utilisation des coordonnées locales dans le repere de Frénet. Cette méthode
ne s’applique pas telle quelle dans notre situation a cause de la présence d’un coin dans
le domaine.

On note (r,0) les coordonnées polaires centrées en Ojy (—% < 0 < %) et on suppose que
Qin coincide avec un secteur angulaire pour r < ry. Pour € I, on note f(x) la tangente
unitaire & I' en z et 7i(z) la normale unitaire extérieure a I'.
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Soit 79 < r1, On définit alors le champ de vecteurs non unitaire 7(z) par
i sir < 7o,
v(z) = ni(x) sir>rg,

(1=~ )ii(z) + vyt sirg <r <y,

ou
N Ointo r—To
u = et ’}/T: .
3 1T — 7o

Les figures 3.2 et 3.3 illustrent I’évolution de la direction du vecteur #(x) quand x décrit
la courbe I'. Tout point z.y de €25, admet une représentation unique

Text =T+ sV avec z €l et se(0,¢e).

Si on note t I'abscisse curviligne sur I' en z, on peut définir un systeme de coordonnées

£ .
locales dans €2, :

O = { (1.9)

ol /r est la longueur de la courbe I'. Les bords I et I't,, vérifient alors

0<t<fr et o<s<s},

D= {(ts)|s=0} et TIt,={(ts)|s=¢},

ext 7

ce qui explique le choix de ne pas avoir normalisé 7/(x).

Paramétrisation
tangentielle et selon o

Paramétrisation

intermédiaire

Paramétrisation

~ tangentielle — normale

Fi1c. 3.2 — Changement de coordonnées : le cas convexe (w < ).
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Paramétrisation

> intermédiaire

» Paramétrisation

tangentielle et selon i

Paramétrisation
tangentielle — normale

Fi1c. 3.3 — Changement de coordonnées : le cas concave (w > ).

3.2.2 Expression du Laplacien dans les nouvelles coordonnées

Dans le chapitre 1, on a eu besoin de l'expression du Laplacien dans un systeme
de coordonnées tangentielles-normales. Il nous faut ici faire le méme travail dans les
coordonnées définies au paragraphe précédent.

A proximité du coin

Le choix de l'origine et de l'orientation des axes

pour les coordonnées cartésiennes (z1,z2) im- /
porte peu car le Laplacien est invariant par iso-

métrie. Oin

L’angle ¢ est donné par \
w T

g dans le cas convexe, ¢
T — % dans le cas concave. 7

Dans la partie 1 > 0, le changement de variables

s’écrit :
T .
t= — et s=x1c08¢+ T8N ;
sin ¢

et s= —xjcos¢+ xasin .

x1

sin ¢

sizy <0, alors t = /1 +
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Dans chacun de ces sous-domaines, on peut obtenir une expression du Laplacien :

1
. A=0>+ 2COSQS 2 2,
(33) R £1G 20+

Le signe dans la dérivée croisée change selon qu’on est dans la partie 1 > 0 ou x1 < 0.

Remarque. Comme les segments {(¢,s)|t = 0} et {(¢,s)|t = fr} coincident dans le

£

ct» 1l faudra veiller au raccord quand on obtiendra des solutions

domaine d’origine €2
extérieures définies indépendamment sur chaque sous-domaine.

Dans les domaines intermédiaires

On considere le trapeze de la figure ci-contre : il L2
correspond a celui matérialisé sur la figure 3.3. Les
autres cas se traitent de la méme maniere. T—¢
Les parametres valent 1
B x(ry —19) B
t=r — et s = a9,

71 *T0+IL’1COS¢
si bien que le Laplacien a une expression de la forme
1
(ri —ro + scos@)?

A =0+ [PL(t)0F + Pa(t)0; + P3(s, )07 ],
ou Py, P,, P3 sont des polyndémes dont les coefficients dépendent de rq, r1, cos ¢.

Dans la partie réguliere

L’expression suivante a été montrée dans le chapitre 1 :

t) 1 1
Amarr—W 5 4 A =
%+ 1+ sc(t) Os+48n avec Ap 1+ sc(t) % (1 + Sc(t)at> ’

ou ¢(t) désigne la courbure au point de I' d’abscisse curviligne ¢.

3.2.3 Expression de la dérivée normale dans les nouvelles coor-
données

La normale considérée est la normale extérieure a .
A proximité du coin

Pour z; > 0, la dérivée normale est donnée par

Op = 0S¢0y, +sing0,, =05 + cos ¢
sin ¢

Oy
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Pour z; < 0, on a 'expression

(3.4) Op = — 0S¢0y, +singp0,, =05 — % .

Dans les domaines intermédiaires

Avec les notations vues plus haut, 0,, = 9,,. Donc

’I“lft

O, = 05 + cos ¢ 0.

rn —7To

Dans la partie réguliere
Ici, la situation est simple : 0,, = 0;.
3.2.4 Dilatation dans la direction 7

Dans le but de faire apparaitre le petit parametre € dans les équations et non plus dans
la géométrie (on souhaite travailler dans un domaine fixe), on effectue une dilatation de
la couche mince 5, dans la direction o/ de sorte que I'épaisseur devienne égale a 1 (voir
Figure 3). Le changement de variable effectué est le suivant :

S
s=2,
3

si bien que (¢,.9) décrit [0, 4r] x (0,1). On note = Q! le domaine obtenu.

Fext

I‘ext

F1G. 3 - Les domaines dilatés.

Remarque. Comme on n’a pas supposé que le domaine €2;,; était convexe, il est possible
que Qe ne soit plus une couche mince uniforme autour de Qi (comme le laisserait
croire la figure 3). Néanmoins, il existe €9 > 0 tel que Q22 soit tubulaire. Il suffit alors de

considérer Qe = Q0. qui est encore un domaine fixe par rapport a .
ext

ext
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Apres le changement de variable s — S = £, I'expression du Laplacien devient formelle-
ment :
1 &
: A= —— =) A, ).
(3.5) ( ) ; £ g>

En effet il suffit de développer en puissances de ¢ les expressions donnant le Laplacien dans
les différentes parties du domaine extérieur (voir §3.2.2). Les opérateurs A, contiennent
des dérivées selon la variable tangentielle ¢, mais au plus une dérivée par rapport a S.
De la méme fagon, en s’appuyant sur les expressions de la dérivée normale (voir §3.2.3),
on prouve qu’il existe une fonction a(t), de classe € telle que dans les variables (¢,.5),
la dérivée normale s’écrive

(3.6) o, = 1 <% _calt )gt>

Pour une fonction vey définie dans QF ., on notera Ve la fonction telle que

ext?
Uext(x) = Vvext(u S)

Ainsi Vit est définie sur (0, 4r) x (0,1).

On peut maintenant réécrire les équations (3.1) dans les coordonnées (¢, 5) :

< ZseAe ) -0 dans (0, 6r) x (0,1),

e [8SU§xt ( )8tUext] = ad ulnt sur (07€F) X {0}7

(3.7)
Use =0 sur (0,¢p) x {1},
aAuf, = fint dans Qjpg,
uisnt = ngt sur Fa

on a supposé que foxy = 0 et g = 0, mais 1’étude qui suit s’applique dans un cadre plus
général (la dépendance de fey; (¢, 1s) en e doit alors étre précisée, comme au chapitre 1).

3.3 Premier ansatz

Comme dans le cas régulier, on fait un ansatz série entiere pour le probleme (3.1) :

E E nrrn
1nt - 5 1nt et ext - € Uext

En insérant ces expressions dans les équations (3.7), on obtient deux problemes découplés :
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BUS = D AUl dans (0, ¢r) x (0,1),
{+p=n
(3.8) fp=t
05Uy = adpuls' +a(t)0 ULt sur (0,4r) x {0},
Uy =0 sur (0,¢r) x {1},

avec la convention v~ 1 = U~ = 0.
aAull = fintdy dans Qi

noo_ n
Uing = Uext‘F

3.9
(3.9) sur I

0 désigne le symbole de Kronecker. La résolution parait alors habituelle : on résout d’abord

le probléme extérieur (3.8) qui détermine Ul%, & partir de la donnée de (ul ., UL,) pour

ext
p < n. Ensuite, la connaissance de Ue’;tlp nous permet de définir !, comme solution

de (3.9).

ndan nstruction d’un Ay men nsomin régularité qu
Cependant la construction d’ tel développement conso e de la régularité que la
présence d’un coin ne nous permet pas d’espérer ici. Examinons les premiers termes pour
nous en convaincre.

Termes de rang 0

La fonction U, résout le probleme extérieur avec un second membre nul, si bien qu’il est
nul dans (0, fr) x (0, 1). Le retour aux coordonnées cartésiennes ne pose aucun probleme :

ud =0 dans QF,,. On est alors en mesure de définir u{ , comme solution de

0o _
{ aAug = fine dans Qi

0 _
Uiy = 0 sur I'.

Termes de rang 1

Ul est solution de
ag’Uelxt = Alngt =0 dans (OaEF) X (07 1)7
aSUvelxt = aanuiont + a(t)atngt sur (0,[1‘) X {O}a
—_——
=0
Uy =0 sur (0,¢r) x {1}.

La résolution est explicite :

1 _ 0
Uext - aanuint’p

(S —1).
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A cause du manque de régularité de I', le terme u  peut contenir des singularités; la
premiere est de la forme

s (r,0) =rv cos 0,
olt (r,0) sont les coordonnées polaires centrées en Oin, 0 € (=%, %). Le terme qui limite
la régularité de UL, est donc

Onsv| (S —1) = —Z(S = 1)rc~'sin 20,

qui est dans H'(Qeyt) si et seulement si w < 2?” ! Dans le cas contraire, on ne peut pas
poursuivre la construction du développement.

Prise en compte des singularités

Comme on 'a vu, il n’est pas possible de traiter la partie singuliére via le mécanisme de
résolution extérieure-intérieure ; on utilisera donc les mémes variables dans ¢ et QF;.

Pour présenter la facon de traiter les singularités, on considere le cas simple ou il n’y a

0

qu’une fonction singuliere et o u;, admet la décomposition suivante :

o _,0 =
Uing = uplat,int + CX5«.

0
Le terme Uplat.in

le coefficient ¢ est un nombre réel et y est

. est plat au voisinage de Oy,

une fonction de troncature valant 0 loin du
coin Ojp et 1 dans la pointe du domaine (la
singularité est localisée autour du coin).

On suppose que Yy est radiale afin de commuter
avec la dérivation normale. Enfin, le support de
Vx est contenu dans la couronne [y < r < 7.

0
plat,int

€
ext

Notons uglat la fonction définie par w dans ¢ et par 0 dans Q% ; elle vérifie le

probleme suivant :

aAuglat,int = finx — @A(cxse) dans Qine,
Auglat,ext =0 dans ngt’
uglat,int = uglat,ext sur I,
aanuglat,im = 8nuglat,ext + O‘anuglat,int sur T,
u&at,im =0 sur I,
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0
plat,int |1- est

une fonction réguliere et peut dont étre traitée au rang 1 par le procédé de résolution

Puisque uglat ot st plat au voisinage de Ojye, la donnée de Neumann ad,u

extérieure-intérieure classique.

En revanche —aA(cys®) est un terme d’ordre 0 dont il faut s’occuper des & présent. Le
défaut de régularité de s nous impose de surmonter cette difficulté globalement, sans
découpler les problemes intérieur et extérieur.

Précisément, on recherche une fonction b° vérifiant :

alAbs, = aA(sv) dans Qip,
AbZ, =0 dans Qg ,
(3.10) bse = Dyt sur T,
adn b, = Opbs,  surl,
bie = 0 sur I'g ;.
Alors @° = uglat + cxb® satisfera le probleme (3.1) a l'ordre 0 et constituera de fait

un bon début de développement asymptotique. Par conséquent, nous sommes ramenés
a la recherche du premier terme du développement asymptotique de la solution du
probleme (3.10) :

sy . N . s . o, . . .
e Pour r > 79, b°* = s« convient : méme s’il ne vérifie pas la condition de transmission des
dérivées normales, le terme résiduel pourra étre pris en compte au rang 1 par la résolution
extérieure-intérieure.

e Pour r < 79, s ne convient plus, il faut faire une étude complémentaire.

Dans ce but on effectue une homothétie de centre O;, et de rapport % ; on note Qf,
¢, G° et G¢ TetI<

ext? ext ext?
transformée de b° :

les domaines images de iy, €2 respectivement. Soit B¢ la

S

ext?
b*(r,0) = =B (L,0).

Profitant de ’homogénéité de 'opérateur, on réécrit les équations (3.10) :

,

aAB, = ¢° dans Q5
ABL, =0 dans Q%,
(3.11) i = B sur G¢,
adyB5, = 0,Bc,, sur G°,
\ oxt = 0 sur G,

ol ¢¢ est & support dans la couronne [ < r < ] (en effet le terme A(xs%) est nul en
dehors de 'ensemble [rp < 7 < 71] car Asw = 0).



CHAP. 3 DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DANS UN DOMAINE A COIN 91

Il ’agit de déterminer B°, premier terme du développement asymptotique de B°. Quand
e — 0, la partie du domaine Qf située & une distance d’ordre ¥ est envoyée & I'infini
par I’homothétie; seule compte la pointe du domaine, située proche du coin. Ainsi Q¢
devient un secteur plan () infini avec une couche mince d’épaisseur 1. Le support du
second membre ¢° est expédié a 'infini si bien que le probleme (3.11) s’écrit au rang 0 :

O[A%?nt =0 dans Qint; Gext
A%gxt =0 dans Qext> w Qext G
B =80, sur G,
ad, B, = 0By sur G,
%gxt =0 sur GEXt’ Qint

le domaine @) est représenté sur la figure ci-
contre dans le cas convexe (w < 7).

Cependant on a perdu toute l'information contenue dans le second membre ¢, qui a
été envoyée a l'infini. Puisque s© convient comme solution en dehors du voisinage du
coin pour premier terme du développement asymptotique, on impose que B ait le méme
comportement & l'infini que s%. Précisément, le probleme que doit vérifier B° est le

suivant :
( aA‘BiOm =0 dans Qjint,
A%Sxt =0 dans Qext,
(3 12) %iont = %gxt sur G’
a0, B, = 0,82, sur G,
%Sxt =0 sur Gexg,
B) .~ 55 quand r — 4-o00.

L’étude de (3.12) a fait l'objet du chapitre précédent ot on en a construit une solution
notée 8% (voir théoreme 2.23).

Un bon candidat pour débuter le développement asymptotique du probleme (3.1) est
donc :

0 AL .
Uplat.int T cYew Rw (5,9) dans Qi

~0 _ , 0 £
U = Uppyy +xb™ =

cxes R (g, 9) dans €2;.

Si on compare cette expression avec celle de u’, on s’apercoit quon a remplacé la
. o, 7 N . s . s . . ERN . BN
singularité du probléme intérieur s+ par une autre fonction singuliere, mais cette derniere

correspond au probleme de transmission lui-méme.
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On a donc trouvé un moyen de traiter la singularité s&. Or les singularités dues a
I'opérateur intérieur sont du méme type que 5=, on pourra donc les traiter de la méme
maniére. En revanche si le second membre fi,; n’a pas un développement de Taylor nul
au voisinage du coin, des singularités contenant des logarithmes de r peuvent apparaitre.
Afin d’éviter dans un premier temps cette difficulté, on suppose que fi, est une fonction
plate au voisinage du coin Oj,s. On verra plus loin comment traiter le cas d’une fonction
f plus générale.

3.4 Les premiers termes du développement

On suppose que fiy est supposée de classe €°° et plate au voisinage du coin (c’est-a-dire
qu’elle s’annule en Oy, ainsi que toutes ses dérivées, jusqu’a un certain ordre).

Termes de rang 0

Soit 2., = 0 et u?

ot = int 1a solution du probleme intérieur :

0o _
{ alAu; . = fine dans Qi

0o _
U, = 0 sur I'.

Comme fiys est plate en Ojpnt, Uins admet la décomposition suivante (voir [12]) :
0 0 0 4% 0 K
Uint = Uplat,int T X Z Cqs (r,0) avec Uplat int = o(r™) quand r — 0.

<K
q>1

Le choix de I'entier K dépend du degré jusqu’ou 'on pousse le développement asympto-
tique et sera précisé par la suite. Les fonctions singulieres so sont définies par

. e cos %0 si g est impair,
s (r,0) = 0e(-%5%).

NIES

re sin %) si q est pair,
Pour chaque ¢, on note alors A% la solution construite au chapitre précédent (cf.
théoréme 2.23) pour le probléme

,

aAﬁ.%r =0 dans Qjint.,

int

Aﬁ v =0 dans Qext7

sur G,
(3.13)

adp Ry, = 0pR, sur G,

p = 0 sur Gext,
R% 50 uand r — 400
int q .
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On pose alors
~0 _ .0 2 : 097 247 (1
Uint = Uplat,int +X Cq€ « R (E’ ‘9) )

<K
q21
0 0
= Uint, + k57
avec
(3.14) RO = Qe [/ (2,0) — s (Z,0)
. ¢ q e 0 e )
L<K
q=1
N s am =
ol s,° est le prolongement par continuité de s= a QZ; (s;° = 0 dans Q).
Dans la partie extérieure, on définit de méme (noter que ul,, = 0)
~0 Z 0 L8 4% (r
Uext = X nguﬁw (Ea‘g)a
<K
_ 1.0
=k,.
Ainsi 7" résout le probleme :
aAﬂ?nt = fint + aAkg dans Q¢
~0 — 0 €
Aug, = Ak dans F
aiont = ﬂ’gxt sur I
adp 1l = 0,0, + adyul sur I'
n Yint n Yext n Pplat,int
~0 _ S
Uext = 0 sur Fext

Afin de poursuivre notre étude, il nous faut préciser le terme AL? :

Lemme 3.2 Soit kY définie par (3.14). Le support de Ak? est contenu dans la couronne

[To <7 < 7] et pour tout P € N, on a

(3.15) AR = )" et fOfloge] + fO(e) avee 0P (e) = o(eD),
pel
o<u<P

ot

Z/I:{u:pEN}U{u:}L—“wLpM,pEN, h22}.

La notation [loge| désigne un polynome en loge a coefficients dans les fonctions de classe

€, plates en Oiyy.
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ar g™

De plus, le terme fOP, pour p entier, ne dépend que des termes £ = ot pour 0 <€ <p
— termes du développement a l’infini des profils (ﬁ%)q, qui apparaissent dans (3.14).

DEMONSTRATION. On a, par définition de k2,
(316) AR = > che¥ 2vx(r) V(&Y — 557
T<K
q=>1

) (£.6) + Ax(r) (&5 — 5 ) (2.0)]

Le théoreme 2.23 fournit le développement asymptotique en +oo de R

R —af Y REofE ) qundr o oo e 850 € 5 (S4(Q).
pee U

q
—P<p<iF

Rappelons la définition de ’ensemble des poles :
kel
Qp" = {% —p\peN*} et Q = {—— —pl|l,peN avec £ > 0}.

D’autre part la condition REH e T (G“ (Q)) permet de préciser la structure de chacun

des termes de la somme précédente :
REH(2,0) == fPllogz](r,0) et V(REH(£,0)) = [ loge](r, ),

ou fW(r,0)[loge] et F*)(r,0)[loge] sont polynomiales en loge.
De plus, le support de Vx et Ay est inclus dans la couronne [y < r < 71]. Donc (3.16)
devient
AK? = e Y & [ZVX(T) VR 4 Ax(r)ﬁ%w} (£,0) + foP)(e)
TK ueQ?uﬁT

q q
ToPsp<F

- Zg%ﬂ*“ 02 [QVX(T) . f(“)(r, 0)[loge] + Ax(r)f(“)(r, 0)[log 6]] —i—fO(P)(a).

9" log ]

qm
En explicitant la définition de Q4° et Q, on obtient
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P —1 P=%(q—9)
qT __ (9™ ar _ ar _ (ém L
— § £ (=P 00T ~Pllog ] + § ’ E : go (TP 00T —Plloge]
%SK _p:l efq_& p=0
B P Pw p_hn
us w
an _ hx (g=r)m _
— E :gpgf),% ” p[log 5] 4 E e +p907q, = p[log 5]
LK |[p=1 h=q+1 p=0
P Lo p-hx h—1
P 0,9, —p -  hmy, 0,q, =T —p
:E 5 g e "Plloge] + gw g e [loge].
p=1 %SK h=2 p=0 q=1
hx
fOPlloge] O tPlloge]

Le reste fO7)(g) est défini par

fO(P)(e) = Z 6%02 {2€*1VX(7“) F (2,0) + Ax(r)F (g,@z)} ,

T<K
ol
F(r0)=o(rc P et F(r,0)=o@r% ") quand r — 4o,

si bien que

o) = o(e?) quand € —0 ]

Remarque. Le degré des fonctions f%#[log ¢] augmente au plus d'une unité quand p ou h
augmente de 1. D’autre part si 7 n’est pas rationnel, il n’y a pas de termes logarithmiques
(le degré du polynéme est nul).

Dans le développement (3.15), le terme de plus petite puissance en ¢ est ef%![loge]. Le
suivant est
e 0% loge] si T < 1,

w

g2 f0%2[loge] sinon.

De ce fait, @° constitue le début du développement asymptotique de u® car Ak est un
terme d’ordre 1.
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Termes de rang 1 < p < 2

On peut maintenant poursuivre notre développement asymptotique : il nous faut rattraper

les termes en e pour 1 < pu <2 : U” résout

plat,ext
o0zUH Dlat ext [loge] = 0 dans (0,4r) x (0,1),

aSUplat ext [10g 6] = aanugl;‘cl,int + CL( )8t plat ext SUr (O’KF) X {0}7
—_——
=0
[loge] = 0 sur (0,4r) x {1}.

Ul

plat,ext

Notons que la donnée de Neumann a9, u” est non nulle seulement pour u = 1. De

plat 1nt|
plus, la donnée pour la dérivée 0% est nulle car 1 effet du terme Ak, est d’ordre 2.

D’autre part, comme le second membre est plat en t = 0 et ¢t = {p, il en est de méme

N . . . .
pour Upp.i ot [loge]. On peut donc assurer le raccord au voisinage du coin et revenir aux
s s Lo 1 €
coordonnées cartésiennes : uf. . . [loge] € H' ().

Les termes intérieurs sont définis par

CEA’U’lnt’, [10g E] - fo’”[IOg 5] dans Qint,
1nt [log E] = Uplat ext [log E] sur I

Afin de pouvoir continuer la construction du développement, on scinde uf; . en partie plate
et singularités :

oo M E : T
Uing = uplat,int + X cq5 « (T79)'
<K

Comme on I’a déja fait au rang 0, on remplace les singularités = du probleme intérieur
par les singularités du probleme de transmission qui leur correspondent : le début du
développement asymptotique est donc

ut ~ uglat + X Z cgs%ﬁ% (2,9) + Z et [uglat[loge] +x Z cgs%ﬁ% (2,9)

L <K 1<p<2 T <K

Z 6“ug1at[log€] +x Z Z cg‘e“+q7ﬂﬁq7ﬂ (5,0) .

0<pu<2 L <K 0<pu<2

On peut préciser les indices qui interviennent dans la somme sur p : les premiers sont

pu =0, p =1, puis suivent — s’ils sont entre 1 et 2 — les indices %’“ et 37”



CHAP. 3 DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DANS UN DOMAINE A COIN 97

La proposition suivante précise la forme explicite des restrictions a I" des premiers termes
extérieurs, qui nous sera utile dans le chapitre 4.

Proposition 3.3 Les termes U plat, ext| correspondant a p < 3 sont donnés par

0 .
o U plat,ext I =0 ’
1
o Uplat,ext| 7048 uplat intlp ;
27
w J— .
o Uplat,ext‘ =0 ’
° plat ext‘ =0;
o U2 L= C‘“C)a u? | — adnu)
plat,ext plat,int plat,int I ’
+ 27 27
° plat ext‘ = Cta uplat 1nt’1‘ ’
+ 37 3r
® plat ext| = Oéa uplat 1nt|

(on rappelle que c(x) désigne la courbure au point x de T").

DEMONSTRATION. Ces résultats ont déja été prouvés pour = 0,1, 2—” 3—”. Examinons en
détail le cas u = 2 : par définition, U? Dlat,ext Tésout le probleme sulvant

RV s exsloge] = A1U] dans (0, 4r) x (0,1),

P plat,ext
(3.17) 0sU? Dlat.ext loge] = ad, uplat lnt| a(t)o, U} platext  SUT (0, ¢r) x {0},
Uplat ext [10g E] =0 sur (O,EF) X {1},

avec U plat,ext — Oé(S )a uplat 1nt|

Il nous faut distinguer trois cas, car l'opérateur A; et la fonction a(t) sont définis
différemment dans les trois parties du domaine extérieur. On reprend ici les notations
des paragraphes 3.2.2 et 3.2.3.

e A proximité du coin, A4; et a(t) sont donnés par
A = :F200t¢8t275 et a(t)=Fcoto,
si bien que la résolution du probleme (3.17) fournit

U?

plat,ext —

= Fa cot (bS( - 1)8tanuglat,int‘1* + Q(S )8 uplat intlp-
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e Dans la partie intermédiaire, A; et a(t) sont donnés par

—t -1
= et a(t) =coto = ,

M —To r —7To

Ay =2coso

d’olt

Tl—t

Uslat,ext - COS(b S(S - 1)8tanuglat,int‘p + 04(5 - 1)87”0“1

1 3 .
L —To plat,int Ip

e Dans la partie réguliere, A; et a(t) sont donnés par

on retrouve ici les résultats du chapitre 1 :

U?> olz)

plat,ext — —

2 0 1
(S - l)anuplat,int’p + CE(S - 1)anuplat,int‘p'
Il suffit, pour conclure, d’évaluer les expressions ci-dessus en S = 0 et de remarquer que
¢(x) = 0 dans les deux premiers cas.

Les valeurs p = %’T et u= %’r se traitent immédiatement, comme le cas p = 1. ]

3.5 La construction complete

Le procédé décrit dans le paragraphe précédent se généralise a tout ordre. Les termes du
développement asymptotique sont de deux sortes :

e les termes de résolution extérieure-intérieure, qui ne rendent pas compte du comporte-

. . e : « R .
ment singulier de u au coin (termes “plats” up) )

e les termes de correction au coin qui ont une structure polaire au coin (les profils
q

SE(2,0)).

Théoreme 3.4 Soit N > 1 et K > N. On suppose que le second membre fin est de
classe €°° et plat au voisinage du coin Oiy, jusqu’a la dérivée d’ordre K. Alors on peut
construire les suites (upy i 5.0) et (Ul o) @ Uaide des problemes (3.20) et (3.21) plus

bas. La solution u® du probleme (3.1) admet le développement suivant

(3.18) ut = Z 5“uglat[log€] +x Z Z cg[log€]€“+%ﬁ%(g,9) + 7,
0<pu<N %<K 0<pu<N
avec

uglat Qe = uﬁlat’int et uglatbixt (t,s) = Ul (t,e"1s).
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La notation [loge| désigne une dépendance polynomiale enloge ; l'ensemble des indices

considérés est le suivant :
U={p=peNlu{p="Z+p|hpeN, h>2}.

Le terme uglat est plat jusqu’a la dérivée d’ordre K — || au coin Oin. Enfin, on a

l’estimation sutvante pour le reste

(319) HTéVHHl(Qint) + \/g HTéVHHl(szt) < CSN| 10g5|N71 HfintHHN(Q

int)

DEMONSTRATION. On proceéde par récurrence sur N : supposons le développement
asymptotique obtenu jusqu’au rang N — 1.

Pour N —1 < u < N, on peut définir U, . comme solution du probleme

plat,ex
62 Uplat ext [lOg E] - Z AZU[I)jlat,ext [lOg 8] + TFN’N[log 6] dans I' x (07 1)7
l+v=p
(3.20)
dsUH Dlat ext 108 €] = ady, uplat mellogel|L +alt )85U lat extlogell, sur I' x {0},
Ulat,ext [log ] = 0 sur I' x {1}.

Les données du second membre sont déterminées aux étapes précédentes. Le terme T FN:#
est la contribution des développements de Taylor en S = 0 des fonctions f** pour
k < N — 1. Toutes ces données sont plates au voisinage du coin jusqu’a l'ordre K — |pu].
En effet la dérivation normale du terme intérieur fait perdre un cran dans 'annulation des
dérivées & chaque étape. On en déduit que U, plat,ext €St lui aussi plat en t =0 et t = fp,
jusqu’a la dérivée d’ordre K — |p]. On peut donc assurer le raccord pour revenir aux
coordonnées cartésiennes initiales et définir uplat oxt SUr la couche mince I'¢ ;.

La résolution intérieure, quant a elle, s’écrit

aAumt[]OgE] =« Z fk’u[logd dans Qint,
(3.21) k<N-1

1nt [log 6] = Uplat ext [10g 6] sur I'.

Or les fonctions f**#[log ] sont plates au coin car leur support est inclus dans la couronne
[0 < 7 < 71]. En outre U/}, . [loge] est plat jusqu’a I'ordre K — [u], donc le terme
intérieur se scinde en partie plate et singularités :

kel
upy [loge] = uglat,int loge] + x Z Cé‘[log els (r,0),
(3.22) <K

avec ull loge] = o(r®~#) quand 7 — 0.

plat,int [
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On remplace alors les singularités s du probleme intérieur par celles qui correspon-
dent pour le probleme de transmission. Cela revient a ajouter le terme suivant au
développement asymptotique :

(3.23) el kl = xe Z cg[loga‘]e% [ﬁ% (£,0) —5;% (g,ﬁ)}

‘"SK

€l3

(ﬁ%ﬂ est défini par le théoreme 2.23). De la méme fagon que dans le lemme 3.2, on peut
développer en puissances de ¢ le Laplacien du terme de correction coin : pour tout P € N,

(3.24) Z et AKE = Z et fNEloge]l + fNP)e) avee fNP)(e) = o(eh),
N—-1<u<N pneu
N<p<P

on rappelle que L{:{,u:pEN}U{,u:%quM,pGN, h>2}.

Ainsi le reste rY vérifie les équations suivantes, pour P > N :

N _ n, P
QArly, = « E et g fH[loge] + o(e™) dans Qipt,
N<u<P n<N
N _ N
Te,int - Ts,ext sur F>
N _ N
A"ﬂe,ext - 0(6 )
E n—2 E Be H €
+ € € Aguplat,ext[log E] dans Qexta
(3.25) N<u<P  to=p
N _ N § pn—1 N
an’re,ext - aanre,int + o € 8nuplat,int[10g6]
N—-1<pu<N
_ p—1 e
a(t) E MOt exct [log ¢] sur I
N—-1<u<N
N _
Teext = 0 sur D'exg,

\

(B¢ vaut 1 si Ay contient une dérivation selon S, 0 sinon).

L’estimation (3.19) se déduit de I’estimation a priori obtenue dans la proposition 3.1. En
effet le second membre du probléeme vérifié par rév est d’ordre eV ~2. Donc 'estimation a
priori (3.2) fournit :

”ré\]”Hl(Qa) < Clloge]eN 2.

On peut améliorer ce résultat en écrivant que

g 9T
(326) N =rM2 N el llogel x> Y dert T RY (2,9).
N<p<N+2 N<pu<N+2 &<k
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Iz Iz ; :
plat,int €0 Uplag ext 0Nt unE dépendance polynomiale en loge. Le retour aux

coordonnées initiales dans €2,

Les termes u
fournit :

ext

1
e [ () ~ [loge]l et [Jubellm (s, ) ~ %[logd-

D’autre part, le comportement en infini des profils k% permet d’écrire :

™ qm ks qm

e &% ()l (@) ~ loge] et [ /% ()l (0n) ~ [loge]:
De cette maniere la relation (3.26) permet de déduire lestimation (3.19) ; la dépendance
par rapport & fiyy se prouve par récurrence. [
Remarque. Le développement obtenu est multi-échelle :
e dans les termes provenant de la résolution du probleme de Dirichlet intérieur, seules les
variables initiales z1,zs apparaissent,
e les termes extérieurs font intervenir les variables semi-dilatées (t,.5),

e enfin les termes-coins utilisent les variables dilatées dans les deux directions % et %2

3.6 Cas d’un second membre non plat

Le développement asymptotique (3.18) est valable pour un second membre fi,; plat au
coin Ojy ; I'objet de ce paragraphe est d’étudier le cas général. La fonction fi,; étant
supposée de classe €°°, on peut écrire en coordonnées polaires (r, ) au voisinage de Oy :
L
fint = Z Z agrtcos® Osin® 0 + o(rh) (ag € R).
=0 |B|=¢
Il suffit alors de résoudre une partie de ce développement a ’aide de profils construits sur
le domaine infini @) pour se ramener au cas d’un second membre plat (au moins jusqu’a
un certain ordre arbitraire).

Proposition 3.5 On note 207 les profils construits au corollaire 2.25. Alors la fonction

L
u =u — XZ Z ag 6Z+2QB’B(£,(9)

(=0 |p|=¢

est solution du probléeme suivant :

QATE, = fins + s, dans Qin,
Alig = Pex dans Q.
afnt = ﬂgxt sur F,
aanﬂfnt = an/agxt sur F,
Ugyy = 0 sur 'S,
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ou ¢ est a support compact dans la couronne 19 < r < 7. la fonction fint est plate

jJusqu’a Uordre L au coin Ojyt, i.e.
fint = oty  quand r — 0.
De plus, la fonction @ admet le développement suivant pour tout entier P :

©° = Z el fbrloge]l + f1 P () avec fTHP)(e) = o(eD).
pneu
0<u<sP

DEMONSTRATION. Rappelons le probléme vérifié par le profil 95” dans le domaine infini
Q@ (le nombre A du corollaire 2.25 vaut ici £ + 2) :

,

Aﬁﬁgxt =0 dans Qext,
aAQHﬁlt = rlcos” Osin™ 0 dans Qin,
ngt =0 sur Gext,
wl = w, sur G,
ad, W’ = 9,207, sur G.

Evaluons Aty :

L
Aaint = Auint - X Z Z (Z,g 56+25_2AQB£¢(£’ 0) + O‘@isnta
=0 |8|=¢

ot le terme f , provient des dérivées de la fonction de troncature x et est donc a support
compact dans la couronne 79 < r < 7. Ainsi

L
Ating = fint — XZ Z agrtcos’ Osin 0 + apt, = o(rf) quand r — 0.
=0 |B|=¢

De la méme facon, on montre que Adey est a support compact dans la couronne
To< T <TI1.

Le développement en puissance de € de la fonction ¢° provient de I’étude du comportement
A linfini des termes 20 donné au corollaire 2.25; la démonstration est identique a celle
du lemme 3.2. ]

On peut donc énoncer un résultat similaire au théoreme 3.4, les fonctions f~1# étant
traitées de la méme facon que les f** provenant des profils homogenes RY.
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Théoréme 3.6 Soit N > 1 et L > N. La solution u® du probleme (3.1) admet le
développement suivant
ar 4T ..
us = Z efufac[loge] + x Z Z et T RV (L,0)
0<pu<N L <K O0<p<N
(3.27)

L
+XZ Z ag 5“22175(5, 0) +rX.
=0 |5=¢

La notation [loge| désigne une dépendance polynomiale enloge ; l'ensemble des indices

considérés est le suivant :
Z/I:{u:pEN}U{p:}L—“wLpM,pEN, h22}.

Le terme uglat est plat jusqu’a la dérivée d’ordre L — |u| au coin Oin. Enfin, on a

l’estimation sutvante pour le reste

Hr?]HHl(Qim) + \/EHTéVHHl(ngt) < ce™logeN | fint v () -

3.7 Conclusion

On a construit un développement asymptotique pour la solution du probleme de transmis-
sion dans un domaine présentant un coin d’ouverture quelconque. Les techniques utilisées
au chapitre 1 dans le cas régulier nous ont guidé; les profils construits au chapitre 2
permettent de corriger le développement asymptotique au voisinage du coin, faisant ainsi
apparaitre des puissances non-entieres de €.

Commentons la structure du développement (3.27) : les termes uglat sont les termes
classiques de résolution extérieure-intérieure similaires a ceux obtenus dans le cas d’une
géométrie réguliere. La présence du coin dans le domaine introduit les profils : R prend
en compte les singularités de l'opérateur et 20° le développement de Taylor au coin du
second membre initial fi,. La fonction de troncature peut faire apparaitre des logarithmes
glat ; notons que ces log e sont absents au rang 0.

Trois échelles coexistent dans ce développement : les coordonnées 1, xo pour les termes

dans les termes u

n
plat,ext>

variables dilatées dans les deux directions dans les profils, qui ne découplent pas l'intérieur

U)apints 108 variables semi-dilatées (¢, %) pour la partie extérieure u et enfin les
de l'extérieur.

Le chapitre qui suit exploite les résultats du théoreme 3.6 pour obtenir des estima-
tions d’erreur dans les problemes avec conditions d’impédance. On étudie en particulier
I'influence de 'ouverture w sur I'ordre des conditions d’impédance habituelles.



104 3.7 CONCLUSION




PERFORMANCE DE LA CONDITION D’IMPEDANCE... 105

Chapitre 4

Performance de la condition
d’impédance pour un domaine

a coin

4.1 Introduction

On a vu dans le chapitre 1 comment on pouvait déduire les conditions d’impédance a
partir du développement asymptotique de la solution du probleme de transmission dans
le cas d’un domaine régulier. La structure du développement obtenu dans le chapitre 3 est
plus complexe ; c’est pourquoi la démarche suivie au chapitre 1 ne peut pas étre appliquée
d’une maniere directe.

L’objet de ce chapitre n’est pas de trouver de nouvelles conditions d’impédance tenant
compte des singularités dues au coin dans le domaine. Il s’agit de reprendre la condition
d’ordre 2 obtenue au chapitre 1 et d’en étudier la performance dans le cas ou le domaine
n’est plus régulier (condition de type Robin : (1 + 5@)1}8 + aed,v® = 0). L'utilisation
des résultats du chapitre précédent permet de préciser ’erreur commise en remplacant le
probleme de transmission par le probleme avec condition d’impédance.

Il ne s’agit pas seulement d’un probleme académique car cette condition d’impédance
est utilisée en présence de coins par les ingénieurs, sans qu’on en connaisse la précision
réelle. Néanmoins, il a été remarqué qu’en présence de coins rentrants dans le domaine, la
méthode n’est pas satisfaisante. C’est précisément ce point que 1’on va illustrer et préciser
dans ce chapitre.

On se place dans le cadre du chapitre précédent : Qi présente un seul coin (en dehors
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€

duquel le bord I" de Q¢ est une courbe réguliere), le domaine €2,

désigne une couche
mince uniforme autour de ;. On rappelle que €;,; coincide avec un secteur plan
d’ouverture w au voisinage de Oyt .

On s’intéresse au probleme de transmission (3.1) que I'on rappelle ci-dessous. On suppose
que le second membre fo et la donnée g sont nuls et que le second membre fi,, est plat
au voisinage du coin Ojyg (i.€. fint est nulle en Oy, ainsi que toutes ses dérivées jusqu’a

un certain ordre). Le probleme est de la forme

aAui = fint dans Qipg,
Aug, = 0 dans Qg ,
(4.1) USyy = Uegr sur I,
adpui,, = OpuSy surl,
Ugyy = 0 sur I'S ;.

Précisément, on souhaite comparer la solution u{ , du probleme (4.1) avec v° qui résout
le probleme d’impédance :

alAv® = fint dans Qinta
(I +e=)v° +agdpv® =0  surl.

La technique qu’on va employer consiste a construire un développement asymptotique

de v°, en utilisant les outils développés dans le chapitre 3. On compare ensuite ce

développement avec celui de ug; pour déduire des estimations optimales pour la quantité

€

g
Uing — V™.

Des simulations numériques ont été entreprises : on a calculé des approximations des
solutions des problemes (4.1) et (4.2) pour différentes valeurs de 'angle w et de 1’épaisseur
e. Les résultats des calculs sont présentés en fin de chapitre (voir §4.4).

4.2 Développement asymptotique pour le probleme
avec impédance

Dans cette partie, on énonce des résultats pour le probleme avec impédance, similaires a
ceux du chapitre 2 ; on ne donnera donc aucune démonstration ici.

4.2.1 Résolution dans le domaine modele

Comme dans le chapitre 2, on introduit un domaine infini et un probléeme adimensionné
qui modélisent le comportement au coin :
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G
(4 3) alv = fint dans Qinta
. v+ad,p =g surG,
ol Qint est le secteur angulaire d’ouverture w et G son Oint W Qing

bord (voir figure ci-contre).

Le terme de courbure n’apparait pas car I' est supposé
droit au voisinage de Ojyg.

L’espace variationnel associé au probleme (4.3) est
g = {n/Vn € L2(Qine) et v € LQ(G)},
muni de sa norme naturelle
loliss = 1V9115,q,,, + Ilolo.c -
A laide du théoréme de Lax-Milgram, on obtient immédiatement un résultat d’existence.

Lemme 4.1 Si (14 7)f; € L2(Qine) et g € L2(G), alors le probléeme (4.3) admet une

solution variationnelle v € U unique vérifiant pour tout q € Y,

Q@ VUqum—i—/ nqda:—/fiqum—i—/qua.
Qint G Qint G

(r est la distance au coin Ojyg ).

On utilise la technique développée dans le chapitre 2 : développement sur-variationnel,
régularité variationnelle dans les espaces a poids, développement sous-variationnel via la
transformation de Mellin. Le résultat obtenu est de méme nature. Soit le probleme

alAv = 0 dans Qing,
(4.4) b+ad,p =0 surG,
5

km
v ~ 5« quand r — 400 ;

km ;. . oy s N .. . s , . )
5w désigne la singularité du probleme de Dirichlet intérieur, définie en coordonnées
polaires au coin

qm
ki qm . . .
r’w cos -0 si g est impair,

s%—”<r,e>:{ 0e (-4,

q
ar . g . .
rw sin €0 si g est pair,

NIESS

).
Rappelons quelques définitions : I’espace homogene 6“(@) est donné par

N
v e 6“(Qint) ssi b=r# Zloger ve(6),
=0
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les fonctions vy sont régulieres. Quant a I’ensemble des poles 538 U, il est défini par

QA:{A—qlqEN*} et Q_:{—}i}—”—q\h,qENavech>0}.

Théoréme 4.2 Soit k € N, on pose A = 5. Il existe 3 solution du probléeme (4.4)

w

ci-dessus et des fonctions 3hr e F (6“(Qint)> telles que

=+ D 340 <rip> (VP € N).
pehu”

—P<pu<A

En outre, pour pu > 0 les termes 3hm = 9’*(3““) sont construits par récurrence comme
suit :

ABA’M =0 dans Qinta

I = g9, 3Ant1 pour O = £%.

Remarque. Il n’est pas besoin, pour définir les profils 3*, d’introduire la fonction .#*
car le domaine ne comporte pas de couche. Cependant on a conservé .#* pour pouvoir

comparer par la suite les profils 30 et ﬁﬁqt.

4.2.2 Le développement asymptotique

En utilisant la méthode exposée dans le chapitre 3, on peut construire un développement
asymptotique pour la solution de (4.2), dont la structure est similaire a celui de (4.1). Pour
simplifier les énoncés, on se place dans le cas ou la fonction fi, est plate au voisinage du
coin.

Théoréme 4.3 Soit N > 1 et K > N. La solution v¢ du probléme (4.2), pour un second

membre fin plat, admet le développement suivant

(4.5) v = Z vl lloge] + x Z Z dg[logs]swr%f)%(g,&)—i—qév.

0<pu<N LE <K O0<p<N

La notation [loge] désigne une dépendance polynomiale en loge ; l’ensemble des indices

considérés est le suivant

U={p=peNtu{up=22+p|hpeN, h>2}.



PERFORMANCE DE LA CONDITION D’IMPEDANCE... 109

Le terme vglat est plat jusqu’a la dérivée d’ordre K — || au coin Oin. Enfin, on a

lestimation suivante pour le reste

(4.6) qu HHl(th) < C‘SNHOgEIN ! ”flnt”HN(Q

1nt) :

On peut préciser la construction des termes Uglat [loge] : ils consistent en la partie plate
de v, défini par

alAvtloge] = « Z F:t{log €] dans Qjnt,
(4.7) k<N—1
vtlloge] = —ad, vl !loge] — C(;) glatl [loge] sur T,

ol les termes gF'# sont définis par la relation (4.9) plus bas.

an —
villoge] = vl [loge] + x Z dilogels~ (r,0) avec vl [loge] = o(r K=y,
£<K
On remplace alors les singularités so du probleme de Laplace intérieur par celles qui
correspondent pour le probleme d’impédance. Cela revient a ajouter le terme suivant au
développement asymptotique :

(4.8) ehzt = xet Z dg‘[loge]s% [3% (2,9) —5(;% (2,9)],
TEK

(3% est défini par le théoréme 4.2). On peut développer en puissances de ¢ le Laplacien
du terme de correction au coin : pour tout P € N,
49) 3 A= Y gVrfloge + gV (e) avee gV P)(e) = o).

N—-1<u<N pel,u>N

4.3 Estimations optimales

On souhaite estimer la différence s v®. Rappelons ici les deux développements

int
asymptotiques obtenus respectivement dans les théoremes 3.4 et 4.3.

E A pt i R4y N
U= D U melloB ]t X > chllogele TV &Y (L,0) +rl,
0<pu<N an <K 0<pu<N

Z ehvt Jloge]  + x Z Z dlogee"t < 3(”( 0)+ q2.

0<p<N L <K 0<u<N

Nous allons étudier successivement les différences des profils (ﬁ% — 3%) et des parties

plates (u en analysant précisément les problemes qui les définissent. On

1 ot
plat,int vplat)7
pourra ensuite facilement en déduire une estimation globale de u;,, — v® dans les normes

L2 (Qint) et :[’I1 (Qint) .



110 4.3 ESTIMATIONS OPTIMALES

4.3.1 Etude des profils

Il s’agit ici d’étudier la différence AT — 3%, Comme ces profils interviennent dans la
variable rapide L, c’est leur comportement en I'infini qui importe.

Proposition 4.4 Pour tout ¢ € N, on a l'estimation asymptotique suivante

R 3w = (rmax(%f‘q”*%)) quand T — +00.

DEMONSTRATION. Il nous faut regarder de pres les développements en I'infini des profils
A" et 3% (obtenus dans les théorémes 2.23 et 4.2) : on pose A = .

A= o™+ &N /RN VP RN Ry

int int

3/\: 5A+ 3A,A—1+ 3A,A—2+ S 31\,—%_’_

algorithmique non-algorithmique

Nous devons alors distinguer deux cas, selon que les termes de ces développements
proviennent des poles translatés de A, i.e. dans I'ensemble Qg , ou qu’ils soient issus du
noyau du symbole Mellin intérieur, c’est-a-dire dans Q. Les premiers sont construits a
I'aide d’un procédé algorithmique, ce qui nous permettra de les comparer. En revanche,
la définition de ﬁm’t“ , pour u € Q7 , n'utilise pas de découplage extérieur-intérieur, ce qui
ote tout espoir de faire un lien avec 3.

o Caspc Qb

Ecrivons les problemes qui définissent 84 :

A +2 w w
80 ext = 783 ex# 96i(§7§+1)7
A, p+1
(410) 89ﬁext = Ota ﬁlntu 0= i%’
A,
RS =0 0=+%+1,
(avec les conventions KoM = g A2 ﬁﬁ;tAH =0) et

Aﬁlm =0 dans Qing,
R/ = RN pour § = +£4.

int

(4.11)

De la méme facon, les profils 31 sont définis par
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A =0 d vil’l )
(4.12) 3o’ ans Gt

3 — 00,300 pour 0 = +4.

int ext

Il est facile de voir, a partir des problemes (4.10) et (4.11), que

Rop =0 et AT =400 Ry T OF 5 F ),
si bien que les problemes (4.11) et (4.12) sont identiques pour p = A — 1 et up = A — 2.
En revanche, une différence apparait pour y = A — 3 & cause du terme —9?K RMPH2 dans

ext
le probleme (4.10). Cette étude fournit le terme limitant 43,

e Caspu € Q. Tous les termes de ce type font partie du reste. Le premier terme limitant
a un comportement en l'infini régi par 7~ %, si bien que cette puissance limite le reste.

On obtient ainsi le résultat annoncé. ]

4.3.2 Etude des termes plats

Proposition 4.5 Pour 0 < p < min(3,2), les termes u’

plat,int [10g 8] et Uglat [10g 8]

coincident.
DEMONSTRATION. 11 suffit d’écrire les problémes vérifiés par les termes plats.

e Pour =0, uglamm est la partie réguliere de la solution du probleme de Laplace dans
Qint avec conditions de Dirichlet homogenes :

0
aAuint = fint dans Qinta 0 0 0 Q_ 9
0o _ 0 T Uing = plat int +X E Cq5 « T )
Uy = sur I, P
0
Le terme v” résout exactement le méme probleme, si bien que les parties plates uplat int

et vplat sont les mémes.

e Pour u =1, on a vu au chapitre 3 que ul ,[log ] était défini par

aAulnt [10g 6] = flnt [log 6] dans Qin‘w
(413) 1nt [10g 6] = Ullat ,ext
= —ad, uplat mtlp sur I,

la, donnée fmt est due au développement du terme Ak int qui provient de I'introduction
des profils RE
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AKY = efOl + &% fOF 42002

Quant au terme v'[loge], il est solution du probleme — voir (4.7)

alAvtloge] = ¢g%1[loge] dans Qi
(4.14) vifloge] = —a 8n”31at|r — ) Uplaglp, sur T,
%/—/ N——
8 uplat 1nt| =0

le second membre g%! est le début du développement de Az?, 20 étant défini par

2=x 3 et 3 (o) ¥ (10) ],
<K
Az? 01+57ﬂ ,7+62902+

N - Q_
De maniere analogue au lemme 3.2, les termes ¢! et ¢”2 ne dépendent que de 3
gm gm o 4am gam_q T

et 35972 Onavu plus haut que ces derniers coincidaient avec K%'~ et R
On en déduit que

FOLZ g0 o 02— 402,
Les problemes (4.13) et (4.14) sont donc identiques ; ainsi ull)hth melloge] = vélat [loge].
e Pour y = 22 les termes u1 [loge] et v[loge] sont génériquement différents, car les

7\'
seconds membres f1 '~ et ¢%% sont a priori distincts.

e Pour p = 2, les termes u? , et v? sont égaux. En effet il suffit d’écrire les problemes qui
les définissent.

aAumt [loge] = fmt [loge] + fmt [loge] dans Qipg,

(4.15)
1nt [log 6] = Uplat,ext sur F’
ol le terme extérieur est donné par (voir proposition 3.3) :
U> | 0 ol )8

plat,ext F - uplat 1nt| uplat intlp*
Quant & v?, il est solution de — voir (4.7)
(4.16) alv?[loge] = glillloge] + g2 [loge] dans Qj,
4.16

v?[loge] = —ad,v),[loge] — C(;) vhalloge] sur T,
avec

Ul;l)lat [log 8] ‘F - _O‘anvglat ‘F .
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On a vu plus haut que %2 = ¢%2 et on peut montrer de méme que f' = g''!. En outre
UWlatint = Volar €0 Upjaping[l0gE] = vplat [loge], ce qui prouve que les problemes (4.15)

et (4.16) sont identiques. Les termes u2[loge] et v?[loge] coincident, leurs parties plates

int
sont donc elles aussi égales.

e Enfin v}, # v® (génériquement) car apparait une contribution a priori non nulle de la
partie non principale du Laplacien dans la partie extérieure de u?, qui n’a pas d’équivalent
pour le probleme avec impédance.

On obtient bien ainsi le résultat annoncé. [

Remarque. Si %’T > 3, I'énoncé de la proposition 4.5 rejoint les résultats du chapitre 1,

ou la géométrie est réguliere.
4.3.3 Estimations d’erreur
du

probléeme de transmission (4.1) et la solution v¢ du probléme avec condition d’impé-
dance (4.2) :

Théoreme 4.6 On a les estimations sutvantes entre la solution intérieure ug,,

27 s
(4.17) i = v%llo,g3,,, < Clloge] @423,

(4.18) s = 0%l 3, < Clloge] 39,

int

La notation [loge| désigne une dépendance polynomiale en loge.

DEMONSTRATION. Les développements asymptotiques de uf,, et v° s’écrivent

gr 9™
us = Z e“uglamm[loge] + x Z Z ct/[log glett v B (£,0) + O(e3[loge]),
0<p<3 4T < K 0<p<3

vi= Y el lloge] 4y Y. Y diflogelettE 3T (L,0) + O(e¥loge)).

0<u<3 an K 0<p<3

En vertu de la proposition 4.5, ull, = v* pour p < min(%’r, 3). On peut donc affirmer que,
pour s = 0,1,

in(2x

(4.19) Z MU ot int OB €] — Z etvl . [log €] < Cllog g] emin(&3),
0<pu<3 0<pu<3 5. Qe

Il reste a étudier la partie des profils pour laquelle deux cas doivent étre distingués.

e Sip < min(2%,3), alors les coefficients de singularité ck[loge] et d#[loge] coincident

(car uli, = v*). On considére donc la différence
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[I]

(4.20) =Y Z Z eht T [c“ log«s]ﬁlgt —d“[logsB% (£,0).

LB <K 0<pu<3

qm q

cylloge] (R, —3)

Il s’agit alors d’estimer ﬁmt 3% : la proposition 4.4 permet d’écrire

max (L —-3,—Z
Re —35 =0 (r x(5 w>>,

donc
=¥l = [ (55
—s// A2 —3 }(R,a))szRde.
Or ([ng’t 3%}(1%,9))21% RP, avec 3 =2max( —3,—Z) + 1.

+oo
— Si B < —1, cest-a-dire si ¢ = 1 et § < w < 7, alors I'intégrale / RP dR converge,
0

donc )
] . ~ 2
xlsk -3%] o, ~=
— Sinon l'intégrale diverge et
iz . 2 1-8 2min(3—4% I)
I8 —3%] G| | ~eto=mne D,

On peut donc conclure quant & I'ordre de grandeur de la somme =(¢) (en norme L?) : les

termes du type 0 < —1 sont en
O (61-&-%-&-#) :

ceux qui correspondent a 3 > —1 sont d’ordre

O (smin(3+u “*”"w))

Le premier terme limitant correspond & ¢ = 1 et u = 0 d’ol I'estimation en norme L? :

12E)lo.0,,, = O (" %1+D).

Pour obtenir le résultat en norme H', on doit estimer la norme

gx 2 B %“ n
HXV mt*37)(é’9)Hm %/ / V&S — V3E)(R,0)]° RdR 6.
sSLint w 0
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La technique est la méme que pour les normes L? :

va

int

V3ﬂ (R, 9)‘21% RO,

+o0o
On distingue encore deux cas, selon que U'intégrale / R%~2dR converge ou non. On
0

obtient
IVE(E) o, = O (5] .

e Sip > min(2%,3), il sagit ici d’estimer indépendamment les profils Rmt( ) et 3% ()
pour r < 71 (car on a tronqué a l'aide de ).

2 % 71 qm % T?l qm
‘ %/ / Hﬁﬁ(iﬁ)llgrdrdez/ / |82 (R, 0)]?e2RdR d6,
0,Qins —« Jo —g Jo

R (R,0) ~ 3% (R,0) ~ 5% (R,0) = RY sin(X,0) quand R — +oo,

HX 1nt

Comme

+oo
et comme l'intégrale / R*$ RdR diverge,
0

71
aq

2 9 [ ¢ ouz oz
‘ ~ e R RAdR~ e “ v .
0

HX 1nt ) 0,Qime

Ainsi les termes qui apparaissent dans la somme (4.20) et qui correspondent & des
coefficients de singularité différents (i.e. u > min(%’T7 3)) sont de l'ordre, en norme L? :

min( 2= 3)+4% 4% min(2= 3)

£ w =&

Les mémes calculs peuvent étre poursuivis pour la norme H' :

e [, ~ L

:// VRS (R,0)2R AR a0,
—«Jo

2
=t Ve o) raras

Or Vﬁ“’

int

ar _
~ R> ! donc

HXVRmt( )

‘ / R2Z2RAR ~ ¢ 2% .
0,Qint
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On a donc la méme estimation qu’en norme L2.

En conclusion, on a les estimations suivantes pour la partie des profils :
I2E)llp ., < Clloge] e™n(5:1+5:9)
I=E)l,q,, <Clloge]e™™® @),

Combinées a 'estimation des parties plates (4.19), elles fournissent le résultat annoncé.m

Remarque. Les estimations obtenues dans le théoréeme 4.6 coincident avec celles du
chapitre 1 quand w < %. Cela signifie que pour des angles petits, la condition d’impédance
est aussi performante que dans le cas d'une géométrie réguliere. A I'inverse, son efficacité
se dégrade sérieusement pour des angles rentrants. En effet, quand w est proche de 2,
les estimations deviennent
s — Mo, < Cllogele® et |lufy, — o7l q,, < Clloge]<® ~ VE

On peut préciser les termes qui produisent ces erreurs. Un examen attentif des démon-
strations des paragraphes précédents montre que les termes limitants sont dus a la
différence de &% et 3470, 11 s’agit des premiers termes définis de maniere non-
algorithmique dans le développement des profils; ils contiennent une information in-
trinseque a chaque probleme.

4.4 Résultats numériques

Le but de cette partie est de mettre en évidence numériquement les résultats du paragraphe
précédent : on souhaite comparer la solution du probleme de transmission avec celle du
probleme avec condition d’impédance pour illustrer les estimations du théoreme 4.6.

4.4.1 Le probleme

On g’intéresse aux équations suivantes :

aAus = fint dans Q;,¢,
Auiy = 0 dans €2,
uiant = ugxt sur F>
aanuiant = 8nugxt sur F>
Ueyy = 0 sur I'S,
Onuiy = 0 sur 'y,
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posées dans le domaine ¢, représenté sur la figure 4.1. Les données g et foyy sont nulles
et on suppose fint plate au voisinage du coin Oj,t. Précisément, on a pris, pour les calculs,
une fonction fi,; & support compact dans Qi :

. 1
fint(xvy):{l S}xSE’
0 sinon.

Notons que le domaine considéré ne rentre pas stricto sensu dans la catégorie considérée
jusqu’ici. En effet plusieurs coins sont présents dans €2° et la couche mince ne recouvre
qu'une partie du bord de €. Cependant comme les angles entre les demi-droites
définissant I' et Iy sont droits et la condition imposée est de type Neumann, le principe
de réflexion permet donc d’affirmer qu’aucune singularité ne sera excitée dans ces coins.
L’étude qui précede s’applique donc car la seule singularité au voisinage de la couche
mince se situe au coin intérieur (la singularité due au coin (0,0) n’interfere pas avec la
couche mince).

C’est dans un but de simplicité qu’on a utilisé un domaine polygonal pour les simulations
numériques, facilitant ainsi sensiblement 1'opération de maillage (I'influence d’une cour-
bure non nulle a été illustrée au chapitre 1). La condition d’impédance d’ordre 2 coincide
donc, dans ce cas, avec la condition d’ordre 1.

A

I‘N ngt

Tr
w
0
Qint

Tr

I'n Dot

Fic. 4.1 — Le domaine QF utilisé pour les calculs.
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4.4.2 La méthode numérique

Afin de mettre en évidence les estimations du théoréeme 4.6, il nous faut calculer d’une
part la solution du probleme de transmission et, d’autre part, la solution du probleme
avec condition d’impédance. Soient donc u® et v¢ les solutions des problemes variationnels
suivants

a/vufntv@int dx +/ vuzxtvgpext dr = — / fintv@int d(B,
Q Q4 Q

int int

1
a/VvEVgodqu—/vegodJ: /finthodx.
o} € Q

int r int
Pour construire une approximation de u®, on doit discrétiser le domaine ¢ tout entier,
couche mince comprise. L’épaisseur £ pouvant prendre des valeurs tres petites, c’est un
probleme colteux : c’est justement pour cela qu’on essaie de trouver des conditions
d’impédance qui remplacent U'effet de la couche mince. On a choisi d’utiliser des éléments
finis anisotropes dans la couche afin d’en limiter le nombre, et une interpolation de degré
élevé (Qg en l'occurrence). On avait déja rencontré cette difficulté dans le chapitre 1 pour
une géométrie réguliere.
La présence du coin d’ouverture w dans le domaine €2;,; donne naissance a des singularités
dans la solution, et ce défaut de régularité a aussi des conséquences du point de vue
numérique (Iapproximation de la solution est alors moins bonne). La combinaison d'un
raffinement de maillage géométrique (la taille des éléments successifs est divisée par 2
quand on se rapproche du coin) et d’une interpolation d’ordre élevé permet néanmoins
d’approcher tres précisément la partie singuliere de la solution.
Les figures 4.2-4.5 qui suivent représentent quelques-uns des maillages utilisés dans les
calculs, pour différentes valeurs de I’angle w. On a choisi une valeur de € assez élevée afin
que la couche mince apparaisse clairement sur les dessins.
Ajoutons que tous les calculs (aussi bien la définition du maillage que les calculs éléments
finis) doivent étre effectués en double précision car la différence uf,, — v®, qui est 'objet
de notre étude, devient tres petite quand ¢ est faible.
Le nombre de degrés de liberté (taille du systeme linéaire a résoudre) est de 2011 pour
les angles convexes (maillages en 53 éléments) et de 4177 pour les maillages concaves
(comprenant 112 éléments).
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Dirichlet

Neumann Dirichlet

F1G. 4.2 — Maillage pour w = 3.

Neumann
Dirichlet

Dirichlet
Neumann

F1G. 4.3 — Maillage pour w = 3.
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Neumann

Neumann

Dirichlet

Dirichlet

Neumann

Neumann

Fiac. 4.4 — Maillage pour w = <.
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Dirichlet

Dirichlet

Fiac. 4.5 — Maillage pour w = 2.

4.4.3 Résultats des calculs

La mise en ccuvre des méthodes numériques a été faite a l'aide de la bibliotheque
d’éléments finis MELINA (voir [23]). Ce travail a nécessité le développement d’outils
incorporés actuellement au code ; des détails sont donnés en annexe.

Résultats pour w = z
On utilise une famille de maillages du type de celui de la figure 4.2, en faisant varier

I’épaisseur € de la couche mince. Précisément,
e=2"7, 4j=1,...,15.

La figure 4.6 représente, en coordonnées logarithmiques, la norme L? de la différence

uf,, — v° en fonction de e. L’estimation (4.17) s’écrit, dans le cas w = 7 :

| — Ua”o,ﬂim < Clloge] e°.
La droite obtenue sur le graphe 4.6 est de pente voisine de 3, ce qui est en accord avec

I’estimation précédente.
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e — vl ()
109

102 | E— — S— —
1074
10
108
10~10
10~

10—14

10~16 : : : :
102 104 103 102 10~1 100

FI1G. 4.6 — Résultats en norme L? pour w = 5

Ces résultats justifient 1'utilisation d’une méthode précise d’approximation, puisque les
erreurs sont voisines de 1071% pour les plus petites valeurs de ¢.

La figure 4.7 résume les résultats en norme H! : la pente de la droite obtenue est voisine
de 2 et I'estimation (4.18) fournit

(g — U€H1,Qmt < Clloge] e,

L’éventuelle présence de termes en loge ne peut pas étre mise en évidence par le calcul,
car leur effet est négligeable devant toute puissance de €.
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Huient —vF HHI(Q‘mc)
10°

Y ——_—,
10~
1076
1078

10710

10~

L e e e e

1016 : : : :
10~° 104 103 102 10~1 100

Fi1G. 4.7 — Résultats en norme H' pour w = 5-

Calculs pour différentes valeurs de w

Afin d’étudier la dépendance de la différence u;, —v°® en fonction de I’angle w, on a effectué

les mémes calculs que pour w = 7 ; la figure 4.8 représente, en coordonnées logarithmiques

les résultats obtenus pour les valeurs suivantes de w (tant convexes que concaves) :

m 5w 3w 4m OS5m 87 4w 3w 2m w W™ W
e RN N A AR MU SR
Les tableaux 4.9 et 4.10 donnent les pentes calculées a partir des courbes 4.8 ; on a écrit
en caracteres penchés la ligne qui est retenue comme valeur de la pente moyenne. En
effet, les valeurs les plus de e correspondent a un comportement pré-asymptotique et la
valeur n’a pas de rapport avec la pente théorique issue du théoreme 4.6. D’autre part, les
valeurs trop petites de e conduisent a des erreurs s, —v° tellement faibles que I'erreur de
discrétisation peut interférer. C’est aussi la raison pour laquelle on a préféré faire figurer
les pentes successives plutot qu'une pente moyenne. On retiendra la valeur des pentes au
voisinage de € = 5.1072 pour estimer les ordres de convergence.
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Hulgnt - UE HLQ(Qint)
10°

102

104

10~

108

10—10

10—12

107

1016 : : : :
10-° 10~% 103 102 101 100

F1G. 4.8 — Résultats en norme L? pour différentes valeurs de w.

Chaque courbe correspond da une valeur de w.
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7T 5m 3 4_7T 5_71' 8_7T

4 3 2 3 4 7
0.707E + 00 1.562 1.801 2.076 2.203 2.245 2.300

0.354E + 00 1.245 1.425 1.741 1.945 2.013 2.077

0.177E + 00 1.155 1.266 1.541 1.785 1.883 1.982

0.884F — 01 1.135 1.209 1.423 1.664 1.780 1.914

0.442F — 01 1.133 1.194 1.365 1.582 1.700 1.855

0.221F — 01 1.135 1.192 1.342 1.536 1.648 1.808

0.110F — 01 1.138 1.194 1.334 1.513 1.620 1.776

0.552F — 02 1.141 1.197 1.332 1.503 1.606 1.759

0.276 ' — 02 1.185 1.223 1.339 1.500 1.600 1.750

0.138F — 02 1.229 1.257 1.352 1.503 1.599 1.746

0.691F — 03 1.300 1.328 1.402 1.521 1.606 1.746

0.345E — 03 1.376 1.394 1.464 1.565 1.632 1.751

0.173E — 03 1.455 1.434 1.478 1.587 1.659 1.766

0.863F — 04 1.574 1.514 1.491 1.569 1.645 1.771

F1G. 4.9 — Pentes calculées sur le graphe 4.8 (angles concaves).

Remarques.

e La valeur de € de la premiere colonne correspond a la moyenne géométrique des valeurs
utilisées pour calculer la pente.

e La ligne en caracteres penchés est conservée comme estimation de la pente moyenne.
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4 3 27 T ™ ™
c 5 4 3 2 3 4
0.707E + 00 1.909 1.947 2.024 2.260 2.606 2.489

0.354E + 00 2.016 2.067 2.173 2.484 2.728 2.361

0.177E + 00 2.104 2.173 2.312 2.688 2.651 2.435

0.884F — 01 2.183 2.268 2.429 2.841 2.638 2.603

0.442F — 01 2.245 2.335 2.501 2.929 2.746 2.751

0.221F - 01 2.281 2.368 2.529 2.969 2.851 2.855

0.110F — 01 2.294 2.376 2.531 2.985 2.919 2.921

0.552F — 02 2.293 2.371 2.523 2.992 2.958 2.959

0.276 F — 02 2.287 2.362 2.515 2.995 2.979 2.979

0.138F — 02 2.280 2.353 2.508 2.993 2.989 2.989

0.691F — 03 2.271 2.343 2.496 2.980 2.994 2.995

0.345E — 03 2.258 2.327 2.477 2.950 2.995 2.990

0.173E — 03 2.240 2.309 2.457 2.906 3.035 2.978

0.863F — 04 2.233 2.304 2.441 2.899 3.028 2.956

F1G. 4.10 — Pentes calculées sur le graphe 4.8 (angles convezes).

Remarques.

e La valeur de € de la premiere colonne correspond a la moyenne géométrique des valeurs
utilisées pour calculer la pente.

e La ligne en caracteres penchés est conservée comme estimation de la pente moyenne.
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Le

graphe 4.11 représente les résultats obtenus en norme H!, et les tableaux 4.12 et 4.13

présentent les pentes successives calculées a partir des courbes 4.11.

I

iEIlt - /UE HHI (Qint)

100

1072

104

10—

10~8

1071

10—12

10~

1016 : : : :
10~° 104 103 102 10~1 100

Fi1G. 4.11 — Résultats en norme H' pour différentes valeurs de w.

Chaque courbe correspond a une valeur de w.
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T 5% 3 47 5% 8T
4 3 2 3 4 7
0.707E + 00 0.502 0.532 0.515 0.334 0.186 0.013

0.354E + 00 0.526 0.558 0.637 0.632 0.552 0.284

0.177E + 00 0.537 0.565 0.658 0.733 0.730 0.612

0.884EF — 01 0.546 0.573 0.661 0.763 0.796 0.777

0.442F — 01 0.554 0.581 0.661 0.767 0.816 0.851

0.221F - 01 0.561 0.588 0.662 0.762 0.816 0.878

0.110E - 01 0.565 0.593 0.664 0.757 0.811 0.883

0.552E — 02 0.569 0.597 0.665 0.754 0.807 0.882

0.276E — 02 0.605 0.619 0.673 0.753 0.804 0.880

0.138E — 02 0.683 0.674 0.695 0.763 0.810 0.884

0.691E — 03 0.768 0.768 0.769 0.801 0.835 0.900

0.345E — 03 0.856 0.834 0.830 0.858 0.885 0.939

0.173E — 03 1.079 0.995 0.920 0.916 0.935 0.986

0.863F — 04 1.341 1.223 1.070 0.999 0.997 1.028

F1G. 4.12 — Pentes calculées sur le graphe 4.11 (angles concaves).

Remarques.

e La valeur de ¢ de la premiere colonne correspond a la moyenne géométrique des valeurs
utilisées pour calculer la pente.

e La ligne en caracteres penchés est conservée comme estimation de la pente moyenne.
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47 3 2T T ™ z
c 5 4 3 2 3 4
0.707E + 00 0.236 0.348 0.525 0.864 1.310 1.513

0.354E + 00 0.549 0.668 0.838 1.204 1.752 1.912

0.177E + 00 0.818 0.919 1.081 1.485 2.155 2.202

0.884F — 01 1.002 1.095 1.257 1.695 2477 2.427

0.442F — 01 1.121 1.208 1.370 1.833 2.694 2.625

0.221F — 01 1.187 1.271 1.433 1.911 2.826 2,777

0.110F — 01 1.220 1.302 1.465 1.952 2.904 2.876

0.552F — 02 1.236 1.318 1.482 1.974 2.947 2.934

0.276 ' — 02 1.244 1.327 1.491 1.982 2.965 2.966

0.138F — 02 1.249 1.330 1.490 1.969 2.975 2.983

0.691F — 03 1.249 1.323 1.473 1.969 3.018 2.991

0.345E — 03 1.236 1.308 1.478 2.060 3.101 2.992

0.173E — 03 1.250 1.356 1.578 2.235 3.159 2.985

0.863F — 04 1.357 1.489 1.736 2.431 3.184 2.957

F1G. 4.13 — Pentes calculées sur le graphe 4.11 (angles convezes).

Remarques.

e La valeur de ¢ de la premiere colonne correspond a la moyenne géométrique des valeurs
utilisées pour calculer la pente.

e La ligne en caracteres penchés est conservée comme estimation de la pente moyenne.
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Afin de comparer les pentes estimées au moyen des figures 4.8 et 4.11 avec les pentes
théoriques issues du théoreme 4.6, on a tracé sur les figures 4.14 et 4.15 les valeurs
obtenues numériquement (cf. lignes en caracteres penchés dans les tableaux précédents)
avec les pentes théoriques suivantes, voir estimations (4.17) et (4.18) :

—_

si
si

= el

<
en norme L2, +1 <

W gn €|>1M

si k>

ISEE]

)
<2, en norme H!,

o €13

si <3,

w g

T
SIZ>3.

Dans les graphe 4.14 et 4.15, les lignes en traits pleins correspondent aux pentes théoriques
ci-dessus et les points (e) aux pentes obtenues numériquement. Les points repérés par le
symbole (o) correspondent a la valeur de la pente en I'absence de coin dans le domaine ;

cette situation releve du chapitre 1.

3.5 K
pente :
3. """"""""""""""" Qe . ®
25 | SN FNNUSY-GN S NN S——
2. ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
15 fo T — — SSGHIINS RN SO S
| e e RS EEE R TR
05 | ...
: : : -
0.
0 0.5 1 1.5 2.5 3. 3.5 4.
2 1+ = 3
w w

FiG. 4.14 — Pentes théoriques et estimées (norme L2).
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3.5

™
w

F1G. 4.15 — Pentes théoriques et estimées (norme H' ).
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4.5 Conclusion

La construction de développements asymptotiques multi-échelle a permis d’obtenir des
estimations d’erreur optimales entre la solution du probléme de transmission et celle du
probleme avec condition d’impédance d’ordre 2. L’ouverture w de 1’angle du coin joue un
role déterminant.

— Pour les angles inférieurs a %, la performance est la méme que dans le cas d'un do-
maine régulier, étudié au chapitre 1. Notons que dans cette situation, les singularités
du probleme intérieur sont relativement régulieres. Le début du développement asymp-
totique peut donc étre construit comme au chapitre 1, si bien qu’il n’est pas nécessaire

de recourir a l'utilisation de profils pour obtenir I’estimation d’erreur en 3.

— Pour les angles proches de 2w, I'approximation de la couche mince par la condition
d’impédance est tres fortement dégradée : en norme H', on a seulement une convergence
en /€, ce qui est tres lent. Ce phénomene a été observé par les ingénieurs, sans jusqu’ici
pouvoir étre quantifié.

— Pour les angles intermédiaires, la condition d’impédance est moins performante qu’en
I'absence de coin. Méme pour les angles entre 7 et 7, pourtant convexes, la dégradation
est sensible, puisque la convergence se situe entre € et €2 au lieu de £3.

Les résultats numériques présentés au paragraphe précédent confortent en tout point
I’étude théorique faite dans ce chapitre.

On souhaiterait remplacer la condition d’impédance par une autre condition dans le cas
ou sa performance est dégradée par la présence d’un coin. L’étude qui précede montre que
Perreur est produite par la différence

ﬁA7_U - 3/\,—:’

premiers termes “non-algorithmiques” dans le développement des profils relatifs & chaque
probleme. Une analyse complémentaire est nécessaire afin de savoir si la condition
d’impédance peut-étre modifiée de maniere a compenser cette quantité.



ANNEXE 133

Annexe

Approximation de degré élevé

avec MELINA

Tous les tests numériques présentés dans ce document ont été réalisés a 'aide du code
MELINA (voir [23]). Ce code est installé et utilisé dans plusieurs laboratoires, en particulier
a 'IRMAR et a 'ENSTA (Paris).

La bibliotheque d’éléments finis MELINA consiste en un ensemble de routines (en For-
tran 77 pour l'instant, une version C++ est en cours de réalisation) qui permettent a
l'utilisateur de définir et résoudre des probleémes aux limites elliptiques. Bien que MELINA
ait été a ’origine congu pour traiter des problemes en domaine non borné, il est aujourd hui
largement utilisé dans la résolution de problemes en domaine borné, comme c’est le cas
ici.

Pour résoudre un probléme aux limites avec MELINA, deux éléments sont nécessaires :
— un maillage qui définit la géométrie du (ou des) domaine(s);
— la formulation variationnelle du probleme.

Il suffit alors d’écrire au format approprié la formulation variationnelle (conditions
aux limites comprises) et de préciser le type d’élément fini & utiliser (Lagrange Py,
par exemple). La mise au point d’un programme pour résoudre un probleme nécessite
Iécriture de trois fichiers (d’une trentaine de lignes chacun pour l'application qui nous a
intéressé ici) : le premier définit la formulation variationnelle, le deuxieéme les fonctions
annexes utilisées et le troisieme commande les actions d’assemblage, de résolution et de
renseignement des fichiers résultats.
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Construction du maillage

modulef § mome

v

Maillage

mailme

PR

degré d’interpolation géométrique

mevisu

Fonctions-tests

degré d’interpolation fonctionnel

l

Formulation variationnelle

Yo eV, a(u,v) =1(v)

l

Résolution du systeme linéaire

grame matlab

S i——
P i——

Post-traitement

F1c. A — Organisation du code MELINA et des modules périphériques.
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Des utilitaires sont disponibles pour la traduction de maillages construits a 'aide du
logiciel Modulef (voir [19]) et la visualisation des résultats : il s’agit du traducteur mome
et de l'interface graphique grame.

L’organigramme de la figure A résume les fonctionnalités du code. Une partie du travail
de these a consisté en I'apport de nouvelles fonctionnalités ; ces dernieres correspondent
aux cases grisées. Il s’agit essentiellement de 'introduction d’éléments finis de haut degré
quadrangulaires, tant géométriques que fonctionnels. Sont désormais disponibles dans
MELINA (pour une documentation précise, voir [23]) :

— un module matlab (mailme) de maillage de domaines simples (polygones, couronnes)
a 'aide d’éléments finis nodaux quadrangulaires d’ordre p < 10. Ce module a permis
de construire les maillages utilisés dans les calculs présentés au chapitre 1, en faisant
varier I’épaisseur € de la couche mince ;

— un programme de visualisation (mevisu) de maillages au format MELINA (avec lequel
les dessins de maillage du chapitre 4 ont été obtenus) ;

— les éléments finis nodaux Q, (p < 10) aux points équidistants et aux abscisses de
Gauss-Lobatto.

800

Info Reglages
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Fic. B — Screenshot du mailleur mailme.
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[Xx! PGPLOT Window 1

= ) X PGPLOT Windc]

MAILLAGE
POINTS
ELEMENTS
DOMAINES
SAUVER

OO0 OO0 @ |

QUITTER

53 elements
‘71 points
Interp. type 1

@ domaines

Fic. C — Screenshot du visualiseur de maillage mevisu.
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Index des notations

Chapitre 1

€
Qint
r

Qf

ext
Oe

€
Fext

uE

RE

R€
RE

Epaisseur de la couche mince, destinée & tendre vers 0. (p. 15)

Domaine intérieur dont le bord est régulier. (p. 15)

Bord du domaine intérieur Q. (p. 15)

Couche mince uniforme autour du domaine intérieur d’épaisseur €. (p. 15)
Domaine avec couche mince. (p. 15)

Bord du domaine Q°. (p. 15)

Solution du probleme de transmission dans Q°. (p. 16)

Carré (—1,1) x (=1,1+¢). (p. 18)

Carré (—2,2) x (—=2,1+¢). (p. 18)

Carré (—3,3) x (=3,1+¢). (p. 18)

Fonction de troncature valant 1 dans R¢ et 0 dans RE\RE. (p. 18)
Relation d’ordre sur les ensembles modeles au voisinage du bord. (p. 19)

Coordonnées locales dans 25, ¢ est Iabscisse curviligne et s la variable

normale (0 < s <e¢). (p. 27)eXt

Coordonnées semi-dilatées dans QS : S =& 1s. (p. 28)

Opérateurs intervenant dans le développement en puissances de € du
Laplacien dans le domaine extérieur. (p. 28)

Fonction intervenant dans le développement de Taylor de foy dans la
variable dilatée S. (p. 28)

Reste d’ordre N dans le développement asymptotique de u®. (p. 31)
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Vg Solution du probléme avec condition d’impédance d’ordre 0. (p. 34)

v‘[sl] Solution du probleme avec condition d’impédance d’ordre 1. (p. 34)

v[EQ] Solution du probléme avec condition d’impédance d’ordre 2. (p. 36)

Qp Espace vectoriel des polynomes de deux variables, de degré au plus p par
rapport a chacune d’entre elles. (p. 38)

Fy Fonction faisant correspondre 1’élément courant K a 1’élément de référence
K =10,1] x [0,1]. (p. 38)

Chapitre 2

Q Domaine angulaire infini avec couche d’épaisseur 1. (p. 46)

G Bord intérieur du domaine Q. (p. 46)

P} Espace variationnel associé au probléeme de transmission dans le domaine
modele. (p. 47)

(r,0) Coordonnées polaires dans le domaine intérieur, tangentielle-normale dans
la partie extérieure. (p. 50)

¢ Fonction de troncature valant 0 au voisinage du coin. (p. 51)

Q Domaine “polaire” correspondant au domaine cartésien Q. (p. 51)

T Opéurateur permettant de définir une fonction sur @) a partir d’une fonction
de Q. (p. 51)

A Laplacien en coordonnées polaires. (p. 52)

Oint Intervalle (—%,%). (p. 53)

s Fonction singuliere en 7. (p. 54)

o=, Intervalle (%, % +1). (p. 54)

SMNQ) Espace des fonctions singulieres. (p. 55)

/A Solution au probleme de transmission dans (), dont le comportement a
I'infini est donné par s*. (p. 56)

/e Elément du développement de gY A rappelle son origine et p est
Pexposant tel que & € .Z*(6"(Q)). (p. 56)

uhp Solution variationnelle du probleme de transmission : A rappelle I'origine
du probleme et p le degré jusqu’ou on a poussé le développement sur-
variationnel. (p. 56)

Q Bande infinie R x (=% —1,% +1). (p. 59)

(t,0) Coordonnées dans la bande Q : t = logr. (p. 59)

Tint Opérateur sur Qint correspondant au laplacien dans Qint. (p. 60)
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Ml o,)
K

Rint

Chapitre

Qing
r
Oint
w

QE

ext

QE

o0
~
=+

I~
)

RIS e
/-\A/-\\‘
EEE <

8

Nl
8

~
—~

Opérateur sur Qe correspondant au laplacien dans Q- (p- 60)

Opérateur sur G correspondant a la condition de transmission sur G.
(p- 60)

Espace a poids : m est 'ordre de dérivation, v définit le poids. (p. 64)
Partie tronquée au coin de la solution variationnelle : 1 = ¢i™™?. (p. 66)
Transformée de Mellin de u. (p. 67)

Norme a poids sur H™(©). (p. 68)

Transformée de Mellin de i°. (p. 69)

Opérateur de résolution intérieure en la variable angulaire. (p. 71)
Opérateur de résolution extérieure en la variable normale. (p. 71)
Ensemble des pdles. (p. 71)

Solution du probleme de transmission dans ) avec un second second
membre intérieur donné par r*~2cos” sin™ 6 (B = (01,02) et |B] =
A—2). (p. 79)

Elément du développement de 20°: 3 rappelle son origine et u est
exposant tel que W € .Z*(&"(Q)). (p. 79)

3

Domaine intérieur dont le bord comporte un coin. (p. 81)

Bord du domaine intérieur Q. (p. 81)

Point de T" ot Q¢ présente un coin. (p. 81)

Ouverture du secteur angulaire au coin, w € (0,27). (p. 81)

Couche mince uniforme autour du domaine intérieur d’épaisseur . (p. 81)
Domaine avec couche mince. (p. 81)

Bord du domaine Q°. (p. 81)

Solution du probleme de transmission dans 2°. (p. 82)

Coordonnées polaires centrées au coin Ojye, avec —% < 0 < &. (p. 82)
Normale unitaire extérieure a ¢ au point = € I'. (p. 82)

Tangente unitaire a I' au point z € I'. (p. 82)

Champ de vecteurs non-unitaires permettant de représenter la couche
mince sous forme tensorielle. (p. 83)

Longueur de la courbe I'. (p. 83)
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(t,s) Coordonnées locales dans la couche mince : ¢ est tangentielle, s est selon
la direction 7. (p. 83)

(t,S) Coordonnées semi-dilatées dans la couche mince : S = e~ ts. (p. 86)

Ay Opérateurs intervenant dans le développement du Laplacien dans les
coordonnées (¢, 5). (p. 87)

a(t) Fonction intervenant dans le développement de la dérivée normale dans
les coordonnées (¢, S). (p. 87)

5w Premiere fonction singuliere, voir chapitre 2. (p. 88)

X Fonction de troncature radiale valant 1 pour r < 79 et 0 pour r > 77.
(p- 89)

cg Coefficient de singularité de rang ¢ pour vl .. (p. 92)

UD ot int Partie plate de u),. (p. 92)

5% Fonction singuliere, voir chapitre 2. (p. 92)

AT Profil correspondant & s , voir chapitre 2. (p. 92)

K Terme correctif relatif & u°. (p. 93)

5;7” Prolongement par 0 & 'extérieur de s . (p. 93)

U Ensemble des exposants p. (p. 93)

fom Fonctions intervenant dans le développement de Ak?. (p. 93)

[log ¢] Désigne une dépendance polynomiale en loge. (p. 93)

uglat Terme plat de rang p dans le développement de u®. (p. 99)

rN Reste d’ordre N dans le développement de u. (p. 99)

c Coefficient de singularité de rang g correspondant & ul .. (p. 99)

p” Profil correspondant au probleme non-homogene, voir chapitre 2. (p. 102)

Chapitre 4

Qint Domaine intérieur dont le bord comporte un coin. (p. 105)

r Bord du domaine intérieur Q. (p. 105)

Oint Point de I" ol Q¢ présente un coin. (p. 105)

w Ouverture du secteur angulaire au coin, w € (0,2m). (p. 105)

950 Couche mince uniforme autour du domaine intérieur d’épaisseur . (p. 105)
Q° Domaine avec couche mince. (p. 105)

| Bord du domaine Q°. (p. 105)

€

u Solution du probleme de transmission dans Q°. (p. 106)
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w
Uplat

d*

Solution du probléme avec condition d’impédance d’ordre 2. (p. 106)
Fonction singuliere, voir chapitre 2. (p. 107)

Espace des fonctions singulieres, voir chapitre 2. (p. 107)

Ensemble des poles, voir chapitre 2. (p. 107)

Solution au probleme d’impédance dans Qin, dont le comportement a
I'infini est donné par s*. (p. 108)

Elément du développement de 3* : A rappelle son origine et 1 est
Pexposant tel que 3** € .Z*(6"(Q)). (p. 108)

Opérateur permettant de définir une fonction sur @) a partir d’'une fonction
de Q, voir chapitre 2. (p- 108)

Termes plats dans le développement asymptotique de v=. (p. 108)
Coefficient de singularité de rang g correspondant a vli, . (p. 108)

Ensemble des exposants p, voir chapitre 3. (p. 108)









ANALYSE MULTI-ECHELLE ET CONDITIONS AUX LIMITES APPROCHEES

POUR UN PROBLEME AVEC COUCHE MINCE DANS UN DOMAINE A COIN.
Résumé

Ce travail porte sur I'analyse asymptotique d’'un probléme de transmission avec
couche mince dans un domaine bidimensionnel a coin. Précisément, on construit un
développement asymptotique de la solution en fonction de I’épaisseur de la couche.
La présence d'un coin engendre des singularités qui compromettent la construction
habituelle du développement, par résolution alternative entre le domaine intérieur
et la couche. Celles-ci sont traitées par l'introduction de profils construits dans un
domaine infini avec couche d’épaisseur 1 a 'aide de la transformation de Mellin.

On s’intéresse ensuite a la performance de la condition aux limites approchée, dont
on sait qu’elle remplace l'effet de la couche mince jusqu’a l'ordre 3 dans le cas d’un
domaine régulier. On montre que la présence d'un coin détériore son efficacité, ce
d’autant plus que l'angle d’ouverture est grand. Des calculs numériques ont été
effectués, qui confirment les résultats théoriques obtenus.

MULTISCALE ANALYSIS AND APPROXIMATE BOUNDARY CONDITIONS

FOR A PROBLEM WITH THIN LAYER IN A CORNER DOMAIN.
Abstract

This work consists in the asymptotic analysis of a transmission problem with
thin layer in a two-dimensional corner domain. An asymptotic expansion of the
solution with respect to the thickness of the layer is constructed. Due to the corner,
singularities appear which prevent from constructing the expansion through an
alternative resolution between the interior domain and the layer. The singularities
are handled with the help of profiles constructed in an infinite domain with layer of
thickness 1 via the Mellin transform.

Next, the efficiency of the approximate boundary condition (obtained for smooth
domains) is studied. We show that the performance deteriorates for corner domains,
especially when the opening of the corner is large. Numerical tests are given, which
confirm the theoretical results.



