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Introduction

Ce rapport fait la synthése de mon activité de recherche en analyse appliquée et calcul
scientifique. On retrouve une certaine homogénéité dans ces travaux, en particulier en
ce qui concerne les outils : analyse asymptotique des problemes elliptiques, méthodes
d’éléments finis d’ordre élevé. Les applications, en revanche, sont le fait de rencontres
scientifiques et présentent naturellement une plus grande diversité.

La premiere partie de ce mémoire concerne ’analyse asymptotique de certains pro-
blemes de perturbation singuliere pour les EDP elliptiques. Ce travail s’inscrit dans la
continuité de mon travail de these sur les conditions aux limites approchées pour un
probleme de couche mince en domaine non régulier. Les équations considérées sont clas-
siques (équation de Laplace, de Kirchhoff-Love ou de Navier), mais la difficulté réside
dans la géométrie sur laquelle elles sont posées : couches minces, inclusions, perturba-
tions du bord. La technique développée est I"analyse multi-échelle, rebaptisée superposi-
tion multi-échelle dans ce rapport pour ne pas laisser penser qu’elle est la seule a pouvoir
décrire un phénomeéne présentant plusieurs échelles. Une des contributions a d’ailleurs
consisté dans [DTV09] a comparer cette approche avec la méthode des développements
asymptotiques raccordés, trés populaire dans les applications. De nombreux résultats
nouveaux ont pu étre établis dans le cas des problémes de remplacement d'une couche
mince par une condition aux limites approchée, voir [Via05, CCDV06, RV08, RV10].

D’autre part, des problemes d’inclusions ou de perforation au bord ont été envisagés
avec ces techniques asymptotiques dans [DV05, BNDTV09]. Dans le cadre du projet ANR
Jeunes Chercheurs MACADAM, les résultats ont été appliqués aux équations de 1’élas-
ticité linéaire. Il s’agit de prédire 'initiation d’une fissure dans un matériau présentant
des inhomogénéités de surface, voir [DV07, BDVV08, BNBD"10]. Un des points-clés de
ce travail concerne le calcul de profils définis dans des domaines non bornés. La recherche
de conditions aux limites approchées pour résoudre numériquement de tels probléemes
nous a amenés a considérer un probleme de Ventcel sans condition de signe, nécessitant
une analyse pseudo-différentielle, voir [ BNDHV10b].

De nombreux calculs numériques ont été menés dans le cas modéle des équations de
Laplace, et de 1’élasticité linéaire (ou1 la représentation asymptotique a été couplée avec
un modele & discontinuité forte pour la description de I'endommagement). Ces simula-
tions, adossées a la bibliotheque de calculs éléments finis MELINA [Mar10], ont nécessité
(et permis...) des développements nouveaux : éléments finis de haut degré [CDMV03],
intégrands, etc. Grace a ces nouvelles fonctionnalités, le code a été enrichi de nouvelles



applications : problemes de partitions minimales [BNHV10], analyse de la supraconduc-
tivité dans des sections polygonales [BNDMV07], résolution numérique de I'équation de
Cahn-Hilliard [GMV10] ou encore optimisation de la forme d"un réseau d’électrodes pour
le matricage cellulaire [PV10].



Chapitre

Analyse asymptotique de problémes
elliptiques

1.1 Contexte

Dans de nombreuses situations physiques, on est amené a considérer des problemes
ol intervient un petit parametre ¢, souvent lié a la géométrie du matériau considéré. C’est
le cas pour un objet conducteur recouvert d’une fine couche diélectrique, un assemblage
par une pellicule de colle, un canal dont le fond présente des petites rugosités, un mé-
tal avec des aspérités a sa surface ou un matériau contenant des inhomogénéités, etc.
Ces questions interviennent dans tous les champs d’application : propagation d’ondes,
mécanique des structures, acoustique, thermique, mécanique des fluides. ..

La complexité des problemes a conduit a de riches développements mathématiques
sur ces sujets. De multiples techniques ont été introduites pour décrire le comportement
asymptotique de la solution u, d’une équation aux dérivées partielles dépendant d'un
petit parametre e. La finalité de 1’étude consiste a obtenir un développement asympto-
tique de u, lorsque ¢ tend vers 0 (ou du moins les premiers termes). Parmi les techniques
propres aux problémes aux limites elliptiques, on peut en distinguer deux : la méthode
des développements asymptotiques raccordées, et la superposition multi-échelle, détaillées au
paragraphe 1.2. Si la premiere, popularisée par Van Dyke [Van75], est trés largement ré-
pandue dans les applications, la seconde est souvent utilisée dans les travaux mathéma-
tiques car plus facile a justifier.

On se concentre ici sur certains problemes de perturbations singulieres provenant
de la géométrie du domaine dans lequel est défini ’équation aux dérivées partielles. Le
livre [MNPOO] constitue une référence générale sur ce type de problemes pour des pertur-
bations locales (inclusions ou trous, congés de raccordement. ..) ou non locales, telles les
couches minces. Les perturbations locales peuvent étre traitées dans le cadre de la théo-
rie du potentiel, voir [VV00, BHB06, ABC*08, AKLZ10] ou des développements multi-
échelle, en particulier en présence de singularités [NO93, CD96, BMNP01]. Quant aux
couches minces, elles ont fait 1’objet d’une étude intensive en raison de leur importance
dans les applications en acoustique et électromagnétisme — voir [EN93, BL96, ALG9S,
AHHO00, HJ01, AKS06, CCDV06, JT06, BL08, P0oi08, CH09] — ou en mécanique — voir [SP74,



LD91, LT92, GKL99, MS03, KMO04, AMMO06, RV08, Rah08]. On peut citer aussi les pro-
blemes de frontiere rugueuse, qui relevent de la méme problématique cf. [APV98, JMO01,
ACGO06, MV07, BENWO08, Mil09, BM10]. Mentionnons enfin les problemes d’homogénéi-
sation qui sont apparentés aux précédents méme si des techniques de nature différente
sont généralement employées, voir par exemple [CD99, DM93, All02].

Le chapitre qui suit expose quelques contributions de 'auteur et ses collaborateurs a
I'étude asymptotique de perturbations géométriques pour des problemes elliptiques. La
premiére partie concernant les techniques de développement asymptotique dans un cas
modeéle est volontairement détaillée pour permettre de s’y appuyer dans la suite en vue
de traiter des problémes plus complexes.

On fait ici la synthese des articles [Via05, CCDV06, RV08, DTV09, RV10] avec G. Ca-
loz, M. Costabel, M. Dauge, L. Rahmani et S. Tordeux, qui font suite a mes travaux de
these, et [DV05, DV07, BNDTV07] effectués en collaboration avec V. Bonnaillie-Noél, M.
Dambrine et S. Tordeux dans le cadre du projet MACADAM.

1.2 Superposition multi-échelle et développements raccordés

Considérons un probléme aux limites, dont la solution est notée u,, mettant en jeu
deux échelles d’espace. L’échelle naturelle — en la variable x — décrit le comportement
régulier de la solution tandis que l'échelle rapide — en variable x/e — correspond a un
comportement singulier de couche limite pres de l'origine.

La technique des développements asymptotiques raccordés consiste a représenter u. de
deux manieres différentes, selon qu’on est proche ou loin de l'origine :

) 5i(e)uf(x)  loin de l'origine,
k>0
Ue(x) =~ (1.1)

) 5k(s)Uk(§) pres de l'origine,
k>0

ott les fonctions u* et U* ne dépendent pas de ¢, et la famille (5(e)); définit Iéchelle
du développement asymptotique (par exemple &(¢) = & pour un développement en
puissances entiéres). Aucun des deux développements (1.1) n’est valide dans tout le do-
maine; ils doivent coincider dans une zone intermédiaire au moyen de conditions de rac-
cord, voir [Van75, 11'92].

La technique de superposition multi-échelle vise a obtenir un développement global
dans tout le domaine sous la forme

e (%) 2 (%) Lizo 9 (€)7 (%) + X (%) Lizo S (e) VE (%), (1.2)
ou { et x sont des fonctions de troncature régulieres satisfaisant

0 loin de l'origine, 1 loin de l'origine,
x(x) = { i o(y) = { i

1 presdel’origine, 0 prés de l'origine.

L’'inconvénient majeur de la technique de superposition réside dans la dépendance
des termes vF et V¥ en les fonctions de troncature, alors que les termes uk et U* sont



intrinséques au probléme. En revanche, il est plus aisé de donner un sens précis a la
formule (1.2) en raison de son caractere global.

Dans [DTV09], avec M. Dauge et S. Tordeux, nous avons construit les développements
asymptotiques selon les deux techniques, et les avons comparés. Le probléeme modele
étudié est volontairement simple : u. € H}(Q)) est la solution du probléeme de Laplace
—Au, = f dans un ouvert bidimensionnel (), polygone dont un des coins — supposé
situé en 1’origine — a été “rabotté” ou “arrondi” a I’échelle ¢, cf. FIG. 1.1. La solution 1 du
probleme limite présente des singularités en I'origine, dépendant de 'angle « du domaine
()p en ce sommet ; suivant la théorie de la régularité des problemes a coins [Kon67, Gri85,
Dau88, NP94], elles sont données en coordonnées polaires par s (x) = r* sin(kA#), otx
A=r/u:

K
up(x) =Y b5 (x) + ox—o(|x]X). (1.3)
k=1

Les scalaires b) sont appelés coefficients de singularité. L'exposant de singularité A fournit
I'échelle du développement asymptotique, comme on va le voir ci-dessous.

().léR* e

FIGURE 1.1 — Exemple de domaine perturbé (). = () N eHc.

Superposition multi-échelle

La méthode de superposition est constructive, et peut étre assimilée a une prédiction-
correction : partant de la solution limite Y = 1y, on forme le reste ry = Ue — o0 qui satisfait
—Ar§ = 0 dans (), mais présente une trace non-nulle au voisinage de l'origine. Précisé-
ment, en utilisant le développement (1.3) et 'homogénéité des fonctions singulieres, on
peut écrire pour ¢ petit

r5(eX) = —up(eX) ~ —e*b¥sM(X).

Pour corriger ce premier terme résiduel, on introduit un profil, défini dans le domaine
limite en variable rapide X = x/¢:

He =ty
solution du probleme
—AVA = 0 dans He,,
VAMX) = —b%*(X) pour X € 9H, (1.4)
VAX) — 0 lorsque |X| — oo.

Ainsi, on peut former un début de développement asymptotique sous la forme

o (x) + x (x)eV (%),



ou la fonction x permet de localiser le profil au voisinage de l'origine afin de conserver
la condition de Dirichlet homogeéne sur le reste du bord du domaine. Posant r{ = u, —
up(x) — x(x)eV*(%), on vérifie aisément que

r = OX*U(‘X‘ZA)/

si bien que la condition de Dirichlet est satisfaite a un ordre supérieur par rapport a rg.
Bien sfir, la troncature induit une erreur dans 1’équation de Laplace, qu’il faut corriger a
son tour. On peut développer le profil V* lorsque X tend vers l'infini :

K
=Y BlsTMX) + opx—eo X 7K, (1.5)

avec B11 € R, voir [Néd01, Kon67] et en déduire
—Ar§ ~ —PBl[A, x]s™*

Ici encore, un cran est gagné dans les puissances de e. En itérant le processus, on construit
le développement complet sous la forme

K
Z sk/\ kA X(X) Z ek)\VkA(g) + 1”%,
k=1

ot le reste ri satisfait ||y ||, = o(ef1), cette derniére étant obtenue a l'aide d’esti-
mations a priori 1. Notons que seule une fonction de troncature est ici nécessaire grace a
Iinclusion Q) C ()g. Dans le cas général, la partie du développement en variable lente

est multipliée par { (%) pour en gommer le comportement local en I'origine.

Développements raccordés

L’échelle (¢5}), ayant été mise en évidence par la méthode précédente, on postule un
ansatz de la forme

2 &M k)‘ loin de l'origine,
e (1.6)
ue(x) = Y UM (X)  pres de lorigine.
k=0
En injectant ces expressions dans le probleme satisfait par u,, et en utilisant des dévelop-
pements du type (1.3) et (1.5), on obtient

AuFr = ch,? dans Q), AU = 0 dansH,
ukh =0 sur 0Q). Ukr = 0 surdHe

On a bien str u®

= ug, solution du probléme limite. Quant aux termes suivants, ils ne
sauraient étre variationnels sans étre nuls... Il faut donc autoriser une explosion en 1’ori-

gine pour 1! et une croissance a l'infini pour V¥*. En développant selon les fonctions

1. Insistons sur le fait que les développements asymptotiques présentés sont généralement des séries
non-convergentes. La notion de convergence au sens des développements asymptotiques signifie que le
reste d’ordre K converge vers 0 lorsque ¢ tend vers 0, ce d’autant plus rapidement que K est grand.
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singulieres (croissantes et décroissantes), on peut rechercher les termes sous la forme

kA _— k o—pA k .pA
ukt =y [aps +cps } ,
p=1
umt =y [A';,s”)‘ + Cl;,s’p)‘} .
pz1

Sil’on souhaite que les deux développements (1.6) coincident dans la zone intermédiaire
x| < 1et|%] > 1, on obtient les conditions de raccord (en utilisant 'homogénéité des
fonctions singuliéeres)

d = Cf (©Osik<p),

A'; = c,(gk_p) (0sik < p).

Le développement (1.6) peut-étre justifié par une technique proche de la superposition
multi-échelle. En effet, on peut construire une approximation globale dans (), via la for-
mule

ue = (%) Ze’“ D)+ (1-¢(2) )kZe“u“ X) + pi(x),
ou 77 définit la région intermédiaire : 7. — Oet#,/e — +o0. L'estimation du reste obtenue
dans le cas le plus favorable (17, = /¢) s’écrit

HP%HHl(Qg) = O(EKMZ)-

Comparaison des deux techniques

On a déja souligné la dépendance des termes v, V¥ du développement par super-
position multi-échelle vis-a-vis des fonctions de troncature, comme le montre 'appari-
tion de commutateurs [A, x| dans la construction. On a aussi vu que seule une technique
de superposition permet de définir une approximation globale, et par 1a d’obtenir des
estimations d’erreur. L’analyse rigoureuse dans le cas des développements raccordés ap-
parait pour la premiére fois dans [Tor04, JT06].

Chaque technique présente des spécificités, mais il est possible de relier les deux dé-
veloppements obtenus. Il est facile de vérifier que les termes coincident localement (en

raison de 'estimation optimale de l'erreur sur le reste %) :
uk* = v** loin de l'origine et U = VK pres de I'origine.

Plus précisément, ils different de la partie non-variationnelle des termes des développe-
ments raccordés :

k—1
Mx) = d(x) - (1-x(x) Y abs (%)
k
VRy) = UM (y) - x(y)ZA’;s’”(y)

Il existe toute une famille de développements situés entre la situation variationnelle des

kA VKA et 1e cas totalement non-variationnel donné par ukA kA,
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1.3 Problémes de couches minces

1.3.1 Motivations

Contrairement au probléme modéle du “coin arrondi”, les problemes de couche mince
ne sont pas des perturbations locales de la géométrie. Elles ne sont pas pour autant néces-
sairement plus difficiles a traiter, notamment dans le cas d’'un domaine régulier. Il s’agit
d’effectuer un changement d’échelle pour se ramener a une couche d’épaisseur fixe, le
parametre e apparaissant alors dans les équations (dont la complexité peut s’accroitre
notablement en raison des termes dus a la courbure).

La motivation principale pour obtenir un développement asymptotique dans le cas
des couches minces est la recherche d’un modele approché ne faisant plus intervenir la
couche. Cette derniére est remplacée par une condition aux limites approchée (parfois
appelée condition d'impédance) dont l'effet est le méme a un ordre donné. Le probleme
approché est plus simple a résoudre numériquement car ne nécessite pas de maillage a
"échelle de la couche mince, voir par exemple [EN93, BL96, H]J01, CCDVO06].

1.3.2 Cas modéle : I’équation de Laplace

De maniere habituelle, le probleme a d’abord été étudié dans le cadre de I'équation
de Laplace. Il s’agit de trouver u, € H}(Q)F) satisfaisant

—div (a(x)Vue(x)) = f(x) dans QF,

€
ext’

ott le domaine est défini par (O = Qe UT U O, la conductivité a(x) est constante sur

Chaque SOuS'dOmaine .
EI(X) = aj danS Q EI(X) =4a danS Qg
int ints ext ext’s

et la donnée f est nulle dans )%,;. La couche mince (), est obtenue par dilatation de
la frontiere I' dans la direction normale sortante, voir Fig. 1.2. Il s’agit d’un probléme de

Q¢ Q%

ext ext

)

ext

I

ext

FIGURE 1.2 - Domaines avec couche mince (cas régulier et singulier).

transmission fortement coercif relevant de la théorie variationnelle, satisfaisant 1’estima-
tion a priori suivante, avec une constante C indépendante de ¢ :

[ttel[ 1 (02e) < Cllfllz(e):

Cas d’un domaine régulier

A V’aide des coordonnées (s, i) du repére de Frénet (s est I’abscisse curviligne sur T'), la
couche mince Q)% peut étre représentée par le produit cartésienT" x (0,¢). En posant Y =

12



y/¢, le laplacien se développe en puissances de € : Ax = } 4~ sk*ZLIS‘,Y, ou les opérateurs
différentiels L¥, ne dépendent pas de e. En injectant I'ansatz

Z skuk(x) dans O,
k>0
ue(x) = (1.7)
Y eU*(s,y/e) dans Q%
k>0

dans les équations obtenues, on obtient une famille de problémes définissant u* et U* via
une résolution alternée entre les domaines intérieur et extérieur (les opérateurs associés
sont Ay et LS,Y = 8%,, respectivement). A T’aide d’estimations a priori (indépendantes de
¢), on montre des estimations optimales du reste du développement.

L’étude des premiers termes permet d’identifier (et de justifier) des conditions aux
limites approchées rendant compte de 1’effet de la couche mince a un ordre plus ou moins
élevé. Les trois premiers problémes approchés s’écrivent — div (a(x)Voi(x)) = f(x) dans
QG =0,1,2),avecla condition suivante sur I : vg = 0 (ordre 0), U% + 'yeanvg = 0 (ordre 1),
<1 + @82) v? 4+ yednv? = 0 (ordre 2). Le coefficient y = ajnt/ aext est le ratio des valeurs
de la fonction a(x) entre les deux sous-domaines, et x(x) la courbure au point x € T

Par comparaison du développement asymptotique de u. avec ceux des v, on peut
montrer les estimations suivantes en norme d’énergie

e = ol o, = O () -

Cas d’un domaine a coin

Le cas ot la frontiere I' n’est pas réguliere est beaucoup plus délicat. Dans [CCDVO06],
on a considéré un domaine présentant une singularité conique d’ouverture «, cf. FIG. 1.2.
Dans la suite, on suppose que le quotient 7t/a n’est pas rationnel, pour des raisons tech-
niques (des termes supplémentaires en log e peuvent apparaitre dans le cas général). La
dérivation d'un développement asymptotique comme dans le cas régulier n’est plus pos-
sible en raison des singularités de coin apparaissant dans les termes successifs. Une ana-
lyse de régularité permet de comprendre ce phénomene : le probléeme intérieur présente
les singularités du probléme de Dirichlet, correspondant aux exposants 7t/«Z, alors que
le probléeme de transmission a ses singularités propres (pour lesquelles les exposants ne
sont pas connus analytiquement). De ce fait, la résolution alternée entre les domaines in-
térieur et extérieur ne permet pas de capturer les singularités réelles du probleme résolu
par u, : le coin doit étre vu de l'intérieur et de I'extérieur. Des situations similaires avaient
été rencontrées pour d’autres problemes, cf. [CD96, BMNPO01].

On a montré qu’il était possible de construire un développement (en puissances non-
entieres de ¢€) a l'aide d"une correction au coin par des profils adaptés. Ces profils sont
définis dans le domaine non-borné H, obtenu par blow up au voisinage du coin 0 :

€

He, = lim —.
e—0 &

Il s’agit d'un secteur angulaire d’ouverture «, avec couche d’épaisseur 1, voir FIG. 1.3.

13



FIGURE 1.3 — Le domaine infini Heo.

Les premiers termes du développement s’écrivent dans (y;
e (x) = u(x) + &' X (YW (%) + - -

ol U est la solution du probléeme limite (comme dans le cas régulier), A = 71/« le premier
exposant de singularité, x une fonction de troncature de localisation au coin, et W* est
défini par

—div (A(X)VW)‘ (X)) = 0 dans He,,

avec la condition a l'infini W*(X) ~ R*sin(A8), en coordonnées polaires. La fonction A
vaut dint dans He int, ext dans Heo ext.

Insistons sur le fait que la construction des profils est nettement plus délicate ici que
dans le cas du probléeme du “coin arrondi”. Le domaine ne possede en effet pas la méme
homogénéité car il méle un domaine conique avec des “bandes” cartésiennes. Cette dif-
férence — apparemment technique — souléve des questions non triviales pour 1’obtention
du développement des profils en l'infini car 1’outil de la transformée de Mellin doit étre
adapté.

Le développement obtenu permet d’analyser la performance de la condition d’impé-
dance d’ordre 1 dans le cas non-régulier. Dans [Via05], on a montré 1'estimation suivante

e = 0t lin ) = O (702,

qui fait apparaitre une perte d’ordre par rapport au cas régulier pour des angles ren-
trants (x > 7). Ce résultat peut toutefois étre considéré positivement, puisqu’il valide
la convergence des conditions aux limites approchées pour des domaines non-réguliers
(certes avec un taux moins élevé), situation dans laquelle elles sont utilisées fréquemment
dans les applications.

La question de modifier la condition d’impédance pour retrouver une convergence
en &2 est toujours ouverte.

1.3.3 Flexion d’une plaque mince avec raidisseur

Avec L. Rahmani, on a généralisé dans [RV08, RV10] ces résultats au cas d'une plaque
en flexion munie de raidisseurs minces sur son bord. Le contexte géométrique est celui
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ext

01 € Qéxt 02

FIGURE 1.4 — The plate Qi stiffened by Q5.

de la figure 1.4 (cas régulier, a gauche) : le domaine ()i représente la plaque, et Q5
le raidisseur d’épaisseur €. On se place dans le cadre du modéle de Kirchhoff-Love qui
décrit le déplacement en flexion de la plaque u, € H?(Q¥) :

DintA*ue = f dans Qine,

DexiDue = dans Q%
[M(ue)] = [T(ue)] = sur T, (1.8)

0

0
M(ue) =T(u;) = 0 surl%

0

exts

Ue = Ople = sur Iy,

la condition d’encastrement sur Iy est ajoutée pour éviter la prise en compte — technique
— des déplacements rigides. Les opérateurs M et T sont dits moment de flexion et force de
cisaillement, respectivement :

M = D[A+(1—v) (2n1ny012 — nid5 — n303)],
T = D[0,A+ (1—v)d (12 —n3)dn + nina(3 —32))].
Le coefficient D, constant sur chaque sous-domaine, s’exprime en fonction du module

d"Young E et du coefficient de Poisson v (caractéristiques du matériau composant chaque

partie) sous la forme
2E

3(1—v?)

Pour prendre en compte le fort différentiel entre les matériaux composant la plaque et le

D =

raidisseur, on consideére le cas ou
Eint = O(l) et Eext = O(Sil),

le raidisseur est ainsi a la fois trés mince et tres raide. Le probleme (1.8) est associé a une
forme bilinéaire coercive sur H?(Q)). Ici encore, on a une estimation a priori uniforme
en e.

Cas d’un raidisseur entourant un domaine régulier

Dans [RV08], on considere la situation de gauche sur la figure 1.4 : le raidisseur est pré-
sent sur la totalité dubord I de O, supposé régulier. On a généralisé les techniques utili-
sées pour le laplacien au probleme de flexion (1.8). La technicité est bien plus grande, mais
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on peut encore construire un développement asymptotique complet de la forme (1.7). Il
permet d’identifier et de valider, de la méme maniére que dans [Via05], des conditions
aux limites approchées. Le premiere d’entre-elles s’écrit

M(ve) + Qo(ve) =0 et T(ve)+ Po(ve) =0surT,
ot les opérateurs Py et Qp sont donnés par
Q0 = —Dewt [2(1 — veut)s (99 — c(5)2:) — (1~ 12)e(5) (22 + e(5)2n)]
Py = —Dext [(1—134)32 (92 +¢(5)n) + 2(1 — Vext)0s [c(s) (9s9n — c(5)05)]],

la variable s désignant 1’abscisse curviligne sur I et d, la dérivée normale extérieure. Le
probléme ainsi obtenu pour v, est associé a une forme bilinéaire coercive sur H?(Qjp). 11
est donc bien posé, et on a I’estimation suivante :

[1te = vel[1(y) = O()-

Cas d’un raidisseur sur une portion du bord

Dans [RV10], on s’intéresse au cas ou le raidisseur n’est présent que sur une partie
du bord T, situation qui s’apparente au cas irrégulier de la figure 1.2 (I'angle a prendre
en compte est alors &« = 7). Le comportement singulier du probleme limite ¢ = 0 est
dG au changement de conditions au bord aux points de raccord O; et Oy, cf. FIG. 1.4.
On se restreint au cas ot le module d"Young est constant de 1'ordre O(1) dans chaque
sous-domaine (voir § 1.5 pour le cas — plus réaliste — ol E¢x¢ = (9(8*1)). Par ailleurs, pour
simplifier les calculs, on suppose que le raidisseur est situé sur une portion plane du bord.

En raison des singularités du probleme limite, une correction de type profil doit ici
encore étre apportée pour construire le développement asymptotique. Le domaine mo-
dele dans lequel sont définis les profils est un demi-plan muni d"une demi-bande infinie
d’épaisseur 1, voir FIG. 1.5. La construction de ces profils est plus délicate pour cet opé-

Yy - Gext
Gl 1 Hoo,ext
y

(0)

Go-—-

Hoo,int
FIGURE 1.5 — Le domaine Hs, dans le cas d"un raidisseur partiel.

rateur que pour le laplacien. L'ensemble des exposants de singularité du probleme limite
est donné par — voir [Kon67, BR80, Gri85, Dau88, Nic93]

6:{;4—](:*:1'170,'](62},

ol 77p est défini par

1 4 4 2
o = 108 1-v)(3+v) +\/((1—1/) (3+y)) -1
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Pour un exposant de singularité A € & donné, on note 5" la fonction singuliére associée.
Le profil VA résout alors le probleme

DintA?VA = f dans Heo iy,
DextA?V? = 0 dans Heext,
IM(VM] =[T(VM)] = 0 surG,
(1.9)
AM=0,V* = 0 surGoUG;,

\ VA ~ ' alinfini.

On peut montrer que ce probleme est bien posé dans l'espace a poids

A%

T € 12(Hw), 0"V € L*(He) pour |a| =2,

%4
Y=1V,; — € L*(Ha),
(x)
etV:O;BVV:OsurG+UG}.

A l'aide d’une transformation de Mellin (polaire dans He int, cartésienne dans Heo ext), On
peut obtenir le développement suivant pour V* (écrit ici dans le domaine intérieur) :

VA =M 4 }: VA (’)(R‘P), lorsque R — oo,
uesé

—P<Repu<ReA
ot VM sont donnés en coordonnées polaires par VM (r,0) = 1 ¥y e ¢0(6) logé r avec
des fonctions ¢, réguliéres (tous les exposants de & n’apparaissent en fait pas dans la
somme).
Le développement asymptotique de la solution u, du probleme (1.8) prend alors la
forme suivante : pour tout entier K (fixant la précision-cible),

K

2
i) = 1 zxmzsk( T cliogel VA, ez-))
i=1

=0 k=0 A& (N—k)

+ rgint(x)/

K 2 K
e (x) = Y EUSE (0, D)+ Y x(r) Y & ( Y, cxallogel et V(% 9:))
k=0 i=1

k=0  \Ae&(N—k)

+ rgext(x)/

ka

oux = (x, y) et (r;,6;) sont les coordonnées polaires centrées en O;. Les termes 1,/ " et

k,N
uext
scalaires ¢y ) [log €] présentent une dépendance polynomiale en ¢. Enfin, on a les estima-

tions suivantes (optimales) pour les restes d’ordre K :

¥ sont réguliers jusqu’aux bord, plats au voisinage des points O; comme rlN k . Les

Iréinclle(ae) = O(eXlog™ e).
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1.4 Interaction entre perturbations

Considérons le probleme simple suivant : soient () et w deux domaines bornés conte-
nant 'origine. Pour & > 0 petit, on pose

QgZQ\gw.

Le domaine (), obtenu est une perturbation du domaine initial ()9 par une petite inclu-
sion de taille ¢ et de forme w, cf. FIG. 1.6 (gauche).

FIGURE 1.6 — Petites inclusions.
On considere le probléeme modele : trouver u, € H'(Q),) satisfaisant

—Au, = f dans (),
U, = 0 surl =00y, (1.10)

Onlte = 0 suredw.

Le probléme est tres similaire a celui présenté au paragraphe 1.2, le domaine “explosé”
étant ici le domaine extérieur Ho, = R? \ @.

Dans [DVO05], on a décrit I'influence d’'une telle perturbation au bord, i.e. I’origine 0
est ici supposée située au bord du domaine (), sur 1’énergie de Dirichlet

ie) = —;/Q Vite]2 dx.
Lorsque le bord du domaine est plan au voisinage de l'inclusion, un développement
asymptotique complet peut étre construit. Les profils mis en jeux sont définis dans le
demi plan perturbé a I'échelle 1 : Ho = RR? \ @. On montre alors la formule asympto-
tique
j(e) = j(0) + e An., | Vuo(0) > + o(€*), (1.11)

ot le scalaire Ay, est une quantité géométrique ne dépendant que de la forme du do-
maine modele w.

Le cas d'un bord courbe est plus délicat puisque le domaine )y n’est alors plus lo-
calement stable par I'’homothétie X = x/e. Dans [DV07], on a validé un développement
asymptotique a I’ordre 2 qui permet de justifier encore la formule (1.11).

Ces développements sont fréquemment utilisés dans les calculs numériques pour
'optimisation de forme, via la méthode dite optimisation topologique, voir [SZ99, LS00].
Il s’agit d’évaluer la pertinence d’effectuer une inclusion en un point du domaine dans
le but de faire décroitre une certaine quantité. Une formule asymptotique du type (1.11)
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permet de répondre & cette question 2. Dans la pratique, le calcul est effectué pour tous
les points de () situés sur une grille, et un trou est percé en chacun de ceux ot la formule
asymptotique prédit que c’est favorable. Toutefois, on peut s’interroger sur le fait que
les contributions des différentes perforations ont été traitées individuellement. Lorsque
deux inclusions sont proches, un couplage peut avoir lieu, et avoir une influence sur
I'asymptotique. Cette remarque, ainsi que d’autres motivations issues des applications en
mécanique cf. §2, nous ont conduits a étudier les interactions entre inclusions proches.

Il est aisé d’obtenir quelques premiers résultats en exploitant 1’analyse précédente
du cas d’une seule inclusion. Considérons deux inclusions ew™, ew™ distantes de 27,
(centrées en x; et x;7, respectivement), cf. FIG. 1.6 (droite).

Cas d’inclusions éloignées

Si 7. = O(1), on peut justifier qu'un développement asymptotique a ’ordre 2 est
fourni par la superposition des contributions individuelles des deux inclusions :

ne(x) = (%) +& [x(x = X7 )V~ () + x(x = xHVF (2| + 0(D),  (112)

ot la fonction x est une troncature qui vaut 1 prés de 0 et les profils V* sont définis par

—AVE = 0 dans R? \ W™,
0Vt = —Vup(0)-n surdw®, (1.13)
vVt - 0 a I'infini.

Cas d’inclusions aussi proches que petites

Si e = O(¢), on peut considérer les deux inclusions comme formant un seul motif
et raisonner comme s’il n’y avait qu'une seule inclusion. Le développement (1.11) n’est
plus valable, mais on doit écrire

ue(x) = ug(x) + ex(x)W(¥) + O(e?), (1.14)

ot W résout un probleme similaire a (1.13) dans le plan privé des deux inclusions a
I'échelle 1.

Cas d’inclusions modérément proches

Dans [BNDTV09], on s’est intéressé au cas intermédiaire ou les deux inclusions sont
distantes de 277, = €%, avec 0 < a < 1.

On a montré qu'un développement asymptotique complet pouvait étre construit en
puissances entieres de ¢ et £, de la forme (le développement est ici écrit sans fonction de

2. Dans le cas de I'énergie de Dirichlet, la formule (1.11) laisse penser que la réponse est la méme quelle
que soit la position du trou, i.e. de I’origine 0. En fait, il faut garder a 1’esprit que les problémes d’optimisation
de forme comportent généralement des contraintes, par exemple de volume et qu’il faut donc prendre en
compte la perte de volume entre () et ().
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troncature, les traces sur le bord d()g étant relevées par les termes vy y44) :
o — (x—Xxg + (x=xF
ne(x) = uo(x) +¢ [ Vg (25 + Vg ()]

rele [ ) v ) e v 05 v (2

_ % v
£ L e YO Vireag (25) + Vi (525) | 2 (),
r.9)€Ky p.9)€Ky

avec
Kn:{(p,q)EZZ\pzo, q>—3p+2,q>—petp+ag<n}.

On a l'estimation suivante du reste :

17 [t (o) = o(€")-

Les termes du développement correspondent aux contributions suivantes :
¢ profils en variable rapide V;Sr «q * ls prennent en compte le développement de Tay-
lor de ug en 0, ainsi que leur interaction mutuelle. V* releve la trace de V7 sur le
bord de l'autre inclusion x; + edw™,
¢ correcteurs en variable lente vy 14, : ils relevent la trace des profils sur le bord exté-

rieur 0Q)g.

En particulier, on remarque que le début du développement coincide avec (1.12), mais le
reste est détérioré. En effet, le premier reste r! est d’ordre e™n(1+43-20) 5 2 On peut
distinguer deux régimes :

¢ pour & < 2/3, les inclusions sont peu proches 'une de l'autre. Le terme principal

du reste ! provient du développement de Taylor de ug en I'origine 0,
¢ pour 2/3 < a < 1, les inclusions sont plus proches. Le reste est principalement dt
a I'interaction des profils V; et V.

On a aussi traité le cas ott I'une des deux inclusions est proche du bord du domaine,
probleme similaire a ceux étudiés dans [BV00, CV03, BHB06, AKLZ10]. Une extension
aux équations de 1’élasticité linéaire est présentée dans la partie suivante, donnant lieu a
des calculs numériques en mécanique de la rupture.

1.5 Perspectives

De nombreuses pistes restent a explorer. Dans le cadre de l'interaction entre inclu-
sions, le cas de deux inclusions tres proches, i.e. de taille ¢ et distantes de ¢* avec a > 1
est en cours. Trois domaines limites sont a considérer :

¢ le domaine sans inclusion :

Oy = lim Q)
e—0
¢ le domaine “explosé” a 1’échelle ¢, consistant en les deux inclusions a ’échelle 1,

tangentes l'une a 'autre :
Q0
Ho = lim —=,
e—0 &
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¢ le domaine “explosé” a 1’échelle ¢, qui est une bande d’épaisseur 1 (les droites la
définissant correspondant aux plans tangents des inclusions) :

Par ailleurs, on peut poursuivre 1'étude de l'asymptotique du probleme (1.8) dans
le cas non-régulier avec un module d’Young en e ! dans le raidisseur. Les problémes
définissant les profils dépendent alors eux-mémes du parametre, et 1’'on doit gérer un
double développement (¢ — 0 et X — +00). La question de l'efficacité des conditions
aux limites approchées doit aussi étre quantifiée dans ce cas, comme il a été fait pour le
laplacien.

En outre, méme dans le cas de 1'équation de Laplace, il serait particulierement utile
pour les applications de déterminer une modification des conditions aux limites appro-
chées au voisinage d"un point singulier, afin de retrouver un ordre de convergence plus
élevé. Cette question est difficile et pourrait étre envisagée d"un point de vue numérique,
en lien avec les développements a I'infini des profils.
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Chapitre

Méthodes numériques pour la prise en
compte de micro-défauts en
meécanique

2.1 Contexte

Ce travail s'inscrit dans le cadre du projet ANR Jeunes Chercheurs MACADAM et plus
particulierement dans une collaboration avec D. Brancherie, mécanicienne a I'UTC. Il
concerne la mécanique de la rupture, domaine particuliérement actif du point de vue nu-
mérique. De nombreuses méthodes pour décrire l'initiation et la propagation de fissures
ont été développées, voir par exemple [WI90, Oli95, DBDI05, CLP*07, KMZ08, BEM08,
CFEMO09]. La tres utilisée méthode XFEM consiste en une méthode d’éléments finis ot I’es-
pace d’approximation est enrichi de fonctions indicatrices pour traiter les discontinuités
dues a la fissuration, et de fonctions singulieres en front de fissure.

Notre objectif est d’étudier le comportement a rupture des structures comportant des
petits défauts de surface. Ces perturbations ont un effet important sur l'apparition des
zones de fissuration. Afin de ne pas mailler la géométrie réelle — qui en nécessiterait une
description fine — on souhaite utiliser un modéle asymptotique (voir § 2.2) dont I’approxi-
mation peut étre calculée sur un maillage assez grossier. L'information obtenue est alors
couplée a un modele d’endommagement (cf. §2.3). Au paragraphe 2.4, on s’intéresse
plus particuliérement a I'approximation des profils apparaissant dans la représentation
asymptotique.

Ce chapitre fait la synthese des articles [DV07, BNDTV09, BNDHV10b] et [BDVVO0S,
BNBD™10], en collaboration avec V. Bonnaillie-Noél, D. Brancherie, M. Dambrine, F. Hé-
rau, S. Tordeux et P. Villon.

2.2 Représentation asymptotique

On considere un matériau soumis a des contraintes mécaniques, et présentant des
aspérités, cavités ou inhomogénéités de surface. Lorsque les sollicitations augmentent,
on souhaite déterminer ol1 vont avoir lieu les fissurations, ainsi que leur évolution. La
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géométrie comporte deux échelles et, comme on I'a déja souligné, un calcul numérique
direct requiert un raffinement de maillage important au voisinage des défauts, qui peut
alourdir fortement la durée de simulation. On préfére recourir a un modéle simplifié
faisant intervenir le matériau sans défaut.

Dans [DV07, BDVVO08§], on a étendu les résultats asymptotiques présentés dans le pa-
ragraphe 1.4 aux équations de 1’élasticité linéaire. Précisément, on considére les équations
de Navier dans un domaine borné (), présentant un défaut en son bord :

—ulAu, — (A + p)grad div u, = £ sur Q,

u, = uP sur'p, (2.1)

o(u) -n=gsurdQ \Ip.
Ici encore, le domaine (), est obtenu a partir du domaine limite (g a 'aide d’un motif
auto-similaire centré en 0, donné par le domaine semi-infini He : QO = Qg \ eéHeo, cf.
Fig. 2.1. Pour des raisons techniques, on suppose que le bord de )y coincide avec un

I'p I'p
He

[ ]
0 ——- o0\ —— 0

FIGURE 2.1 — Les domaines )y, He, et Q).

segment de droite au voisinage du point 0, et que les chargements f et g s’annulent au
voisinage de ce point. Au premier ordre, u, s’écrit

X X
u:(x) ~ up(x) —¢ [leV] (E) +ar Vs (E)] , (2.2)
ol uy est la solution sur le domaine non perturbé (), et les réels a1, a; sont donnés par

N = 0'11(u0)(0) et a = 0'12(110)(0). (23)

Les profils V1 et V, sont solutions de problemes de Navier sans chargement distribué
dans He, avec des conditions de Neumann (dans le probléeme suivant, £ =1 ou 2) :

—uAV; — (A + p)graddiv V; = 0 sur Hy,
o(Vy) -n = GysurdH, (2.4)

V, — 0 en l'infini.

avec G; = (n1,0) et G, = (0,n;), ol n; est la premiére composante de la normale exté-
rieure a Heo.

La méthode numérique proposée repose sur la représentation (2.2). Le terme limite uy
est calculé sur le domaine () (qui peut étre maillé relativement grossiéerement). Bien stir
on doit encore résoudre les problemes (2.4) pour déterminer les profils V,. Il faut veiller
a ce que ce calcul ne soit pas trop cofiteux, sous peine de perdre tout le bénéfice de la
simplification du modele. Si, dans le cas de 1’équation de Laplace en dimension 2, des
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méthodes ad hoc peuvent étre employées cf. [BNDTV09], ce n’est pas le cas pour les équa-
tions de Navier. Notons aussi que les solutions de (2.4) ne sont pas connues explicitement
méme dans le cas ot1 I'inclusion est semi-circulaire.

Pour résoudre (2.4), on tronque le domaine He, au rayon R > 0 en posant

HY = {x € Hw; x| < R}.

Nous avons pour l'instant utilisé la méthode la plus naive, consistant a imposer une
condition de Dirichlet homogeéne sur la frontiere artificielle I'r = (')Hffo \ 0Hq. Cette
condition peut étre considérée comme une condition aux limites approchée d’ordre 0,
voir §2.4 pour une discussion autour de conditions d’ordre plus élevé. On pourrait en-
visager d’autres approches, vu la décroissance des profils en 'infini, comme le couplage
avec une méthode de représentation intégrale, voir par exemple [LVLH92].

La formule (2.2) fournit une approximation a l'ordre €> du champ de déplacement
a partir de celui dans le domaine non perturbé et des profils, qui sont intrinseques au
motif de perturbation. Dans le cas de plusieurs inclusions, on peut étendre les résultats
obtenus dans [BNDTV09] pour 1’'équation de Laplace au cas des équations de Navier :
si les inclusions sont relativement proches les unes des autres — i.e. a distance &* avec
a < 1 il suffit de superposer leurs contributions respectives (I'erreur commise est certes
détiorée, mais reste négligeable vis-a-vis de ¢).

Afin de valider la stratégie numérique, on considére le cas-test de la figure 2.2, ot1 le
matériau est sollicité en traction selon 1’axe horizontal. Les deux défauts en 07, 0, sont
de forme semi-circulaire, de rayons respectifs de 2mm et 1mm; la distance 0,0, vaut
30mm. Notons que les profils sont calculés une seule fois pour les deux inclusions, car

200 mm
o
Ebe
E u
5 D 02 -
ST E =38 x 10* MPa, v = 0.18
£y —

0; 02

FIGURE 2.2 — Définition du probleme test.

elles partagent le méme motif He. Il suffit donc de superposer les contributions selon la
formule (2.2).

Le calcul des profils a été effectué avec la bibliotheque de calculs éléments finis ME-
LINA [Mar10] (voir chapitre suivant pour plus de détails). L'approximation du déplace-
ment u, a utilisé un code de calcul développé par D. Brancherie. Si la formule de super-
position (2.2) est commode du point de vue mathématique, il est apparu qu'il était plus
simple techniquement de reconstruire I’approximation de u, un peu différemment. On
a procédé a un enrichissement cinématique de la base éléments finis par les profils, la
perturbation étant prise en compte par des formules de quadrature adaptées localement.
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Afin d’assurer la stabilité du schéma, on doit relier les degrés de liberté additionnels par
une stratégie “maitre-esclave”. Notons que ce calcul ne nécessite pas l'évaluation des
contraintes limites «ay, voir formules (2.3).

La figure 2.3 montre deux maillages : le premier, fin, discrétise le domaine perturbé (),
et est utilisé pour calculer la solution de référence u, a des fins de comparaison. Le second
maille )y assez grossierement et permet de mettre en ceuvre la méthode numérique basée
sur la représentation asymptotique (2.2). Les solutions sont comparées sur la figure 2.4 :
I'erreur relative (calculée a I'aide de la solution de référence u.) est de ’'ordre de 0.25%.

100 7 T T
90

80

60 S

50 3

30p

20p

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

(a) maillage fin

100

80

60

40

20

0 50 100 150 200

(b) maillage grossier

FIGURE 2.3 — Maillages utilisés
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2 S000E-01 7 S000E-01

[ e ]
0.0000E+00 5.0000E-01 1.0000E+00

(a) Calcul de référence sur maillage fin

2 5002E-01 7 5007E-01

e e
-0.0000E+00 5.0005E-01 1.0001 E+00

(b) Calcul avec enrichissement

5.5306E-04 1 BE1BE-03

[ e — ]
0.0000E+00 1.1077E-03 22154E-03

(c) Carte de I’erreur relative

FIGURE 2.4 — Déplacements u, obtenus : (a) par calcul standard sur un maillage fin, et (b)
avec enrichissement. Le graphe (c) présente la carte de I'erreur relative.
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2.3 Couplage avec un modele a discontinuité forte

La représentation simplifiée (2.2) permet d’obtenir une approximation a moindre cotit
de la solution u, du probleme (2.1). Ce calcul est utilisé pour décrire les zones de loca-
lisation de contraintes a 1’aide d"un modele a discontinuité forte (Strong Discontinuity Ap-
proach, SDA), voir [SOA93, Oli95, DBDI05]. Cette méthode ne vise pas a représenter la
géométrie réelle des fissures, mais indique, pour chaque élément du maillage que ren-
contre la fissure, une direction de fracture (rien n’assure la continuité de la ligne globale).
La description est moins fine qu’avec d’autres types de méthodes, mais présente 1’avan-
tage d’étre peu sensible au maillage.

Comme dans les méthodes XFEM, la base nodale des éléments finis est enrichie de
fonctions de Heavyside pour prendre en compte les discontinuités de fissures. De ce fait,
I'espace d’approximation ne coincide pas avec celui utilisé pour le calcul de u,, ot I'en-
richissement utilisait les profils pré-calculés. On a donc adopté une stratégie de transfert
de champ entre les deux discrétisations, basée sur un critere énergétique.

o, (maximum principal stress)
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FIGURE 2.5 — Contraintes principales maximales reconstruites.

crack opening 0.00E+0C

4.35E-01
8.70E-01
1.30E+00
1.74E+00
2.17E+00
2.61E+00
3.04E+00
3.48E+00
3.91E+00
4.35E+00
4.78E+00
5.22E+00

FIGURE 2.6 — Discontinuités introduites et ouverture de fissure.

28



Les figures 2.5, 2.6 présentent les résultats obtenus dans le cas d’un maillage cartésien :
la ligne de fissuration s’ouvre a partir de 1'inclusion la plus grosse (la seconde inclusion
ne donne pas lieu a fissuration). Sur la figure 2.7, on présente un résultat dans un cas
non structuré ot I'on voit que la ligne de discontinuité reste quasi verticale malgré la
mauvaise qualité du maillage.

crack opening 0.00E+00

4.61E-01
9.23E-01
1.38E+00
1.85E+00
2.31E+00
2.77E+00
3.23E+00
3.69E+00
4.15E+00
4.61E+00
5.07E+00
5.54E+00

FIGURE 2.7 — Ouverture de fissure dans le cas d'un maillage non structuré.

2.4 Conditions aux limites approchées pour les profils

On a vu plus haut que le calcul des profils — voir équations (1.13) et (2.4) — est un
point essentiel des méthodes numériques proposées. Il faut tout a la fois une approxi-
mation précise et peu cofiteuse. Le fait d"utiliser une conditions aux limites artificielle de
type “Dirichlet homogene” impose de prendre de grands rayons de troncature, et donc
un temps de calcul plus important. On résume ici un travail effectué dans [BNDHV10b]
qui représente un premier pas vers 1’obtention et la validation d’une condition aux li-
mites améliorée pour les équations de Navier. La recherche de telles conditions est liée
aux problemes de couches minces, voir [EN93, BL96, HJ01], ou de parois rugueuses,
voir [APV98, ]M01, ACGO06], ou encore de conditions absorbantes pour les phénomenes
propagatifs, voir par exemple [EM77, Giv91l, HR95].

Cas de I’équation de Laplace

On considere le probléeme modele suivant dans le domaine extérieur Ho, = R? \ @ :

-AV =0 dans He,,
onV = g-n surdw, (2.5)
V — 0 a l'infini,

ol w est un domaine borné de R?, n désigne le vecteur normal extérieur, et g est une
fonction vectorielle réguliere donnée. On note HY = He N Bg le domaine tronqué (B
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désigne la boule centrée en 0 de rayon R), et V? la solution du probléeme avec conditions
de Dirichlet :
—AVY = 0 dans HR,
0V’ = g-n surdw, (2.6)

VY =0 sur 0Bg.

Au vu de la décroissance V(X) = O(]X|~!) en I'infini, on peut montrer 1’estimation
IV = VOl ag) = OR™Y),

d’ot1 un choix de R tres grand si I’on souhaite obtenir une bonne précision. Une méthode
pour déterminer des conditions aux limites approchées d’ordre plus élevé consiste a uti-
liser un développement précisé en l'infini du type (1.5), qui peut étre obtenu dans le cas
particulier de I'équation de Laplace a 1’aide de séries de Fourier :

an b2

sin(0) + —= cos(260) + 5 sin(260) + - - -

_ M b
V(X) = X cos(6) + XP X

X]

On cherche alors une relation différentielle qui annule les premiers termes de ce déve-
loppement. Le domaine étant borné par une boule, la dérivée normale est radiale si bien
qu'un calcul simple conduit aux conditions suivantes :

o Ordre1: V!4 Ro,V! =0,
o Ordre2:V? 4+ 3Ra,v2 - BA v2 =,

La condition d’ordre 1 est de type Robin-Fourier, celle d’ordre 2 de type Ventcel. Toutes-
deux conduisent a des problemes variationnels bien posés, et on a les estimations

IV = Vil = OR™)  (i=0,1,2).

Dans [BNDTV09], des calculs numériques ont été menés pour comparer ces conditions
(une méthode basée sur l'inversion conforme z — z~! est aussi testée).

Vers une condition d’ordre 1 en élasticité

Dans le cas des équations de Navier — cf. probleme (2.4) — on peut encore écrire un
développement en l'infini et chercher a améliorer la condition a imposer sur la frontiere
artificielle. La condition obtenue s’écrit alors — voir [BNDHV10a]

c(VHn +

1

0l <1 1 E(1—v) 00
_ A% —

1—v + 01

1_
0 1 R2(1+v)(1-2v) ] AVI=0. (27

El—i—v

La forme bilinéaire associée n’est plus coercive et le probléeme ne releve plus de la théo-

rie variationnelle. Dans [BNDHV10b], on a étudié un cas modéle qui présente la méme
difficulté :

- = dans O,

{ Au f dans (2.8)

ont +au+pAu = 0 surd(),
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avec a, 8 > 0. Il s’agit encore d'un probleme de type Ventcel, mais le coefficient B a le
“mauvais” signe. Si () est le disque unité de R?, un calcul direct & 'aide de séries de Fou-
rier montre que le probleme (2.8) admet une unique solution sous la condition (nécessaire
et suffisante)

a ¢ {Bn®—n; neNkL

Pour étudier le cas général, on note A I'opérateur de Dirichlet a Neumann sur d() : si v
désigne le relevement harmonique de g dans (), alors Ag = dnv|50. Apres relevement du
second membre f, le probleme (2.8) se récrit comme une équation non-locale sur le bord
00} :

BAwu + Au + au = @. (2.9

De cette maniere, le probleme apparait comme une perturbation pseudo-différentielle de
I'opérateur de Laplace Beltrami. La théorie de Fredholm s’applique et le probléeme (2.9)
admet une unique solution en dehors d"une condition sur les coefficients, du type & # a,
ot (ay) est une suite croissant vers l'infini (qui dépend de 8, supposé fixé).

Dans le contexte des conditions aux limites artificielles, on considére le probleme

—Au = 0 dans Hﬁ,
Onl + au + BAu 0 surdBg, (2.10)
u = g surow,

ot la condition de Ventcel précédente a été utilisée comme condition “absorbante” sur
la frontiere dBg. On a montré que le probleme (2.10) est bien posé si R est suffisamment
grand. Des simulations numériques laissent penser qu’il n’est pas nécessaire de choisir R
tres grand pour avoir existence et unicité d"une solution.

2.5 Perspectives

Il reste a étudier la condition (2.7) dans le cadre de I’élasticité linéaire. Les techniques
pseudo-différentielles utilisées pour le probleme modele Laplace-Ventcel doivent pou-
voir s’étendre, et on attend des résultats similaires. Une étude numérique est aussi en
cours pour valider 'ordre de la condition aux limites approchée. Le calcul des profils
ainsi amélioré sera alors intégré a la méthode numérique pour 1'étude compléte de fissu-
ration.

Une extension au cas tri-dimensionnel est aussi envisagée, permettant de considérer
des problemes plus proches de la réalité. Si les aspects théoriques semblent se prolonger
dans difficulté majeure, il n'en va pas de méme des codes de calcul pour lesquels un
investissement important est nécessaire.

31



32



Chapitre

Programmation pour le calcul
scientifique

3.1 Contexte

Les travaux de nature théorique présentés dans les deux parties précédentes trouvent
leur motivation dans la nécessité de simplifier le modele mathématique en vue du calcul
numérique. Ainsi une grande partie de mon activité de recherche consiste en la mise
en place de codes de calcul pour tester les méthodes proposées ou valider des résultats
asymptotiques.

La plupart des calculs numériques effectués s’appuie sur la bibliotheque de calcul élé-
ments finis MELINA [Mar10], développée par D. Martin. Si une partie des résultats pré-
sentés ici concernent naturellement les themes développés précédemment (mécanique de
la rupture, modeéles asymptotiques — voir §3.3 et §3.4.1), d’autres calculs ont été menés,
issus de rencontres scientifiques et n’ayant d’autre lien entre-eux que la nécessité d’un
calcul robuste et précis. Ainsi, ont été abordés des probléemes aussi différents que ’ana-
lyse de la supraconductivité en domaine polygonal (§ 3.4.2), la séparation de phase dans
un mélange binaire (§3.4.3), I'optimisation de forme pour le matricage cellulaire (§3.5.1)
ou l'utilisation de simulations numériques pour tester des conjectures dans un probleme
de partitions minimales (§3.5.2).

On fait ici la synthese des articles [CDMV03, Via05, BNDMV(07, BDVV08, BNDTV09,
BNHV10, PV10, GMV10], en collaboration avec V. Bonnaillie-Noél, D. Brancherie, M. Cos-
tabel, M. Dambrine, M. Dauge, L. Goudenege, B. Helffer, D. Martin, M. Pierre, S. Tordeux,
P. Villon.

3.2 La bibliotheque éléments finis MELINA

Développée au sein de 'IRMAR et de 'ENSTA, MELINA s’inscrit dans le cadre des bi-
bliotheques universitaires pour le calcul par éléments finis comme FreeFem, GetFEM++,
OFELL, etc. C’est la version Fortran 77 (1986-2010) qui a été utilisée ici, mais signalons
qu'une version C++ totalement refondue est déja en partie opérationnelle, et sera pro-
chainement disponible.
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La caractéristique principale de MELINA est sa modularité, qui permet a l"utilisateur
de personnaliser cet outil en un logiciel dédié a une tache particuliere. Les probléemes
sont définis directement a l'aide de leur formulation faible, et ne sont pas choisis parmi
une liste pré-définie. De nouveaux intégrands peuvent étre introduits, de méme que de
nouveaux éléments finis ou d’autres méthodes de résolution. Ainsi, il est possible de
traiter une gamme tres large de problémes.

Parmi les bibliothéques éléments finis, MELINA est une des rares a proposer des élé-
ments de haut (voire tres haut) degré (jusqu’a 64 pour les éléments tensoriels). Cette fonc-
tionnalité a été introduite lors de mes travaux de theése, et a été utilisée sur de nombreux
problemes. Ce chapitre expose les résultats obtenus avec cet outil dans différents do-
maines d’application.

MELINA a été utilisé dans bien d’autres applications (en électromagnétisme en parti-
culier). Pour plus de détails, on renvoie au site web [Mar10], section “Pressbook”.

3.3 Calcul des profils pour la mécanique numérique

On a décrit dans le chapitre 2 une méthode numérique pour le calcul a rupture d’une
structure fragile. On détaille ici quelques aspects liés au calcul numérique des profils.

Le calcul des profils en domaine non borné (voir problemes (2.4) ou (2.5) pages 24
et 29, respectivement) est un ingrédient essentiel des méthodes asymptotiques propo-
sées. Les profils sont intrinseques a la géométrie des inclusions, ils peuvent étre consi-
dérés comme le résultat du couplage entre le motif local de perturbation et la géométrie
sectorielle a I'infini (dans le cas d"une inclusion, I'angle du secteur vaut 27). De fait, il
faut prendre en compte de maniére précise a la fois la géométrie de la perturbation, et le
comportement en l'infini.

Comme il a été signalé plus haut, le comportement a l'infini est généralement pris
en compte par une condition sur une frontiere circulaire fictive au rayon R. Quant a la
géométrie locale, elle nécessite une approximation fine qui requiert un grand nombre
d’éléments si 1’on se restreint a une approximation de degré 1 ou 2.

(a) Maillage du domaine tronqué a (b) Maillage pour la méthode d'in-
R =10. version.

FIGURE 3.1 — Maillages utilisés pour le calcul des profils.
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Sur la figure 3.1 (gauche), on représente un maillage utilisé pour une méthode de
conditions aux limites approchées avec R = 10 (dans le cas d"une inclusion circulaire).
La représentation géométrique est réalisée avec des polynomes Qg. L'utilisation d'un
maillage de haut degré permet la réduction du nombre d’éléments (ici 128) tout en as-
surant une excellente précision géométrique.

Dans le cas de I'équation de Laplace (2.5), on a testé une méthode particuliere basée
sur l'inversion ¢ : z — z~ 1. ’équation —AV = 0 reste inchangée, la donnée de Neu-
mann est transportée, et la condition a I'infini devient une condition de Dirichlet ponc-
tuelle en l'origine. L'intérét est évidemment d’étre ramené a un domaine borné, dont un
maillage Qg est représenté sur la figure 3.1 (droite).

Sur la figure 3.2, on représente 'erreur commise (par rapport a la solution exacte,
connue explicitement dans le cas d’une inclusion circulaire) dans le calcul du profil en
fonction du degré d’interpolation de la méthode de Galerkin (le degré d’approximation
géométrique, quant a lui, reste égal 8). Les conditions aux limites approchées sont celles
données page 30.

@

Relative maximum error

—<— Artificial boundary method (order 0)
-6 —&— Artificial boundary method (order 1)
Artificial boundary method (order 2)
Inversion method

10~ I I I I I I

2 3 4 5 6 7
Degree of interpolation [prop. to sqrt(hnumber of DOF) ]

FIGURE 3.2 — Comparaison inversion / conditions aux limites approchées.

On observe un phénomene de saturation pour la méthode utilisant des conditions
aux limites approchées, a un niveau d’autant plus bas que la condition est précise. La
méthode d’inversion est plus précise, mais est difficilement généralisable a d’autres cas,
par exemple en élasticité.

Pour le couplage représentation asymptotique / modele a discontinuité forte (voir 2.3
page 28), les valeurs des profils sont utilisées pour 1’enrichissement cinématique de 'es-
pace d’approximation. Bien sfir, les maillages ne coincident pas, et un transfert est néces-
saire sur la grille utilisée par la méthode a discontinuité forte. Si les profils ont été calculés
sur une grille réguliére (comme le maillage polaire a gauche de la figure 3.1), la projection
n’est pas difficile. Dans le cas général, une méthode utilisant un bucket sort a été mise en
ceuvre.
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3.4 Utilisation des éléments finis de haut degré

Dans cette partie, on présente trois situations o1 l'utilisation d’éléments finis de haut
degré a permis un calcul précis en temps court, la ot 'emploi d’éléments IP; aurait né-
cessité un temps de calcul prohibitif.

3.4.1 Problemes de singularités

Dans [CDMVO03], nous avons utilisé pour la premiere fois les possibilités offertes par
les éléments de haut degré pour le calcul de modes propres pour les équations de Max-
well harmoniques. Si l’on consideére la formulation variationnelle

/rotu-rotvdx:)\z/ u-vdx,
Q Q

la discrétisation directe nécessite I'emploi des éléments d’aréte introduits dans [Néd80].
Une méthode classique pour permettre 1"utilisation d’éléments finis nodaux consiste en la
régularisation par un terme en div u div v, cf. [HL96]. Toutefois, dans le cas d"un domaine
) non-régulier, il a été montré dans [Cos91] que 'espace d’approximation discret n’est
pas dense dans 1’espace continu. Une méthode introduisant un poids lié a la distance aux
points de singularité dans le terme de régularisation est proposée dans [CDO02].

La figure 3.3 montre les résultats d’approximation obtenus pour le calcul de la pre-
miere valeur propre dans un domaine bi-dimensionnel avec un coin rentrant pour diffé-
rents degrés d’approximation géométrique et fonctionnel.

0 1

——  Geo. deg. 5

——  Geo. deg. 6

L L
2 3 4

10 10 10

(a) Maillage du domaine. (b) Erreur relative sur la premiere valeur propre.

FIGURE 3.3 — Calculs de régularisation a poids pour les équations de Maxwell.

Ici encore, le fait de travailler avec des maillages de haut degré (la frontiére du do-
maine discret est polynomiale par morceaux) permet de retrouver une approximation
aussi bonne que prévue par la théorie. Comme souvent, la mauvaise représentation de la
géométrie au niveau discret est un facteur limitant. Notons aussi que les points d’interpo-
lation sont choisis aux abscisses de Gauss-Lobatto pour éviter un phénomene de Runge
(qui apparait a partir des degrés 6-8) détériorant significativement les résultats.
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Mentionnons enfin que le raffinement géométrique au voisinage du coin, lié a une
interpolation de haut degré, permet de retrouver des résultats de convergence similaires
a ceux existant pour des domaines réguliers, voir [Mel02]. Cette stratégie a été utilisée
dans [Via05] pour valider 1’ordre de convergence des conditions d’impédance dans les
domaines a coins.

3.4.2 Problémes d’oscillations

Dans [BNDMV07], il s’agit de calculer les modes propres de 1’opérateur de Schrodin-
ger avec champ magnétique en limite semi-classique dans un domaine borné () :

Pupn = Angy  avec P, = —(hV —iA)? (4 conditions naturelles).

Lorsque h tend vers 0, la premiére fonction propre se concentre a I'échelle v/ pres du
point de courbure maximale (cas o1 () est régulier) ou du sommet d’angle minimum
(cas polygonal). Des oscillations & 1’échelle /1 apparaissent aussi, rendant les calculs nu-
mériques extrémement délicats. Une approche standard avec éléments finis IP; et raffi-
nement échoue. En effet, la phase des fonctions propres oscille fortement dans tout le
domaine (pas seulement 1a ot le module se concentre) et il est indispensable de capturer
toutes ces oscillations pour obtenir une approximation raisonnable du module, pourtant
non-oscillant... On a montré qu'une stratégie en p-version (augmentation du degré des
éléments finis, plutoét que réduction du pas de maillage) fournit d’excellents résultats.
Les figures 3.4 et 3.5 montrent la premiere fonction propre obtenue avec environ 4000
élements Q et 4 éléments Qy (1764 degrés de liberté).

_—

FIGURE 3.4 — Premiere fonction propre avec 3969 éléments Q; (module et phase).

v ‘ 7

|

FIGURE 3.5 — Premiere fonction propre avec 4 éléments Qyp (module et phase).
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On voit ainsi que la méthode numérique Q; fournit un résultat qui n’est pas celui
attendu : la fonction approchée correspond a un mode propre faiblement oscillant, mais
d’un niveau plus élevé que la fonction oscillante obtenue par calcul Q.

3.4.3 Problémes d’interface

Dans [GMV10], on présente des résultats de simulations numériques pour la sépara-
tion de phase d"'un mélange binaire. Le phénomene est modélisé par une fonction d’état u
(valant 1 et —1 pour les deux phases pures) satisfaisant I’équation de Cahn-Hilliard dans
un domaine borné () :

oiu = Aw dans O,
w=¢(u) — Au dans (),
Ontt = dpw =0 sur 0Q),

ott le terme non linéaire (1) est donné par

1+u
I,D(u) :au‘F‘BlOgm (“,‘BER).

Dans beaucoup de travaux, on remplace cette expression par un développement limité
du logarithme, évitant ainsi les difficultés liées aux singularités en +1, dont le modele a
'ordre 3 s’écrit

W(u) =u® —u.
On a utilisé une méthode d’éléments finis mixte pour éviter la programmation d’éléments
conformes-H? (par exemple nodaux %!, présents dans trés peu de codes numériques).
Parmi les aspects abordés, on en distingue ici deux.

Influence du remplacement du logarithme par un polynéme dans le terme non linéaire

On considere le cas mono-dimensionnel Q) = (0,1). La figure 3.6 représente 1’erreur
commise par une approximation polynomiale du logarithme (l’abscisse est le temps, 1"or-
donnée le logarithme décimal de I'erreur en norme L?) pour différents degrés. Il apparait
en particulier que I’approximation par un polynome de degré 3 est peu précise.

or

L L L L ,
600 700 800 900 1000

FIGURE 3.6 — Erreur L? entre la solution avec logarithme et la solution avec approximation
polyndmiale f; de degré k — 1.
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Décomposition spinodale

Sur la figure 3.7, on présente 1’état du mélange en 6 instants différents. Partant d"une
répartition aléatoire des deux composants, on assiste a une séparation de phase, nommée
décomposition spinodale. Par la suite, la longueur de I'interface va tendre a étre minimisée,
jusqu’a devenir une ligne droite. Notons que les calculs doivent étre précis (on a utilisé ici
des éléments finis quadrangulaires de degré jusqu’a 10), ce d’autant que le parametre ¢
est petit (¢ mesure I'épaisseur de l'interface).

(a) t=0 (b) t=0.01

(c) t=0.05 (d) t=0.2

(e) t=0.6 f) t=1

FIGURE 3.7 — Décomposition spinodale
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3.5 Exploitation de résultats numériques

3.5.1 Réseau d’électrodes et matricage cellulaire

Dans [PV10], on s’est intéressé a un microsystéme permettant le positionnement de
cellules selon un réseau en vue d’un traitement individuel (transfert de géne, par exem-
ple), voir [HP91, MHG99, FFP*03]. La méthode s’appuie sur la force de diélectropho-
rese que subit une cellule lorsqu’elle est soumise a un champ électrique non-uniforme.
Précisément, pour une cellule sphérique de rayon r dans un milieu de permittivité ¢,,, la
force de diélectrophorese s’exprime en fonction du carré du champ appliqué E comme

F = 27te,,r°Re [K]V (E?),

ot le signe de la partie réelle de K (facteur de Clausius-Mosotti, dépendant des permittivités
de la cellule et du milieu) détermine le sens de la force. Dans le cas de la diélectrophorése
négative (Re [K] < 0), les cellules ont tendance a se positionner dans les minima de champ,
cf. FIG. 3.8.

FIGURE 3.8 — Un réseau d’électrodes rondes interdigitées.

Des lors, il s’agit de déterminer la géométrie du réseau d’électrodes pour minimiser
le temps d’acces des cellules aux minima de champ. Du point de vue mathématique,
il est possible d’exprimer le temps de positionnement en fonction du carré du champ
électrique appliqué. On montre que les conditions d’optimalité peuvent se réduire a un
probléme mono-dimensionnel et conduisent a 'équation intégrale d’Abel

bou()

/0 mdt = cste,

d’ot1 on peut extraire u, et donc le champ optimum a appliquer. On a ensuite mis en
ceuvre une méthode de variation de frontiere pour déterminer une géométrie d’élec-
trodes permettant d’approcher ce champ optimum (au sens des moindres carrés). Un
résultat avec une spline comportant 5 points de contrdle est visible sur la figure 3.9. Cette
approche pourtant relativement élémentaire permet un gain d’environ 20% sur le temps
de positionnement.
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"

FIGURE 3.9 — Electrodes rondes de référence (gauche) et électrodes optimisées (droite).

3.5.2 Partitions minimales et partitions nodales

Dans [BNHV10], on s’intéresse a un probleme de partitionnement optimal. Soit () un
domaine borné de R? fixé, et soit D = (D;);—1 . une partition de Q) en k sous-domaines.
Les valeurs propres de 1'opérateur de Laplace-Dirichlet sur un domaine w sont notées :

M(w) < Ap(w) <Az(w) < -+
et A(D) est défini comme la plus grande premiére valeur propre sur la partition D :

A(D) = max A (D;).

i=1,...k

On considere alors le probleme d’optimisation
£ :=min{A(D) ; D est une k — partition de O} . (3.1)

Ce probleme a été largement étudié d'un point de vue théorique, voir [BBH98, CTV03,
HHOTO09] par exemple. On peut montrer qu'il existe une partition minimale selon la dé-
finition précédente, ainsi que des propriétés qualitatives : les frontieres de la partition
minimale sont des courbes réguliéres, sauf en un nombre fini de points, ot elles sont des
unions de telles courbes se coupant a angles égaux.

Une des questions intéressantes concerne les liens entre partitions minimales et parti-
tions nodales (i.e. partitions fournies par les changements de signe des vecteurs propres
sur (). S'il est facile de vérifier que ces notions coincident lorsque k = 2

£ = MA(Q)),

la question reste ouverte dés que k > 3, méme pour des géométries simples comme le
carré ou le disque. Dans [BNHV10], on a effectué des calculs numériques visant a étudier
cette question.

On décrit ici un des résultats obtenus : considérons un domaine () présentant un
axe de symétrie. On se restreint aux partitions symétriques (il n’est pas évident toutefois
que la partition minimale le soit...). En coupant selon I'axe de symétrie, on considere le
probléme mixte Dirichlet-Neumann posé sur le demi-domaine )", voir FIG. 3.10 :

—Ap = A¢ dansQT,
dnp = 0  sur[xp,D], (3.2)

¢ = 0 ailleurs.
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FIGURE 3.10 - Le probleme mixte Dirichlet-Neumann.

Si on parvient a trouver x tel que la ligne nodale du deuxiéme vecteur propre pour
le probleme (3.2) parte de x( pour atteindre le bord de (), alors on aura un candidat pour
la 3-partition minimale de () aprés symétrisation.

Dans le cas du carré unité ) = (0, 1)2, les partitions données sur la figure 3.10 sont
proposées comme partitions minimales du carré unité — elles ont méme valeur A(D).

FIGURE 3.11 - Partitions candidates pour £3.

3.6 Perspectives

Une version C++ de la bibliotheque MELINA sera bientdt rendue publique par D. Mar-
tin. Un travail de test sur des applications variées sera nécessaire, ainsi que des contribu-
tions dans le domaine du maillage : création et visualisation de maillages de haut degré,
projection entre maillages, etc. Ce travail de soutien d’un code de calcul pérenne est es-
sentiel, il permet la mise en ceuvre de calculs numériques conséquents sans en imposer
la programmation complete.

Concernant les applications décrites, de nombreux prolongements sont envisagés ;
certains sont déja en cours de développement. Citons, entre autres, le cas de I'équation
de Cahn-Hilliard avec bruit blanc, la validation d"une condition aux limites approchée
d’ordre 1 pour le calcul de profils en élasticité, I’étude de la supraconductivité en dimen-
sion 3, etc.
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