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Chapitre 1

Rappels et compléments de calcul
différentiel

1.1 Différentiabilité

1.1.1 Fonctions numériques d’une variable réelle

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — IR une application.

flxth) = fx)
h

existe. On note

Définition 1.1 f est dérivable sur I ssi pour tout x € I, lim

h—0

alors cette limite f'(x).

Définition 1.2 f est de classe € sur [ —on note f € €(I,R) — ssi f est dérivable sur I et
U'application x — f'(x) est continue sur I.

Exemple 1.1 Soit f : R — R définie par f(x) = e** — x2. La fonction f est de classe € sur R
car pour tout réel x, f'(x) = 2¢** — 2x qui définit une fonction continue sur R.

Exemple 1.2 Soit f : R* — R définie par f(x) = x>sin L pour x > 0 et f(0) = 0. Alors f est
dérivable sur R™ :

1 1
Vx>0, f'(x) = 2xsin — —sin et f/(0) =0

Mais f n'est pas de classe € sur R" car f' n’est pas continue en 0.

1.1.2 Fonctions vectorielles d’une variable réelle

Soit I un intervalle de R et f : I — RR? une application. Pour tout x € I, on note f(x) =

(), fp(x))T.

Définition 1.3 f est de classe € sur I ssi pour tout i € {1,...,p}, f; est de classe € sur I.
On note alors, pour x € R",

flx) = (AQ),.. fr(x)
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Exemple 1.3 Soit f : RY, — R? définie par
Vx € R, f(x) = (Vx—x,e" —Inx)T

f e Y RY) car
. 1 LIy
VxERG, fx) = (57— Le =)

qui est continue sur RY .

1.1.3 Fonctions vectorielles de plusieurs variables

Soit () un ouvert de R” (pour simplifier, on peut considrer que () est un produit d’inter-
valles ouverts I; x --- X I,) et f : O — RRP une application. On notera x = (x1,...,x,)"
pour x € Q).

Définition 1.4 La fonction f est différentiable en x € ) ssi 'application

tel; »—>f(xl,...,xi_l,t,xiH,...,xn) € RP

. ) d
est dérivable en t = x;. On note alors sa dérivée a—f(xl,...,xi_l,xi, Xit1,---,Xn) (appelée
Xi

dérivée partielle de f selon la i° direction).
En outre, la fonction f est dite de classe € sur Q) si elle est différentiable en chaque x de Q), et
chacune des ses dérivées partielles est continue sur ().

Exemple 1.4 Soit f : R> — R? définie par
flx,x0) = (32 =325 +2xp — 1,6%1 — x)"
Alors f est de classe € sur R? et

ﬁ(xl,xz) = (2x1,262x1 )T et

:
K S (x1,32) = (~93 +2, 1)

9x
Définition 1.5 Soit f € €1 (Q, RP). On appelle matrice jacobienne de f en x la matrice J f(x)
de taille p x n, telle que

() = §—§;<x> Q<i<pl<j<n)

Remarque 1.1 On appelle aussi cette matrice la différentielle de f en x — on note alors df (x) ou

f'(x).

Exemple 1.5 On reprend la fonction de 'exemple précédent. La matrice jacobienne est donnée
par :

2x7 —9x3+2
]f(X) = 2623161 _21
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Exemple 1.6 Soit f : R® — R? l'application définie par
f(x1,x2,x3) = (¥ — x3,xp + sin x3)T

Alors f € €1 (R3,R?) et

Jf(x) = [ 0 1 conns ]

On rappelle aussi le résultat de dérivation composée :

Théoréme 1.1 Soit f : R" — R et ¢ : R? — R de classe €. Alors go f : R" — R est de
classe € et

Jlg o fl(x) = Jg(f(x)) - Jf(x)
Exemple 1.7 Soit f € €1 (R",RP) et x,d € R". On définit la fonction ¢ : R — RP par
ViteR, ¢(t) = f(x+td)
Alors ¢ € €1 (R,IRP) et
p=fog avecg:t€eR—x+td e R"
Donc la formule de dérivation composée sécrit :
VtER, ¢'(t) = Jf(x + td) -@: Jf(x +1td)-d € M (R)

pXn nx1

1.1.4 Cas particulier p = 1: gradient, hessienne

Dans toute la suite, on considere f : (3 — R une application.

Différentiation a 'ordre 1

Définition 1.6 Si f € €*(Q), R), alors on appelle gradient de f en x le vecteur de R"
%)
of (x)

axl
Vf(x) = :
oL (%)

0x,,

Remarque 1.2 Le gradient d'une application f : R" — IR est transposé de la jacobienne de f.
Exemple 1.8 Soit f : R® — R définie par f(x) = ||x||>. Si on écrit x = (x1,x2, x3)", alors
fx) =x+x+x

Alors le gradient est donné par V f(x) = (2x1,2x2,2x3)" = 2x.
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Exemple 1.9 Soit f : O = (0,4+o0) x R — R définie par
f(x1,x2) =€ + x2Inxy 4+ cos xp

Alors f € €1(Q,R) et
N

Vix) = ( ek 4 2 o 2 Inx; —smx2>

Exemple 1.10 Soit A € #,,(R) une matrice symétrique et b € R". Pour x € R", on pose
f(x) = x"Ax — b'x
Alors f € €1 (R",R) et
Vx e R", Vf(x) =2Ax -1

En effet f(x i i ajjXjX; — i b;x; d’oit

i=1j=1 i=1

af

axk Z agx; + Z a;x; — by
= (Ax)k + (A x)k — by

d’out le résultat puisque A est symétrique.

Remarquons que f(x) est un nombre alors que V f(x) est un vecteur.

Différentiation a 'ordre 2

Définition 1.7 f est de classe €2 sur Qssi f € €1 (Q,R) et Vf € €1(Q, R").
On note alors H f ou V2 f la matrice jacobienne de V f ; elle est appelée hessienne de f.
Elle est donnée par

0 d 0>
HF) = 730 () = 523

Exemple 1.11 On reprend 'exemple 1.8. Alors f € €*(R3,R) et la hessienne est donnée par

0
0
2

Exemple 1.12 La fonction de I'exemple 1.9 est de classe €2 sur Q) = (0, +oo[ xR et

S ON
onN O

X1 _ ﬂ l

x? X
Hf(x) - 1 1 Colsx
—_ - 2

On remarque que les deux matrices hessiennes calculées dans les exemples précédents
sont des matrices symétriques. C’est en fait vrai en général :
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Théoréme 1.2 (Schwartz) Soit f € €*(Q), R), alors
02 f _ 02 f

axiax]- Y= ax]-ax,-

(x)

Exemple 1.13 On revient sur l'exemple (1.7) : la dérivée seconde de I'application ¢ est donnée
par

¢"(t) = d"V*f(x +td)d.
Formule de Taylor

On rappelle enfin la formule de Taylor a 1’ordre 2 pour une fonction deux fois différen-
tiable de R” dans R :

Théoreme 1.3 Soit f € €%(Q, R), alors pour tout x € Q et h suffisamment petit,

Flx4B) = F(x) + VF(x) -+ SH T2 F () + o [1]P).

Rappel d’algebre linéaire
Soit A € .#,(R) une matrice symétrique.

Définition 1.8 A est semi-définie positive ssi pour tout vecteur x € R", x"Ax > 0.
A est définie positive ssi A est semi-définie positive et x'Ax = 0 = x = 0.

(27)

2 -1
xXAx = (x1,x) ( > ( 5 > =202 — 2oyx0 + 203 = (x1 — x2)% + &% + 23

Exemple 1.14 Soit

Pour x € R?,

-1 2
ce qui prouve que A est définie positive.
Voici une caractérisation utile de la définition 1.8.

Proposition 1.4 A est semi-définie positive ssi toutes les valeurs propres de A sont positives ou
nulles.
A est définie positive ssi toutes les valeurs propres de A sont strictement positives.

On rappelle qu'une matrice symétrique a coefficients réels est diagonalisable (en base
orthonormale).

Exemple 1.15 On reprend la matrice de I'exemple 1.14. Pour rechercher ses valeurs propres, on
calcule le polynome caractéristique et on le factorise :

xa(X) =det(XI—A) = (X-2)2-1=(X-1)(X—-3)

Les deux valeurs propres sont donc 1 et 3 : elles sont strictement positives, donc A est définie
positive en vertu du résultat 1.4.
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1.2 Théoreme de la fonction implicite

Soit (; C R" et () C R? deux ouverts. On considere une application f : {33 x () — RP.

Notations : On désignera par (x,y) les éléments de ()1 x (). La matrice p X p

<%(x,y)>, 1<i<petl1<j<p

est appelée jacobienne (ou différentielle) partielle par rapport a y et est notée 9, f(x,y).
On peut aussi définir de méme la jacobienne partielle par rapport a x.

Dans le cas particulier d’une fonction numérique (p = 1), on parle de gradient partiel par
rapport a y et on note

of T

o (x,y), Sy V)

Vi f(xy) = {%

On rappelle maintenant un résultat essentiel du calcul différentiel :

Théoréme 1.5 (fonction implicite) On suppose que f € €*(Qq x Qa, RP). On suppose que
(a,b) € O x O est tel que

f(a,b) =0 et 9y,f(a,b) est inversible.
Alors il existe des voisinages V. C () de a et W C )y de b tels que pour tout x € V, I'équation
(eny)
flxy) =0
admette une et une seule solution y = ¢(x) dans W (en particulier ¢(a) = b). De plus la fonction
@ est de classe €1 (V,RP) et

Vx €V, ¢(x) = = [0,f(x, 9(x)] " 3ef (x, p(x))
DEMONSTRATION : admise. [ |

On peut remplacer 1'expression “voisinage de” par “boule centrée en” dans I'énoncé
précédent.

Exemple 1.16 Soit f : R?> — R définie par
flry)=x+y°
On calcule les différentielles partielles :

Oflxy) = Sy =1 et 3yf(ry) = L) =2

Considérons les deux cas suivants :
o f(—1,1) =0etd,f(—1,1) =2 # 0. On peut donc appliquer le théoreme 1.5 : il existe & > 0
et une fonction ¢ : (a —w,a + a) — R tels que

VX € (@ mata), flx o) =0t ¢'(x) = 5 o

e f(0,0) =0etdy,f(0,0) = 0. Donc le théoreme 1.5 ne s’applique pas.
On pourra vérifier que la fonction ¢(x) = \/x convient dans le premier cas. Elle est candidate
pour le deuxieme, mais elle ne convient pas car n’est pas définie sur un voisinage de 0.



Chapitre 2

Généralités sur les problemes
d’optimisation

Dans toute la suite, on considére f : A C R" — IR o1 A est un sous-ensemble de R".

2.1 Définitions
21.1 Optima absolus
Définition 2.1 Si x* € A est tel que
Vxe A, f(x) < f(x)
alors on dit que f admet un minimum (absolu) sur A en x*. On note

f(x") = aréigf(x) et x* = argmin f(x)
xX€A

Attention au vocabulaire : f(x*) est le minimum de f sur A; f admet un minimum en x*
et x* réalise le minimum de f sur A.

Exemple 2.1 La fonction f : [0,1] — R définie par
Vx €R, f(x) =x*+1
admet un minimum absolu sur R :

aréiﬂgf(x) =f(0)=1 et 0=argminf(x)
x€R

Exemple 2.2 La fonction In : (0,1) — R n’admet pas de minimum (car Inx — —oo quand
x — 0).

Remarque 2.1 Le minimum d'une fonction, s'il existe, est unique. 1l peut cependant étre atteint
en plusieurs points différents.

11



12 CHAPITRE 2. GENERALITES SUR LES PROBLEMES D’OPTIMISATION

Exemple 2.3 Soit f : R — IR la fonction définie par
Vx € R, f(x) =x* —2x* +1

Alors f admet 0 pour minimum absolu sur R. Il est atteint en deux valeurs de x différentes : 1 et
—1. En effet

Vx € R, f(x) = (x* —1)2

Exemple 2.4 Soit f : B — R donnée par f(x,y) = 2 — x> — y2. B est la boule unité euclidienne
fermée de R :

B={(xy) €R*[x*+y* <1}
Alors f admet un minimum en tout point de la sphére unité; ce minimum vaut 1.
Définition 2.2 Si x* € A est tel que
Vxe A, f(x*) > f(x)
alors on dit que f admet un maximum (absolu) sur A en x*. On note

flx*) = ma}f(x) et x* = argmax f(x)
xe xEA

Définition 2.3 Si f admet en x* un minimum ou un maximum, on dit qu’elle admet un opti-
mum en x*.

Remarque 2.2 Si f admet un minimum en x*, alors — f admet un maximum en x*. C’est pour-
quoi, dans la suite, on ne parlera plus que de minimum, les énoncés concernant les maxima pour-
ront étre déduits facilement.

2.1.2 Optima relatifs

Définition 2.4 On dit que f admet un minimum relatif (ou local) sur A en x* ssi il existe un
voisinage V de x* dans A tel que f admette un minimum absolu sur V en x*.

(on peut ici encore remplacer 'expression “voisinage de” par “petite boule centrée en”).
Exemple 2.5 Soit f : R — IR la fonction définie par
Vx €R, f(x) =2 —3x+1

Alors f admet en 1 un minimum relatif sur R, mais pas un minimum absolu car f(x) tend vers
—oo quand x — —oo.
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2.2 Optimisation sans contraintes — avec contraintes

Définition 2.5 On appelle probléme de minimisation :

“ Trouver x* € Q) tel que f(x*) = mif\\f(x). "
xe

Remarque 2.3 Un probleme de minimisation n’admet pas nécessairement de solution :

1 .
x* = argmin — n’admet pas de solution.

x€[l,+00) x
De plus s’il admet une solution, elle peut ne pas étre unique :

x* = argmincosx admet 7t et 37T pour solutions.
xe(0,47]

Vocabulaire : Si A = R", on parle d’optimisation sans contraintes (ou libre), sinon il s’agit
d’optimisation sous contrainte (ou liée).

A={xeR"|g(x)=0,...,8y(x) =0} contraintes d’égalités

A={xeR"|h(x) <0,...,hy(x) <0} contraintes d'inégalités
On peut aussi mélanger les deux types de contraintes :

A={xecR"|g(x)=0,...,8p(x) =0ethy(x) <0,...,hy(x) <0}

On parle alors de contraintes égalités—inégalités. C’est le seul type d’optimisation liée que
nous étudierons.

Définition 2.6 On considere un probléme d’optimisation avec contraintes de type inégalité et x*
une solution de ce probleme :

x* = argmin f(x) (A={xeR"|I(x) <0,...,hy(x) <0})

xeA

Sihi(x*) = 0, on dit que la contrainte h;(x) < 0 est serrée en x* (ou saturée, ou encore active).
Dans le cas contraire (h;(x*) < 0), on dit que la contrainte ne joue pas (ou est inactive).

2.3 Exemples de problémes d’optimisation

Exemple 2.6 Une entreprise produit un bien C a partir des matieres premieres A et B. Elle achéte
A au prix py et B au prix pa. On note f la fonction qui, a la quantité de matieres premieres, associe
la quantité de bien produit (fonction de production). Le prix de vente de C est p.

Quelles quantités de matieres premieres A et B l'entreprise doit-elle acheter pour que son profit
soit maximum ?

Mathématiquement, ce probléme s’écrit :

(x],x5) = argmax [pf(xl,xz) — p1X1 — p2x2
361,362€]RJr

Il s’agit d'un probleme d’optimisation avec contraintes d’inégalités (x; > 0 et x, > 0).
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Exemple 2.7 On reprend I'exemple précédent, mais on suppose que le budget pour I'achat de
matieres premieres est fixé i S.

Le probleme devient :

(xi,x3) =  argmax [pf(xl,xz) — p1X] — paxp| =  argmax [pf(x1,x2) — S}
x1,% € RT x1,x € RT
pixi+paxa =S5 pix1+ pax2 =S

On est ici en présence d’un probléme d’optimisation avec contraintes de type égalités—
inégalités.

Exemple 2.8 Dans I'exemple précédent, on suppose que le budget d’achat peut ne pas étre totale-
ment dépensé.

Le probléme d’optimisation devient

(x],x3) = argmax [pf(xl,xz) — p1x1 — pzxz]
x1,x € RT
p1x1 +paxp < S

Les contraintes sont toutes de type inégalité.

Remarque 2.4 Comme le montrent les trois exemples précédents, les problemes provenant de
situations concretes sont souvent des problemes avec contraintes.

Dans le dernier exemple, la contrainte
p1x2 + p2x2 < S

sera active. On le montrera mathématiquement, mais le contexte économique permet
de le pressentir : le profit sera d’autant plus grand qu’il y aura d’avantage de matieres
premieres.



Chapitre 3

Optimisation sans contrainte

On considere f : R" — R et le probleme de minimisation suivant :

P) x* = argmin f(x)

x€R"

3.1 En dimension 1

On supposeicin = 1.

3.1.1 Théoremes d’existence et d'unicité

Théoreme 3.1 (i) Si lim f(x) = +oo et f est continue sur R, alors le probleme (P) admet
au moins une solutiolf.H+oo

(ii) Si, de plus, f est strictement convexe, il y a unicité.

DEMONSTRATION : (i) Soita = f(0). Comme lim f(x) = oo, il existe R > 0 tel que

|x|—+c0

x| > R = f(x) > f(0)

On en déduit
min f(x) = m;%f (x)
Or f est continue sur I = [—R, R] et 'image d'un intervalle fermé borné par une applica-

tion continue est un intervalle fermé borné :
f(I) =[m,M] avec f(x*) =m
ce qui prouve que

m = min (x)

d’otu le résultat.
(i) Notons x] et x5 deux solutions et x* = (xi“ + x3) /2. Alors, par stricte convexité,

F) < S [f6) + £ = £x0),

ce qui est une contradiction. n

15
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Exemple 3.1 Soit f(x) = x® —3x?> — x + 1. Alors f(x) — +oo quand x — Zoco. Donc f
admet un minimum absolu sur R.

3.1.2 Condition nécessaire d’ordre 1

Théoreme 3.2 Si f € € (R, R) et admet en x* un minimum relatif, alors
fl(x)=0
DEMONSTRATION : Par définition de la dérivée :

x4 1) — £(x*)

T NRT
f) = lim 7
Or
Fam—fx) [ 20 sih=0
h <0 sih<0
Par passage a la limite, f'(x*) > O et f'(x*) < 0d’ou f'(x*) = 0. [ |

Définition 3.1 Un point ¢ vérifiant f'(&) = 0 est appelé point critique de f.
Exemple 3.2 Soit f : R — R définie par
VX €R, f(x) =x>—3x—1
Les points candidats a étre minimum de f vérifient
fl(x)=3x*-3=3(x*-1)=0=x = +1

Une étude de la fonction f permet de voir que f posséde en —1 un maximum relatif et en 1 un
minimum relatif.

L’exemple précédent montre que la condition du théoréme 3.2 n’est pas suffisante : elle
ne permet pas de faire la différence entre maximum et minimum, elle ne distingue pas un
optimum relatif d’'un optimum absolu (c’est une condition locale). La situation est pire
encore : les points critiques peuvent méme ne pas étre optimum relatif de f :

Exemple 3.3 On considere la fonction x — x3. Les points critiques sont les solutions de 3x> = 0,
donc il n'y en a qu'un : 0, qui ne correspond ni 4 un minimum relatif, ni a un maximum relatif de
la fonction cube.

3.1.3 Conditions d’ordre 2

On peut préciser le résultat vu au paragraphe précédent :

Théoreme 3.3 Soit f € €*(R,R). Si f admet un minimum relatif en x*, alors

Fx)=0 e f'(x)>0
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DEMONSTRATION : On sait déja que f'(x*) = 0. D’apres la formule de Taylor, on peut
écrire :

Fx) = () 4 (2= 2P F"(x) + o(|x = x°P2)

e f(x) = f(x7)
* * x) — fx*
Vx#x ’f//(x )ZZW +0(1)
o flx) = f(x7)
x) — f(x*
* JN\*V/  J\" T >
Vx # x7, G_x ) >0
Le résultat s’en déduit par passage a la limite x — x*. n

On verra dans les exemples suivants que la réciproque de ce théoreme est fausse. On peut
cependant donner une condition suffisante de minimum local :

Théoreme 3.4 Si f € €%(R,R). Si f vérifie
fi(x*)=0et f'(x*) >0
alors f admet un minimum relatif en x*.

DEMONSTRATION : Ici encore, on écrit la formule de Taylor

f(x*) = 2f(<xx)_——£()x;) +¢(x) avec )}1_}rr;s(x) =0

Il existe 7 > 0 tel que
x—x| <= le(x)] < f'(x7)

On en déduit que
* f(X) — f(x*) *
—_r > <
VX#-X; (x_x*)z _0:>f<X)_f<X)
pour |x — x*| <y, ce qui prouve que f admet en x* un minimum relatif. [

Remarque 3.1 En appliquant ces deux théoremes pour —f on obtient des résultats similaires
pour un maximum relatif : les conditions d’ordre 2 deviennent f"(x*) <O0et f’(x*) <O0.

Exemple 3.4 On reprend les exemples du paragraphe précédent.
e Pour f(x) =x*—3x—1,0na

f1(=1) =—6et f'(1) =6

ce qui prouve que f admet un maximum relatif en —1 et un minimum relatif en 1.
e Pour f(x) = x% ona f"(0) = 0 donc on ne peut pas conclure i I'aide du théoreme 3.4.

Remarque 3.2 Les théorémes précédents ne permettent pas de détecter un minimum absolu. 11
faut par exemple faire une hypothese de convexité pour obtenir un énoncé concluant a un mini-
mum absolu.
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3.2 En dimension supérieure

3.2.1 Théoreme d’existence

On peut énoncer le méme résultat qu’en dimension 1 :

Théoréme 3.5 Si | ﬁim f(x) = +ooet f est continue sur R", alors le probleme (P) admet au
X||—-+00

moins une solution. Il y a unicité si on ajoute une hypothse de stricte convexité.

DEMONSTRATION : La preuve est la méme qu’en dimension 1, elle repose sur le fait que
I'image d"un compact par une application continue est un compact. |

Remarque 3.3 L'énoncé précédent fait intervenir la norme de x, mais de laquelle s’agit-il ? En
fait, peut importe car elles sont toutes équivalentes (R" est de dimension finie n).

Exemple 3.5 Soit f : R> — R définie par
V(x,y) €R?, f(x,y) =" —x+y
Alors f est continue et vérifie

lim  f(x,y) = +oo
[[(xy)]|—+o0

En effet,

Fx,y) = [ —x]+ [y*) = h(x) + g(y) avec limh = lim ¢ = +-co
3.2.2 Condition nécessaire d’ordre 1
Théoreme 3.6 Si f € €1(R",R) et admet en x* un minimum relatif, alors
Vf(x*) =0 = Or»
Cette éqalité est appelée équation d’Euler.
DEMONSTRATION : Soit d € R”. On définit ¢ : R — R par
VieR, ¢(t) = f(x* +td)
Par la formule de dérivation composée, ¢ est de classe %™ sur R et
VtER, ¢'(t) = Vf(x* +td)'d
Comme x* est un minimum relatif de f, 0 est un minimum relatif de ¢. On en déduit :
¢'(0)=0= Vf(x)'d=0
Comme d est quelconque, on peut prendre d = V f(x*), d’ot1 le résultat. |
Exemple 3.6 Soit f : R?2 — R définie par
flry) =2+
Les points candidats a réaliser un minimum de f vrifient
Vilx,y)=2x=0=x=0

Donc seul f(0) est un probable minimum.
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3.2.3 Conditions d’ordre 2
Le théoreme 3.3 devient
Théoréme 3.7 Soit f € €*(R",R). Si f admet un minimum relatif en x*, alors
Vi(x*)=0 et V2f(x*) est semi-définie positive.
DEMONSTRATION : Soit ¢ définie comme dans la démonstration précédente. Alors
VtER, ¢"(t) =d V2 f(x* +td)d

Par application du théoréeme 3.3,d V2 f(x*)d > 0. Comme d est quelconque, on en déduit
le résultat. [ |
De la méme fagon, voici le résultat correspondant au théoreme 3.4

Théoréme 3.8 Si f € €*(R",R). Si f vérifie
Vi(x*) = 0et V>f(x*) est définie positive.
alors f admet un minimum relatif en x*.

DEMONSTRATION : Comme en dimension 1, on écrit la formule de Taylor

1
Ve RY f(x) = f(x7) + 5(x = )TV (o) (x = x%) +o([|x — x*|%)
Soitd € R" ete > 0, on pose x = x* 4 &d. On en déduit

Flx +ed) — f(x) _ () VAN ed)
el e Y

avec P(e) — 0 quand ¢ — 0. On peut récrire cette égalité :
* * 1 *
fx +ed) = f(x) = (5 V2 f(x")d + ()
Par hypothese, dTV2f(x*)d > 0 et, comme ¢(¢) — 0, il existe g9 > 0 tel que
e < eo = [JaIPyp(e)] < 2dTVf(x")d

Cette derniere inégalité peut-étre rendue vraie pour toute direction ||d|| = 1. Alors, pour
e < €,

fx) = f(x7) = f(x" +ed) = f(x7) 2 0

d’ot1 le résultat. [
Exemple 3.7 On reprend I'exemple précédent. La hessienne est constante :
Vx € R?, V2f(x) = 2D,

Donc V2 £(0) est définie positive, on peut donc conclure que f admet un minimum en 0 (ce qu’il
est facile de voir par ailleurs).
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Exemple 3.8 Soit f : R> — R définie par
V(x,y) €R?, flx,y) =" +y° —xy
Les points critiques de f sont les solutions de V f(x,y) = 0. Or
Vi(xy) = (2x—y2y —x)'

D’ont x = y = 0. L'étude de la hessienne permet de conclure :
2 -1
2 —
Vf(x/y)_[_l 2:|
qui est une matrice définie positive. Donc f admet un minimum relatif en (0,0).

Remarque 3.4 Comme en dimension 1, on ne peut pas conclure dans le cas o1 la hessienne est
seulement semi-définie positive.



Chapitre 4

Optimisation avec contraintes

Dans ce chapitre, on considere f : () — IR? ot () est un ouvert.
Le probléme qui nous intéresse est le suivant :

Q) x* = argmin f(x)

xeK

avec K C Q).

Théoreme 4.1 Soit x* solution du problme (Q). Si x* est a l'intérieur du domaine K, alors

Vf(x*)=0.

DEMONSTRATION : La preuve est la méme qu’en 'absence de contraintes, car on peut
faire des petites variations dans toutes les directions autour de x*. n

Comme le montre I'exemple suivant, la condition d’annulation du gradient n’est pas
nécessaire en présence de contraintes :

Exemple 4.1 Soit le probleme suivant :

x* = argmin(x? + x + 1)
x€[0,1]

1l est facile de voir que x* = 0 en est I'unique solution. Cependant la dérivée en 0 vaut 1 # 0.

Le probleme provient du fait que le minimum est atteint au bord du domaine. Le but de
ce chapitre est de trouver 'équivalent des conditions d’Euler dans le cas de 'optimisation
avec contraintes. On se restreint aux contraintes de type égalité—inégalité.

4.1 Condition nécessaire d’ordre 1

4.1.1 Contraintes de type égalité

Dans ce paragraphe, on suppose que 1’ensemble des contraintes K est donné par

K={xecR"|gi1(x) =0,...,8p(x) =0}

On notera g(x) le vecteur (g1(x), ..., gp(x))" € RP.

21
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Définition 4.1 On appelle Lagrangien du probleme de minimisation (Q) 'application £ de
Q) x R? valeurs dans R définie par

V(x,A) € QxRF, L(x,A) = f(x)+ ATg(x)

Ou encore

P
VxeQ VA, Ay €R, ZL(x, A1, Ap) = f(x) + ) Aigi(x)
i=1

Théoreme 4.2 (extrema liés) Soit x* une solution de (Q). On suppose que les fonctions f, g1,
..., §p sont de classe € et que les vecteurs

Vg1 (x*),...,Vgp(x*) € R"
sont linéairement indépendants. Alors

JA e RF, Vi.Z(x*,A) =0
c’est-a-dire qu'il existe des réels Ay, ..., Ay tels que

4
VFx*)+ ZAngi(x*) =0

i=1

Cette équation est appelée équation d’Euler-Lagrange.
DEMONSTRATION : Soit A la matrice

)
A= [Vai(x)| - |Vgp(x)] = Je(x") € (R

L’hypothese d'indépendance linéaire faite sur les gradients des fonctions g; signifie que
A est surjective. Elle admet donc un inverse a droite B € .#,,,(R) : AB = I,,.

On définit alors la fonction G : R" x R? — R? par
V(x,y) € R" xR?, G(x,y) = g(x* + By + x)
Ona G(0,0) = g(x*) = 0 car x* € K. De plus G est de classe € et
dyG(x,y) = Jg(x* + By +x) - B=9,G(0,0) = Jg(x*) - B = I,

Le théoréme de la fonction implicite s’applique donc : il existe un voisinage V' C R" de 0
et un voisinage W C R” de 0 tels que, pour tout x € V, I'équation G(x,y) = 0 admette
une unique solution y = ¢(x) € W (en particulier ¢(0) = 0). On a donc G(x, ¢(x)) =0,
d’oti, apres dérivation par rapport a x,

9xG(x, ¢(x)) + 9y G(x, ¢(x)) - Jo(x) =0

Pour x = 0, on obtient :
9xG(0,0) + ayc(o, 0)-Je((0)=0
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Or 9,G(0,0) = Jg(0) et 9,G(0,0) = I, donc Jo(0) = —Jg(x*).
Six € V,alors x* + By(x) + x € Ket

f(x*) < f(x*+Bep(x)+x) VxeV
Donc x = 0 est un minimum relatif de f définie par
Vx € R", f(x) = f(x* + Bep(x) + x)
Le théoreme 3.6 s’applique a f :
0=VF(0) = Vf(x") +Jg(0) B'Vf(x") = Vf(x") — Jg(x*) BV f(x")
En posant A = —BTV f(x*), on obtient le résultat. |

Remarque 4.1 Les nombres A1, ..., A, sont appelés multiplicateurs de Lagrange.

Remarque 4.2 Le théoreme des extrema liés s'interprete simplement dans le cas o1 'ensemble des
contraintes est le cercle unité de R?. En effet, minimiser une fonction f(x,y) sous la contrainte
x2 + y* = 1 revient a minimiser la fonction ¢(0) = f(cos0,sin 0) pour 0 dans R. On est donc
ramené un probleme sans contrainte. La condition d’optimalité s’écrit

d d
P'0*)=0 <= —sind* %(cos 6%, sin6*) + cos 0* %(cos 6%, sin6*) = 0.

En interprétant cette derniere comme I'annulation d’un déterminant, elle montre que les vec-
teurs V f(cos 0*,sin 0*) et (cos0*,sin0*)T sont colinéaires. Or ce dernier vecteur n'est autre
que 3V g(cos 0*,sin0*), 0 g(x,y) = x> + y* — 1 définit la contrainte.

Ainsi, il existe un nombre réel y tel que

V f(cos0*,sin0*) = uVg(cos 6%, sin6*),
il suffit de poser A = —u pour retrouver le résultat annoncé.

Exemple 4.2 Soit le probleme de minimiser x> — y sous la contrainte x> + y* = 1. Le Lagrangien
s'écrit :
Ly A) =2 —y+ AP+ 1)

si bien que la condition nécessaire d’ordre 1 s’écrit :

2x 2x

A la ]
Deux cas se présentent :
- x=0dony==+1
— x#OQOetalors A = —1ety = —1/2. Comme x>+ y*> = 1, on en déduit x = ++/3/2
11 suffit maintenant de vérifier la condition d’indépendance linéaire, elle revient ici a la non nullité
du gradient de la fonction définissant la contrainte, ce qui est aisé de vérifier.
En conclusion, les quatre points (j:\@ /2,—1/2),(0,£1) sont candidats. Il est facile de montrer
que les deux premiers correspondent a un maximum absolu et que parmi les deux derniers, (0,1)
correspond a un minimum absolu et (0, —1) a un minimum relatif (voir FI1G 4.1).
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FIG. 4.1 — Graphe de la fonction f de 'exemple 4.2

1.25

Remarque 4.3 Il est crucial de vérifier la condition d’indépendance linéaire des gradients des
fonctions définissant les contraintes. Considérons en effet la minimisation de x1 + x3 sous la
contrainte x3 — x3 = 0. On voit facilement que (0,0) est I'unique solution. Pourtant on n'a
pas de condition d’ordre 1 :

2
Ve L(x,\) = [ 212 } +A { 22 }

Enx = (0,0), la condition d’ordre 1 fournit les deux égalités 1 = 0 et 0 = 0, ce qui est impossible.

4.1.2 Contraintes de type inégalité

Dans ce paragraphe, on suppose que 1’ensemble des contraintes K est donné par
K={xeR"|h(x) <0,...,h(x) <0}

On notera h(x) le vecteur (hy(x), ..., hy(x))T € RY.
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Définition 4.2 On appelle Lagrangien du probleme de minimisation (Q) la fonction £ : Q) x
RY — R définie par

V(x,M) € Q xR, £(x,M) = f(x) +M" h(x)

Ou encore

9

Vx€Q Vur,...,pug €R, L(x, 1, 1) = f(x) + ) pihi(x)
i=1

Le résultat suivant fournit la condition nécessaire d’ordre 1 dans le cas des contraintes de

type inégalités :

Théoreme 4.3 (Kuhn et Tucker) Soit x* une solution de (Q). On suppose que les fonctions
foh,..., hy sont de classe € et que la condition suivante est vérifiée :

(%) 3d € R, hj(x*) =0=d"Vh;(x*) <0
Alors il existe des réels py, . . ., g tels que
(i) =0

(it)  pihi(x") =0
q
(iii)  Vf(x*)+ ; 1 Vhi(x*) =0

DEMONSTRATION : admise. [ |

Remarque 4.4 En dimension 1, le rsultat précédent est trs naturel : si f admet un minimum
sur [0,1] en x* = 0, alors f'(x*) > 0. De méme si x* = 1, f'(x*) < 0. C'est le signe des
multiplicateurs de Kuhn-Tucker qui permet de retrouver ces conditions, associés aux contraintes
x> 0etx <1

Remarque 4.5 La condition (ii) signifie que si la contrainte n’est pas serrée (i.e. hij(x*) < 0),
alors p; = 0 : elle n'intervient pas dans la condition d’ordre 1. On appelle (ii) relation d’exclu-
sion.

La condition (x) est plus faible qu'une condition d’indépendance linéaire. On appelle (x) hy-
pothese de qualification des contraintes.

Les coefficients p1, . . ., pq sont appelés multiplicateurs de Kuhn et Tucker.

La condition (iii) s’écrit en termes de Lagrangien :

Vil (x*,M) =0 avec M= (uy,..., 1un)

Exemple 4.3 Soit D = {(x,y) € R?|x2 +y2 < 9} et f(x,y) = ¥ ¥ +y2 — 1. Le Lagran-
gien est donné par
Ly A) =" 12 14+ A2 +12 - 9)
d’out .
Vo Ly ) 2xe” TV 4+ 2Ax
. X, y, -
Gey) 2ye” Y 42y 4+ 20y
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Donc la condition de Kuhn et Tucker s’écrit :
x( T4 =0 et y(e T +14+1)=0

Comme A > 0, nécessairement (x,y) = (0,0). Vérifions maintenant la condition de qualification
des contraintes : elle est satisfaite car h et Vh ne s’annulent pas simultanément.

Exemple 4.4 Soit le probleme de minimiser x sur l'ensemble
K= {(x,y) ER?*|y>0ety < (1—|—x)3}

Le Lagrangien du probléme est

Z(x/]/; Vl/,MZ) =X—my—+ U |:]/ — <1 +X)3]

Donc
1—3ua(1+ x)? ]

Vi) L (x,y, 11, p2) = [ i+ o

La condition d’ordre 1 s’écrit :
1-3u(1+x)>=0 ety =

De plus, les conditions d’exclusion fournissent :

my =0 et yz{y—(1+x)3] =0

— Sipp = 0,alors yp = 0d’ont 1 = 0, impossible ;

— Sinon,y = 0et alors pp(1+ x)* = 0. De méme que dans le premier cas, on montre que piy # 0,
doix = —1.

Le seul point candidat est (—1,0).

Il reste a vérifier I'hypothése de qualification des contraintes : si on note hy(x,y) = —y et

ha(x,y) =y — (14 x)3 alors

Vhi(-1,0) = { _H et Vhi(—1,0) = [ H

Et justement, elles ne sont pas vérifiées. Donc on ne peut pas appliquer le théoreme de Kuhn et
Tucker. Pourtant (—1,0) est bien la solution recherchée.

Remarque 4.6 Sion a affaire a un probleme de maximisation, on consideére — f pour se ramener
a un probleme de minimisation, plutot que de changer le signe des multiplicateurs.

Exemple 4.5 Soit A € .#,(R) symétrique définie positive. On considere le probleme

x* = argmax x' Ax
Il <1

Le Lagrangien s'écrit £ (x, u) = —x"Ax + u(||x[|*> — 1) d’oix
Vel (x*,u) = —2Ax" + 2ux*
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La condition d’ordre 1 affirme donc que y est valeur propre de A et x* est vecteur propre associé.
Ainsi
xTAx* = pllx]?

qui est maximum si y est la plus grande valeur propre de A et x* vecteur propre unitaire associé.
La condition de qualification des contraintes est ici trivialement vérifiée.

Remarque 4.7 En dimension 2, la condition de qualification des contraintes peut s’interpréter
ainsi : les vecteurs gradients de contraintes serrées au point considéré sont situés dans un méme
demi-plan strict.

4.1.3 Contraintes mixtes égalités—inégalités
Ici 'ensemble contrainte est donné par
K={xeR"|g1(x) =0,...,8p(x) =0ethi(x) <0,...,h(x) <0}
Le Lagrangien s’écrit
V(x, A,M) € R" x R? x RY, Z(x, A,M) = f(x) + ATg(x) + M"h(x)
La condition nécessaire d’ordre 1 est donnée par le théoreme suivant :

Théoréme 4.4 Soit x* une solution de (Q). On suppose que les fonctions f, g1,...,8p et hy,
..., hg sont de classe ‘6. On fait, de plus, I'hypothese de qualification des contraintes :

Jd e R", dTVgi(x*) =0et (hi(x*) =0 = d"Vh;(x*) < 0)
(%)

Les vecteurs Vg1 (x*), ..., Vgy(x*) sont linéairement indépendants.

Alors il existe des réels Ay,...,Ap, 1, ..., Yq tels que

(i) wui=0

P q
(iv) Vf(x*) + gAngi(x*) + Zythi(x*) =0

i=1 i=1
DEMONSTRATION : admise. |
Exemple 4.6 On se propose de minimiser x? sur l'ensemble contrainte :
K={(x,y) e R?|x*+y* <2etx =y}

On écrit le Lagrangien : L (x,y,A, 1) = x> + A(x — y) + u(x> + y* — 2) si bien que

2x + A+ 2ux
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La condition de Kuhn et Tucker s’écrit
2" +A+2ux* =0 et 2uyt=A
On écrit aussi les relations de liaison et d’exclusion
=y et p(x?4+y?-=2)=0 (u>0)
On en déduit x*(1 +2u) = 0 d'ont x* = 0 puisque p > 0. Donc y* = 0 (la condition de

qualification des contraintes est vérifiée).

4.2 Condition suffisante d’ordre 2

Comme dans le cas de I'optimisation sans contrainte, on peut énoncer une condition suf-
fisante faisant intervenir les dérivées d’ordre 2 du Lagrangien. On donne ici une version
tres faible du résultat, dans le cadre de contraintes de type “égalités”.

Théoréme 4.5 On suppose que f, g1, . ..,y sont de classe €. Si x* vérifie :
Vil(x,A) =0 et V2.L(x, ) est définie positive
alors x* est un minimum local de f sur K.

DEMONSTRATION : admise. [ |



Chapitre 5

Algorithmes pour l'optimisation

5.1 Algorithmes de descente

5.1.1 Généralités
Méthodes de descente
Soit f : 3 C R" — R une application continue telle que le probléme

x* = argmin f(x)
xeQ)

admette une unique solution.

Le but de ce paragraphe est de présenter une classe d’algorithmes — dits algorithmes de
descente — pour déterminer numériquement x*.

L'idée de la méthode consiste a construire une suite (x*) telle que
-VkeN, xk e Q;
= fE) < f(+9).

On espere alors que la suite x* converge vers x* quand k — +co. Par continuité de f,

f(x*) — min f(x)

5.1.2 Méthodes de gradient
Une méthode de descente peut s’écrire sous la forme :
ka = xk + dk

La question est la suivante : xk étant fixé, comment choisir la direction de descente dj
pour que f(x*1) soit inférieur a f(x*)?
La formule de Taylor au premier ordre fournit une approximation a I'ordre 1 :
k k kT
fOEFdi) > f(x°) + V(x5) dy

On veut que la différence f(x*) — f(xF + di) soit maximum. Il s’agit donc de maximiser
—Vf(xk)Tdk. Or

| = VAT d < |VF(E)] - ||de]]  (inégalité de Cauchy-Schwartz)

29
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avec égalité pour dy = —pV f(x*) (o > 0). Cette remarque donne naissance aux méthodes
dites de gradient :
xk+l — xk _ pr(xk)

5.1.3 Algorithme du gradient a pas fixe
Optimisation sans contrainte

On supposeici (2 = R".
Afin de montrer la convergence de la méthode, on fait les hypotheéses suivantes sur f :

Vwborné TL, >0Vx,y € w, |[Vf(x) —Vf(y)| < Lollx —y|| (Vf estlipschitzien)
Jau > 0Vx,y € R, (x —y)"(Vf(x) = Vf(y) > allx —y|? (f est a—convexe)

Ces hypothéses impliquent que le probléme de minimisation admet une unique solution.
On peut alors énoncer le théoréme suivant :

Théoreme 5.1 (convergence de la méthode du gradient) On suppose que f vérifie les deux
conditions ci-dessus, alors la suite construite par

xk+1 — xk _ pr(Xk)
converge vers la solution x* du probléme de minimisation des que p est suffisamment proche de 0.

DEMONSTRATION : La suite x* est bornée : en effet la suite f(x¥) décroit, donc f(x*) ap-
partient a la boule fermée B(0, f(x°)) d’otx* € B = f~1(B(0, f(x°))). Comme B(0, f(x°))
est compacte et f continue, alors B est compact donc borné.

Soit @ : R" — IR" définie par

Vx € R", ®(x) =x—pVf(x)
Montrons que @ est contractante sur B : soient x,y € B,
[@(x) —@W)|> = lx—y—p(Vf(x) = Vi)l
= |lx=yl* +PIIVF(x) = VFW)I* = 20(x =) (Vf(x) = V(1))
< lx =yl + e’ Ly llx — yII* — 2apllx — yI?
= (1—2ap+ L3 ||x — P

Une étude simple de la fonction ¢ : p — 1 — 2ap + L3p? permet de dresser le tableau de
variations suivant

« [
i

Y|+ N 1IN NT= 55 /| /1] e
B

—+o00

. 20 .
Donc @ est strictement contractante pour 0 < p < Iz On conclut a l'aide du théoreme

B
du point fixe. n

Remarque 5.1 La convergence de I'algorithme est géométrique, de raison P(p).
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Optimisation avec contraintes

Dans le cas de contraintes, ’algorithme précédent ne s’applique pas tel quel. En effet,
méme si x* € Q, il n’est pas str que x**! € Q. Pour pallier cette difficulté, on modifie la
méthode comme suit dans le cas ot () est un convexe fermé :

Py [xk _ pvf<xk>]
ot Il est la projection sur ). Cette méthode converge sous les mémes hypothéses :

Théoreme 5.2 Si f vérifie les hypotheéses du paragraphe précédent et p est suffisamment proche
de 0, alors la suite construite par

A o [xk _ pvf(xk)]
converge vers la solution x* du probléme de minimisation.

DEMONSTRATION : La démonstration est identique a la précédente; on utilise le fait que
Il est contractante. [ |

5.2 Méthode de Newton

Une autre facon d’aborder le probléme consiste a travailler sur les équations d’Euler du
probleme (cas sans contraintes) ou les équations d’Euler-Lagrange (cas avec contraintes).
On est donc ramené a résoudre une équation du type

F(x)=0 ouF:R%—RY

Nous allons ici décrire la méthode de Newton (ou méthode de Newton-Raphson) pour
déterminer numériquement une racine de F.

Soit x* € RY. On construit la suite (x¥) comme suit :
K+ _ K N
= xF — []P(x )] F(x")
(on suppose qu'il est licite d’écrire cette égalité).

Théoréme 5.3 Soit x* solution de F(x*) = 0. Si F € €*(RY,RY) et JF(x*) est inversible, alors
la suite x* est bien définie et converge vers x*.

DEMONSTRATION : Ici encore, on se raméne & un probléme de point fixe : soit ® : RY —
R? définie par
-1
O(x) = x — []P(x)} F(x)
Montrons que ® est contractante dans un voisinage de x*. Puisque ® est de classe ¢},

cela équivaut a montrer que
@)l <1
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Or JF(x)®(x) = JF(x)x — F(x) donc

HF(x)®(x) + JF(x)J®(x) = HF(x)x + JF(x) — JF(x)
D'ott Jd(x*) = []p(x*)] HE(x*)E(x) = 0 done [[JO(x*)]| < 1. n

Remarque 5.2 Comme J®(x*) = 0, la convergence est tres rapide : on peut montrer qu’elle est
quadratique, c’est-a-dire qu’a chaque étape le nombre de décimales exactes est doublé par rapport
a I'étape précédente.

5.3 Vers 'optimisation globale

Les méthodes décrites plut haut partagent toutes le méme défaut de ne pas distinguer
les minima locaux du minimum global. Des idées différentes ont été introduites, qui per-
mettent de contourner plus ou moins cette difficulté. Les méthodes couramment utilisées
dans cette optique sont les algorithmes génétiques ou évolutionnaires.
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Annexe : méthode pratique
de recherche d’extrema

Soit le probleme d’optimisation (P) : “Trouver les minima de f sur K”

Ecrire le Lagrangien du probleme
Sil’ensemble contrainte est donné par (eventuellement p = 0 et/ou g = 0)
K={xeR"|g1(x) =0,...,8p(x) =0ethi(x) <0,...,h(x) <0}

alors

p
ZL(x, A, M) = f(x) + Z Aigi(x) + ) pihi(x)

i=1 i=1

Ecrire la CN d’ordre 1 et les relations de liaison et d’exclusion

p q
fo(x*,A, M) =0+ Vf(x*) + Z/\ngi(x*) + Eythi(x*) =0
i=1 j

gi(x*)=0 ;  ph(x*)=0 et ui >0

Il s’agit d'un systéme de n + p + g équations a n + p + g inconnues.

Vérifier les conditions de qualification des contraintes

Pour chaque solution x* du systéme précédent, on vérifie que

Les vecteurs Vg;(x*) sont linéairement indépendants

Jd e R"  (hi(x*) =0=d"Vh;(x*) <0) etd"Vg;(x*) =0

N.B. les points qui ne satisfont pas la condition de qualification des contraintes sont de
potentiels points de minimum...
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Tester la condition suffisante d’ordre 2

V2% (x*, A) définie positive = minimum

Dans le cas sans contraintes, on sait aussi que si la hessienne n’est pas semi-définie posi-
tive, alors on n’est pas en présence d'un minimum.
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