ENSAI - 1A IES - ANALYSE 2007

TD 3 — Séries entiéres

Exercice 1. x Déterminer le rayon de convergence des séries suivantes. Etudier le comportement
aux extrémités de I’intervalle de convergence et calculer la somme (sauf pour les trois denieres).
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Eléments de correction. On note a, le terme général de chaque série entiére.
1. %} — 0, donc RDC = +-oo, Pour le calcul de la somme, on écrit
n
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2. }“”“ } — l donc RDC = 2. Pour x = %2, la série est absolument convergente (cf. équivalent en
2) Pour le calcul de la somme, on dérive deux fois f(x) = Y ja,x"
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En intégrant deux fois (avec les conditions f(0) = f/(0) =0,ona f(x) = (1+3)In(1+35) —
3. “;’T‘?' = =41, la série est grossierement divergente. Pour le calcul de la
somme, on fait apparaitre des dérivées :

= = 2 I x(x+1)
=Y nn-1)x"+ Y " =»* +x = .
n;() ngb (I-x) “(1-x?  (1-x)

4.
somme, on écrit
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C = 3. En x = £3, la série est grossierement divergente. Pour le calcul de la
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5. 11 s’agit du développement de ¢*, donc RDC = oo
6. ‘% ‘1 donc RDC = 1. La série est grossierement divergente en x = £1. Pour le calcul de la
somme, on décompose la fraction en éléments simples :
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soit Yo ganx" = ~1In(1—x) + x%[—ln(l—x)—x}.
7. ’% ‘ 1 donc RDC = 1. En x = 1, la série est divergente (cf. série harmonique), en x = —1, elle
est semi-convergente (série alternée). Pour le calcul de la somme f(x) =Y, a,x", on écrit f (x2) :
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d’ou f(x) = %ﬁln (t—ﬁ) pour x € [0,1[. Le calcul de f(—x?) permet de déterminer f(x) pour
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d’ott f(x) = ““‘\r}f pour x €] —1,0]. 8. En utilisant un équivalent, | =L |0 donc RDC = oo,

=il ‘ + oo donc RDC = 0.
|1 donc RDC = 1. En x = 1, la série est divergente d’apres

I’équivalent (a, >01!) a, ~ ﬁ En x = —1, la série est convergente comme série alternée.
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Exercice 2. xx Montrer que les séries enticres Z apx” et Z

manx" ont le méme rayon
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de convergence.

Eléments de correction. Notons R le RDC de Yasoanx" etpceluide}, > - +n . —3anx". Alors, pour
r <R, la suite (a,r") est bornée. Il en va de méme de la suite (;;-"—a ) etdonc p > R.

Pour I’inégalité inverse, soit r < p tel que la suite ( ") soit bornée. Alors, pour ¥/ < r, la
suite (a,r") est bornée et donc R > ¥/, d’od R > p.
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Exercice 3. x Soit d,, le nombre de diviseurs de n. Trouver le rayon de convergence de la série

entiere
Y dux.

n>0

Eléments de correction. Grossierement, on a 1 < d, <n.D’ou RDC = 1.

Exercice 4. * Résoudre 1’équation d’inconnue x € R :
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Eléments de correction. On somme la série entiere dont le RDC vaut 1 (regle de d’ Alembert).
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dou Y o(3n+1)%x" = % Les solutions recherchées sont donc les racines de 4x + 13x+ 1

(1
situées dans | — 1, 1] : la seule est donc %,

Exercice 5. xx Développer en série entiere autour de O les fonctions suivantes :

1. f(x) = athx,



2. f(x) =In(x+V1+x2),
3. f(x):/o tcostdt,

4. f(x)=chx cosx,
5. f(x) = (asinx)>.

Eléments de correction.
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1. Par intégration du DSE( de —, on obtient athx = .
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2. Par intégration de (1 —|—x2)*7, on obtient
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4. Une méthode simple consiste a linéariser 1I’expression a 1’aide de la fonction exponentielle :
chx cosx — l(ex(m) 4 1) i1 +ex(—l+i)).
4

Les quatre termes se développent de la méme maniere : par exemple, pour le premier, on a
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L’expression de départ étant réelle, il suffit de conserver la partie réelle de chaque terme, qui
correspond aux valeurs de n multiples de 4. En somme, on obtient
o0 22nx4n

chx cosx = . (an))! .

5. En dérivant f, on obtient I’équation différentielle (1 —x?) "> = 4f. Pour obtenir une équation
linéaire, on dérive a nouveau : —2xf"> +2(1 —x?)f f" = 4f', soit (1 —x?)f" —xf' —2 = 0 apres
simplification par f’. On sait a priori que f est DSE( (car carré d’une fonction DSEg) : notons
Y.>0a,x" la série entiere associ€e (on sait aussi que le rayon de convergence vaut 1). En injectant
la série dans I’équation différentielle, et en identifiant les coefficients de méme rang (unicité du
développement en série entiere), on trouve
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Les conditions f(0) = f/(0) = 0 fournissent agp = a; = 0 et donc
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Exercice 6. % Soit
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1. Montrer que f est définie sur [—1, 1], puis qu’elle est de classe C* sur cet intervalle.
2. Majorer
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3. Calculer a, = i p!(o) et montrer que la série Y. a,x” converge pour tout |x| < 2.

4. En déduire que f est développable en série entiere autour de O sur [—1,1].

Eléments de correction. 1. Pour x € [—1,1], la suite ﬁ est décroissante vers O : le critere des
séries alternées permet de montrer que f(x) est définie. Pour montrer qu’elle est de classe C', on
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observe la série des dérivées : )~ % elle est normalement convergente d’apres la majoration
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Il s’ensuit que f est de classe C! sur [—1, 1]. Le caractére C* se déduit pas récurrence immédiate
(les puissances de n~! sont de plus en plus fortes).
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La suite est bornée, donc on en déduit que f est développable en série entiere autour de tout point
de [—1,1].
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On en déduit, d’apres le lemme d’Abel, que ), a,x" converge pour |x| < 2.
4. On utilise ici un théoreme de prolongement analytique...

Exercice 7. xx On considére les expressions de la forme
Ay *xaAy*azx---*dy, (D)

ou le symbole * représente une des deux opérations + ou —. On souhaite placer des parentheses
dans cette expression pour savoir dans dans quel ordre effectuer les opérations. Par exemple, 1 —
(3+7) = —9 est différent de (1 —3) +7 = 5. Il s’agit donc de placer des parentheses autour des
termes de sorte que :

— on n’ait jamais plus de deux termes non parenthésés (pas de choix a faire !),

— on ne mette jamais des parenthéses autour d’un seul terme (pas de parentheses inutiles !).

Le nombre de fagons de bien parenthéser I’expression (1) s’appelle nombre de Catalan d’ordre n,
noté c¢,. Par convention, on pose ¢y = 0.
1. Calculer les nombres ¢, pourn =1,2,3,4.

2. Etablir la relation de récurrence

n
Yn>2, ¢, = Zcp Cn—p- )
p=0



3. (a) Montrer que ¢, < 4".
(b) On introduit la série entiere )~ c,x", appelée série génératrice des nombres de Catalan.
Montrer que son rayon de convergence est supérieur a Zl;- Sa somme (quand elle existe) est
notée c(x).
(c) En utilisant la relation précédente, montrer que

. 1—+/1—4x . . .
4. En déduire que c(x) = —————. En développant cette fonction en série entiere autour

de 0, déterminer I’expression du nombre de Catalan ¢, :
=3 5)
= u\on—2)

Eléments de correction. 1. On dénombre 2 la main : ci=1,co=1,¢c35=2,c4 =5.
2. 11 s’agit de relier le nombre de parenthésages d’une expression de longueur n aux nombres de
parenthésages des expressions de longueur inférieure. Le parenthésage de plus haut niveau divise
I’expression de longueur n en deux sous-expressions de longueurs p et n— p, p variantde 1 an—1,
d’ou la formule de récurrence annoncée, car ¢y = 0.
3. (a) Le nombre de parenthésages est majoré par le nombre total de possibilités pour les pa-
renthéses ouvrantes et fermantes. Comme il y a n emplacements pour chaque catégorie de pa-
renthese, il y a 2" x 2" = 4" choix au total.
(b) Par le lemme d’ Abel, la série génératrice a un rayon de convergence > 41’1'
(c) La formule (2) fait penser a un produit de Cauchy :
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[c(x)]2 = Z ( Z cpcn,p)x” = Z X' =c(x) —x.
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4. Le discriminant du trindme précédent est positif pour x < }1, et on a alors c(x) = ﬁ

En utilisant le DSEq de (1 +x)_%, il vient

Par identification, on obtient



