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TD 2 — Suites de fonctions

Exercice 1. *%

1. Soient
fn(x)

n

o) =e 6 et gu(x) =

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites de fonctions (fa)nen et
(gn)nen+ sur R (penser a faire un dessin).

2. Soit (fy)nen la suite de fonctions définie par :

1 sixelo,l],
Ia(x) = { 0 sinon.

Que peut-on dire de sa convergence sur I’intervalle [0, 1] ?

3. Soit la suite de fonctions (f;),en définie de [0, 1] — R par

1

= —
Fult) l4+t+...4+m

(a) Etudier la convergence de (f;,),e sur [0,1].
(b) Examiner lim,_, fol Su(r)dr.

Eléments de correction. 1. La suite de fonctions (fn)n>0 converge simplement vers 0. La conver-
gence n’est cependant pas uniforme car la norme || f, || vaut 1 (atteinte en x = n). Quant a (g, )n>0,
elle converge simplement vers 0 ; la convergence est ici uniforme car [|g, [ < 1 — 0.

2. La suite (f,)n>0 converge simplement sur [0, 1] vers la fonction f qui vaut 1 en O et O partout
ailleurs. La convergence n’est pas uniforme car || f, — f||. = 1 pour tout n.

3.(a) Site0,1], on a f,(t) = % qui converge simplement vers 1 —¢. Pour t = 1, f,(1)
converge vers 0. En somme, ( f,,),>0 converge simplement sur [0, 1] vers f : t — 1 —¢. Pour étudier
la convergence uniforme, on étudie la fonction différence ¢ = f,, — f sur [0, 1] :

1) = ("2 — (n+2)t+n+1)
¢ - (l_tn-‘rl)Z )

expression positive ou nulle (une étude de la fonction ¢ + "+ — (n 4 2)t +n+ 1 permet de le
voir facilement). Donc @ croit sur [0, 1], (0) =0 et ¢(1) = nlﬁ donc [|fy — flle = nlﬁ et la
convergence est uniforme.

(b) Par convergence uniforme, la limite de fol Su(t)dr est fol (1—t)dt=1.

Exercice 2. xx Etudier la nature de la convergence des suites d’applications suivantes

nx

1. i R—=R, fi(x)= )

hRSE 0=

3

nx
2. fiiR—R, fi(x)=—2
sin(nx)
3. H:R R, n = T 5



4 fuRT =R, fulx)=In(14%),

In(1+nx
5. fn:RJr—)R, fn(X)Zﬁ

6. f,:]0,1] =R, fu(x) =x"In>x pour x > 0, et £,(0) =0,

>

2n+1

7. i [0,1] =R, fulx) =2 —x*"",

8. fu:RT =R, f,(x) =n"e ™ ou a est un paramétre réel.

Eléments de correction. 1. (f,),>0 converge simplement vers f : x — x sur R. La convergence

n’est pas uniforme car f,(x) — f(x) = — 175, a une norme uniforme infinie pour tout 7.

2. (fn)n>0 converge simplement vers f : x — x sur R. Etudions la différence ¢ = f, — f : ¢'(x) =
nx’—1

nx?+1° 1
atteinte pour x = n™ 2], elle vaut

donc @ est décroissante sur [—n*% ,n*%], croissante ailleurs. La norme uniforme de ¢ est
1
2n
3. La convergence vers 0 est uniforme car | f,(x)| < ﬁ pour tout x de R.

4. (fu)n>0 converge simplement vers 0, mais la convergence n’est pas uniforme car la norme uni-
forme de f, est infinie pour tout n.

5. La converge est simple vers 0, mais pas uniforme car une étude de f,, montre que sa norme
uniforme est atteinte en x = % et a pour valeur ¢! pour toute valeur de .

6. La converge est uniforme vers O car une étude de f,, montre que sa norme uniforme est atteinte
enx=e reta pour valeur ﬁ qui tend vers 0 quand n tend vers +-oo.

7. En posant p = 2", on se ramene a I’étude de la suite g, = x” — x?P : la convergence simple a lieu
vers 0 : g,(x) = x”(1 —x?). Une étude de la norme uniforme de g, montre qu’elle est atteinte en

La convergence est donc uniforme sur R.

X = % et vaut i pour tout n. La convergence n’est donc pas uniforme.

8. La convergence simple a lieu vers 0. Pour savoir si elle est uniforme, on étudie la norme uni-
forme de la fonction f, : elle est atteinte en x = % et vaut n% le~!. Ainsi, la convergence est
uniforme ssi o < 1.

Exercice 3. *x Soit f : R — R une fonction continue. On pose
(@ ¢u(x) = f(5)s B xal)=F(x—3),  (¢) Walx) = f(x—n).

Etudier la convergence simple et uniforme de chacune de ces trois fonctions sur R.

Eléments de correction. (a) (¢,),>0 converge simplement vers la fonction constante f(0). La
convergence n’est pas nécessairement uniforme sur R, comme le montre I’exemple de la fonction

flx) =x.
(b) (Yn)n>0 converge simplement vers f. La convergence n’est pas nécessairement uniforme,
comme le montre 'exemple de la fonction f(x) = x*. En effet, f,(x) — f(x) = —2% + n]—2 dont

la norme uniforme est infinie pour tout 7.
(¢) (Wn)n>0 ne converge pas nécessairement simplement, comme le montrent les exemples f(x) =x
ou f(x) = sinx.



Exercice 4. %

1. Montrer que la suite (f, : [0,1] — R),>, définie par :

vneN-{0,1},
(—1)"nx six e [0,1],
L) =4 ()" (x=2) sixe[y, 2],
0 six € [%,1],

converge simplement et non uniformément, vers 0, et que ( fol fn(x)dx),>2 diverge.
2. Montrer que la suite d’applications continiment dérivables f, : [—1,1] — R définie par

fa(x) = /X% + % converge uniformément vers une application qui n’est pas de classe C!.
Eléments de correction. 1. Soit x € [0,1] fixé. Si x = 0, alors £,(0) = 0 — 0. Sinon, il existe un
rang a partir duquel % < x et alors f,,(x) = 0. Donc (f,)n>0 converge simplement vers O sur [0, 1].
La convergence n’est pas uniforme car la norme uniforme de f, sur [0, 1] vaut n?, qui ne tend pas
vers 0 avec n. L’intégrale fol fn(x)dx se calcule explicitement : elle vaut (—1)"n.

2. (fu)n>0 converge simplement vers f : x — |x|. Pour la convergence uniforme, on considere la
différence f, — f :

[fa(x) = f(x)| = ——=— < —= —0.

Pourtant, f n’est pas de classe C'.

Exercice 5. xx* Soit (P,) une suite de fonctions polynomiales qui converge uniformément sur
R* vers une fonction f. Montrer que f est polynomiale.

Eléments de correction. Grice au critére de Cauchy uniforme, ||P,4| — P, || tend vers 0 quand n
tend vers I'infini. En examinant la limite en x = +oo, il vient que le degré de P, est le méme que
celui de P, a partir d’un certain rang, ce qui prouve que le degré de la suite (P,),>o stationne a
partir d’un certain rang. Notant d la valeur de ce degré, on peut ainsi écrire la suite (P,),>o sous la
forme P, (x) = ag+ajx+---+d} x4. Les coefficients dépendent de n, mais il est facile de voir que
chacun d’entre eux converge, par exemple ag converge car vaut P,(0), puis a| converge comme
égal a lim,_.; w, etc. La convergence des coefficients implique la convergence simple,
donc on identifie f avec la limite ay +a’x+--- +ay x4, fonction polynomiale.

Exercice 6. x On considére la suite de fonctions (f,,) définie par
fu:[0,3] =R, x> cos"x sinx.

1. Montrer que (f,,) converge uniformément vers la fonction nulle sur [0, J].

2. On considere la suite de fonctions (g,) définie par g, = (n+ 1) f,. Montrer que sur tout
intervalle de la forme [, 5] avec 8 > 0, (g,) converge uniformément vers la fonction nulle,

mais que pourtant, la suite ( f;? g,(x)dx) ne tend pas vers 0.

Eléments de correction. 1. La convergence simple est claire, on étudie la norme uniforme de

X . . . 1 . 1 N
fu ¢ la norme uniforme est atteinte pour x = atan 75 ©t est majorée par —- d’ou la convergence
uniforme. T
2. Lamajoration cosx < cosd < 1 permet de conclure simplement. Le calcul de I'intégrale [;? g, (x) dx
est explicite : la valeur est 1.



Exercice 7. On classe les rationnels de I’intervalle [0, 1] sous la forme d’une suite (r,),cn et on
construit la suite f, de fonctions de [0, 1] dans R par

fn(x)_{ 1 sixe{ro,r1,..-,rn},

“ 1 0 sinon.

Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (f,) sur [0, 1].

Eléments de correction. Soit x € [0,1] fixé. Si x est rationnel, alors f,(x) vaut 1 2 partir d’un
certain rang ; sinon f,(x) vaut toujours 0. Ainsi f, converge simplement sur [0, 1] vers la fonction
f indicatrice des rationnels. La convergence n’est pas uniforme car pour tout 7, la norme uniforme
de f, — f vaut 1.

Exercice 8. x** Montrer que tout fonction continue sur un intervalle borné [a,b] de R est limite
uniforme d’une suite de fonctions en escaliers. Méme question avec en remplacant “fonction en
escaliers” par “fonction affine par morceaux”.

Eléments de correction. Soit f une fonction continue par morceaux sur [a,b]. Pour n € N fixé,
on subdivise [a,b] a I’aide des points x! = a +i @ (i=0,...,n). On définit alors la fonction
f» comme la fonction en escaliers valant f(x}) sur I'intervalle [x?,x7 ], pour i =0,1,...,n—1.
Montrons que ( f;,),>0 converge uniformément vers f sur [a, b].

Fixons € > 0. La fonction f est continue, donc uniformément continue sur [a,b|. Ainsi, il existe
n > 0 tel que

Vx,y € [a,b] |x—y[ <n=|[f(x) - f(y)| <e.
Etudions maintenant la différence f, — f sur chaque intervalle [x!,x}, ;] : pour x dans cet intervalle,
Ix—xf| < é —a)n < pour n assez grand, d’out | f(x) — f(x]')| <&, or f(x!) = fu(x). Lestimation
précédente étant valable pour tout i, on a || f — f,||~ < €, d’ou la convergence uniforme.
Le cas “affine par morceaux” est identique.




