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Exercice 1. xx Etudier les séries de terme général :
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Eléments de correction.
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terme général d’une série divergente.
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terme général d’une série de Riemann convergente.

1 1
Wy = exp <nln <n>> — 1,

donc Y ,,~ow;, est une série grossicrement divergente.

4. La suite (x,)n>0 est positive et équivalente a % donc la série ), x, est divergente.

5. D’apres la régle de d’ Alembert, )~ y, converge :
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6. La série est a termes positifs : elle converge d’apres I’équivalent
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7. La série est a termes positifs : elle converge d’apres I’équivalent
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8. La série n’est pas a termes positifs : on étudie la convergence absolue de la série :
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terme général d’une série de Riemann convergente. Donc Y ,,~( b, converge.

9. Le signe de cost sur [nm, (n+ 1)7] varie suivant les valeurs de n. On étudie donc la conver-
gence absolue :
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terme général d’une série géométrique convergente : )., ¢, est absolument convergente.
10. La série n’est pas a termes positifs. Un équivalent ne suffit pas ; on utilise un D.L. :

dnzi(_\/lﬁ)n—;ﬁo(’:%).
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Or % est le terme général d’une série alternée convergente,

la série harmonique, divergente. Enfin, la série de terme général ;- est absolument conver-
n2
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est le terme général de

gente. En somme, ) ,,~(d, diverge.

Exercice 2. % En utilisant les séries de Bertrand, déterminer la nature des séries suivantes :

Z; et Zsin(L)
4= (n?++/n)Inn = nin’n)’

Eléments de correction. La premiere série est a termes positifs équivalents a m, terme général

d’une série de Bertrand convergente. De méme pour la seconde, avec 1’équivalent prm.

Exercice 3. %% Soit o € R™. On pose, pour n > 1,

n
1
U, = —_—.
" ,§1<n2+k)“

Etudier la nature de la série Y~ ;.

Eléments de correction. La suite (un)n>0 est positive, et, utilisant 0 < k < n, on a I’encadrement

n - 1
(n2+n>a7“"—n2a—1'

De la majoration, on déduit la convergence de la série ) ,~ou, pour & > 1; de la minoration la
divergence pour o < 1.

Exercice 4. xx Etudier selon (o, B) réels, la nature de la série de terme général :

. (n*+no+B
U, = sin (—n)
n



Eléments de correction. On a u, = (—1)"sin(ow + Br/n). Ainsi, si o # 0, la série ¥~ u, est
grossierement divergente. Si o = 0, la série n’est pas a termes positifs (un équivalent ne suffit
pas !), on écrit le D.L. (on écarte le cas B = 0, grossierement divergent) :

T 1
ty = (—1)" 7+o(f>.
n ( ) Bl’l n3
Ainsi, }',~u, est convergente, car u, est somme du terme général de série alternée convergente,
et de celui d’une série de Riemann absolument convergente.

Exercice 5. %% Nature et somme des séries suivantes :

n? 4 3n n? 42" (n+1)
LY —; 2.) — 321[ n+2)]

n>0 n>0 n: n>1

Eléments de correction.

1. La série est & termes positifs, et (n%u,) est bornée, donc converge. Pour le calcul de la somme,
la méthode classique anticipe un peu sur le chapitre des séries entieres. Une alternative consiste
a utiliser — comme pour 1’équivalent continu du calcul de [P(x)e ™ ol P est un polyndme —
une intégration par parties discrete, alias transformation d’Abel. On peut utiliser, de manicre
équivalente ici, le calcul de séries produits :

oo 2 oo n oo
Yo =y [ Rt = Y12
n=0 n=0 "k=0 n=0
Et, par suite,
[i 27,,}3 _ i (n+ 1)(n+2)27n
n=0 n=0 2
Il suffit enfin de remarquer que n> +3n = (n+ 1)(n+2) — 2 pour conclure a

y " +3"—2[22 } aY o=

n=0

2. La convergence est une conséquence de la regle de d’ Alembert car le quotient de deux termes
consécutifs tend vers 0 < 1 (noter que la série est a termes strictement positifs !). Pour le calcul de
la somme, on écrit
n?+2"  a(n—1)+n+2" 1 . 1 +2”
n! n! S (n=2)! (n—1)!  n!’

Comme les trois séries sont convergentes, on a
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n—|—2” i 1 = o

n=0
1)? 1
3. La fraction dans le logarithme se simplifie en (n+1) =1+ ,
n(n+2) n(n+2)
ce qui prouve que la série est a termes positifs ; I’équivalent du terme général a nlz montre la

convergence. Pour le calcul de la somme, on considere la somme partielle d’ordre 7 :

i [k“))}_zf (k+1)— Zlnk Zlnk+2 1n2+1n(”:[;)_>1n2.

k=1 n

n 2
Dou ¥ In [ &) = 1n2.

Exercice 6. % Soit o0 un réel tel que o € 0, 1[. La série : Y, nla est alors divergente.



1. Montrer que

Vk € N* ! ! 1d !
S —— < —dr < —.
(k+1)* —/k 1% = ko
2. En déduire que :
(n+1)t-@ 1 1 n'~—¢ 1
<V <1 -
(1-a) l—oc_k;k“_ l-a 1-o

3. En déduire un équivalent de )}, kia quand n tend vers I’infini.

4. Montrer que

n

Z%wlnn.

k=1

Eléments de correction. 1. C’est une conséquence directe de k <t < k+ 1 et de la décroissante
de la fonction x +— x~ %,

2. On somme chaque inégalité de la question 1 et on calcule les intégrales explicitement.

}’ll o

3. Le théoreme des gendarmes conduit a I’équivalent ) ;_, ki“ ~ T
4. La méthode s’applique dans le cas oo = 1, I'intégrale faisant apparaitre un logarithme.

Exercice 7. %x On considere la série de terme général u, = atan — .
n

1. Montrer que la série } > u, converge.
2
2. Montrer I’identité 2= tan (atan (n+ 1) —atan (n — 1)).

3. Calculer la somme de la sé€rie Y~ uy,.

Eléments de correction.

1. La série est & termes positifs et u, ~ 2/n?, terme général d’une série de Riemann convergente.
s 4 : __ tana—tanb

2.Cest une conséquence dlrec'te de la formule tan(a — b) = {Fi—*00.

3. On considere la somme partielle d’ordre 7 :

< 3n
Z [atan (k+1) —atan(k—l)]:atan(n—|—1)+atann—atan(1)—atan0—>Z.
k=0

Exercice 8. %*%%
6

1. Décomposer en éléments simples la fraction nnt )@t 1)

1
2.8 la séri ‘
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2. D’apres la formule 124224 4n?= %, la série est convergente (car a termes posi-
tifs, équivalents a 2n3 ). La question précédente permet d’écrire la somme partielle d’ordre n :

Eléments de correction. 1. On a

ntl 6 U | 1
S,1_6Z +6Zf— 422k+1_6++1+24<2(2k_2k+1)> 8,
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Une autre méthode consiste a utiliser une série entiere.

Exercice 9. x Montrer que la série de teme général :

9
(Bn+1)(3n+4)

U, =

converge et calculer sa somme (n € N).

Eléments de correction. La convergence est assurée par la positivité de u, et 1’équivalent u,, ~ n%

En décomposant u,, en éléments simples, on a u,, =
télescopique :

3 3 i - : .
S0 — 3.04 S1 bien que la somme partielle est

S*’Zl ERE =3 5 —3
" E\3k+1 3k+4) T 3n+4

Exercice 10. % On considere ).~ u, une série convergente de somme S. Pour n > ng, on pose :

+oo N
Rn = Z Up = lim Z Ug.
N—-+4oo
k=n+1 k=n+1

Majorer le reste d’ordre n de la série de terme général u, = n%
Eléments de correction. La série de terme général n~* est une série de Riemann convergente.

Avec les outils de I’exercice 6, on montre facilement que R, < #

Exercice 11. %%

1. On suppose que ), a, est une s€rie convergente a termes positifs. Montrer que ces trois
séries sont également convergentes :

@Y - ) Z*ﬁ (© ¥ a2

9
nZlan—l—l n

(on pourra utiliser I’inégalité de Cauchy-Schwartz).

2. On suppose maintenant que ), @, est une série divergente a termes positifs. Montrer alors
que les séries suivantes divergent :

(@) ¥~ et (b) ¥ Van

n>1 ap+1 n>1

Distinguer les cas a,, — 0 et a, /4 0.
Que dire des séries suivantes ?



dp

Eléments de correction. 1. (a) La majoration suivante conclut : 1 <
ap

(b) D’apres I’inégalité de Cauchy-Schwartz,

D=
D=

n n 1

5=y < (ya) (L4

k=1 k=1
Ainsi S, est majorée, car les séries de terme général a,, et n]7 sont convergentes. Comme (S, ),>0
est croissante, elle converge, d’ou la convergence de la série (b).
(c) Puisque },~¢a, converge, alors la suite (a,),>0 tend vers 0, si bien qu’a partir d’un certain
rang, on a la majoration : a> < a,, d’oli la convergence.

. . . . a a . ,

2. ('a) Si (ay)n>0 est majorée par M, alors la mlnorathn o W %7 conclut. Si (a,),>0 n’est pas
majorée, alors la série de terme général a“jr [ est grossierement divergente.
n
(b) Si (an)n>0 ne tend pas vers 0, alors ¥~ /a, diverge grossiérement. Sinon, la minoration

va, > a, (a partir d’un certain rang) permet de conclure.

2
(c) On ne peut pas conclure, comme le montrent les exemples a, = ﬁ et a, =n"3 (L,>0 a

diverge pour la premiere, converge pour la seconde).

< — montre la convergence.

(d) La majoration 4 <
1 n?

+n2a,



