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Informations générales

» Monitorat (romain.meaux@ecl21.ec-lyon.fr)

v

Cours : pré-requis a regarder avant.

» TD : a préparer! Utilisation des ordinateurs portables (Matlab).
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Un tutoriel Matlab succinct est disponible (et a apprendre par cceur)
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Informations générales

» Monitorat (romain.meaux@ecl21.ec-lyon.fr)

v

Cours : pré-requis a regarder avant.

» TD : a préparer! Utilisation des ordinateurs portables (Matlab).

v

Un tutoriel Matlab succinct est disponible (et a apprendre par cceur)

v

Contrble des connaissances :

» Savoir-faire 25% : mini-test (1H lors du TD4) a confirmer
Autorisés : documents cours/TD, programmes matlab.
» Savoir 75% : examen terminal (1H30).

Autorisé : un A4 recto-verso manuscrit.
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Introduction
L'analyse numérique, c’est quoi ? ¢a sert a quoi?
» Contexte

> Pas de solutions explicites en général.

» Besoin de calcul approché.

» Analyse numérique

» Mise au point de méthodes numériques.
> Preuve de convergence. Limitations des méthodes.
» Quantification de la vitesse de convergence.

» Tests par simulations numériques

» Calcul scientifique

» Programmation sur problémes réels.

» Optimisation, parallélisation, etc.
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Introduction

Exemples de vitesses de convergence

| Méthode numérique = suite (ux).

» Convergence
uy — u.
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Introduction

Exemples de vitesses de convergence

| Méthode numérique = suite (ux).

» Convergence
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» Convergence polynomiale
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Introduction

Exemples de vitesses de convergence

| Méthode numérique = suite (ux).

» Convergence
uy — u.

» Convergence polynomiale
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Introduction

Exemples de vitesses de convergence

| Méthode numérique = suite (ux).

» Convergence
uy — u.

» Convergence polynomiale

3C >0, dp > 0, Vk, |uk7u|<k—i ie. Injux—ul <InC—plnk.

» Convergence géométrique

3C >0, 3pe[0,1], Vk, |ux—ul < Cp* ie Injux—u[<InC+klnp.

» Convergence quadratique
3C>0, 3pe0,1], Yk, |uk—ul < Cp* ie. Inju—ul <InC+2%Inp.

@) CENTRALELYON



Plan du cours

>

>

v

v

v

v

Cours 1.

Cours 2.

Cours 3.

Cours 4.

Cours 5.

Cours 6.

Systémes linéaires et calcul de valeurs propres

Interpolation et intégration numérique

Optimisation numérique

Approximation numérique des équations différentielles

Discrétisation des EDP : I'équation de Laplace

Discrétisation des EDP : I'équation de transport
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Un consell

« On ne peut pas faire de physique sans un bon niveau en
mathématiques. Mais c'est vrai quelle que soit la science. Je vais méme
étre caricatural : si vous voulez trouver du travail facilement, faites des

maths. »
Alain Aspect
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COURS 1

Systémes linéaires

Calcul de valeurs propres
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Analyse numérique matricielle

Le modéle de Léontiev en comptabilité nationale (version production)

» d branches : B; produit P;.
> 1 bien P; nécessite a; biens P,

» B, produit une quantité g;.
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Analyse numérique matricielle

Le modéle de Léontiev en comptabilité nationale (version production)

» d branches : B; produit P;.

> 1 bien P; nécessite a; biens P,

» B, produit une quantité g;.

Bilan pour la branche B; :

d
gi — Za;jqj = (Mgq); avec M=1-A.

Jj=1

"";"\5‘_ ECOLE
@) CENTRALELYON



Analyse numérique matricielle

Le modéle de Léontiev en comptabilité nationale (version production)

» d branches : B; produit P;.
> 1 bien P; nécessite a; biens P,

» B, produit une quantité g;.

Bilan pour la branche B; :

d
gi — Za;jqj = (Mgq); avec M=1-A.

Jj=1
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Mgq = 6.
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Analyse numérique matricielle

Le modéle de Léontiev en comptabilité nationale (version production)

» d branches : B; produit P;.

> 1 bien P; nécessite a; biens P,

» B, produit une quantité g;.
Bilan pour la branche B; :
d
gi — Za;jqj = (Mgq); avec M=1-A.
j=1

Equilibre offre-demande :
Mgq = 6.

Question : quelle influence de la demande sur les quantités produites ?

— systéme linéaire Mq = 6.
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Analyse numérique matricielle

Le modéle de Léontiev en comptabilité nationale (version bénéfice)

e ECOLE
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d branches : B; produit P;.

1 bien P; nécessite

» aj; biens P;,

» ¢; travailleurs au salaire w.
B; vend au prix ;.

salaire fonction linéaire des prix :
w = Z CjT;j.



Analyse numérique matricielle

Le modéle de Léontiev en comptabilité nationale (version bénéfice)
» d branches : B; produit P;.
> 1 bien P; nécessite

» aj; biens P;,

» /; travailleurs au salaire w.

» B; vend au prix ;.

» salaire fonction linéaire des prix :

w = Z CjT;j.
Colit de production de la branche B; :
d d
Z ajim; + biw = Z(aj,- + E,—cj)wj = (Nﬂ'),‘ avec N = AT —+ éCT.
j=1 j=1
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> 1 bien P; nécessite
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Analyse numérique matricielle

Le modéle de Léontiev en comptabilité nationale (version bénéfice)
» d branches : B; produit P;.
» 1 bien P; nécessite

» aj; biens P;,

» /; travailleurs au salaire w.

» B; vend au prix ;.

» salaire fonction linéaire des prix :

w = Z CjT;j.
Colit de production de la branche B; :
d d
Z ajim; + biw = Z(aj,- + E,—cj)wj = (Nﬂ'),‘ avec N = AT —+ €CT.
j=1 j=1
Profit relatif de la branche B; : 77 = w
(Nm)i

Question : profit équilibré parmi les branches ?
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Analyse numérique matricielle

Le modéle de Léontiev en comptabilité nationale (version bénéfice)
» d branches : B; produit P;.
> 1 bien P; nécessite

» aj; biens P;,

» /; travailleurs au salaire w.

» B; vend au prix ;.

» salaire fonction linéaire des prix :

w = Z CjT;j.
Colit de production de la branche B; :
d d
Z ajim; + biw = Z(aj,- + E,—cj)wj = (Nﬂ'),‘ avec N = AT —+ €CT.
j=1 j=1
i — (N7);

Profit relatif de la branche B; : 77 = (Nm);

Question : profit équilibré parmi les branches ?

. 1
— Probléme aux valeurs propres N7 =

-4 ) T
8 CENTRALELYON LT




Analyse numérique matricielle

Résolution de systémes linéaires
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Résolution de systémes linéaires

» En théorie. .. Soit A est inversible. 3Ix t.q. Ax = b. Ona x = A" 1h.
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Analyse numérique matricielle

Résolution de systémes linéaires
» En théorie. .. Soit A est inversible. 3Ix t.q. Ax = b. Ona x = A" 1h.
» En pratique. ..
H dxd _ 1 .
> Soit H € R t.q. Hj = - ‘ [hilbert.m]

Rq. H est inversible et H™* € Z9*? (formule explicite).
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Analyse numérique matricielle

Résolution de systémes linéaires
» En théorie. .. Soit A est inversible. 3Ix t.q. Ax = b. Ona x = A" 1h.
» En pratique. ..
> Soit H € R¥*? t.q. Hj = I-H%l ‘\ [hilbert.m]

Rq. H est inversible et H™* € Z9*? (formule explicite).

— comment expliquer le phénoméne ?
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Analyse numérique matricielle

Résolution de systémes linéaires

» En théorie. .. Soit A est inversible. 3Ix t.q. Ax = b. Ona x = A" 1h.

» En pratique. ..

> Soit H € R¥*? t.q. Hj = 1 ‘\ [hilbert.m]

Rq. H est inversible et H™* € Z9*? (formule explicite).
— comment expliquer le phénoméne ?

» Formules de Cramer :

= det(A;)
" det(A)’

avec A[ = (Cl‘ e ‘C,'_1|b|C,'+1| . ‘Cd)
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Analyse numérique matricielle

Résolution de systémes linéaires

» En théorie. .. Soit A est inversible. 3Ix t.q. Ax = b. Ona x = A" 1h.

» En pratique. ..

> Soit H € R¥*? t.q. Hj = 1 4\ [hilbert.m]

Rq. H est inversible et H™* € Z9*? (formule explicite).
— comment expliquer le phénoméne ?

» Formules de Cramer :

- det(A;)

Xj = det(A) , avec A = (Cl‘ ce ‘C,'_1|b|C,'+1|...‘Cd).

Codt si les det sont calculés par dvpt P/ lignes : >~ (d + 1)!.
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Analyse numérique matricielle

Résolution de systémes linéaires

» En théorie. .. Soit A est inversible. 3Ix t.q. Ax = b. Ona x = A" 1h.

» En pratique. ..

> Soit H € R¥*? t.q. Hj = 1 ‘\ [hilbert.m]

Rq. H est inversible et H™* € Z9*? (formule explicite).
— comment expliquer le phénoméne ?

» Formules de Cramer :

det(A;)
Xj = R
det(A)

avec A; = (Cl‘ e ‘C,',1|b|C,'+1| . ‘Cd)
Codt si les det sont calculés par dvpt P/ lignes : >~ (d + 1)!.

— quels algorithmes ? quelles performances?
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Analyse numérique matricielle

Conditionnement des systémes linéaires

Question : comment quantifier la propagation des erreurs?
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Analyse numérique matricielle

Conditionnement des systémes linéaires
Question : comment quantifier la propagation des erreurs?
Proposition. Soient A € RY*“ inversible, b, b € RY.
On note x € RY et x + dx € R les solutions de
Ax = b, A(x + 0x) = b+ db.
Alors

Jox|) _

Il

avec cond(A) = [ Al[| x [[[A~*]]l.

o]

ond(A) K
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Analyse numérique matricielle

Conditionnement des systémes linéaires
Question : comment quantifier la propagation des erreurs?
Proposition. Soient A € RY*“ inversible, b, b € RY.
On note x € RY et x + dx € R les solutions de
Ax = b, A(x + 0x) = b+ db.
Alors

Jox|) _

Il

avec cond(A) = [ Al[| x [[[A~*]]l.

o]

ond(A) K

» ||| A||| est la norme subordonnée a ||x]|.
» cond(A) mesure la propagation des erreurs relatives.

» Si ||| =1 "lp on note cond,.
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Analyse numérique matricielle

Conditionnement des systémes linéaires
Question : comment quantifier la propagation des erreurs?
Proposition. Soient A € R*? inversible, b, 6b € RY.
On note x € RY et x + dx € R les solutions de
Ax = b, A(x 4 dx) = b+ db.
Alors s
lox|) _

Ix[l"

avec cond(A) = [|A]| x [ A7l

o]

ond(A) K

Preuve. Par différence A(6x) = db d'oir [|ox]|| < [|A7H|| x ||6b].

1 A
Par ailleurs b = Ax dou [[b]] < [JAl] || soit - < H.
X

D'ou le résultat par produit.
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Analyse numérique matricielle

Conditionnement des systémes linéaires
Proposition. Soit A € RY*¢ inversible.

» V|| |, cond(A)=>1.

» Si A est symétrique,
condz(A) =

> Si A est orthogonale, condz(A) = 1.
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Analyse numérique matricielle

Conditionnement des systémes linéaires

Proposition. Soit A € R?*? inversible.
» V|| |, cond(A)=>1.
» Si A est symétrique,

Amax(A)

condz(A) = Noin(A)

> Si A est orthogonale, condz(A) = 1.

Rmg. Si cond(A) est « grand », on dit que A est mal conditionnée.
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Analyse numérique matricielle

Conditionnement des systémes linéaires

Proposition. Soit A € R?*? inversible.
> V|||, cond(A)>1.

» Si A est symétrique,

condz(A) = i\:%((ﬁ))

> Si A est orthogonale, condz(A) = 1.

Rmg. Si cond(A) est « grand », on dit que A est mal conditionnée.

d 3 5 10 20

cond>(H) | 524 | 4.8 x 10° | 1.6 x 10" | 2.5 x 10'®

Table — Conditionnement de la matrice de Hilbert.
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Analyse numérique matricielle
L'algorithme du pivot de Gauss

» Principe.
» éliminer les inconnues successivement.

» on aboutit & un systéme triangulaire.
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Analyse numérique matricielle
L'algorithme du pivot de Gauss

» Principe.
» é&liminer les inconnues successivement.

» on aboutit & un systéme triangulaire.

» Description.
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Analyse numérique matricielle
L'algorithme du pivot de Gauss

» Principe.

» éliminer les inconnues successivement.

> on aboutit a un systéme triangulaire.

» Description.

Initialisation
a1 d12 ... aid
a az2 . az.d
ad,1  ad2 ... add

@) CENTRALELYON
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Analyse numérique matricielle
L'algorithme du pivot de Gauss
» Principe.
> éliminer les inconnues successivement.
> on aboutit a un systéme triangulaire.

» Description.

Initialisation
0 0 0 0
3[1,1 3[1,2 e 3[1,]d b[1]
0 0 0 0
3[2,]1 3[2,2 e 3[2,]d bL ]
0 0 0 0
alh Al . alk by
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Analyse numérique matricielle
L'algorithme du pivot de Gauss

» Principe.
» éliminer les inconnues successivement.

> on aboutit a un systéme triangulaire.

» Description.

Etape 1.1 : si 3[1({]1 =0, on permute t.q. aE]l #0.

0 0 0 0
aly alh ... &Y bl
0 0 0 0
A9 B
0 0 0 0
a[m a[,ylz ... 3[1,4 bL]
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Analyse numérique matricielle

L'algorithme du pivot de Gauss

» Principe.

» éliminer les inconnues successivement.

> on aboutit a un systéme triangulaire.

» Description.

Etape 1.2 : 5[10’]1

@) CENTRALELYON

#0; on effectue avec ry = 2t
9

0]
i
[0

a[2,]1

=[0]
41

[0
&%
[0
Sy

=[0]
4.2

[0
&
[0
=

=[0]
Ad.d

B

BL

B



Analyse numérique matricielle

L'algorithme du pivot de Gauss

» Principe.

» éliminer les inconnues successivement.

> on aboutit a un systéme triangulaire.

» Description.

Etape 1.2 : 5[10’]1
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#0; on effectue avec ry = 2t
9

a

[0 =[0]

11 912
[1]

0 a5
I

0 3y,

[0

'y
1

2y

1
d,d

B
bl

bl



Analyse numérique matricielle
L'algorithme du pivot de Gauss
» Principe.
» éliminer les inconnues successivement.

> on aboutit a un systéme triangulaire.

» Description.

Etape 2 : On recommence avec la sous-matrice !

~[0 ~[0 ~[0 [0
ER S B
1 1 1
0 ayh, ... ah, bl
0
1 1 1
0 aLL Ay by
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Analyse numérique matricielle
L'algorithme du pivot de Gauss

» Principe.
» éliminer les inconnues successivement.

» on aboutit & un systéme triangulaire.

» Synthése.

> Aprés d — 1 étapes, on est ramené a Uy = € avec U tri. sup.

» Uy = C est résolu par « remontée ».
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Analyse numérique matricielle
L'algorithme du pivot de Gauss
» Principe.
» éliminer les inconnues successivement.

» on aboutit & un systéme triangulaire.

» Synthése.

> Aprés d — 1 étapes, on est ramené a Uy = € avec U tri. sup.

» Uy = C est résolu par « remontée ».

» Coit de calcul.

> |'étape k affecte (d — k)? coefficients de la matrice.

d—1
> Coiit total ~ » (d — k)* = O(d?).

k=1

P L es opérations sur le second membre et la remontée sont négligeables.
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Analyse numérique matricielle

La décomposition LU

» Interprétation matricielle des opérations élémentaires

» Permutation |L; <> Ly | <= |A— PA

» Transvection | Ly < Ly — rLj | <= | A+ TA| (pourk > i)

1 1
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Analyse numérique matricielle

La décomposition LU

» Interprétation matricielle des opérations élémentaires

» Permutation |L; <> Ly | <= |A— PA

» Transvection | Ly < Ly —rL;i | <— |A— TA (pour k > i)

1 1

1

» Ecriture matricielle de I'algorithme de Gauss

‘A>—>M1><M2><"-><MqA:U avec les M, de type P ou T.
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Analyse numérique matricielle

La décomposition LU

» Interprétation matricielle des opérations élémentaires

» Permutation |L; <> Ly | <= |A— PA

» Transvection | Ly < Ly —rL;i | <— |A— TA (pour k > i)

1 1

1

» Ecriture matricielle de I'algorithme de Gauss

‘A>—>M1><M2><"-><MqA:U avec les M, de type P ou T.
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Analyse numérique matricielle

La décomposition LU

» Interprétation matricielle des opérations élémentaires

» Permutation |L; <> Ly | <= |A— PA

» Transvection | Ly < Ly —rL;i | <— |A— TA (pour k > i)

1 1

1 1

» Ecriture matricielle de I'algorithme de Gauss

A= Ny x Ny x---x Ng x U| avecles N, de type P ou T!
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Analyse numérique matricielle

La décomposition LU

» Interprétation matricielle des opérations élémentaires

» Permutation |L; <> Ly | <= |A— PA

» Transvection | Ly < Ly —rL;i | <— |A— TA (pour k > i)

» Ecriture matricielle de I'algorithme de Gauss

A:N1><N2><--~><Nq><U‘ avec les N, de type P ou T'!

» Si aucune permutation, les N, sont tri. inf.
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Analyse numérique matricielle

La décomposition LU

» Interprétation matricielle des opérations élémentaires

» Permutation |L; <> Ly | <= |A— PA

» Transvection | Ly < Ly —rL;i | <— |A— TA (pour k > i)

» Ecriture matricielle de I'algorithme de Gauss

A:N1><N2><-~~><Nq><U‘ avec les N, de type P ou T'!

» Si aucune permutation, les N, sont tri. inf.

» Dans ce cas,

A= LU avec L tri. inf. et U tri. sup.
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Analyse numérique matricielle

La décomposition LU

» Interprétation matricielle des opérations élémentaires

» Permutation |L; <> Ly | <= |A— PA

» Transvection | Ly < Ly — rLj | <= | A+ TA| (pourk > i)

» Ecriture matricielle de I'algorithme de Gauss

A:N1><N2><-~~><Nq><U‘ avec les N, de type P ou T'!

» Si aucune permutation, les N, sont tri. inf.

» Dans ce cas,
A= LU avec L tri. inf. et U tri. sup.

» Comment caractériser ce cas?
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Analyse numérique matricielle

La décomposition LU

Définition. Soit A € R?*?. On appelle mineur fondamental de taille k < d
le déterminant
Ay = det [(Aij)lsamk]

Théoréme. Soit A € R9*? telle que
Vk <d, Ag#O.
Alors 3I(L, U) t.q.
» [ tri. inf. avec diagonale unité.

» U tri. sup.

> A=1LU.
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Analyse numérique matricielle

La décomposition LU

Intérét algorithmique de la décomposition LU.
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Analyse numérique matricielle

La décomposition LU

Intérét algorithmique de la décomposition LU.

» On doit résoudre Ax, = b, pour de nombreux p =1,...

» 1fois : A= LU.
» P fois : Ly, = by, et Uxp = yp.
» Coiit total : O(d? + Pd?).
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Analyse numérique matricielle

La décomposition LU

Intérét algorithmique de la décomposition LU.

» On doit résoudre Ax, = b, pour de nombreux p =1,...

» 1fois : A= LU.
» P fois : Ly, = by, et Uxp = yp.
» Coiit total : O(d? + Pd?).

» Mieux que P fois Gauss.
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Analyse numérique matricielle

La décomposition LU
Intérét algorithmique de la décomposition LU.

» On doit résoudre Ax, = b, pour de nombreux p=1,...,P.

> 1fois : A= LU.
» P fois : Ly, = by, et Uxp = yp.
> Codt total : O(d> + Pd?).

» Mieux que P fois Gauss.

» Vraiment utile seulement lorsque les b, sont connus seulement
successivement. . .
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Analyse numérique matricielle

La décomposition LU
Intérét algorithmique de la décomposition LU.

» On doit résoudre Ax, = b, pour de nombreux p=1,...,P.

» 1fois : A= LU.
» P fois : Ly, = by, et Uxp = yp.
» Coiit total : O(d? + Pd?).

» Mieux que P fois Gauss.

» Vraiment utile seulement lorsque les b, sont connus seulement
successivement. . .

Extensions, optimisations
> Si A est symétrique, définie positive, A= BB avec B tri.inf.

» Si A a une structure particuliére, les calculs peuvent étre simplifiés.
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Analyse numérique matricielle

La décomposition LU
Intérét algorithmique de la décomposition LU.

» On doit résoudre Ax, = b, pour de nombreux p=1,...,P.

> 1fois : A= LU.
» P fois : Ly, = by, et Uxp = yp.
> Codt total : O(d> + Pd?).

» Mieux que P fois Gauss.

» Vraiment utile seulement lorsque les b, sont connus seulement
successivement. . .

Extensions, optimisations
> Si A est symétrique, définie positive, A= BB avec B tri.inf.

» Si A a une structure particuliére, les calculs peuvent étre simplifiés.
‘\ Méthode utilisée par matlab? Voir help \
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Analyse numérique matricielle

La décomposition LU

» Un systeme linéaire. . .

axi+ x2 + ... ... + Xqg =
X1 + axe =1
X1 + X3 =
X1 +axg=1
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Analyse numérique matricielle

La décomposition LU

» Un systeme linéaire. . .

axi+ x2 + ... ... + Xqg =
X1 + axz =1
X1 + ax3 =1
X1 +axg=1

@) CENTRALELYON

ayd + Yd-1
Yd + ayd—1
Yd

Yd

Jr

+ ayq4-—2
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Analyse numérique matricielle

La décomposition LU

» Un systeme linéaire. . .

ax1+ x2 + ... ... + x4 =1
x1 + axz =1
X1 + ax3 =1
X1 +axqg=1
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Analyse numérique matricielle

La décomposition LU

» Un systeme linéaire. . .

ax1+ x2 + ... ... + x4 =1
x1 + axz =1
X1 + ax3 =1
X1 +axqg=1
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+ ya =1
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Analyse numérique matricielle

La décomposition LU

» Un systeme linéaire. . .

axi+ x2 + ... ... + x4 =1
x1 + ax =1
X1 + ax3 =1
X1 +axg=1
» .. deux matrices. ..
al—1

AL = 1\
1

(0%
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Analyse numérique matricielle

La décomposition LU

» Un systéme linéaire... (a > d)

axi+ x2 + ... ... + x4 =1
X1 + axs =1
X1 + ax3 =1
X1 +axqg=1
» ... deux matrices. ..
al—1

A1: 1\
1 @

oyl + ya =1
Qayd—2 + yqg =1

ays—1+ ya =1

nn+ty2+ ... oo tayg=1

o 1

AzI \
1

1—1 «

» ... deux colts si on utilise LU! ‘\ [LUfleches.m]
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Analyse numérique matricielle

D’autres méthodes de résolution de systémes linéaires
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Analyse numérique matricielle

D’autres méthodes de résolution de systémes linéaires

> But : construire une suite (x(")) qui converge vers x t.q. Ax = b.
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Analyse numérique matricielle

D’autres méthodes de résolution de systémes linéaires
> But : construire une suite (x(")) qui converge vers x t.q. Ax = b.
> |dée : si A= M — N avec M inversible, alors

Ax = b <= x = M (Nx + b).
N—————
»(x)
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Analyse numérique matricielle

D’autres méthodes de résolution de systémes linéaires
> But : construire une suite (x(")) qui converge vers x t.q. Ax = b.
> |dée : si A= M — N avec M inversible, alors

Ax = b <= x = M ' (Nx + b)
N————
»(x)

Probléme de point fixe : soit x(%) € R?, on définit

X — (Y
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Analyse numérique matricielle

D’autres méthodes de résolution de systémes linéaires
> But : construire une suite (x(")) qui converge vers x t.q. Ax = b.
> |dée : si A= M — N avec M inversible, alors

Ax = b <= x = M ' (Nx + b)
N—————
»(x)

Probléme de point fixe : soit x(%) € R?, on définit

X — (Y

Théoréme. La suite (x!"”)) converge vers la solution de Ax = b pour b
quelconque ssi p(M 1N) < 1.
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Analyse numérique matricielle

D’autres méthodes de résolution de systémes linéaires

> But : construire une suite (x(")) qui converge vers x t.q. Ax = b.
> |dée : si A= M — N avec M inversible, alors
Ax = b <= x = M (Nx + b).
—_——
»(x)

Probléme de point fixe : soit x(%) € R?, on définit
K7D = (),
Théoréme. La suite (x!"”)) converge vers la solution de Ax = b pour b
quelconque ssi p(M~'N) < 1.
Preuve. On pose el = x — x(M : ™) = M~ N e donc
el = (M7IN)"e®.

Le cas oi M~ N est diagonalisable est clair.
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Analyse numérique matricielle

D’autres méthodes de résolution de systémes linéaires
> But : construire une suite (x(")) qui converge vers x t.q. Ax = b.
> |dée : si A= M — N avec M inversible, alors

Ax = b <= x = M (Nx + b).
N————
»(x)

Probléme de point fixe : soit x(%) € R?, on définit

X — (Y

Théoréme. La suite (x!"”)) converge vers la solution de Ax = b pour b
quelconque ssi p(M~'N) < 1.

Remarque. Si p(M™N) < 1 alors 3||| - ||| t.q. [[M™*N]||| < 1.

Rappel. p(M™*N) < ||M™*N||| pour toute norme subordonnée.
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Analyse numérique matricielle

D’autres méthodes de résolution de systémes linéaires

XM = MTH(NX) 4 b).

En pratique.
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Analyse numérique matricielle

D’autres méthodes de résolution de systémes linéaires

Y = p (N o+ b).
En pratique.

(n+1

> Systeme linéaire Mx(") = Nx(" + b a chaque itération.
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Analyse numérique matricielle

D’autres méthodes de résolution de systémes linéaires

Y = p (N o+ b).
En pratique.

(n+1

> Systeme linéaire Mx"%) = Nx(" + b a chaque itération.

> M doit étre « facile a inverser ».
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Analyse numérique matricielle

D’autres méthodes de résolution de systémes linéaires

Y = p (N o+ b).
En pratique.

(1) — Nx(" 4+ b a chaque itération.

» Systéme linéaire Mx
> M doit étre « facile a inverser ».

» Méthode de Jacobi

M = diagonale de A si non nulle!
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Analyse numérique matricielle

D’autres méthodes de résolution de systémes linéaires

Y = p (N o+ b).
En pratique.

n+1

> Systeme linéaire Mx(") = Nx(" + b a chaque itération.

> M doit étre « facile a inverser ».

» Méthode de Jacobi
M = diagonale de A si non nulle!

» Méthode de Gauss-Seidel

M = partie triangulaire inférieure de A si diagonale non nulle!
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Analyse numérique matricielle

D’autres méthodes de résolution de systémes linéaires

Y = p (N o+ b).
En pratique.

"1 = Nx™ + b a chaque itération.

> Systeme linéaire Mx!
> M doit étre « facile a inverser ».

» Méthode de Jacobi
M = diagonale de A si non nulle!

» Méthode de Gauss-Seidel

M = partie triangulaire inférieure de A si diagonale non nulle!

> Si p(M~'N) < 1, convergence en O (p(M~*N)").
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Analyse numérique matricielle

Recherche d'éléments propres

Problématique : Rechercher quelques vp de A, et les vp associés.
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Analyse numérique matricielle

Recherche d'éléments propres

Problématique : Rechercher quelques vp de A, et les vp associés.

A1
0

o L

» Constat. si A= ( )(\) ) avec A1 > Ao > 0, et x° = (
2

)
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Analyse numérique matricielle

Recherche d'éléments propres

Problématique : Rechercher quelques vp de A, et les vp associés.

A 0
0 X

o L

» Constat. si A= ( ) avec A1 > Ao > 0, et x° = (

)

A"Xowa)\;(é), sia#0.
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Analyse numérique matricielle

Recherche d'éléments propres

Problématique : Rechercher quelques vp de A, et les vp associés.

A 0
0 X

o L

» Constat. si A= ( ) avec A1 > Ao > 0, et x° = (

)

A"Xowa)\;(é), sia#0.
Ainsi, .

A"x

————— ~e; avec Ae; = \ep!

[[AnxO||
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Analyse numérique matricielle

Recherche d'éléments propres

Problématique : Rechercher quelques vp de A, et les vp associés.

A1

» Constat. siA:( 0 )(\) )avec/\1>)\2>0,etx0:<
2

)

o L

A"Xowa)\;(é), sia#0.
Ainsi,

A"xO

————— ~e; avec Ae; = \ep !

[[AnxO||

» Algorithme. Soit x° € R?, on construit

yn+1 _ AXn et n+1 _ .yn+1 )
lly"*|

@) CENTRALELYON
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Analyse numérique matricielle

La méthode de la puissance

Algorithme. Soit x° € R?, on construit

y" = Ax" et X" = Lﬂ .
[y
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Analyse numérique matricielle

La méthode de la puissance

Algorithme. Soit x° € R?, on construit

n+1

n+1 n n+1 y
y"t=Ax" et x = .
Lyl

Théoréme. Soit A de vp (complexes) [A1] < [d2] < -+ < [Ag—1]<|Ad]

Pour presque’ tout x° € R”, la suite (Ax"|x") converge vers \y. De plus, la

suite
(") = (%) x"

converge vers un vecteur propre associé a \g.
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Analyse numérique matricielle

La méthode de la puissance

Algorithme. Soit x° € R?, on construit

suite

I La condition est : la projection de x

yn+1 _ AX”

et

X

n+1

n+1
Yy

Ayl

o

1Al

Ad

Théoréme. Soit A de vp (complexes) [A1] < [d2] < -+ < [Ag—1]<|Ad]

Pour presque’ tout x° € R”, la suite (Ax"|x") converge vers \y. De plus, la

)=

converge vers un vecteur propre associé a \g.

n
n
) x

sur le sous-espace propre associé a Ay n'est pas 0.

Attention a I'hypothése [Ag_1| < |Ag| qui est nécessaire.
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COURS 2

Intégration numérique
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Intégration numérique

Modélisation : calcul d’un temps de parcours

Quel temps de descente

pour chaque toboggan ?

ECOLE
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Intégration numérique

Modélisation : calcul d’un temps de parcours

x(.t) 1

0
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Intégration numérique

Modélisation : calcul d’un temps de parcours

} » » x +— y(x) : forme du toboggan,

(=]
x
AR Yo

Gk ECOLE
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Intégration numérique

Modélisation : calcul d’un temps de parcours

}VX » x — y(x) : forme du toboggan,

o
x
RRY Yo

>t (x(t),y(x(t)) : position,
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Intégration numérique

Modélisation : calcul d’un temps de parcours

}VX » x — y(x) : forme du toboggan,

o
x
RRY Yo

>t (x(t),y(x(t)) : position,

» T : temps de descente,

ECOLE
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Intégration numérique

Modélisation : calcul d’un temps de parcours

0

x(.t) 1

—> » x +— y(x) : forme du toboggan,
>t (x(t),y(x(t)) : position,

» T : temps de descente,

) ) N X’(t) o 72
Vitesse : V(t) = [y’(x(t))x’(t)] , V()] = |x'(t)]\/1 + y2(x(t))
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Intégration numérique

Modélisation : calcul d’un temps de parcours

0

x(.t) 1

—> » x +— y(x) : forme du toboggan,
>t (x(t),y(x(t)) : position,

» T : temps de descente,

) ) _ X/(t) o 72
Vitesse : V(t) = [y’(x(t))x’(t)} , V()] = |x'(t)]\/1 + y2(x(t))

Energies : Ec(t) = %mx'(t‘)2 [1 +y'(x(t))2] , Ep(t) = —mgy(x(t)).
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Intégration numérique

Modélisation : calcul d’un temps de parcours

0

x(.t) 1

—> » x +— y(x) : forme du toboggan,
>t (x(t),y(x(t)) : position,

» T : temps de descente,

‘ . _ x'(t) — Iy 2
Vitesse : V(t) = [y’(x(t))x’(t)} , V()] = |x'(t)]\/1 + y2(x(t))
Energies : Ec(t) = %mx'(t‘)2 [1+ y'(x(t))z] , Ep(t) = —mgy(x(t)).

Bilanentre t =0ett =T : %m (x'(t))2 [1 —i—y'(x(t))z] — mgy(x(t)) =0.

= x'(t) = /28y (x(1))/ V1 + y'(x(1))>.
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Intégration numérique

Modélisation : calcul d’un temps de parcours

>t (x(t),y(x(t)) : position,

» T : temps de descente,

. ) _ X/(t) o 72
Vitesse : V(t) = [y’(x(t))x’(t)} , V()] = |x'(t)]\/1 + y2(x(t))

Energies : Ec(t) = mx '(t)? [1 +y'(x(t))2] , Ep(t) = —mgy(x(t)).

Bilanentre t =0ett =T : %m (x'(t))2 [1 —i—y'(x(t))z] — mgy(x(t)) =

t) = \/2gy(x(t))/\/1 +y'(x()).
/ dt_/ \/l—i—y
V2gy(x)

Temps de descente :

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Modélisation : calcul d’un temps de parcours

Problématique. La forme x — y(x) du toboggan étant donnée,

comment calculer le temps de descente T ?

\/72
L e
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Intégration numérique

Modélisation : calcul d’un temps de parcours

Problématique. La forme x — y(x) du toboggan étant donnée,

comment calculer le temps de descente T ?

\/72
L e

b
> Probléme général : calcul de/ f(x) dx.
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Intégration numérique

Modélisation : calcul d’un temps de parcours

Problématique. La forme x — y(x) du toboggan étant donnée,

comment calculer le temps de descente T ?

\/72
L e

b
> Probléme général : calcul de/ f(x) dx.

» Enjeux :
» Mise en place d'une méthode numérique,
» Etude de la précision,
» Analyse du temps de calcul,

» Quelle méthode pour quelle fonction f?
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Intégration numérique

Une premiére idée : la méthode des rectangles

xo=a Xi Xit1 xy=b
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Intégration numérique

Une premiére idée : la méthode des rectangles

xo=a Xi Xit1 xy=b
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Intégration numérique

Une premiére idée : la méthode des rectangles

xo=a Xi Xit1 xy=b

» Cas équidistant : xj11 — x; = h = bv’,
b N—1
/ Flx)dx~hS F(x)
a i=0

@) CENTRALELYON



Intégration numérique

Une premiére idée : la méthode des rectangles

xo=a Xi Xit1 xy=b

» (Cas équidistant : xj41 — x; = h = b;Na,
b N—1
/ Flx)dx~hS F(x)
a i=0

» Est-ce que |'approximation converge lorsque N — 400 ?
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Intégration numérique

Une premiére idée : la méthode des rectangles

xo=a Xi Xit1 xy=b

» Cas équidistant : xj11 — x; = h = b;Na,
b N—1
/ Flx)dx~hS F(x)
a i=0

» Est-ce que |'approximation converge lorsque N — 400 ?

» Si oui, avec quelle précision ?

@) CENTRALELYON



Intégration numérique

Convergence de la méthode des rectangles
» Cas équidistant (rappel : Nh = b — a)

N—1
In(F) = h Z f(xi).
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Intégration numérique

Convergence de la méthode des rectangles
» Cas équidistant (rappel : Nh = b — a)

/N(f) =h i f(X,').

> Si f est continue, Iy(f) est une somme de Riemann.

b
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Intégration numérique

Convergence de la méthode des rectangles
» Cas équidistant (rappel : Nh = b — a)
N—1
In(F)=h>_ f(x)-
i=0

> Si f est continue, Iy(f) est une somme de Riemann.

b
— In(F) ﬁ/ F(x) dx.

C’est lié a I'approximation uniforme des fonctions continues par des fonctions en escalier

/ a la continuité uniforme des fonctions continues sur un segment.
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Intégration numérique

Convergence de la méthode des rectangles
» Cas équidistant (rappel : Nh = b — a)

N—-1
In(F) = h Z £(x)-

> Si f est continue, Iy(f) est une somme de Riemann.

b
— In(F) ﬁ/ F(x) dx.

C’est lié a I'approximation uniforme des fonctions continues par des fonctions en escalier

/ a la continuité uniforme des fonctions continues sur un segment.

» Peut-on quantifier la précision de I'approximation 7
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Intégration numérique

Précision de la méthode des rectangles

I = /abf(x)dx,
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Intégration numérique

Précision de la méthode des rectangles

b N—1
| = / f(x)dx,  Iv=h>_f(a+ih).
a i=0
» Erreur :
N-1 Xit1
= Iy| = Z/ [f(x)ff(x,)] dx
=0 X

@) CENTRALELYON



Intégration numérique

Précision de la méthode des rectangles

b N—1
| = / f(x)dx,  Iv=h>_f(a+ih).
a i=0
» Erreur :
N=1 rxipa
= Iy = Z/ [76) — F()] .
=0 X

> Inégalité des accroissements finis : si f € ¢*([a, b]),

If(x) = f(xi)| < Mi|x — xi| avec Mi = sup |f'(t)].

te€(a,b]

@) CENTRALELYON



Intégration numérique

Précision de la méthode des rectangles

b N—1
/:/ Fx)dx,  In=hY f(atih).
a i=0
» Erreur :
N=1 rxipa
= Iy = Z/ [76) — F()] .
i—0 7 xi

> Inégalité des accroissements finis : si f € ¢*([a, b]),

If(x) = f(xi)| < Mi|x — xi| avec Mi = sup |f'(t)].
te€(a,b]

» Estimation d'erreur

[l —In| < Z/ f(x) — f(xi)]dx

@) CENTRALELYON



Intégration numérique

Précision de la méthode des rectangles

b N—1
| = / f(x)dx,  Iv=h>_f(a+ih).
a i=0
» Erreur :
N=1 rxipa
= Iy = Z/ [76) — F()] .
=0 X

> Inégalité des accroissements finis : si f € ¢*([a, b]),

If(x) = f(xi)| < Mi|x — xi| avec Mi = sup |f'(t)].

te€(a,b]

» Estimation d'erreur

N-1 Xj41
\I—IN\gl\/hZ/ |x — xi| dx
i=0 /%

@) CENTRALELYON



Intégration numérique

Précision de la méthode des rectangles

b N—1
| = / f(x)dx,  Iv=h>_f(a+ih).
a i=0
» Erreur :
N=1 rxipa
= Iy = Z/ [76) — F()] .
=0 X

> Inégalité des accroissements finis : si f € ¢*([a, b]),

If(x) = f(xi)| < Mi|x — xi| avec Mi = sup |f'(t)].
te€(a,b]
» Estimation d’erreur

N—-1

Xit+1
\I—IN|<M12/ (x = xi) dx

i=0 i

@) CENTRALELYON



Intégration numérique

Précision de la méthode des rectangles

b N—1
| = / f(x)dx,  Iv=h>_f(a+ih).
a i=0
» Erreur :
N=1 rxipa
= Iy = Z/ [76) — F()] .
=0 X

> Inégalité des accroissements finis : si f € ¢*([a, b]),

If(x) = f(xi)| < Mi|x — xi| avec Mi = sup |f'(t)].

te€(a,b]

» Estimation d'erreur

N—1

)27 %+
|I—IN\<M12[¥} dx

Xi

=
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Intégration numérique

Précision de la méthode des rectangles

b N—1
| = / f(x)dx,  Iv=h>_f(a+ih).
a i=0
» Erreur :
N=1 rxipa
= Iy = Z/ [76) — F()] .
=0 X

> Inégalité des accroissements finis : si f € ¢*([a, b]),

If(x) = f(xi)| < Mi|x — xi| avec Mi = sup |f'(t)].

te€(a,b]

» Estimation d'erreur
N—-1 o

h
=< My

i
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Intégration numérique

Précision de la méthode des rectangles

b N—1
/:/f@N& Iv="hYf(a+ih).
a i=0
» Erreur :
N=1 rxipa
= Iy = 2:/" [76) — F()] .
=0 X

> Inégalité des accroissements finis : si f € ¢*([a, b]),

If(x) = f(xi)| < Mi|x — xi| avec Mi = sup |f'(t)].

te€(a,b]

» Estimation d'erreur )
ufwgmm%
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Intégration numérique

Précision de la méthode des rectangles

b N—1
| = / f(x)dx,  Iv=h>_f(a+ih).
a i=0
» Erreur :
N=1 rxipa
= Iy = Z/ [76) — F()] .
=0 X

> Inégalité des accroissements finis : si f € ¢*([a, b]),

If(x) = f(xi)| < Mi|x — xi| avec Mi = sup |f'(t)].

te€(a,b]

» Estimation d'erreur
(b—2a)

|/f/,\,|<M1 5—h

@) CENTRALELYON



Intégration numérique

Précision de la méthode des rectangles

b N—1
/:/f@N& Iv="hYf(a+ih).
a i=0
» Erreur :
N=1 rxipa
= Iy = 2:/" [76) — F()] .
=0 X

> Inégalité des accroissements finis : si f € ¢*([a, b]),

If(x) = f(xi)| < Mi|x — xi| avec Mi = sup |f'(t)].

te€(a,b]

» Estimation d'erreur
Mi(b — a)?

— vl <
[l — In| < N

@) CENTRALELYON



Intégration numérique

Précision de la méthode des rectangles

Si f € €*([a, b]), alors, pour la méthode des rectangles,

(b=2) (o 1F(0)

I — Iy <
‘ ‘ = 2N te€(a,b]

@) CENTRALELYON



Intégration numérique

Précision de la méthode des rectangles

Si f € €*([a, b]), alors, pour la méthode des rectangles,

b2 sp (o)l

I — Iy <
‘ ‘ = 2N te€(a,b]

A retenir :

> Hypothése de régularité : £ € €*([a, b]).

1
» Convergence en O (N)

@) CENTRALELYON



Intégration numérique

Précision de la méthode des rectangles

Si f € €*([a, b]), alors, pour la méthode des rectangles,

(=3 (i 1F(2)

I — Iy <
‘ ‘ = 2N te€(a,b]

A retenir :

> Hypothése de régularité : £ € €*([a, b]).

1
» Convergence en O (N)

Question : que se passe-t-il si f ¢ ¢ ([a, b])?
» Simulation pour diverses fonctions. ‘\

» Analyse théorique : cf. TD.

@) CENTRALELYON



Intégration numérique

Une autre méthode

» Méthode des trapézes

N—-1

’ i Xi+1
/ f(x)dx ~ Z(X’+1 - x;)%.

a Xi X1 b

@) CENTRALELYON



Intégration numérique

Une autre méthode

» Méthode des trapézes

a Xi X1

/b F(x) dx ~

N—-1

> Erreur observée dans le cas général : O(N~?).

@) CENTRALELYON



Intégration numérique

Une autre méthode

» Méthode des trapézes

N—-1

b i Xi+1
/ f(x)dx =~ Z(X,‘+1 — x;)%.

a Xi X1 b
> Erreur observée dans le cas général : O(N~?).

» Estimation d’erreur théorique ?

~» estimation sur [xi, xi+1] de la différence courbe/corde.

@) CENTRALELYON



Intégration numérique

Méthode des trapézes

» Estimation d'erreur (subdivision uniforme de pas h)

@) CENTRALELYON



Intégration numérique

Méthode des trapézes

» Estimation d'erreur (subdivision uniforme de pas h)

1= <30 [ 1700 — el o

oupelP satisfait p(X,') = f(X,') et p(X,‘+1) = f(X,'+1).

@) CENTRALELYON



Intégration numérique

Méthode des trapézes

» Estimation d'erreur (subdivision uniforme de pas h)

1= <30 [ 1700 — el o

oupelP satisfait p(X,') = f(X,') et p(X,‘+1) = f(X,'+1).
» On pose ¢ = f — p. Th. Rolle : 3¢ € [x;, xi41], ¥'(&) = 0.

"

Vx € [, xial, [0/()] < [x =&l sup [o| < hsup |£].
[a,b]

XisXi+1

{8 CENTRALELYON




Intégration numérique

Méthode des trapézes

» Estimation d'erreur (subdivision uniforme de pas h)

1= <30 [ 1700 — el o

oupelP satisfait p(X,‘) = f(X,') et p(X,'+1) = f(X,'+1).
» On pose ¢ = f — p. Th. Rolle : 3¢ € [x;, xi41], ¥'(&) = 0.

Vx € [xi, Xit1], ”z//(X)! < |x — & sup "@e“‘)“! < hsup‘f”‘.
(a,b]

XisXi+1

» Donc Vx € [x;, Xi+1],

[(x)| < / [v'(x)| < h* sup |F"].
J x; [a,b]

} CENTRALELYON




Intégration numérique

Méthode des trapézes

» Estimation d'erreur (subdivision uniforme de pas h)

1=l <32 [ 1560~ bl

oupelP satisfait p(X,‘) = f(X,') et p(X,'+1) = f(X,'+1).
» On pose ¢ = f — p. Th. Rolle : 3¢ € [x;, xi41], ¥'(&) = 0.

Vx € [xi, xiwal, |9/ (X)] <Ix =& sup |9 < hsup|f”].

Xi»Xit1 [a,b]

» Donc Vx € [x;, Xi+1],

[(x)| < / [v'(x)| < h° [SUE] |F"].

X

2 17 (b*3)3
» Conclusion : | |l — Iy| < h*(b— a)sup |f"| = TMZ'
[a,b]

»F‘“\’Sﬁ ECOLE
8} CENTRALELYON



Intégration numérique

D’autres méthodes

> |dée : remplacer ¢ par un polyndéme 7, et

/01 o(t)dt ~ /Olm,(t)dt.

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

D’autres méthodes

> |dée : remplacer ¢ par un polyndéme 7, et

/: o(t)dt ~ /:m(t)dt.

» Rappel : pour 0 <to < t1 <--- <ty <1etbo,b1,...,bx €R fixés,
Hlpepkﬁ Vq:()?]-:“wkv p(tQ):bCI'

Dans la base de Lagrange,

p(t) = Z bgLe(t), avec Lg(t)= H t—t
q=0

Z#qtq—tz

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

D’autres méthodes

> |dée : remplacer ¢ par un polyndéme 7, et

/: o(t)dt ~ /:ﬂ@(t)dt.

» Rappel : pour 0 <to < t1 <--- <ty <1etbo,b1,...,bx €R fixés,
alpepkﬁ Vq:O,l,...,k, p(tQ):bq'

Dans la base de Lagrange,

p(t) = Z bgLe(t), avec Lg(t)= H t—t
q=0

v4q tg — e
» Exemple :
m, = polynéme d'interpolation ©
de Lagrange de ¢
T,
en0, 3, L. ’
t
of 1 1
3

@) CENTRALELYON



Intégration numérique

Interméde : interpolation de Lagrange

/01 p(t)dt ~ /01 mo(t) dt.

B) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Interméde : interpolation de Lagrange

/01 p(t)dt ~ /01 mo(t) dt.

» |l n'est pas nécessaire d'expliciter m, pour approcher |'intégrale :

k

=3 et — [ o= ([ L) s
q=0 N

q=0

=wy

@) CENTRALELYON

11



Intégration numérique

Interméde : interpolation de Lagrange

/01 p(t)dt ~ /01 mo(t) dt.

» |l n'est pas nécessaire d'expliciter m, pour approcher |'intégrale :

k

=3 et — [ o= ([ L) s
q=0 N

q=0

=wy

d’ou I'approximation

| etede= > wteo).

q=0

@) CENTRALELYON “



Intégration numérique

Interméde : interpolation de Lagrange

» Que se passe-t-il lorsque k — 0o ? (points (t,) équidistants)

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Interméde : interpolation de Lagrange

» Que se passe-t-il lorsque k — 0o ? (points (t,) équidistants)

p(t) =1+ % cos(8t) o(t) 2

B} CENTRALELYON

T 14102t —1)2
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Intégration numérique

Interméde : interpolation de Lagrange

» Que se passe-t-il lorsque k — 0o ? (points (t,) équidistants)

ol ol

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Interméde : interpolation de Lagrange

» Que se passe-t-il lorsque k — 0o ? (points (t,) équidistants)

1
2

Ni=

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Interméde : interpolation de Lagrange

» Que se passe-t-il lorsque k — 0o ? (points (t,) équidistants)

win
fury

wir
Wik

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Interméde : interpolation de Lagrange

» Que se passe-t-il lorsque k — 0o ? (points (t,) équidistants)

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Interméde : interpolation de Lagrange

» Que se passe-t-il lorsque k — 0o ? (points (t,) équidistants)

Non convergence lorsque k — +oo

(phénomeéne de Runge)

@) CENTRALELYON -



Intégration numérique

Interméde : interpolation de Lagrange

» Que se passe-t-il lorsque k — 0o ? (points (t,) équidistants)

Non convergence lorsque k — 400

(phénoméne de Runge)

» Pas d'espoir d'obtenir une approximation qui converge lorsque k — +o0.

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Interméde : interpolation de Lagrange

» Que se passe-t-il lorsque k — 0o ? (points (t,) équidistants)

Non convergence lorsque k — 400

(phénoméne de Runge)
» Pas d'espoir d'obtenir une approximation qui converge lorsque k — +o0.

» On va conserver k fixé et travailler sur une subdivision de l'intervalle.

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Principe des méthodes composées

/a ’ f(x) dx

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Principe des méthodes composées

/ab f(x)dx = I:IZ::L/;M f(x)dx

» On subdivise l'intervalle [a, b] (pas uniforme h).

P

Jeon

t t
Xi Xi+1

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Principe des méthodes composées

/ab f(x)dx = ’:’221/:'1 f(x)dx

» On subdivise l'intervalle [a, b] (pas uniforme h).

» On choisit un modéle élémentaire sur [0, 1]

Jeon

2
' X‘r Xr'jd
0 1
— o

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Principe des méthodes composées

/ab f(x)dx = ’:’221/:'1 f(x)dx

» On subdivise l'intervalle [a, b] (pas uniforme h).

1 k
» On choisit un modéle élémentaire sur [0,1] : / p(t)dt ~ Z wqo(tq)
0 i

2 b
' X xin
0 1
o<
to t1 ty

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Principe des méthodes composées

k

/ dX_Z/ f(XdX_Z/ (xi + th) dt ~ Z;Z f(xi + tgh).

=0
» On subdivise l'intervalle [a, b] (pas uniforme h).
1 k
» On choisit un modéle élémentaire sur [0, 1] : / p(t)dt ~ Z wq(tq)
0 -

» On transporte sur chaque sous-intervalle.

a b
o T 2N T d
Xi Xit1
0 1
<<
to t1 ti

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Méthodes composées
Exemple :
» (k=1).tc =0, t1 =1,

{8 CENTRALELYON

14



Intégration numérique

Méthodes composées
Exemple :

> (k=1).t=0t =1,

> o —

14



Intégration numérique
Méthodes composées
Exemple :
» (k=1).tc =0, t1 =1,

> wo =3, wp = 3.

=2 () + F(xis1)

2

i=0

@) CENTRALELYON

14



Intégration numérique

Méthodes composées
Exemple :

> (k=1).to=01t =1,

> o —

=2 () + F(xis1)

2

i=0

= Méthode des trapézes!

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Méthodes composées
» Bilan

> Modeéle élémentaire sur [0,1] :

(M.) / p()dt = S wea(t,).

q=

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Méthodes composées
» Bilan

> Modéle élémentaire sur [0,1] :
1 k
(M) | elde= Y welto).
0 o

> Meéthode composée sur [a, b] :

(FQ:) ! —/ f(x)dx ~Iy=h Z wof (x; + tqh).

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Méthodes composées
» Bilan

> Modéle élémentaire sur [0,1] :
1 k
(M) | elde= Y welto).
0 o

> Meéthode composée sur [a, b] :

(FQ:) ! —/ f(x)dx ~Iy=h Z wof (x; + tqh).

» A priori : N(k + 1) évaluations de f.

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Méthodes composées
» Bilan

> Modéle élémentaire sur [0,1] :
1 k
(M) | elde= Y welto).
0 o

> Meéthode composée sur [a, b] :

(FQ:) ! —/ f(x)dx ~Iy=h Z wof (x; + tqh).

» A priori : N(k + 1) évaluations de f.

» Quelle précision pour (FQ:)?

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Méthodes composées

» Une remarque
N-1 1 1
I—In="hY_ /f(x,-+th)dtf/ T (t)dt |
i—0 0 N—— 0
wi(t)

> it f(x + th),
> VYo, m, € Py satisfait m,(tq) = ¢(tq) (0 < g < k).

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Méthodes composées

» Une remarque

N-1 1 1
I—In="hY_ /f(x,-+th)dtf/ T (t)dt |
i—0 [ 0

»i(t)

> it f(x + th),
> VYo, m, € Py satisfait m,(tq) = ¢(tq) (0 < g < k).

Théoréme. pour ¢ € €<([0,1]),

sup | (o)|
te[0,1]

lo(t) — me(t)] < BRCES

@) CENTRALELYON

16



Intégration numérique

Méthodes composées

» Une remarque

N—-1 1 1
I—Iy=h>" / f(x,-+th)dt—/ T (t)dt |,
i—0 0 ——— 0

»i(t)

> ot F(xi+ th), [ oF T (1) = B (g 4 th),

i

> Vo, m, € Py satisfait m,(tq) = ¢(tq) (0 < g < k).

Théoréme. pour ¢ € €*"([0,1]),

lp(t) = o (2)] < ’(

» Conséquence : si f € €¥*[a, b],

hk+1(b _ a) (k+1)
CES e ‘f (X)"

[l — In| <

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Méthodes composées

(M) | eterde=>" wotr).
(FQ.) /:/b f(x)dx ~ Iy = hZ_:Zqu(x,-—i—tqh).

Théoréme. Si (M.) est exacte pour tout ¢ € Py et si f € €“™*([a, b]), alors

R (b — a) sup ’f(“l)(x)‘ .

I —Iy| <
| N| (£+ 1)' x€[a,b]

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Méthodes composées
1 k
(M.) | ende=>" wp(to).
0 9=0

N—

%

i

-

K
Z wqf (xi + tgh).

b
(FQ.) /2/ f(x)dx =~ Iy=h
a q=0
Théoréme. Si (M.) est exacte pour tout ¢ € Py et si f € €“™*([a, b]), alors

1
1= In| < h™(b—a) sup ’f(“l)(x)‘.

(Z + 1)' x€[a,b]

Remarque. La constante n'est pas optimale. ..

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Méthodes composées
1 k
(M) | otrde =3 wip(to).
0 9=0

N—

(FQ.) /:/b Fx)dx ~ Iy =h> > wef(xi + tgh).

i=0 gq=0

-

Théoréme. Si (M.) est exacte pour tout ¢ € Py et si f € €“™*([a, b]), alors

410y
TP Clak) R ’f(“l)(x)‘.

(£+ 1)' x€[a,b]

Remarque. La constante n'est pas optimale. ..

Question. N(k + 1) évaluations de f, précision en O ().

@) CENTRALELYON

17



Intégration numérique

Méthodes composées
1 k
(M) | otrde =3 wip(to).
0 9=0

N—

(FQ.) /:/b Fx)dx ~ Iy =h> > wef(xi + tgh).

i=0 gq=0

-

Théoréme. Si (M.) est exacte pour tout ¢ € Py et si f € €“™*([a, b]), alors

1
1= In| < h™(b—a) sup ’f(“l)(x)‘.

(6 + 1)' x€[a,b]

Remarque. La constante n'est pas optimale. ..

Question. N(k + 1) évaluations de f, précision en O ().

Peut-on faire mieux?

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Optimalité des choix des points/poids de quadrature ?

> ‘ Points de quadrature fixés : comment calculer les poids? ‘

(M) | etrde= S wte).

B} CENTRALELYON
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Intégration numérique

Optimalité des choix des points/poids de quadrature ?

> ‘ Points de quadrature fixés : comment calculer les poids? ‘

(M) | etrde= S wte).

> ket (tg)g=o,...,k donnés.

,,,,,

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Optimalité des choix des points/poids de quadrature ?

> ‘ Points de quadrature fixés : comment calculer les poids? ‘

(M) | etrde= S wte).

> ket (tg)g=0,....x donnés.
> (M.) exact sur Py <= (M.) exact pour la base (1,t,...,t"),
K _ L
S VIi=0,1,.. kY wetg = i+1

q=0

(systéme linéaire de Vandermonde)

@) CENTRALELYON e



Intégration numérique

Optimalité des choix des points/poids de quadrature ?

> ‘ Points de quadrature fixés : comment calculer les poids? ‘

(M) | etrde= S wte).

> ket (tg)g=o,...,k donnés.
> (M.) exact sur Py <= (M.) exact pour la base (1,t,...,t"),
k _ 1
S Vi=01,..k > wety= T

q=0
(systéme linéaire de Vandermonde)

= les poids (wy) sont uniquement déterminés!

@) CENTRALELYON

18



Intégration numérique

Optimalité des choix des points/poids de quadrature ?

> ‘ Points de quadrature fixés : comment calculer les poids? ‘

(M) | etrde= S wte).

> ket (tg)g=o,...,k donnés.
> (M.) exact sur Py <= (M.) exact pour la base (1,t,...,t"),
k _ 1
S Vi=01,..k > wety= T

q=0
(systéme linéaire de Vandermonde)

= les poids (wy) sont uniquement déterminés!

I Conclusion. Sauf « miracle », (M.) est exact sur P, seulement. ..

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Optimalité des choix des points/poids de quadrature ?

>

‘ Avec k + 1 points de quadratureif® : peut-on étre exact au dela de Py ?

(M) | eterde= > wetso).

B) CENTRALELYON
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Intégration numérique
Optimalité des choix des points/poids de quadrature ?

>

‘ Avec k + 1 points de quadratureif® : peut-on étre exact au dela de Py ?

(M) | eterde= > wetso).

k

»> Remarque. pour p(t) = H(t — t4)* € Pagyo,
q=0

/1 p(t)dt > 0, qup(tq)—o
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Intégration numérique
Optimalité des choix des points/poids de quadrature ?

>

‘ Avec k + 1 points de quadratureif® : peut-on étre exact au dela de Py ?

(M) | eterde= > wetso).

k

»> Remarque. pour p(t) = H(t — t4)* € Pagyo,
q=0

/1 p(t)dt > 0, qup(tq)—o

= (M.) ne peut pas étre exact Paj 5 !
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Intégration numérique
Optimalité des choix des points/poids de quadrature ?

>

‘ Avec k + 1 points de quadratureif® : peut-on étre exact au dela de Py ?

(M) | eterde= > wetso).

k

»> Remarque. pour p(t) = H(t — t4)* € Pagyo,
q=0

/1 p(t)dt > 0, qup(tq)—o

= (M.) ne peut pas étre exact Paj 5 !

» Peut-on espérer étre exact Pogi1 ?

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Optimalité des choix des points/poids de quadrature ?

(M) | eterde =S wae)

» (M.) exact sur Paxi1?

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Optimalité des choix des points/poids de quadrature ?

(M) | eterde =S wae)

» (M.) exact sur Paxq1 ? Soit p € Paoyyy et w(t) = H(t —tg) € Pry1.
q=0
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Intégration numérique

Optimalité des choix des points/poids de quadrature ?

(M) | eterde =S wae)

k

» (M.) exact sur Paxq1 ? Soit p € Paoyyy et w(t) = H(t —tg) € Pry1.

q=0

» Division euclidienne : p = mu + r, avec d°u < k et d°r < k.

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Optimalité des choix des points/poids de quadrature ?

(M) | eterde =S wae)

k

> (Me) exact sur ]P)2k+1? Soit p € Poyyq et 7T(t) = H(t — tq) € Prya.

q=0

» Division euclidienne : p = wu + r, avec d°u < k et d°r < k.

k k
Z wqp(tq) = Z wqr(tq). carm(ty) = 0.
q=0 q=0

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Optimalité des choix des points/poids de quadrature ?

(M) | eterde =S wae)

k

» (M.) exact sur Paxq1 ? Soit p € Paoyyy et w(t) = H(t —tg) € Pry1.

q=0

» Division euclidienne : p = wu + r, avec d°u < k et d°r < k.

k k
Z wqp(tq) = Z wqr(tq). carm(ty) = 0.
q=0 q=0

/01 p(t)dt = /01 m(t)u(t) dt + /01 H(2)dr.

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Optimalité des choix des points/poids de quadrature ?

(M) | eterde =S wae)

» (M.) exact sur Paxq1 ? Soit p € Paoyyy et w(t) = H(t —tg) € Pry1.
q=0

» Division euclidienne : p = wu + r, avec d°u < k et d°r < k.

k k
Z wqp(tq) = Z wqr(tq). carm(ty) = 0.
q=0 q=0

/01 p(t)dt = /01 m(t)u(t) dt + /01 H(2)dr.

» Si (M.) est exact sur P, et 7 L Py, alors (M.) est exact sur Pajyq !
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Intégration numérique

Optimalité des choix des points/poids de quadrature ?

(M) | eterde =S wae)

» (M.) exact sur Paxq1 ? Soit p € Paoyyy et w(t) = H(t —tg) € Pry1.
q=0

» Division euclidienne : p = wu + r, avec d°u < k et d°r < k.

k k
Z wqp(tq) = Z wqr(tq). carm(ty) = 0.
q=0 q=0

/01 p(t)dt = /01 m(t)u(t) dt + /01 H(2)dr.

» Si (M.) est exact sur P, et 7 L Py, alors (M.) est exact sur Pajyq !

= | (ty) = racines du (k + 1)¢ polynéme orthogonal pour L(0,1).

&} CENTRALELYON o



Intégration numérique
Méthodes de Gauss

Théoréme. Soit (Po, P1,...) famille de polynémes orthogonaux (avec
d°P; = i) pour le produit scalaire

()= [ el

44444

Alors la formule

(M.) | etde= S wae)

q=

est exacte Poyr1. (Méthode de Gauss-Legendre).

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

» Exemple. Méthode de Gauss-Legendre exacte Ps.

' 5 1 V15 4 (1 5 1 V15
t)dt ~ A So(z4+X2
/09"() 187 ( 10)+9“0()+18 (+10)
La méthode composée correspondante est en O (N~°).

Pour k grand, le calcul des points n'est pas explicite. ‘\

@) CENTRALELYON s



Intégration numérique

» Exemple. Méthode de Gauss-Legendre exacte Ps.

t 5 1 V15 4 (1 5
/OS"(t)dt 187 (7_ 10)+§“0( )Jrﬁ

La méthode composée correspondante est en O (N~°).

(

1 V15
2710

Pour k grand, le calcul des points n'est pas explicite. ‘\

» Remarque. Si le poids w > 0 est tel que

1
VpeP, / |p(t)|w(t) dt < +o0,
J0

alors on peut faire de méme pour le produit scalaire L?(w(t) dt).

@) CENTRALELYON

)
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Intégration numérique

Culture : la méthode de Monte-Carlo

Rappel. Si X < U([a, b]) et f : [a,b] — R, alors

b
]E[f(X)]:bl / F(x) dx.

—a

Si (xo0, X1, ...,Xn—1) est une réalisation d'un échantillon issu de la loi de X,

alors
N-1

_ b
b N 2 Z f(x;) approche / f(x)dx.
i=0 a

@) CENTRALELYON
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Intégration numérique

Culture : la méthode de Monte-Carlo

Rappel. Si X < U([a, b]) et f : [a,b] — R, alors

b
E[F(X)] = ; B - / £(x) dx.
Si (xo0, X1, ...,Xn—1) est une réalisation d'un échantillon issu de la loi de X,
alors

b—ax=~ b
N Z f(x;) approche / f(x)dx.
i=0 a

» Sous matlab :

/ Rectangles a gauche 4 Monte-Carlo
x=a+(b-a)*(0:N-1)/N; x=a+(b-a)*rand(N,1)/N;
Irect=(b-a)/N*xsum(f(x)); Imc=(b-a)/N*sum(f(x));

» Méthode en O(N’%), surtout utile en grande dimension. ‘\

@) CENTRALELYON
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COURS 3

Optimisation numérique
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Optimisation numérique

Optimiser : une démarche universelle

» Mécanique :

B} CENTRALELYON
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Optimisation numérique

Optimiser : une démarche universelle

» Mécanique :

» Equilibre d’un systéme minimisant une énergie
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Optimisation numérique

Optimiser : une démarche universelle

» Mécanique :

» Equilibre d’un systéme minimisant une énergie

P Structure qui maximise la résistance
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Optimisation numérique
Optimiser : une démarche universelle
» Mécanique :

» Equilibre d’un systéme minimisant une énergie

P Structure qui maximise la résistance

» Transport :
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Optimisation numérique
Optimiser : une démarche universelle
» Mécanique :

» Equilibre d’un systéme minimisant une énergie

P Structure qui maximise la résistance

» Transport :

P Minimiser la distance, le temps de trajet, le cofit,...
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Optimisation numérique
Optimiser : une démarche universelle
» Mécanique :

» Equilibre d’un systéme minimisant une énergie

P Structure qui maximise la résistance

» Transport :

P Minimiser la distance, le temps de trajet, le cofit,...

» Economie, gestion :
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Optimisation numérique
Optimiser : une démarche universelle
» Mécanique :

» Equilibre d’un systéme minimisant une énergie

P Structure qui maximise la résistance

» Transport :

P Minimiser la distance, le temps de trajet, le cofit,...

» Economie, gestion :

P> Maximiser le profit d'une entreprise
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Optimisation numérique
Optimiser : une démarche universelle
» Mécanique :

» Equilibre d’un systéme minimisant une énergie

P Structure qui maximise la résistance

» Transport :

P Minimiser la distance, le temps de trajet, le cofit,...

» Economie, gestion :
P> Maximiser le profit d'une entreprise

P Minimiser les risques d'un placement boursier
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Optimisation numérique
Optimiser : une démarche universelle
» Mécanique :

» Equilibre d’un systéme minimisant une énergie

P Structure qui maximise la résistance

» Transport :

P Minimiser la distance, le temps de trajet, le cofit,...

» Economie, gestion :
P> Maximiser le profit d'une entreprise

P Minimiser les risques d'un placement boursier

» Médecine :
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Optimisation numérique
Optimiser : une démarche universelle
» Mécanique :

» Equilibre d’un systéme minimisant une énergie

P Structure qui maximise la résistance

» Transport :

P Minimiser la distance, le temps de trajet, le cofit,...

» Economie, gestion :
P> Maximiser le profit d'une entreprise

P Minimiser les risques d'un placement boursier
» Médecine :

»  Optimiser une thérapie sous contraintes de dosage
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Optimisation numérique

Optimiser : une démarche universelle

» Mécanique :

» Equilibre d’un systéme minimisant une énergie

P Structure qui maximise la résistance
» Transport :
P Minimiser la distance, le temps de trajet, le cofit,...

» Economie, gestion :
P> Maximiser le profit d'une entreprise

P Minimiser les risques d'un placement boursier
» Meédecine :
»  Optimiser une thérapie sous contraintes de dosage

» |magerie, problémes inverses :
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Optimisation numérique

Optimiser : une démarche universelle

» Mécanique :

» Equilibre d’un systéme minimisant une énergie

P Structure qui maximise la résistance
» Transport :
P Minimiser la distance, le temps de trajet, le cofit,...

» Economie, gestion :
P> Maximiser le profit d'une entreprise

P Minimiser les risques d'un placement boursier
» Meédecine :

»  Optimiser une thérapie sous contraintes de dosage
» |magerie, problémes inverses :

P Restaurer une image abimée par minimisation de variation
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Optimisation numérique

Optimiser : une démarche universelle

» Mécanique :

» Equilibre d’un systéme minimisant une énergie

P Structure qui maximise la résistance
» Transport :
P Minimiser la distance, le temps de trajet, le cofit,...

» Economie, gestion :
P> Maximiser le profit d'une entreprise

P Minimiser les risques d'un placement boursier
» Meédecine :

»  Optimiser une thérapie sous contraintes de dosage
» |magerie, problémes inverses :

P Restaurer une image abimée par minimisation de variation

> Résoudre des équations de forme ¢(x) = y en minimisant

f(x) = lle(x) = yI*

@) CENTRALELYON y



Optimisation numérique

Position d'un cible soumis a la gravité

@) CENTRALELYON

Idem pour les cables d'un téléphérique ?

Les cables minimisent leur énergie potentielle

25



Optimisation numérique
Modélisation : cables HT
y

ho o » Inconnue : arc paramétré (x(t), y(t))

» Contraintes :
» longueur totale L,

P> extrémités fixées.

"";"\5‘_ ECOLE
@) CENTRALELYON e



Optimisation numérique
Modélisation : cables HT

» Inconnue : arc paramétré (x(t), y(t))

» Contraintes :
» longueur totale L,

P> extrémités fixées.

Théoréme de I'énergie potentielle.

Le cable est a I'équilibre s’il minimise son énergie potentielle

@) CENTRALELYON .



Optimisation numérique

Modélisation du cable HT : discrétisation

@) CENTRALELYON

Discrétisation de |'espace
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Optimisation numérique

Modélisation du cable HT : discrétisation

Discrétisation de |'espace

» (Cable affine par morceaux

@) CENTRALELYON
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Optimisation numérique

Modélisation du cable HT : discrétisation

y Discrétisation de |'espace

» (Cable affine par morceaux
> Mi = (xiyi)

Y14

Y2 1
Y3

@) CENTRALELYON
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Optimisation numérique

Modélisation du cable HT : discrétisation

Y1+

Y2 1
Y3

@) CENTRALELYON

Discrétisation de |'espace

» (Cable affine par morceaux
> Mi = (xiyi)

» On note

X:(X17-~~7X")7 y:(y17"'

et Yo = ho, Ynt1 = h]_.

7.y")'
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Optimisation numérique

Modélisation du cable HT : discrétisation

Discrétisation de |'espace

» (Cable affine par morceaux

> M = (x, i)

My h » On note
M, !

X = (X17-~~7X")7 y= (y17"'7-y”)'

Xpp1 =1 X et yo = ho, Yn+1 = h1.

Probleme discret : | min {f(x7y) p(x,y) € K}

avec

> f(X7 y) = ny
i=1

2 .
> K= {(x,y) ER®; (Xip1 — X)) + (Vig1 — vi)? = (ni1)2v Vi = 0...n}.

@) CENTRALELYON
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Optimisation numérique

Formalisme général

Probléme d’optimisation.

avec KCRVetf: K > R.

@) CENTRALELYON

min f(u)

ueK
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Optimisation numérique

Formalisme général

Probléme d’optimisation.

min f(u)

uek

avec K cRVetf: K - R.

Vocabulaire :

» f : fonction objectif ou énergie.
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Optimisation numérique

Formalisme général

Probléme d’optimisation.

min f(u)

uek

avec K cRVetf: K - R.

Vocabulaire :
» f : fonction objectif ou énergie.

» R" : espace des paramétres.
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Optimisation numérique

Formalisme général

Probléme d’optimisation.

min f(u)

uek

avec K cRVetf: K - R.

Vocabulaire :
» f : fonction objectif ou énergie.
» R" : espace des paramétres.

> K : ensemble admissible.

@) CENTRALELYON



Optimisation numérique

Formalisme général

Probléme d’optimisation.

min f(u)

uek

avec K CRV et f: K —» R.
Vocabulaire :
» f : fonction objectif ou énergie.
» R" : espace des paramétres.
» K : ensemble admissible.
» Solution : point u* € K qui minimise f sur K; on écrit

f(u*) = min f(u) et aussi ut = argmin f(u)
uck vek

@) CENTRALELYON



Optimisation numérique

Formalisme général

Probléme d’optimisation.

min f(u)

uek

avec K cRVetf: K - R.

Vocabulaire :
» f : fonction objectif ou énergie.
» R" : espace des paramétres.
» K : ensemble admissible.
» Solution : point u* € K qui minimise f sur K; on écrit
f(u") =minf(u) etaussi u* = argmin f(u)
uek ack

> f(u™) : minimum de f sur K.
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Optimisation numérique

Formalisme général

Probléme d’optimisation.

min f(u)

uek

avec K cRVetf: K - R.

Vocabulaire :
» f : fonction objectif ou énergie.
» R" : espace des paramétres.
» K : ensemble admissible.
» Solution : point u* € K qui minimise f sur K; on écrit
f(u") =minf(u) etaussi u* = argmin f(u)
uek ack

> f(u™) : minimum de f sur K.

Attention : Il peut y avoir zéro, une ou plusieurs solutions au probléme.

@) CENTRALELYON



Optimisation numérique

Optimisation libre dans R

@) CENTRALELYON
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Optimisation numérique

Quelques définitions

Définition. Une fonction f : R +— R est unimodale s'il existe x* € R tel que
f soit strictement décroissante sur | — co, x™[ et strictement croissante sur
]x*, +ool.

@) CENTRALELYON
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Optimisation numérique
Quelques définitions
Définition. Une fonction f : R +— R est unimodale s'il existe x* € R tel que
f soit strictement décroissante sur | — co, x™[ et strictement croissante sur
]x*, +ool.
y

Exemple : x — 72X —2e™~ \

w X

@) CENTRALELYON i,



Optimisation numérique

Quelques définitions

Définition. Une fonction f : R +— R est unimodale s'il existe x* € R tel que
f soit strictement décroissante sur | — co, x™[ et strictement croissante sur
]x*, +ool.

| Définition. Une fonction f : R — R est coercive si lim,|_, ;o f(x) = +o0.
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Optimisation numérique

Quelques définitions

Définition. Une fonction f : R +— R est unimodale s'il existe x* € R tel que
f soit strictement décroissante sur | — co, x™[ et strictement croissante sur
]x*, +ool.

| Définition. Une fonction f : R — R est coercive si lim,|_, ;o f(x) = +o0.
y

Exemple : x — x*—5x34+4

@) CENTRALELYON
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Optimisation numérique

Quelques définitions

Définition. Une fonction f : R +— R est unimodale s'il existe x* € R tel que
f soit strictement décroissante sur | — co, x™[ et strictement croissante sur
]x*, +ool.

| Définition. Une fonction f : R — R est coercive si lim,|_, ;o f(x) = +o0.

Définition. Une fonction f : R — R de classe €2 est fortement convexe ssi
Ja > 0 tel que pour tout x € R, f”’(x) > a. (On dit aussi a-convexe).
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Optimisation numérique

Quelques définitions

Définition. Une fonction f : R +— R est unimodale s'il existe x* € R tel que
f soit strictement décroissante sur | — co, x™[ et strictement croissante sur
]x*, +ool.

| Définition. Une fonction f : R — R est coercive si lim,|_, ;o f(x) = +o0.

Définition. Une fonction f : R — R de classe €2 est fortement convexe ssi
Ja > 0 tel que pour tout x € R, f”’(x) > a. (On dit aussi a-convexe).

y

Exemple : x +— €* strictement convexe,
mais pas fortement convexe.

x

@) CENTRALELYON
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Optimisation numérique
Quelques définitions
Définition. Une fonction f : R +— R est unimodale s'il existe x* € R tel que

f soit strictement décroissante sur | — co, x™[ et strictement croissante sur
]x*, +ool.

| Définition. Une fonction f : R — R est coercive si lim,|_, ;o f(x) = +o0.
Définition. Une fonction f : R — R de classe €2 est fortement convexe ssi

Ja > 0 tel que pour tout x € R, f”’(x) > a. (On dit aussi a-convexe).

Proposition.
» fortement convexe = coercive

» fortement convexe et coercive = unimodale

@) CENTRALELYON
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Optimisation numérique
Méthode de dichotomie 1

But : résoudre F(x) =0

» F :R — R croissante et continue, s'annule en x* € [ao, bo].

@) CENTRALELYON
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Optimisation numérique
Méthode de dichotomie 1

But : résoudre F(x) =0

» F :R — R croissante et continue, s'annule en x* € [ao, bo].

» On construit (a,), (bn) par I'algorithme

n bn
On pose x, = a er .

> Si F(x,) <0,

an+1 = Xn, et bn+1 - bn~
> Si F(x,) >0,

any1 = an, et bpy1 = Xxn.

@) CENTRALELYON



Optimisation numérique
Méthode de dichotomie 1

But : résoudre F(x) =0

» F :R — R croissante et continue, s'annule en x* € [ao, bo].

» On construit (a,), (bn) par I'algorithme

an+ bn
2
> Si F(x,) <0,

On pose x, =

an+1 = Xn,
> Si F(x,) >0,

an+1 = an,

et

et

bn+1 =

bn+1

= Xp.

Proposition. La méthode converge a vitesse géométrique :

VneN,

@) CENTRALELYON

o = x7| <

bofao

2n+1
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Optimisation numérique
Méthode de dichotomie 2

But : résoudre min f(x)

» f:R — R unimodale et dérivable, minimale en x* € [aq, bo].

@) CENTRALELYON
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Optimisation numérique
Méthode de dichotomie 2

But : résoudre min f(x)

» f:R — R unimodale et dérivable, minimale en x* € [ao, bo].

» On construit (a,), (bn) par I'algorithme

b
On pose x, = a,,—; i

> Si f/(x,) <0,

dp+1 = Xn, et bn+1 = bn.
> Si f/(x)) >0,

dp+1 = an, et bn+1 = Xp.
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Optimisation numérique
Méthode de dichotomie 2

But : résoudre min f(x)

» f:R — R unimodale et dérivable, minimale en x* € [aq, bo].

» On construit (a,), (bn) par I'algorithme

an + by
2
> Sif'(x,) <0,

On pose x, =

dp+1 = Xn,
> Sif'(x,) >0,

dp+1 = an,

et

et

bn+1

bn+1

Xn.

Proposition. La méthode converge a vitesse géométrique :

VneN,

@) CENTRALELYON

o = x7| <

bofao

2n+1
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Optimisation numérique
Méthode de dichotomie 2

Avantages :

» Trés simple a mettre en ceuvre.

» Convergence rapide.

1
/ Inconvénient :

1
' » Evaluation de f'.

1
b b X
a1 § 1 0

Colit : A chaque itération, on évalue seulement une fois la dérivée de f.

‘ [DichoGold.m|

B} CENTRALELYON
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Optimisation numérique

Méthode du nombre d’or

Soit f : R — R unimodale, minimale en x* € [ag, bo].

I
fleo) | | f(bo) Principe : On évalue f en les 4 points
f(do) ! i
ap < ¢ < do < bo.
f(co) Deux cas :
f(dg) 1
! » Sif(do) < f(co) alors x* € [co, bo]
ay ! }
D g » Sif(do) > f(co) alors x* € [ao, d
o ) o, do
a0 <0 do bo

» La taille de l'intervalle diminue & chaque étape.

» Coiit : A chaque itération, une seule nouvelle évaluation de f.

‘\ [DichoGold.m]

@) CENTRALELYON
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Optimisation numérique
Méthode du nombre d’or

Quel rapport avec le nombre d'or?

fi . .
(30)1 | f(bo) » Par symétrie on impose
f(dg) 1 1
bo—CoIdo—ao.
f(co) . )
f(do) ! » Pour conserver le ratio des intervalles
|
e bp—a bi—a1 bo — co
1, 9 v = = =
ag 0 do bo bo — o b1 —a bo — do
l_bo—do_ _ao_dO_ _1
Y by — co bo — co

Donc 42 — — 1 =0 et ainsi
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35



Optimisation numérique
Méthode du nombre d’or

» f:R — R unimodale, minimale en x* € [ao, bo].

» On construit (a,), (bs) par I'algorithme

> Si f(cn) < f(dn), > Sif(cn) > f(dn),
antl = an any1 = GCn
bn+1 = dn bn+1 == bn
c — b _ bpti—ania c = d
n+1 n+1 5 — n+1 n b _
dpy1 = Cn dh1 = any1+ %aﬂl

Proposition. La méthode converge a vitesse géométrique :

—n

VneN,

an + bn . 1
— < — —
5 x| < 2(bo ao)y
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Optimisation numérique

Optimisation libre dans R"

@) CENTRALELYON
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Optimisation numérique

Méthodes de descentes : principe

Exemple :

2
x
f(x) = (\/xf—l-xzz—l) —l-?l—{—l.

@) CENTRALELYON
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Optimisation numérique

Méthodes de descentes : principe

Exemple :

2
x
f(x) = (\/xf—l-xzz—l) —l-?l—{—l.

A partir d'un point initial x° € RV,
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Optimisation numérique

Méthodes de descentes : principe

Exemple :

2
x
f(x) = (\/xf—l-xzz—l) —l-?l—{—l.

A partir d'un point initial x° € RV,

» on choisit une direction de descente d® € R" et un pas po > 0,
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Optimisation numérique

Méthodes de descentes : principe

Exemple :

2
x
f(x) = (\/xf—i-xzz—l) —l-?l—{—l,

A partir d'un point initial x° € RV,
» on choisit une direction de descente d° € R" et un pas po >0,

» on obtient un nouveau point x* = x° + pod®,
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Optimisation numérique

Méthodes de descentes : principe

Exemple :

2
x
f(x) = (\/xf—i-xzz—l) —l-?l—{—l,

A partir d'un point initial x° € RV,
» on choisit une direction de descente d° € R" et un pas po >0,

» on obtient un nouveau point x* = x° + pod®,

» on itére le processus : | X"t = x" + p,d"

@) CENTRALELYON
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Optimisation numérique

Méthodes de descentes : principe

Exemple :

2
x
f(x) = (\/xf—l-xzz—l) —l-?l—{—l.

A partir d'un point initial x° ¢ R,
» on choisit une direction de descente d® € R" et un pas po > 0,

» on obtient un nouveau point x* = x° + pod®,

> on itére le processus : ‘ X" =x"+ p,d" ‘

But. faire en sorte que f(x"™) < f(x"). ‘\ [Grad.m]
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Optimisation numérique

Gradient a pas fixe

Comment choisir la direction d”?

» On veut (f(x")), décroissante.
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Optimisation numérique

Gradient a pas fixe
Comment choisir la direction d”?
» On veut (f(x")), décroissante.

» On choisit d” telle que ¢ : ¢t — f(x” + td") soit décroissante au voisinage
de 0.
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Optimisation numérique

Gradient a pas fixe
Comment choisir la direction d”?
» On veut (f(x")), décroissante.

» On choisit d” telle que ¢ : ¢t — f(x” + td") soit décroissante au voisinage
de 0.

> Or /(0) = (VF(x") [d").
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Optimisation numérique

Gradient a pas fixe
Comment choisir la direction d”?
» On veut (f(x")), décroissante.

» On choisit d” telle que ¢ : ¢t — f(x” + td") soit décroissante au voisinage
de 0.

> Or /(0) = (VF(x") [d").

» Un choix simple est
d" = —Vf(x").
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Optimisation numérique

Gradient a pas fixe
Comment choisir la direction d”?
» On veut (f(x")), décroissante.

» On choisit d” telle que ¢ : ¢t — f(x” + td") soit décroissante au voisinage
de 0.

> Or ¢'(0) = (VF(x") |d").
» Un choix simple est

d" = —Vf(x").

Méthode du gradient a pas fixe. Elle est définie par

x® e RV,
X" = x" — pVF(x").

avec p > 0.

@) CENTRALELYON
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Optimisation numérique

Gradient a pas fixe : convergence
Théoréme. Soit f € ¥ (R",R) strictement convexe et coercive telle que
() IM>0, WxyeRY, |[VEx) - Vi), < Mlx—yl,
Sio<p< % alors la méthode du gradient a pas fixe converge.

La limite est I'unique point de minimum global de f.

@) CENTRALELYON »



Optimisation numérique

Gradient a pas fixe : convergence
Théoréme. Soit f € ©*(R" R) strictement convexe et coercive telle que
() IM>0, WxyeRY, |[VEx) - Vi), < Mlx—yl,
Sio<p< % alors la méthode du gradient a pas fixe converge.

La limite est I'unique point de minimum global de f.

Remarques :
» Condition () : x — Vf(x) est globalement M-lipschitzienne sur R".
» Si on ajoute I'hypothése (f est fortement convexe)

Ja >0, WxyeR", (Hf(x)yly) > |yl

et p < alors la convergence est géométrique.

M2
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Optimisation numérique

Rappel sur la convexité

Pour des fonctions de classe €2

f:R—oR f:RY SR

f">0 vx,y € RY, (Hf(x)yly) >0 convexe

f’>0 Wx,y e RV, y #£0, (Hf(x)yly) >0 | = strictement convexe
' >« Vx,y € RV, (Hf(x)yly) > a|ly|l> | fortement convexe (a > 0)
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Optimisation numérique

Gradient a pas optimal

Peut-on faire mieux?

» On peut chercher le meilleur pas possible a chaque étape :

pn minimise p — f(x" — pVF(x")).

Vocabulaire : cette étape est dite recherche linéaire.

Meéthode : type dichotomie.
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Optimisation numérique

Gradient a pas optimal

Peut-on faire mieux?

» On peut chercher le meilleur pas possible a chaque étape :

pn minimise p — f(x" — pVF(x")).

Vocabulaire : cette étape est dite recherche linéaire.

Meéthode : type dichotomie.
Méthode du gradient a pas optimal. Elle est définie par
x? e RV,

pn = argmin, f(x" — pVF(x"))
X" =x" — p,VE(x").
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Optimisation numérique

Gradient a pas optimal

Peut-on faire mieux?

» On peut chercher le meilleur pas possible a chaque étape :

pn minimise p — f(x" — pVF(x")).

Vocabulaire : cette étape est dite recherche linéaire.

Meéthode : type dichotomie.

Méthode du gradient a pas optimal. Elle est définie par
x? e RV,
pn = argmin ,p f(x" — pVF(x"))
X" =x" — p,VE(x").

Remarque. méme type de résultats de convergence que pour le pas fixe.
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Optimisation numérique

Gradient a pas optimal pour les moindres carrés

Exemple : Minimisation de f(x) = ||Ax — b]|3.

» On parle de résolution de Ax = b au sens des moindres carrés.
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Optimisation numérique

Gradient a pas optimal pour les moindres carrés

Exemple : Minimisation de f(x) = ||Ax — b]|3.

» On parle de résolution de Ax = b au sens des moindres carrés.

» Eventuellement, A est rectangulaire (injective).
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Optimisation numérique

Gradient a pas optimal pour les moindres carrés

Exemple : Minimisation de f(x) = ||Ax — b]|3.
» On parle de résolution de Ax = b au sens des moindres carrés.

» Eventuellement, A est rectangulaire (injective).

» Lien avec I'approximation polynomiale.
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Optimisation numérique

Gradient a pas optimal pour les moindres carrés

Exemple : Minimisation de f(x) = ||Ax — b]|3.

» On parle de résolution de Ax = b au sens des moindres carrés.

» Eventuellement, A est rectangulaire (injective).
» Lien avec I'approximation polynomiale.

> Rappel : Vf(x) = 2A7(Ax — b)
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Optimisation numérique

Gradient a pas optimal pour les moindres carrés

Exemple : Minimisation de f(x) = ||Ax — b]|3.

» On parle de résolution de Ax = b au sens des moindres carrés.

» Eventuellement, A est rectangulaire (injective).
» Lien avec I'approximation polynomiale.
> Rappel : Vf(x) = 2A7(Ax — b)

Pour trouver le pas optimal, il faut résoudre

min f(x — pVf(x)).
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Optimisation numérique
Gradient a pas optimal pour les moindres carrés
Exemple : Minimisation de f(x) = ||Ax — b]|3.
» On parle de résolution de Ax = b au sens des moindres carrés.
» Eventuellement, A est rectangulaire (injective).
» Lien avec I'approximation polynomiale.
> Rappel : Vf(x) = 2A7(Ax — b)
Pour trouver le pas optimal, il faut résoudre

min f(x — pVf(x)).

f(x — pVF(x)) = ||Ax — b — pAVF(x)3
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Optimisation numérique
Gradient a pas optimal pour les moindres carrés
Exemple : Minimisation de f(x) = ||Ax — b]|3.
» On parle de résolution de Ax = b au sens des moindres carrés.
» Eventuellement, A est rectangulaire (injective).
» Lien avec I'approximation polynomiale.
> Rappel : Vf(x) = 2A7(Ax — b)
Pour trouver le pas optimal, il faut résoudre

min f(x — pVf(x)).

F(x — pVF(x)) = [|Ax — bI[2 — 2p(Ax — bAVF(x)) + p* | AVF()|2
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Optimisation numérique
Gradient a pas optimal pour les moindres carrés
Exemple : Minimisation de f(x) = ||Ax — b]|3.
» On parle de résolution de Ax = b au sens des moindres carrés.
» Eventuellement, A est rectangulaire (injective).
» Lien avec I'approximation polynomiale.
> Rappel : Vf(x) = 2A7(Ax — b)
Pour trouver le pas optimal, il faut résoudre

min f(x — pVf(x)).

f(x — pVf(x)) = ||Ax — b||3 — 2p(A” Ax — ATb|Vf(x)) + p* | AVE(x)|2
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Optimisation numérique
Gradient a pas optimal pour les moindres carrés
Exemple : Minimisation de f(x) = ||Ax — b]|3.
» On parle de résolution de Ax = b au sens des moindres carrés.
» Eventuellement, A est rectangulaire (injective).
» Lien avec I'approximation polynomiale.
> Rappel : Vf(x) = 2A7(Ax — b)
Pour trouver le pas optimal, il faut résoudre

min f(x — pVf(x)).

f(x — pVi(x)) = p* [AVF(X)[5 — p [IVE()I3 + [1Ax — b]]3
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Optimisation numérique
Gradient a pas optimal pour les moindres carrés
Exemple : Minimisation de f(x) = ||Ax — b]|3.
» On parle de résolution de Ax = b au sens des moindres carrés.
» Eventuellement, A est rectangulaire (injective).
» Lien avec I'approximation polynomiale.
» Rappel : Vf(x) = 2A7(Ax — b)

Pour trouver le pas optimal, il faut résoudre

min f(x — pVf(x)).

f(x — pVi(x)) = p* [AVF(X)[5 — p [IVE()I3 + [1Ax — b]]3

C'est un polynéme de degré 2 en p!
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Optimisation numérique
Gradient a pas optimal pour les moindres carrés
Exemple : Minimisation de f(x) = ||Ax — b]|2.
» On parle de résolution de Ax = b au sens des moindres carrés.
» Eventuellement, A est rectangulaire (injective).
» Lien avec I'approximation polynomiale.
> Rappel : Vf(x) = 2A7(Ax — b)

Pour trouver le pas optimal, il faut résoudre

min f(x — pV£(x)).

f(x — pVE(x)) = p* [AVF(X)[3 — p[IVE()I3 + [1Ax — b]3

C'est un polynéme de degré 2 en p!

IV
2||AVH(X) 3
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Optimisation numérique
Méthode de Newton

» Résolution d'une équation F(x) = 0 avec F € €*(R",R").

Méthode de Newton pour les zeros de F

x® e RV,
X" = x" — JF(x")"1F(x").
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Optimisation numérique
Méthode de Newton

» Résolution d'une équation F(x) = 0 avec F € €*(R",R").

Méthode de Newton pour les zeros de F

x® e RV,
X" = x" — JF(x")"1F(x").

Faire un dessin 1D‘
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Optimisation numérique
Méthode de Newton

» Résolution d'une équation F(x) = 0 avec F € €*(R",R").

Méthode de Newton pour les zeros de F

x® e RV,
X" = x" — JF(x")"F(x").

» Minimisation de f € ¥%(R",R). On résout Vf(x) = 0.

Méthode de Newton pour minimiser f

x? e RV,
X" = x" — Hf(x") "' Vf(x").
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Optimisation numérique
Méthode de Newton

» Résolution d'une équation F(x) = 0 avec F € €*(R",R").

Méthode de Newton pour les zeros de F
x® e RV,
X" = x" — JF(x")"1F(x").
» Minimisation de f € ¥%(R",R). On résout Vf(x) = 0.
Méthode de Newton pour minimiser f
x? e RV,
X" = x" — Hf(x") "' Vf(x").

Remarques :
» La méthode est locale, mais rapide,

» Ne distingue pas min et max.
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Optimisation numérique

Optimisation sous contraintes
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Optimisation numérique

Exemple simple
Rappel : Un probléme d’optimisation sous contraintes s'écrit

min f(u), avec K CR".
ueK

@) CENTRALELYON

46



Optimisation numérique

Exemple simple
Rappel : Un probléme d’optimisation sous contraintes s'écrit

min f(u), avec K CR".
ueK

En général, les algorithmes précédents vont converger en dehors de K|
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Optimisation numérique

Exemple simple

Rappel : Un probléme d’optimisation sous contraintes s'écrit

min f(u), avec K CR".
ueK

En général, les algorithmes précédents vont converger en dehors de K|
Exemple : f(x) = x¥ + x3.
K:{xeRz, X1Z%, x2 >0, x1+xz§1}

X2

‘\ [GradProj.m]

X1

—4
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Optimisation numérique

Projection sur un convexe

Soit K € RM convexe fermé et non vide.

Définition. Pour tout x € R", le projeté mx(x) est I'unique point de K qui
minimise sa distance a x.

k() = x| = min {Jly = x|l ; y € K }.

@) CENTRALELYON
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Optimisation numérique

Projection sur un convexe

Soit K € RM convexe fermé et non vide.

Définition. Pour tout x € R", le projeté mx(x) est I'unique point de K qui
minimise sa distance a x.

k() = x| = min {Jly = x|l ; y € K }.

Remarques :

» six € K alors mk(x) = x,
» six ¢ K alors mx(x) € 0K,

» 7k est contractante donc lipschitzienne donc continue.

@) CENTRALELYON
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Optimisation numérique
Méthode du gradient projeté

Méthode du gradient projeté. Elle est définie par

x% e RV,
X" = mg (x" = pVE(x")).

avec p > 0.

@) CENTRALELYON
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Optimisation numérique
Méthode du gradient projeté

Méthode du gradient projeté. Elle est définie par

x% e RV,
X" = mg (x" = pVE(x")).
avec p > 0.

Théoréme. Soient f € ©*(RY, R) strictement convexe et coercive, et K
convexe fermé non vide, avec

M >0, VxyeR", [[VF(x)— VE(y)ll, < Mlx—yl,.

Si 0 < p< Z alors la méthode du gradient projeté converge vers I'unique

point de minimum global de f sur K.
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Optimisation numérique
Méthode du gradient projeté

Avantage :

» convergence vers la solution du probléme contraint.

@) CENTRALELYON
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Optimisation numérique
Méthode du gradient projeté

Avantage :

» convergence vers la solution du probléme contraint.

Inconvénients :
> vitesse de convergence non garantie,

> le projecteur mx peut étre (trés) difficile a calculer,
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Optimisation numérique
Méthode du gradient projeté

Avantage :

» convergence vers la solution du probléme contraint.

Inconvénients :
> vitesse de convergence non garantie,

> le projecteur mx peut étre (trés) difficile a calculer,

Alternative possible :

» Méthode de pénalisation.

@) CENTRALELYON
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Optimisation numérique

Pénalisation

Définition. On appelle fonction de pénalisation de K toute fonction
B: RN = R telle que

» [ est continue
» 3>0sur RY,
> B(x) =0 xeK

@) CENTRALELYON
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Optimisation numérique

Pénalisation

Définition. On appelle fonction de pénalisation de K toute fonction
B :RY = R telle que

» 3 est continue
> 3>0surRY,
> fx) =0 xeK

Remarque : Si c'est possible on choisira § convexe. (Il faut K convexe).
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Optimisation numérique

Pénalisation

Définition. On appelle fonction de pénalisation de K toute fonction
B: RN = R telle que

» [ est continue

» 3>0sur RY,

> Bx) =0 xeK

Remarque : Si c'est possible on choisira § convexe. (Il faut K convexe).

Définition. Soit le probléme d'optimisation sous contraintes

min f(x),

xeK

le probléme pénalisé associé est

min f(x) + %ﬁ(x)

x€RN

@) CENTRALELYON



Optimisation numérique

Pénalisation

Définition. On appelle fonction de pénalisation de K toute fonction
B :RY = R telle que

» 3 est continue

» 3>0sur RY,

> Bx) =0 xeK

Remarque : Si c'est possible on choisira § convexe. (Il faut K convexe).

Définition. Soit le probléme d'optimisation sous contraintes

min f(x),

xeK

le probléme pénalisé associé est

min f(x) + %ﬁ(x)

x€RN

Pourquoi ca marche? On fait payer (pénalise) le fait de ne pas étre dans K.
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Optimisation numérique

Pénalisation

> SiKi={xeR" ¢i(x)=0, i=1...p}, on peut choisir

500 = > [P
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Optimisation numérique

Pénalisation

> SiKi={xeR", pi(x)=0,i=1..

.p} . on peut choisir

= > lpr?

> SiKo={xeR", y(x)<0,i=1...

q} , on peut choisir

= [v 60"

J=1

avec ¢ = max(0, ;).

@) CENTRALELYON
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Optimisation numérique

Pénalisation

> SiKi={xeR" ¢i(x)=0, i=1...p}, on peut choisir
p
2
= [pi(0)]
i—1
> Si Ko ={xeR" #;(x) <0, i=1...q}, on peut choisir

= [v 60"

J=1

avec ¢ = max(0, ;).

» Si K = K1 N K>, on somme :
P ) q 5
x) =Y [P+ > [¥ (%)
i=1 j=1
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Optimisation numérique
Méthode du gradient pénalisé

On résout le probléme pénalisé (sans contrainte!)

min f(x) + %ﬂ(x).

x€RN

par la méthode du gradient a pas fixe.
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Optimisation numérique
Méthode du gradient pénalisé

On résout le probléme pénalisé (sans contrainte!)

min f(x) + %B(x).

x€RN

par la méthode du gradient a pas fixe.

Méthode du gradient pénalisé. Elle est définie par

x® e RV,
X" =x" — pVE(x") — £VA(x).

avec p > 0.
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Optimisation numérique
Méthode du gradient pénalisé

On résout le probléme pénalisé (sans contrainte!)

min f(x) + %B(x).

x€RN

par la méthode du gradient a pas fixe.

Méthode du gradient pénalisé. Elle est définie par

x® e RV,
X" =x" — pVE(x") — £VA(x).

avec p > 0.

Remarque :
» Choix de ¢ difficile !

» Conditionne le choix de p...

@) CENTRALELYON
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Optimisation numérique
Méthode du gradient pénalisé

Difficulté : La méthode du gradient pénalisé va converger vers x. solution de
. 1
min f(x) + =B(x).
ueRN 1>
Si ¢ et petit, on s'attend a ce que x. soit proche de x*, solution de

min f(x).

xeK

@) CENTRALELYON
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Optimisation numérique
Méthode du gradient pénalisé

Difficulté : La méthode du gradient pénalisé va converger vers x. solution de

min f(x) + é/ﬁ(x).

ucRrN
Si ¢ et petit, on s'attend a ce que x. soit proche de x*, solution de

min f(x).
xeK ( )
Théoréme. Soient f € ¥*(R"R) strictement convexe et coercive, et

K C R" convexe fermé non vide. Soit 3 une pénalisation de K. Alors pour
tout € > 0, le probléme

. 1
min f(x ~B(x
min (x) + ~6(x)
admet une unique solution x.. Elle vérifie

. *
lim x. = x
e—0

ol x* est I'unique solution du probléme initial miE f(x).
x€
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COURS 4

Approximation numérique

des équations différentielles
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Approximation des EDO

Quelques usages

» Mécanique :
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Approximation des EDO

Quelques usages

» Mécanique :

P Prédiction de trajectoire (planétes, cométes, astéroides, débris,. . .)
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Approximation des EDO

Quelques usages

» Mécanique :
P Prédiction de trajectoire (planétes, cométes, astéroides, débris,. . .)

P Orbite des satellites, manceuvre spatiales, rentrée atmosphérique,
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Approximation des EDO

Quelques usages

» Mécanique :
P Prédiction de trajectoire (planétes, cométes, astéroides, débris,. . .)

P Orbite des satellites, manceuvre spatiales, rentrée atmosphérique,

P Militaire (balistique),
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Approximation des EDO

Quelques usages

» Mécanique :
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Quelques usages
» Mécanique :
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Quelques usages

» Mécanique :
P Prédiction de trajectoire (planétes, cométes, astéroides, débris,. . .)

P Orbite des satellites, manceuvre spatiales, rentrée atmosphérique,
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Médecine :
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Quelques usages
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Quelques usages

» Mécanique :
P Prédiction de trajectoire (planétes, cométes, astéroides, débris,. . .)

P Orbite des satellites, manceuvre spatiales, rentrée atmosphérique,

P Militaire (balistique),

v

Biologie, environnement, :

P Evolution d'un écosystéme, d'un population, croissance et extinction,

v

Chimie, industrie :
P Dynamique des processus,
» Economie, gestion :
P Modélisation macroéconomique,

P> Modzéles financiers,

v

Médecine :

> Posologie, absorption et efficacité des traitements, croissance tumorales,

P Epidémiologie.
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Approximation des EDO

Une des premiéres utilisations célébre

)bl n
| S - s

Mercury-Atlas 6 : comment calculer une trajectoire de rentrée atmosphérique ?

Comment viser le Kazakstan avec un Soyouz ?

RUSSIA

Soyuz landing zone
25mi[ 30 km wide [t

Pourquoi seule I'analyse numérique peut résoudre
_ le probléme ?

KAZAKHSTAN
Quelles méthodes 7

Baionur
Casmodrome.

i CHINA
Quelle précision ?
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Approximation des EDO

Constat d'échec

Important : en général, on ne sait pas résoudre explicitement une EDO !
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Approximation des EDO

Constat d'échec
Important : en général, on ne sait pas résoudre explicitement une EDO !

On s’en sort quand. ..

» |'équation différentielle est linéaire a coefficients explicitement intégrables,
> |'exercice est fait pour qu'on y arrive,

» on a beaucoup de chance.

Exemple de coup de chance : les orbites de planétes sont des ellipses.

One Month B
Equation gravitationelle :

"

mg—a.
]

Planet’s Orbit

(Kepler)
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Approximation des EDO

Modélisation du probléme de rentrée atmosphérique :

» Loi de Newton :

mx" = force de gravité + force de frottement
"o Gmmt

x>

mXx

x—a(x) ||| ¥’
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Modélisation du probléme de rentrée atmosphérique :

» Loi de Newton :

mx" = force de gravité + force de frottement
"o Gmmt

x>

> Inconnue : x : [0, T] — R? ou R?

mXx

x—a(x) ||| ¥’
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Approximation des EDO

Modélisation rentrée atmosphérique

Modélisation du probléme de rentrée atmosphérique :

» Loi de Newton :

mx" = force de gravité + force de frottement

"o Gmmt

mx
x>

x—a(x) ||| ¥’

> Inconnue : x : [0, T] — R? ou R?

» Domaine : pour tout t € [0, T], x(t) € Q := {x € RY, ||x|| > Rr}.
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Approximation des EDO

Modélisation rentrée atmosphérique

Modélisation du probléme de rentrée atmosphérique :
» Loi de Newton :
mx" = force de gravité + force de frottement

"o Gmmt

x>

> Inconnue : x : [0, T] — R? ou R?

» Domaine : pour tout t € [0, T], x(t) € Q := {x € RY, ||x|| > Rr}.

mXx

x—a(x) ||| ¥’

» Données : G cste de gravité, m masse du vaisseau, mr masse de la Terre,
a(x) coefficient de frottement aérodynamique, Rt rayon de la Terre.
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Approximation des EDO
Probléme de Cauchy

Méthode : on met I'équation sous forme d’un probléme de Cauchy.

Probléme de Cauchy. C'est un probléme différentiel de la forme

Ju'() =f(t,u(t)) teo,T],
©): { u(0) = uo.
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Probléme de Cauchy

Méthode : on met I'équation sous forme d’un probléme de Cauchy.

Probléme de Cauchy. C'est un probléme différentiel de la forme

Ju'() =f(t,u(t)) teo,T],
©): { u(0) = uo.

> u: [0, T] = Q C R? est la fonction inconnue ,

» |e domaine spatial Q est une partie ouverte connexe de |'espace R?
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Approximation des EDO
Probléme de Cauchy

Méthode : on met I'équation sous forme d’un probléme de Cauchy.

Probléme de Cauchy. C'est un probléme différentiel de la forme

Ju'() =f(t,u(t)) teo,T],
©): { u(0) = uo.

> u: [0, T] = Q C R? est la fonction inconnue ,

» |e domaine spatial Q est une partie ouverte connexe de I'espace RY,

> f:Qx[0, T] — R? est la dynamique du probléme,
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Approximation des EDO
Probléme de Cauchy

Méthode : on met I'équation sous forme d’un probléme de Cauchy.

Probléme de Cauchy. C'est un probléme différentiel de la forme

Ju'() =f(t,u(t)) teo,T],
©): { u(0) = uo.

> u: [0, T] = Q C R? est la fonction inconnue ,
» |e domaine spatial Q est une partie ouverte connexe de I'espace RY,
> f:Qx[0, T] — R? est la dynamique du probléme,

> ugp € Q est I'état initial oo condition initiale.
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Approximation des EDO

Probléme de Cauchy pour la rentrée atmosphérique

Exemple : rentrée atmosphérique,

' = =020 )
[ m
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Probléme de Cauchy pour la rentrée atmosphérique

Exemple : rentrée atmosphérique,

= = |
Il m
ui X1
on pose u = Uz = {X,} = Xf cR*etona

us X X1

m X5
us
Usg

_ Gmt
ll(ux,u2)I3

f(u) = m] — etz (g, )| [ﬂ
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Approximation des EDO

Probléme de Cauchy pour la rentrée atmosphérique

Exemple : rentrée atmosphérique,

= = |
Il m
ui X1
on pose u = Uz = {X,} = Xf cR*etona

us X X1

m X5
us
Usg

_ Gmt
ll(ux,u2)I3

f(u) = m] — etz (g, )| [ﬂ

Le probléme de Cauchy s'écrit

u'(t) = f(u(t)) telo, Tl
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Approximation des EDO

Comment approcher numériquement la solution du probléme de Cauchy?

Soit le probléme de Cauchy

o). u'(t) = f(t,u(t)) telo, T],
©: u(0) = uo.
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Comment approcher numériquement la solution du probléme de Cauchy?

Soit le probléme de Cauchy

() =f(t,u(t)) telo, T,
©: { u(0) = uo.

Existence et unicité de v : [0, T*[— Q dés que f € € [Cauchy-Lipschitz].
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Comment approcher numériquement la solution du probléme de Cauchy?
Soit le probléme de Cauchy

() =f(t,u(t)) telo, T,
©: { u(0) = uo.

Existence et unicité de v : [0, T*[— Q dés que f € € [Cauchy-Lipschitz].

Discrétisation du temps : soit h > 0, et par t, = nh avec ty = Nph=T.

Cette suite dépend de h, on la note donc aussi (t)n,—o.1.....n-

Principe d’'une méthode numérique : approcher les valeurs de la solution
exacte u(t,) par une suite (Up)n=o,1,...,n de Q.
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Comment approcher numériquement la solution du probléme de Cauchy?

Soit le probléme de Cauchy

() =f(t,u(t)) telo, T,
©: { u(0) = uo.

Existence et unicité de v : [0, T*[— Q dés que f € € [Cauchy-Lipschitz].

Discrétisation du temps : soit h > 0, et par t, = nh avec ty = Nph=T.

Cette suite dépend de h, on la note donc aussi (t)n,—o.1.....n-

Principe d’'une méthode numérique : approcher les valeurs de la solution
exacte u(t,) par une suite (Up)n=o,1,...,n de Q.

Vocabulaire : Un schéma numérique est une relation de récurrence qui permet
de définir la suite (U,).
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Approximation des EDO

Comment approcher numériquement la solution du probléme de Cauchy?

Soit le probléme de Cauchy

() =f(t,u(t)) telo, T,
©: { u(0) = uo.

Existence et unicité de v : [0, T*[— Q dés que f € € [Cauchy-Lipschitz].

Discrétisation du temps : soit h > 0, et par t, = nh avec ty = Nph=T.

Cette suite dépend de h, on la note donc aussi (t)n,—o.1.....n-

Principe d’'une méthode numérique : approcher les valeurs de la solution
exacte u(t,) par une suite (Up)n=o,1,...,n de Q.

Vocabulaire : Un schéma numérique est une relation de récurrence qui permet
de définir la suite (U,).

Cette suite est dite solution numérique ou discréte.
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Approximation des EDO
La méthode d'Euler

Probléme de Cauchy

() =f(t,u(t)) telo, T,
©: { u(0) = uo.

» On écrit, pour n=0,1,..., N, — 1,

*tht1 “tht1

uﬁwﬂ:uﬁﬂ+/

Jty Jty

» Approximation de |'intégrale par la méthode des rectangles :

[ B f(s,u(s))ds = h f(ta, u(tn)).

n

> D’'ou la récurrence (explicite mais inexacte) :

u(tny1) = u(ty) + h f(tn, u(tn)).

@) CENTRALELYON
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Approximation des EDO
Méthode d'Euler

On a obtenu :

u(tnr1) = u(ts) + h f(ts, u(ts)).

Méthode d’Euler. C'est le systéme de récurrence/condition initiale suivant :

Uni1 = U, + hf(th,Us), n=0,1,..., Ny—1
(E):{ o
0 = Uup.

Remarques.

» a priori, on n'a pas u(t,) = U,.

» il n'est pas évident non plus que u(t,) approche U,.
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Méthode d'Euler

uz

Uo
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Méthode d'Euler

uz

f(t1, U1)
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f(0, Ug)
Uy Uo
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Méthode d'Euler

uz
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u: /)

f(0, Ug)
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Méthode d'Euler

uz

Use

f(t2, u%
U,

f(t1, U1)

u: /)

f(0, Ug)
Uy Uo
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uz

f(t2, u%
U,
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Approximation des EDO
Méthode d'Euler

uz

f(t2, u%
U,

f(t1,U1)

u: /)

f(0, Ug)
Uy Uo

U4'
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Approximation des EDO
Méthode d'Euler

uz
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Approximation des EDO
Méthode d'Euler : Exemple

Considérons le probléme de Cauchy
u'(t) = 2tu(t)
u(0) =1,

. 2
dont la solution exacte est u(t) = e .

@) CENTRALELYON
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Approximation des EDO
Méthode d'Euler : Exemple

Considérons le probléme de Cauchy
u'(t) = 2tu(t)
u(0) =1,

. 2
dont la solution exacte est u(t) = e .

La méthode d’'Euler s’écrit

Uni1 = Un + 2ht,U,  t €10,2],
Uo =1.

4

@) CENTRALELYON

t €[0,1],

2.5

15

T T T T
—— solution exacte u(t)
—=—suite (U,) avec h=0.2

—e—suite (U,) avec h=0.1 ||
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Approximation des EDO
Méthode d'Euler : Exemple

Considérons le probléme de Cauchy

u'(t) = 2tu(t) te]o,1],
u(0) =1,

. 2
dont la solution exacte est u(t) = e" .

La méthode d’'Euler s’écrit

{Un+1 = U, + 2ht,U, te]0,2],

— T T T T
UO =1L —— solution exacte u(t)
—=—suite (U,) avec h=0.2

251 —e—suite (U,) avec h=10.1 ||

» La méthode d'Euler n'est pas
exacte, s

| | | | | |
‘\ 0 02 04 06 08 1
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Méthode d'Euler : Exemple

Considérons le probléme de Cauchy

u'(t) = 2tu(t) te]o,1],
u(0) =1,

. 2
dont la solution exacte est u(t) = e" .

La méthode d’'Euler s’écrit

{Un+1 = U, + 2ht,U, te]0,2],

— T T T T
UO =1L —— solution exacte u(t)
—=—suite (U,) avec h=0.2

251 —e—suite (U,) avec h=10.1 ||

» La méthode d'Euler n'est pas
exacte, s

» |'erreur augmente avec le temps, sl

| | | | | |
‘\ 0 02 04 06 08 1
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Approximation des EDO
Méthode d'Euler : Exemple

Considérons le probléme de Cauchy

u'(t) = 2tu(t)
u(0) =1,

. 2
dont la solution exacte est u(t) = e" .

La méthode d’'Euler s’écrit

Uni1 = Up+ 2ht,U, £ €[0,2],
Up=1.

» La méthode d'Euler n'est pas
exacte, s

» |'erreur augmente avec le temps,

» |'erreur diminue si h diminue.

4

@) CENTRALELYON
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2.5

15

T T T T
—— solution exacte u(t)
—=—suite (U,) avec h = 0.2

—e—suite (U,) avec h=0.1 ||

0.2
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Approximation des EDO

Analyse d’erreur

A

V- 5

Up f——————- .

f(to,Uo)

Up |[-——-
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Approximation des EDO

Analyse d’erreur

A
U,

U;

Uo [-——~-

f(t0,Uo)
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Approximation des EDO

Consistance, stabilité, convergence
» Convergence : L'erreur globale du schéma tend vers 0

max ||U, — u(t,)]| 5.
0<n< N, h—0

@) CENTRALELYON
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Approximation des EDO

Consistance, stabilité, convergence

» Convergence : L'erreur globale du schéma tend vers 0

max [|Un — u(ty)|| — 0.
0<n< N, h—0

» Analyse en 2 temps :

> Consistance : analyse de I'erreur locale (commise a chaque pas).
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» Convergence : L'erreur globale du schéma tend vers 0

max [|Un — u(ty)|| — 0.
0<n< N, h—0

» Analyse en 2 temps :

> Consistance : analyse de I'erreur locale (commise a chaque pas).

» Stabilité : maitrise de la propagation des erreurs locales.
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Approximation des EDO

Consistance, stabilité, convergence

» Convergence : L'erreur globale du schéma tend vers 0

max [|Un — u(ty)|| — 0.
0<n< N, h—0

» Analyse en 2 temps :

> Consistance : analyse de I'erreur locale (commise a chaque pas).

» Stabilité : maitrise de la propagation des erreurs locales.

Théoréme de Lax.

Consistance et Stabilité = Convergence.
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Approximation des EDO

Consistance
On note u la solution exacte du probléme de Cauchy.

Définition. L'erreur de consistance du schéma d’Euler est la suite

eh = M —f(to,u(ts)), 0<n<N,— 1L

@) CENTRALELYON

67



Approximation des EDO

Consistance
On note u la solution exacte du probléme de Cauchy.

Définition. L'erreur de consistance du schéma d’Euler est la suite

eh = M —f(to,u(ts)), 0<n<N,— 1L

Remarque : Lien avec |'approximation de I'intégration de u’ sur [t,, t, + h] par
la méthode des rectangles a gauche :

1
eh .= / u'(t, 4+ hs)ds — u'(t,).
0
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Approximation des EDO

Consistance
Rappel : u désigne la solution exacte du probléme de Cauchy.

Définition. L'erreur de consistance) du schéma d'Euler est la suite

eh = M —f(tyu(t))), 0<n< Ny—1.

Définition. Le schéma est consistant si I'erreur de consistance converge
vers 0 :

max el -0 quand h—O0.

0<n<N),—1

Si de plus il existe k > 0 tel que

= O(H"),

h
€n

max ’
0<n<N,—1

le schéma est dit consistant d’ordre k.
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Approximation des EDO

Consistance pour Euler

Proposition. Si la solution exacte u est de classe 2, alors la méthode
d'Euler est consistante d'ordre 1.

B} CENTRALELYON
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Approximation des EDO

Consistance pour Euler

Proposition. Si la solution exacte u est de classe 2, alors la méthode
d'Euler est consistante d'ordre 1.

Preuve : Par Taylor-Lagrange,

U(toi1) = u(ts + h) = u(t,) + hu'(t,) + h°Ra(h),

Ro(h)| < C o=~ sup_ [[u"(2)]

avec R,(h) bornée. Plus précisément, |

2 te[o,T]
eh .= M — f(ta, u(tn)),
el = u'(t,) + hR,(h) — f(ta, u(tn)),
eh = hR,(h),
Ainsi
max ‘52 < Ch.
0<n<N,—1
ECOLE

CENTRALELYON
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Approximation des EDO
Stabilité pour Euler

On considére le schéma d’Euler

Uni1 = U, + h f(ts, Uyp),
(E) { o
0 = Up.

et on le perturbe en ajoutant une suite d'erreurs j,

@) CENTRALELYON
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Approximation des EDO
Stabilité pour Euler

On considére le schéma d’Euler

Upia =U,+ hf(t,,U,), n>=0,
(E): {

Uo = Ugp.

et on le perturbe en ajoutant une suite d'erreurs j,

Vi1t =Vo+ h f(tn, Vo) + o, n>0,
(Bpert) 19,
0 = Uop.

@) CENTRALELYON
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Approximation des EDO
Stabilité pour Euler

On considére le schéma d’Euler

Un+1 — Un + h f(tm Un)7 n 2 01
(E): {

Uo = Ugp.
et on le perturbe en ajoutant une suite d'erreurs j,

Vi1t =Vo+ h f(tn, Vo) + o, n>0,
(Epert) : {

Vo = Up.
Définition. Le schéma est stable s'il existe une constante C > 0 telle que

— < .

0<n<N,—1

@) CENTRALELYON
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Approximation des EDO
Stabilité pour Euler

Proposition. Si f est L-lipschitzienne, la méthode d'Euler est stable et I'on a

max [Vo—Un|<e™ > [l

0<n<N,
SUSTh 0<n<N,—1
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Approximation des EDO
Stabilité pour Euler

Proposition. Si f est L-lipschitzienne, la méthode d'Euler est stable et I'on a

LT
< .
omax [Vo— Uil <e > el

0<n<N),—1

Preuve : Par soustraction

Vi1 — Unia :Vn—Un+h(f(t )—f tn, Un)) + fin,
Vo1 — Unga || < IV — Unll + B |1f(tn, Vi) — £(tn, Un)|| + [l i2nl]
IVot1 — Unsall < (14 AL) [V — Unl| + ||lal] -

Posons e, = ||V, — U

»||, et divisons par (1 -+ hL)"™*;

i _ el
(14 hL)™ 1 = (1 + AL)" (14 hL)"+L”
€n+1 €n

< il
L+ h)™ S @+l T ol
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Approximation des EDO
Stabilité pour Euler

Preuve (suite) : On a

e~ aye < el
(1 + L)t~ (14 hLyr = 0l

En sommant, on obtient

n—1
€n

e <Ol VneN,

(14 hL) pr

n—1
en < (1+hL)" Y flul, VneN.
n=0
Or pour tout n < Np,
(1+ hL)" < el < QNehL _ T
Ainsi,
n—1
Vo= Unll < T i, ¥n=0,1,..., N
n=0

ECOLE 0

CENTRALELYON 72



Approximation des EDO

Convergence pour Euler
Définition. Le schéma converge si

ogag>/(v,, |Up —u(ty)] — 0  quand

@) CENTRALELYON
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Approximation des EDO

Convergence pour Euler
Définition. Le schéma converge si

max |U, —u(t))] — 0 quand h—0.
o<n< Ny,

| Théoréme de Lax. Un schéma consistant et stable est convergent.
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Approximation des EDO

Convergence pour Euler
Définition. Le schéma converge si

max |U, —u(t,)] — 0 quand h— 0.
o<n< Ny,

Théoréme de Lax. Un schéma consistant d’ordre k et stable est convergent
d’ordre k.

Preuve (Pour Euler) : Par définition,

eh = M — (o, u(tn)).

Donc la suite de valeurs exactes est solution du schéma perturbé :

{u(tnﬂ) = u(tn) + hf(tn, u(tn)) + heh,

U(to) = up.

{8 CENTRALELYON
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Approximation des EDO

Convergence pour Euler

Preuve (suite) : On utilise la stabilité du schéma :

LT h
max |U, —u(t,)| < e ' h E ‘5,,
0<n<Np
0<n<Ny—1
Or,
h h
E ‘5,, < Ny max ‘6,,,
0<n<Ny—1
0<n<N)—1
Ainsi,
LT h
max |U, —u(t,)| < Te max ||e,
0<n< Ny, 0<n<N)—1
Or, par consistance d'ordre 1,
h
max enll < Ch.
0<n<N)—1
Finalement,
LT
max |U, —u(t,)| < CTe ' h.
0<n< Ny,
ECOLE
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Approximation des EDO

Convergence pour Euler
Proposition. Le schéma d’Euler est convergent d'ordre 1 :

max U, — u(t,)| < CTe'"h,
o<n< Ny,

avec C = 1 sup Hu”(t)“ .
te[0,T]

B} CENTRALELYON
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Approximation des EDO

Convergence pour Euler
Proposition. Le schéma d'Euler est convergent d'ordre 1 :

max |U, — u(t,)] < CTe""h,
0<n<Ny

avec C = E sup Hu”(t)“ .
te[0,T]

Remarques :

» On a besoin que u € €3([0, T]).

» La constante Te!” augmente exponentiellement

> avec T (problémes en temps long) ,

> avec L (problémes « raides »).
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Approximation des EDO

Schémas classiques

Définition. Un schéma a un pas (constant) pour approcher la solution du
probléme de Cauchy

o [FO=Fu®) T
"1 u(0) = uo.
est une relation de récurrence de la forme

{Um = U, 4 hGh(tn,Un,Upi1), n=0,1,... Ny—1,

Uo = Ugp.

ol h > 0 est le pas et G est une fonction qui définit le schéma.

@) CENTRALELYON
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Approximation des EDO

Schémas classiques

Définition. Un schéma a un pas (constant) pour approcher la solution du
probléme de Cauchy

() =f(t,u(t)) telo, T,
©: { u(0) = uo.

est une relation de récurrence de la forme

Un+1 :Un+hGh(tn,Un,Un+1), n:0,1,...7,\//77].7
Uo = Ugp.

ol h > 0 est le pas et G est une fonction qui définit le schéma.

Vocabulaire : Si G, dépend effectivement de U,.1 le schéma est dit implicite,
sinon il est explicite.

@) CENTRALELYON
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Approximation des EDO

Schémas classiques

Définition. Un schéma a un pas (constant) pour approcher la solution du
probléme de Cauchy

o [FO=Fu®) T
"1 u(0) = uo.
est une relation de récurrence de la forme

{Um = U, 4 hGh(tn,Un,Upi1), n=0,1,... Ny—1,

Uo = Ugp.

ol h > 0 est le pas et G est une fonction qui définit le schéma.

Vocabulaire : Si G, dépend effectivement de U,.1 le schéma est dit implicite,
sinon il est explicite.

Exemple : Le schéma d'Euler Up+1 = U, + hf(t,, U,) correspond a
Gh(tn,Un, Upy1) = f(tn, Uy).
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Approximation des EDO

Consistance
Rappel : u désigne la solution exacte du probléme de Cauchy.

Définition. L'erreur de consistance d'un schéma général a un pas est

sﬁ = M - Gh(t,,,u(tn),u(tnﬂ)), 0< n<N,.

Remarque : Lien avec I'erreur de 'approximation de I'intégration de u’ sur
[tn, tn + H] :

1
e ;:/ W (t + hs)ds — Gy (tn, u(ta), u(tns1)).-

0
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Approximation des EDO
Stabilité

On considére un schéma général

(E) ] Un+1 = Un+hGh(tn,Un,Un+1), n:0,1,...,Nh71,
' Uo = Up.

et on le perturbe en ajoutant une suite d'erreurs p, :

Vi1 = Vo + hGh(ta, Vo, Voi1) + ptn, n=0,1,..., Ny —1,
(Epert) :

Vo = Up.

Définition. Le schéma est stable s'il existe C > 0 t.q.

max [V, — Ul < C D |l -

o<n<N,
SIS Th 0<n<N)—1
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Approximation des EDO

Euler, Euler implicite

thi1 1
/ u'(t)dt:h/ u'(ta + hs)ds
t)

0

n

Rectangle a gauche :

I(h) = /01 W' (t, + hs)ds
~ (1) = f(tn, ()

conduit a poser

Euler : U, = U, + hf(ts, Uy). 0

@) CENTRALELYON



Approximation des EDO

Euler, Euler implicite

Rectangle a gauche :

I(h) = /01 u'(t, + hs)ds

~ ' (8) = F(tn, u(t)) (i)
conduit a poser
Euler : Uy1 = U, + hf(ts, Uy). 0 1
Rectangle a droite : o (tra)

1
I(h) = / u'(t, + hs)ds
0
~ u/(tn-%—l) = f(tot1,u(tri1))

conduit a poser
Euler (implicite) : Unt1 = Uy + Af(tnt1, Unt1) 0 1
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Approximation des EDO
Crank-Nicolson, Heun
Trapéze : o (ts1)

2
Crank-Nicolson (implicite) u'(tn)

I(h) =

h
U"+1 =U.+ 5 (f(t"a U") + f(tn+17 Un+1))

@) CENTRALELYON
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Approximation des EDO

Crank-Nicolson, Heun
Trapéze :
(t (t
I(h)% U( )+2U( +1)

Crank-Nicolson (implicite)

h
Un+1 =U,+ E (f(tna Un) + f(tn+17 Un+1))

Trapéze approché : Le vecteur p approche
u(ts+1) par Euler :

Heun (explicite)
p= U, + hf(t,,U,).

h
Un+1 =U,+ 5 (f(tn, Un) + f(tn+1a p))

@) CENTRALELYON
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Approximation des EDO
Runge-Kutta

Point milieu approché : RK-2 (explicite)
ki = f(tn,U,).

2 2
Un+1 = Un + hkz

k2:f<t,,+ﬁ,U,,+ﬁk1).

@) CENTRALELYON
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Approximation des EDO
Runge-Kutta

Point milieu approché : RK-2 (explicite)

ki = f (2, Un). ke
h h
k2:f<t,,+§,U,,+§k1). ke

Un+1 = Un + hkz

Méthode de Simpson approchée : RK-4 (explicite)

k1 :f(t,,,Un).
h h
kz—f(t,,+§,u,,+§k1).

h h
k3:f<t,,+§,Un+§k2)

k4:f(t,,+h,U,,+hk3).

h
U =U,+ 6(k1+2k2+2k3 + ka) .

@) CENTRALELYON
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Approximation des EDO

Pourquoi les méthodes implicites ?

On considére le probléme de Cauchy :

{ y'(t) = —1000y(t),
y(0) = 1.

@) CENTRALELYON
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Approximation des EDO

Pourquoi les méthodes implicites ?
On considére le probléme de Cauchy :

{ y'(t) = —1000y(t),
y(0) = 1.

> Probléme raide : f(y) = —1000y est 1000-lipschitzienne.

—1000t

> Solution exacte : y(t) = e (positive, converge vers 0 en +00).

> Constante d'erreur pour Euler proportionnelle & Te'%".
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Approximation des EDO

Pourquoi les méthodes implicites ?

On considére le probléme de Cauchy :

{ y'(t) = —1000y(t),
y(0) = 1.

> Probléme raide : f(y) = —1000y est 1000-lipschitzienne.

—1000t

> Solution exacte : y(t) = e (positive, converge vers 0 en +00).

> Constante d'erreur pour Euler proportionnelle & Te'%".

Méthode d’Euler :

Yoi1 = Y, — 1000AY,,
Yo =1,
soit Y, = (1 — 1000h)".
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Approximation des EDO

Pourquoi les méthodes implicites ?

On considére le probléme de Cauchy :

{ y'(t) = —1000y(t),
y(0) = 1.

> Probléme raide : f(y) = —1000y est 1000-lipschitzienne.

—1000t

> Solution exacte : y(t) = e (positive, converge vers 0 en +00).

> Constante d'erreur pour Euler proportionnelle & Te'%".

Méthode d’Euler :

Yoi1 = Y, — 1000AY,,
Yo =1,
soit Y, = (1 — 1000h)".

La solution numérique reste positive ssi h < 103
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Approximation des EDO

Pourquoi les méthodes implicites ?

On considére le probléme de Cauchy :

{ y'(t) = —1000y(t),
y(0) = 1.

> Probléme raide : f(y) = —1000y est 1000-lipschitzienne.

—1000t

> Solution exacte : y(t) = e (positive, converge vers 0 en +00).

> Constante d'erreur pour Euler proportionnelle & Te'%".

Méthode d’Euler :

Yoi1 = Y, — 1000AY,,
Yo =1,
soit Y, = (1 — 1000h)".

La solution numérique tend vers 0 ssi h < 2-1073
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Approximation des EDO
Stabilité absolue/asymptotique

Euler implicite :

{

soit Y, = (1 4+ 1000h)~".

@) CENTRALELYON
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Approximation des EDO
Stabilité absolue/asymptotique

Euler implicite :

Yn+1 == Yn - 1000hyn+1,
Yo =1,

soit Y, = (1 4+ 1000h)~".

La solution numérique reste positive et converge vers 0 pour tout h > 0.

‘ Pas de contrainte sur h.
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Approximation des EDO
Stabilité absolue/asymptotique

Euler implicite :
{Y,,H =Y, — 1000hYp 1,

Yo =1,
soit Y, = (1 4+ 1000h)~".

La solution numérique reste positive et converge vers 0 pour tout h > 0.

‘ Pas de contrainte sur h.

» Meéthode implicite plus coliteuse (pour les problémes non-linéaires).

» Mais utile pour les problémes raides en temps long.
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Approximation des EDO

Conservation d'énergie

Modélisation du pendule sans frottement :

{ 0" (t) = —%sin(@(t))
6(0),6’(0) donnés.

Energie du systéme :

| Résultat : E'(t) = 0.

Question : est-ce respecté par les schémas?
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Approximation des EDO

Conservation d'énergie

Méthode d’Euler explicite (ordre 1) pour h = 0.1.
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Approximation des EDO

Conservation d'énergie

Meéthode d’Euler implicite (ordre 1) pour h = 0.1.
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Approximation des EDO

Conservation d'énergie

Méthode RK4 (ordre 4) pour h = 0.1.
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Approximation des EDO

Conservation d'énergie

Méthode d’Euler symplectique (ordre 1) pour h = 0.1.
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