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Chapitre

Rappels sur les méthodes de
différences finies

1.1 Introduction

Nous allons revenir, a l'aide d'un exemple, sur les principes et difficultés de 'ap-
proximation par différences finies d"une équations aux dérivées partielles (EDP) de type
convection-réaction-diffusion. Considérons donc le probleme, posé pour x € () C Ret
t>0:

ou  du Pu u
5 = (%)

Uli—0 = @o, 1.1

Ju
O=R = — =h.
ou ulgn=g¢ ou g loc

Le «ou » est ici exclusif. Ainsi, des conditions aux limites (ou conditions aux bord) sont impo-
sées uniquement dans le cas ot le domaine (ouvert) () n’est pas R tout-entier. La condi-
tion u|yn = g est appelée condition de Dirichlet, tandis que S—Z lan = h est une condition
dite de Neumann. La condition u|;—9 = ¢o, quant a elle, est appelée condition initiale.

Les parametres sont choisis tels que

c € Lip(R x |0, +o[,R), «,v,7,K>0.

On peut interpréter le probleme comme suit :

o u(x,t) est une densité (ou concentration, de population bactérienne, par exemple)
au point x et a l'instant ¢,

o c(x,t) est la vitesse d’advection (ou convection) de la population, par exemple sous
I'effet d'un écoulement. Elle peut dépendre des variables d’espace-temps, mais
pourra supposée constante au besoin.

¢ v est un coefficient de diffusion, rendant compte de la propension de la population
a se déplacer des fortes concentrations vers les plus faibles, et cela proportionnel-
lement au gradient de densité (cf. lois de Fick ou Fourier),

¢ 7y est un taux de croissance,

¢ K prend en compte une limitation de la croissance de la population due a des
ressources limitées.



1.2 Cas homogene en espace : EDO

Si on cherche des solution au probleme (1.1) indépendantes de la variable d’espace,
on est ramené a I'étude d"une équation différentielle ordinaire (EDO) :

"(H) = _uy

{ w'(t) = yu(t) (1-42), 12
u(0) = ¢o,

ot1 ¢y € R est une constante donnée. Il est possible de résoudre explicitement ce probleme

de Cauchy ou d’en faire une étude qualitative pour montrer qu’il y a existence globale et
que, si ¢g € |0, K], alors pour tout temps t > 0, on a u(t) € ]0,K][.

La résolution numérique d"une équation de ce type ! peut étre effectuée a ’aide d’une
méthode de type Runge-Kutta. Ayant fixé un pas de temps At > 0, on construit une suite
(un)n>0 (on choisit, bien str, pour uy la condition initiale donnée ¢y) dont on vérifiera
qu’elle fournit une approximation de (u(nAt). Voici trois schémas simples :

¢ La méthode d’Euler explicite.

Upt1 = Up + YA Uy, <1 — %) .

¢ La méthode d’Euler implicite.

u
Upt1 = Uy + ’)’At Upt1 <1 — ?1) .
¢ Une méthode semi-implicite.
Upt1 = Up + YA Uy, (1 — %) .

La méthode explicite est tres simple a mettre en ceuvre, puisqu’un simple calcul permet
de déterminer u,.; a partir de u,. En revanche, la méthode implicite nécessite la réso-
lution d’une équation a chaque étape. L'équation est ici quadratique, donc de résolution
peu cotiteuse; toutefois pour des EDO plus complexes, la mise en place d'une méthode
de type Newton peut s’avérer nécessaire. La méthode semi-implicite, quant a elle, est
permise par la forme particuliere de 1’équation, et permet d’exprimer u,.; facilement en
fonction de u,,.

Exercice 1
Montrer que pour le schéma semi-implicite, si ¢o € |0, K|, alors u, € ]0,K| pour tout
n > 0. Qu’en est-il pour les deux autres schémas ?

Les trois méthodes convergent lorsque le pas de temps At tend vers 0, dans le sens
suivant : pour chaque N fixé,

N
max |uy —u(nAt)| — 0 lorsque At — 0.
n=
Pour les trois méthodes proposées, la vitesse de convergence est d’ordre O(At). On ren-

voie a [CM84] pour 'analyse des méthodes d’approximation des EDO, et la description
de schémas plus précis.

Résumer consistante/stabilité/ordre ‘

1. Bien stir, on dispose ici d"une formule explicite, et la résolution numérique n’est pas nécessaire. Toute-
fois, les méthodes présentées s’appliquent a une classe d’'EDO plus large.



1.3 Cas purement convectif dans R : I’équation de transport li-

néaire
On se place dans le cas () = R, et v = 7y = 0. Le probléme s’écrit alors
Ju Ju
g(x, t) +c(x, t)a(x, £) =0, 13)
u\t:o = Qo,

ol ¢p est une fonction donnée.

1.3.1 Aspect théorique : méthode des caractéristiques
Pour xg € R fixé, on introduit t — X(t), solution de 'EDO
X'(t) = c(X(t),t
(1) = e (X(1),1) o
X(O) = Xy.

L’hypothese de continuité et la condition de Lipschitz globale exigées a la vitesse c ga-
rantissent 1’existence et l'unicité a ce probleme. Alors, on vérifie que la fonction ¢t +—

u (X(t),t) est constante. Ainsi,

Vi>0, u(X(t),t)= ¢o(xo).

Ainsi, étant donnés (x,t) € R x R*, pour déterminer la valeur de u(x,t), on calcule
xo € R tel que la caractéristique X (t) issue de xp au temps initial, passe par x au temps t.

On appelle xq pied de la caractéristique.

o

FIGURE 1.1 — Caractéristiques pour I"équation de transport.

1.3.2 Aspect numérique : décentrement
Dans ce paragraphe, on considere que la vitesse c¢ est constante. Ainsi, les caracté-

ristiques sont des droites, et la solution exacte est donnée par u(x,t) = ¢o(x — ct). Pour
I’approximation numérique, on fixe At, Ax > 0, et on propose les schémas suivants 2 pour

construire une approximation u} de u(nAt, jAx) :

2. Bien entendu, une résolution numérique n’est pas nécessaire puisqu’on dispose d"une formule simple
pour la solution exacte. Le but est ici d’éprouver les méthodes numériques dans une situation oti, précisé-

ment, on dispose de la solution exacte afin d’évaluer I'erreur commise.



¢ Schéma décentré a gauche.

i ut — yh
j | 4o -1 _p
At Ax
o Schéma décentré a droite.
ntl_gyn no_ oyt
i R RO oo S NP
At Ax
o Schéma centré. )
n-+ n n n
umt — ! u o —u’
+1 -1
: Ly =0

At 2Ax
Les trois schémas sont explicites : si les (u]”) j sont connus au rang 7, alors on peut calculer

les (u}”l) j par une formule du type

n+l __ n o,n n
wi T = @(uf, ui g, uf ).

On définit "erreur de consistance locale par

ef = u(xj tny1) — @ (u(xj tn), u(xj1, tn), u(xj11,tn)) , (1.5)

ou x; = jAx, t, = nAt et u désigne la solution exacte de l'équation.
Exercice 2

A Iaide de développements de Taylor, montrer que, sous une hypothése de régularité
sur uy, il existe une constante C telle que

vneN, VjeZ, |ef] < CAtAH +AxT), (1.6)

avec p = 1 pour les trois schémas, et g = 1 pour les schémas décentrées, g = 2 pour
le schéma centré.

Au vu del’étude de consistance, le schéma centré semble plus précis. Toutefois, 1’ana-
lyse de stabilité va montrer que cette méthode est inutilisable. Nous envisageons ici deux
notions de stabilité :

Stabilité L La solution exacte satisfait
t— [Ju(-,t)|lL=r) estdécroissante.

(en fait cette fonction est méme constante). On souhaite que cette propriété soit conservée
au niveau discret, ¢’est-a-dire

VneN, sup |u}1+1\ < sup |uj .
jEZ jEZ
n+1

]
Par exemple, pour le schéma décentré a gauche,

n

Pour chaque méthode, u” ™" apparait comme une combinaison linéaire de u;?, “}1—1 etu i1

At
(1 —a)uj +auj; avec a= CAe

ntl

u
]



Ainsi, cette combinaison est convexe si et seulement si « € [0,1]. On en déduit que le
schéma décentré a gauche est (asymptotiquement) stable au sens L™ si et seulement si

At
0<c= <1. 1.7
<oy S (1.7)

Cette condition est dite CFL (Courant-Friedrich-Lévy), et impose que le pas de temps soit
petit si le pas d’espace est choisi petit, ce d’autant plus que la vitesse est grande.

De la méme fagon, le schéma décentré a droite est (asymptotiquement) stable au sens
L sous la condition & € [—1,0]. Il n’est donc pas adapté a des vitesses positives.

Enfin, le schéma centré ne correspond jamais a une combinaison linéaire convexe. Il
n’est jamais (asymptotiquement) stable au sens L™, quels que soient les choix de pas de
temps et d’espace.

Exercice 3

Pour le schéma centré, exhiber un exemple de condition initiale qui montre que la
stabilité L™ n’est pas satisfaite.

Stabilité L?> De la méme facon, la norme L? est conservée au cours du temps pour la
solution continue. On souhaite donc avoir au niveau discret

Vn € N, Z ]u?+1|2 < Z ul' 2. (1.8)
JEZ JEZ

Un calcul direct montre que, pour le schéma décentré a gauche,

L= [0 -0+ TP 4201~ ) 3 efu |
JEZ ez )z

Lorsque & € [0,1], on peut écrire en utilisant la majoration 2ab < a2 + b2,

Z |u}1+1\2 < [(1 _ 04)2 —|—0c2} Z |u}1|2 +a(1—a) Z (\”}1\2 + |u;1_1‘2>

jEZ jEZ jEZ

=L P

jez

On peut aussi montrer que la condition a € [0, 1] est nécessaire en exhibant un exemple.
Toutefois, la méthode utilisée n’est pas tres générale et peut s’avérer inopérante pour
I’étude d’autres schémas. On lui préfere la méthode de Von Neumann, qui fait appel a 1’ana-
lyse de Fourier. Définissons, en effet, la fonction w" constante par morceaux sur R par

Ax Ax
pour x & xj——,xj—l—7 .

mx) =y
w'(x) =u >

-

Le schéma décentré a gauche s’interprete comme suit a I’aide de la fonction w” :

W' (x) = (1 - a)w"(x) +a (T-aw") (x), (1.9)



ol T, désigne 1'opérateur de translation : (7,f)(x) = f(x + h). On prend alors la transfor-
mée de Fourier® de l’égalité (1.9) :

—

W 1(g) = (1 - )@ (@) + e ()

(1 — o+ oceiAxé'r) w ().

=p(¢)

D’apres 'égalité de Plancherel,

| @ @R de =2m [ o) Pdxi =27 Y [u .

jez
Aussi la stabilité asymptotique au sens L2 équivaut-elle a la condition
VEeR |p(d)] <1

Or
(8> =1—2a(1 —a) (1 —cos(§Ax)),

et on retrouve bien la condition CFL mise en évidence pour la stabilité L™ : « € [0, 1].

Interprétation graphique de la CFL La condition de stabilité exhibée pour le schéma

décentré a gauche :

At
— <1
ch_

peut s’interpréter a I'aide de la figure 1.2. En effet, les points du quadrillage intervenant
dans le calcul de u}”l sont grisés, et in fine, la valeur de u}”l est une combinaison linéaire
des valeurs de la condition initiale ¢y en les points de la base du triangle. La condition
CFL signifie que la caractéristique exacte est située a l'intérieur du domaine de dépendance

numérique.

Convergence de la méthode A T'aide de I'étude de consistance, cf. Exercice 2, et celle
liée a la stabilité, on est en mesure d’établir un résultat de convergence de la méthode. En
effet, considérons une méthode de la forme des schémas précédents, a savoir
n+1 __ n o, n n
ui™ = CD(u]- U, uj+1),
et notons v = u(x;j,t,), évaluation de la solution exacte de I'équation sur la grille. Alors,
par définition de I'erreur de consistance locale, cf. (1.5), on a bien str

n+1l __ n o .n n n
vt = (0], i, V) + e

3. Si on suppose, par exemple, la donnée initiale pg a support compact, la transformée de Fourier est a
comprendre au sens de fonctions intégrables, donnée par la formule

f= /R e f(x) dx.

Si la donnée initiale n’est pas dans L!(R), on doit recourir a la transformée de Fourier au sens des distribu-
tions tempérées

10



Domaine
d’influence
numérique

R"

o

‘\ Caractéristique exacte (pente: 1/c)

FIGURE 1.2 — Caractéristique exacte et domaine de dépendance numérique

Ainsi, par différence, en exploitant la linéarité de la fonction ® vis-a-vis de ses différents
arguments, en notant e? = u? — v]’-‘,

n+l _ n no,n n
el = <I>(ej71,ej,ej+1) —gj.

Par ailleurs, la stabilité fournit la majoration suivante :
n+1 n n
€41 < el + [¢l].

Par une récurrence immédiate, en notant que e? = 0, on obtient I’estimation

n—1 .
lef] < ) lejl-
k=0

Enfin, en fixant un temps final T > 0, et choisissant le pas de temps At tel que T = NAt
avec N € IN, on peut écrire a 1’aide de 1’estimation de consistance (1.6),

N
sup sup (uj —u(xj, ty)| < C Y At(AH + AxT) = CT(AtF + AxT),
0<n<N jeZ k=0

qui exprime la convergence d’ordre p en temps et g en espace de la solution discrete vers

la solution continue 4.

1.4 Cas purement diffusif : I'équation de la chaleur
On considere le probleme

o o

1li—o = @o, (1.10)

ou
Q=R ou ulpn=g ou —lsn ="
. on
4. Cette preuve justifie le fait d’avoir isolé le facteur At dans l’estimation de consistance.

11



1.4.1 Cas stationnaire : ’équation de Laplace en domaine borné
Conditions de Dirichlet

Si la solution est supposée indépendante du temps, on est ramené au probléme

o%u
Vo — ) (1.11)
u(0) =g(0), u(1)=g(1)

Notons que l'ajout d’un second membre f(x) ne modifie pas la linéarité de I'équation,
et a pour seul but de montrer I'influence d"un éventuel second membre sur les méthodes
présentées dans ce paragraphes. Bien sfir, ce probleme se résout aisément a la main, mais il
est instructif d’étudier une méthode d’approximation de ce type d’équation. On discrétise
donc l'intervalle ]0, 1] : un entier ] étant donné, on note

Ax et xj=jAx (0,1,...,]+1).

CJ+1
On va construire un vecteur (uo, 1, ...,uj+2) dont on espere qu’il approchera la so-
lution u de I'équation aux points xo, X1, ..., Xj{1.
Au vu des conditions aux limites, le choix 19 = g(0) et u;,1 = g(1) s’'impose. Pour
1<j<]J+1,onécrit

—u(xj-1) +2u(x;) — u(xj+1)
Ax? ’

" —~
—Uu (x]) ~
si bien qu’il est naturel d’écrire

—uj_1+ Zuj — Uj41

o = f(x;). (1.12)
Avec la notationf; = f(x;), on pose
[ 2 -1 0 0 ] [ ] [ A +59 T
-1 2 -1 " "2 f2
A: O 0 4 u: 7 F: 7
: 1 2 -1 Uy e
1

si bien que le probleme discret s’écrit sous la forme du systeme linéaire carré de taille
Jx]

1
—AU =T.
Ax? u

On peut montrer que la méthode obtenue est d’ordre 2 dés lors que la solution u est assez
réguliere. Précisément, on a le résultat suivant : si f € ¢%([0,1]), alors u € €*([0,1]) et il
existe une constante C > 0 telle que

max |u(x;) — u;] < CAx% max |u® (x)].
0§j§]+1| (%) = ujl < xe[O,l]’ (*)]

On renvoie a [Cia82] pour une preuve détaillée.

12



Conditions de Neumann

Les conditions aux limites deviennent u'(0) = —h(0) et u’(1) = h(1). Ainsi, elles ne
fournissent plus directement les valeurs de ug et ;1. Il est donc naturel de considérer ici

un vecteur de | + 2 inconnues :

U
231
V= : e R/IT2.

uj

L Uy

Aux | équations déja écrites a travers (1.12), on adjoint deux équation supplémentaires
issues des conditions aux limites. Une premiére idée consiste a écrire

Uy —uop

0= —h(0) et WA =M (1), (1.13)

Ax

1
Le systéeme obtenu s’écrit alors A—XZB V =G, avec

1 -1 0 -~ 0] .
-1 2 =1 - : f1
B=| ¢ - -~ - ol, 6= .
-1 2 -1 fr

0 0 -1 1| et

Remarque 1.1

La matrice obtenue n’est pas inversible (la somme des lignes valant 0, le vecteur
ne contenant que des 1 apartient a son noyau). Cela est cohérent avec le probléme
continu, qui n’est pas bien posé : si u, satisfait —u" = f etu’(0) = —h(0),u'(1) = h(1),
alors u + k également, pour toute constante k. On consideérera donc plutét I'équation
—u"” +u = f, pour laquelle les conditions de Neumann fournissent une unique solu-

tion.

Toutefois, cette méthode n’est pas trés performante car le choix d’approximation des
conditions de Neumann conduit & une détérioration de I'ordre global :

) —uj| = O(Ax).
o;?;‘]ﬁl'”(xf) uj| = O(Ax)

Il est possible de retrouver 'ordre 2 en écrivant un développement limité a 1’ordre 1

2

u(Ax) = u(0) + Axu'(0) + ATxu”(O) + O(Ax®),

soit encore en utilisant 1’équation satisfaite par u

u(Ax) = u(0) + Axu'(0) — A2362f(0) + O(AX).

13



On obtient ainsi les approximations suivantes au lieu de (1.13) :

up—uo _ h(0)  £(0) upp—up k(1) f(1)
A2 Ax 2 A2 T a2 (1.14)
Le second membre est alors transformé en

r £ 1(0) T
fi
G= :
bl

fa) k()
L 2 Ax

1.4.2 Cas instationnaire en domaine borné

Pour simplifier la présentation, on se restreint ici a des conditions de Dirichlet homo-

genes. Le probleme s’écrit

u_ Pu_
ot oxz

(1.15)
M’t:o = @,

Uly—0 = t|x=1 = 0.

Remarque 1.2

On rappelle ici I'expression de la solution sous forme d’une série de Fourier : on pro-
longe ¢o par imparité, puis par 2-périodicité, et on écrit son développement

p(x) = JFZ_O.;,B” sin(nrmx).

Alors la solution de (1.15) s’écrit

+o00
u(x, t) =Y, Bne VT sin(nmx).

n=1

Cette formule permet, en particulier, de vérifier que t — u(x,t) est décroissante et
tend vers 0 a I'infini.

Insistons sur le fait que la choix de la base des sinus est dictée par les conditions
aux limites. Si I’on avait considéré des conditions de Neumann u'(0) = u/(1) = 0, il
aurait fallu prolonger par parité, et utiliser la base (cos(nmx))s,.

14



Semi-discrétisation en espace

Comme pour 'équation stationnaire, on fixe un entier | et Ax tel que (] +1)Ax = 1.
On pose aussi

[ oua(t) ] [ @o(x1) T
us(t) @o(x2)
Ut) = , et U=
up—1(t) po(xj-1)
uy(t) L @o(x))(t)

ott les u;(t) ont pour but d’approcher u(jAx). L'approximation de la dérivée seconde a
trois points, cf. (1.12), fournit I’écriture matricielle suivante apres discrétisation en espace :

u/(t) - _ﬁAu(t)/

(1.16)
u(0) = Uy

Il s’agit d'un systeme différentiel linéaire pour lequel on dispose des méthodes de réso-

lution numérique des EDO, cf. §1.2.

Discrétisation en temps
On se concentre ici sur les deux schémas fournis par les méthodes d’Euler.

¢ Méthode d’Euler explicite.

At

Ul = ur —v— AU"™
vsz
¢ Meéthode d’Euler implicite.
At
n+l _ ym _ A n+1
u u vsz ur-.

Les deux méthodes s’écrivent sous la forme U"*! = BU" avec B = (Id — aA) dans le
cas explicite, et B = (Id + «A)~! dans le cas implicite, si on a posé

Stabilité (asymptotique) au sens L. La question de la stabilité au sens L™ se traduit
en termes matriciels au travers de la norme subordonnée de B :

Bl <1, avec |[[Bljw= sup [Bxl|e.

[lx[le0=1
Or, la norme infinie de la matrice B s’exprime en fonction de ses coefficients :

I1Blleo = max ) _|By
]

15



¢ Cas explicite. Le calcul de la norme est immédiat :

=1 si0<1-2a4<1,

[|Bllo = |1—20é!+2|tx|{ .
> 1 sinon.

Ainsi, la méthode explicite est (asymptotiquement) stable au sens L si et seule-
mentsi0 <1 —2a <1, ce qui s’écrit aussi

(1.17)

N =

Y
Ax?

Cette condition CFL est plus contraignante que celle rencontrée dans le cas de
I’équation de transport, cf. (1.7).

¢ Cas implicite. Il n’est pas immédiat de calculer la norme infinie d’une inverse. On
peut montrer que, pour tout choix de & > 0,

I(Id + aAll, <1,

ce qui prouve que la méthode implicite est inconditionnellement ® (asymptotique-
ment) stable.

Stabilité (asymptotique) au sens 2. La méme étude peut-étre effectué en norme 2.
Pour une matrice symétrique B, on a

1Bll2 = p(B) = max {|A| ; A € &(B)}.

On rappelle ici les valeurs propres de la matrice A :

S(A) = {/\k = 45in? <2ka_1)> ; k= 1,2,...,]}.

¢ Cas explicite. Les valeurs propres de la matrice d’itération B = Id — a A s’ex-
priment en fonction de celles de A :

S(Id—aA) = {1—ade; k=1,2,...}.

N —

Ainsi, la norme 2 de la matrice B est inférieure ou égale a 1 sous la condition & <
On retrouve la CFL (1.17).

¢ Cas implicite. De la méme fagon

1
Id+aA) 1, = <1
[ (Id +aA) "2 mlngMk_ ,

ce pour toute valeur de @ > 0. On retrouve le caractére inconditionnellement stable
de la méthode implicite.

5. c’est-a-dire sans condition restrictive sur les pas de temps et d’espace.
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1.4.3 Cas instationnaire en domaine non borné

Le probleme s’écrit simplement

u o%u

L

o  'ox? (1.18)
Uli=0 = @o,

ou x € Rett > 0. Une expression analytique de la solution peut-étre déterminée a l'aide
de la transformation de Fourier :

u(x,t) = \/L%/]Ruo(y) exp <_<x4_1/ty)2> dy.

Le schéma ne peut plus, ici, s’écrire sous forme matricielle car I'indice d’espace j varie
dans Z tout-entier. Toutefois, on peut transcrire le schéma explicite ® terme-a-terme :

At
+1
u' ™t =ut v p (”?—1 2uj + u]’fH) .

Si I’analyse de consistance est la méme que précédemment, la stabilité ne peut plus étre
étudiée au travers d"une analyse de norme matricielle.

Stabilité (asymptotique) au sens L® Le terme u"! apparait comme combinaison li-

]
néaire des termes au rang précédent :

n+l _ n n n
wi™ = (1= 2w)uj +auj ) +auj .

Cette combinaison est convexe si et seulement si 0 < 1 —2x < 1, qui équivaut a la
CFL (1.17).

Stabilité (asymptotique) au sens L>  On utilise la méthode de Von Neumann, introduite
page 9. Avec les mémes notations, 'équivalent de la formule (1.9) s’écrit ici

n—+1

W' =W +at_p " — 20" + ata,w".

En prenant la transformée de Fourier, on obtient

—

w1 (§) = p(§)w™(§) avec p(§) =1—2a + 2xcos(Axg).

A nouveau, la condition |o(¢)| < 1 se ramene a la CFL (1.17).

1.5 Mise en place d'un schéma pour le probléme complet

Apres avoir étudié un certain nombre de situations particulieres, on revient au pro-
bleme initial (1.1), qu’on étudie dans deux cadres.

6. Le schéma implicite, quant a lui, peut difficilement étre exprimé car le systéme linéaire & résoudre pour

déterminer (u}”l) jest de dimension infinie. Notons, toutefois, que la mise en place sur machine se rameéne

nécessairement au cas fini, et que I'on peut alors considérer un schéma implicite.
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1.5.1 Cas borné avec conditions de Dirichlet homogeénes

Le probléme s’écrit :

u  ou_ Pu (1-4)
of "ox Vo T K}’
M|t:0=¢0,

u|x:0 = u’x:l = 0/

pour x € |0,1[ et f > 0 (c est supposée constante positive). Comme plus haut, on note U"
le vecteur de discrétisation :

n
Uy

n
U

uﬂ

n
u]_l

uy
Tirant parti des études faites précédemment, on prend soin de décentrer la partie convec-
tive a gauche (cf. ¢ > 0), de traiter la partie diffusive de maniere implicite, et le terme de

réaction par un schéma semi-implicite. On est ainsi conduit a la méthode :
urtt—ur o v
At Ax Ax

le produit U"(1 — U"*!) devant étre compris composante & compostante. Les matrices D
et A sont données par

DU" 4 Aun-i—l — ,Yun(l _ un-i—l),

1 0 0 0 2 -1 0 0
-1 1 —1 2 -1
D= 0 0 et A= 0 0
10 : -1 2 -1
| 0 0 -1 1 | 0 0 -1 2 |

Exercice 4

Effectuer une étude de stabilité (asymptotique) au sens L? dans le cas ot v = 0 (dite
stabilité linéaire). Exhiber une condition suffisante de type CFL.

Exercice 5

Montrer que, sous la condition CFL déterminée dans I’exercice précédent, ona U" > 0
(au sens ot chaque composante est positive) dés que la donnée initiale ¢q est positive.

1.5.2 Cas non borné non réactif

Il s’agit d’approcher la solution du probleme :

ot ox ox2
u\t:o = Qo,

18



pour x € R ett > 0. Le schéma explicite décentré a gauche s’écrit terme-a-terme

ur}+1 — At (ur; .

At
n n n n
j uj —co—(u; u]-_l) —v—xz(—u]-_1 +2u]~ — Uj 1).

L'étude de stabilité (asymptotique) au sens L™ est aisée car la combinaison linéaire défi-
nissant le schéma est convexe si et seulement si

At At
<l—-c——-21—= <1
0= “Ax VA =

qui fournit la condition CFL a satisfaire.
Exercice 6

Etudier la stabilité (asymptotique) au sens L? du schéma a I'aide de la méthode de
Von Neumann.

1.6 Extensions en dimension supérieure

En dimension supérieure ou égale a 2, la discrétisation s’effectue sur une grille, c’est-a-
dire un quadrillage. Sil’on considére, par exemple, le rectangle |a, b[ x |c, d], on introduit
deux entiers | et ], et les pas d’espace

b—a A d—c

Ax = ——, = .
Jx+1 Y Jy+1

et les points de discrétisation xj; = (jAx, (Ay). L'opérateur laplacien est alors approché
par la différence finie, dite laplacien a 5 points

—u(xj_1,0) +2u(xj) — u(xj1,0) N —u(xjo—1) +2u(xje) — u(xje41)
Ax? Ay?

—Au(x]'g) ~

La matrice qui intervient dans 1’écriture du schéma est fonction de la numérotation glo-
bale que I'on choisit, i.e. de la fonction

{0,1,...,Ne+1} x {0,1,...,N,+1} — {0,1,...,(Ny +1)(Ny + 1)}
(j, 0) — n

Pour l'ordre lexicographique de gauche a droite, la matrice est tri-diagonale par blocs —
elle contient des éléments non-nuls sur 5 diagonales seulement : la diagonale principale,
les sur- et sous-diagonales, et celles de rangs £(Jy + 2).

Notons que la méthode des différences finies est bien adapté dans le cas ot1 la géomé-
trie du domaine () est simple (rectangles ou réunions de rectangles). Pour des cas plus
complexes, on utilise plutot la méthode des élements finis, ou la méthode des volumes
finis, basées sur des triangulations du domaine.
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Chapitre

Méthodes d’éléments finis

2.1 Introduction

On va proposer ici une alternative aux méthode de différences finies pour 1’approxi-
mation des problemes elliptiques, dont le prototype s’écrit

{—Au = f dans(),

P
u = 0 suroQ), ®)

o1 Q) désigne un ouvert connexe (un domaine) de R, et f une fonction de L*(Q).

Formellement, on note V un espace de fonctions nulles sur le bord 0(), et on fixe une
fonction v € V par laquelle on multiplie I'équation —Au = f par v, et 'integre sur le
domaine () :

—/QAu(x)v(x)dxZ/Qf(x)v(x)dx-

A Vaide d’une intégration par parties (voir Annexe A), on obtient

- / a—u(x)v(x) doy + / Vu(x) - Vo(x)dx = / f(x)v(x) dx.
a0 on o) O
Mais en exploitant le fait que v s’annule sur d(), on obtient finalement

YoeV, /Q Vu(x) - Vo(x)dx = /Qf(x)v(x) dx. (PV)

Les questions suivantes se posent :
Question 1

Quel sens donner aux calculs formels précédents ?

Question 2

Les problémes (P) et (PV) admettent-ils des solutions ? les mémes ?

Un des intéréts de considérer le probleme (PV) plutdt que le probleme (P) réside dans
I'approximation qui peut en étre construite. En effet, notons Vj, un sous-espace de dimen-
sion finie de I'espace V (lindice & se référera en général a un pas de discrétisation par la
suite, mais ce n’est pas une obligation), et introduisons le probleme

Yo, €V, /QVuh(x)-Vvh(x) dx = /Qf(x)vh(x) dx, (PVy)
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dont la solution u, est recherchée dans le méme espace Vj,. Il est facile de voir que le pro-
bleme (PV},) est en fait un systéme linéaire carré. En effet, fixons une base (¢1, ¢z, . .., ¢n)
de V), et cherchons u;, sous la forme

N
uy = 2 M]q)]
j=1

L’égalité requise dans (PV},) est linéaire vis-a-vis de vj, donc il suffit de la vérifier pour
les éléments de la base : (PV},) se récrit donc

N
Vi=1,2,...,N /QV (Z; u]-(p]-> (x) - Vox)dx = /Qf(x)q)i(x) dx,
j=

soit encore par linéarité

N
Vi = 1,2,. . .,N Z |:/ V(P](x) . Vgo(x) dx] u]' = / f(x)fpl(X) dx,
oo 0
qui n’est autre que le systéme linéaire AU = [, sil’on a posé

Aij:/QVgoj(x).Vq;(x)dx, U;=u; et ]Fi:/Qf(x)(Pi(x)dx-

Ainsi, pour programmer sur machine la méthode de discrétisation proposée, dite méthode
de Galerkine, il suffit de construite les matrice et second membre, et résoudre le systeme
a l'aide d’une méthode appropriée (on pourra consulter [Cia82], par exemple, pour la
résolution numérique des systémes linéaires). De nouvelles questions surgissent naturel-
lement autour de cette approximation.

Question 3

Le probléme (PV)) admet-il une unique solution? (ce qui revient a I'étude de I'inver-
siblité de la matrice A).

Question 4

Comment choisir le sous-espace V, ? et la base (¢1, ¢2,...,¢N) ?

Question 5

Quelle est I'erreur commise entre u et uy, lorsque le sous-espace Vj, « remplit »l’espace
Vv?

Dans la suite de ce chapitre, on va donner des réponses a ces questions (ou éléments
de réponses pour certaines, dont la portée dépasse le cadre du cours).

2.2 Rappels d’analyse fonctionnelle

2.2.1 Espaces de Sobolev
Espaces de Sobolev H" (Q))

Le cadre des espaces ¢ n’est pas adapté a une formulation de type (PV). On présente
ici celui des espaces de Sobolev, qui permet de donner un sens a la discussion faite plus
haut. Dans la suite, on considére un domaine Q de R?, dont la frontiere, 9Q), est une
courbe réguliere.
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Définition 2.1

Pour m € R, on définit I'espace H" (Q)) comme

H"(Q) = {u €1LX(Q); Va € N? avec |a| <m, 0“u € Lz(Q)}.

On note aussi

ullgroy= | ) [0%ull;2(qy)-

|a|<m

On définit ainsi une norme sur I'espace vectoriel H" ((}), qu’on peut noter également
|| - lm,q ou encore || - ||, lorsqu’il n’y a pas d’ambigtiité.

L’espace H" (Q)) est un espace de Hilbert, sa norme étant associée au produit sca-

laire :
(,0)ma =), (8"u,0%0)2(q)-

|| <m

Les dérivées intervenant dans la définition précédente sont a comprendre au sens des
distributions, c’est-a-dire au sens des dérivées faibles. Ainsi, par exemple pour l'espace
H'(Q) qu’on utilisera intensivement par la suite, on peut utiliser la définition suivante :

H'(Q) = {u c12(Q); Vi<d, 3g € 12(Q), Yo € €°(Q), /Qu(.i(cp = —/Qgiq)}.
1

Proposition 2.1 (Théoréme de Rellich)

Pour tout m > 0, on a H"(Q)) C H" . De plus, si Q) est borné, alors l'inclusion
H"(Q) — H"}(Q) est compacte.

La compacité de 'inclusion signifie que que toute suite (u,) bornée dans H" (Q)) ad-
met une sous suite convergente pour la norme H”~1(Q). Soulignons que, pour m = 1,
linclusion considérée est celle de H' (QQ) dans L(Q). Insistons sur le fait que I’hypotheése
« ) borné » est essentielle pour ce résultat de compacité. En effet, la suite de fonctions
définie par

Up = Xjn-1,01( (1 =[x — 1)
est bornée dans H!(R), mais n’admet pas de sous-suite convergeant dans L*(R) (car u,
converge simplement vers 0, mais a une norme L?(IR) constante non nulle).

Le résultat suivant fait le lien entre espaces de Sobolev et espaces classiques.
Proposition 2.2
o Pourm € N et Q borné, on a ¢™(Q) C H"(Q). L'inclusion €™ (Q) — H™(Q)

est continue.
o Sim > k+4, alors H"(Q) C €*(Q). L'inclusion H"(Q) < €*(Q) est com-
pacte des que () est borné.

Le premier point est clair car, pour |a| < m,

1
[0%ul[i2(q) < Q% x [[0%ullq ,

1. Un d-uplet & € IN est appelé multi-indice; 1a notation |a| = aj + ap + - - - + ay désigne sa longueur, et
olal
0% la dérivée ———————.
0x{10x5? - - - Ixy?
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ot Q)] désigne la mesure (de Lebesgue) de 'ouvert Q). Ainsi, si u € €™ (Q)), alors on a
u € H"(Q)) avec
1
[ullgmy < Q2 x |[ullgm ),
qui exprime bien la continuité de l'injection. Notons que le résultat est faux lorsque ()

n’est pas borné : en effet, la fonction constante égale a 1 est de classe € sur R et n’est,
pourtant, dans aucun des espaces H" (Q2).

Le second point est un résultat non trivial, qui indique en particulier, pour k = 0, que

les fonctions de H" sont continues dés lors que m > %. Ainsi, en dimension d = 1, les

fonctions de H' sont continues ou, plus précisément, admettent un représentant continu
(car elles sont définies comme fonctions de L?, donc presque partout). En revanche, dés la
dimension 2, les fonctions de H! ne sont plus nécessairement continues, comme le montre
I'exercice suivant.

Exercice 7

Soit D Ie disque unité de R? etu : D — R Ia fonction définie par
u(x,y) = In(x* + y2).

Montrer que u € H'(ID), mais u n’est pas continue en (0,0).

Espaces Hij (Q0) - traces au bord

Définition 2.2
Pour m € IN, on note Hj' (Q)) I'adhérence de €°(Q)) dans H"(Q)) pour la norme
- -

Dans le cas ott ) = RY, 'espace €°(Q) est dense dans H" (Q)) et on a donc
HY(RY) = H"(RY).

On va montrer que, dans le cas d'un domaine Q) général, I'espace Hj' (Q)) est constitué
des fonctions de H" (Q)), nulles sur le bord 9Q). Toutefois, le défaut de continuité sur Q
des fonctions de H" (Q)) ne permet pas de donner un sens classique a la restriction u|yq.
Ce n’est possible qu’au moyen de la théorie des traces, dont nous résumons le résultat
principal ci-dessous.

Théoréme 2.3 (traces sur le bord)

Soit () un domaine dont le bord est une courbe réguliere. L’application

Q) — €°00)
u —— u | 20
admet un prolongement yy défini sur H' (Q) linéaire. L'image de 7y, est notée H? (09)).

L’application vy : H'(Q) — H%(BQ) est continue, et admet un inverse a droite
continu.

Le résultat précédent permet de donner un sens a la restriction au bord d"une fonction
de H'(Q). Bien str, lorsque u est réguliére (continue sur Q), on a yo(u) = uln, mais
7o(u) a aussi un sens pour u non nécessairement continue. Par construction, ’application
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Yo

: HY(Q) — H? (0Q)) est surjective. Ainsi, pour toute fonction g € H? (0Q), il existe

u € HY(Q) telle que yo(u) = g. Le fait que 9 admette un inverse a droite exprime qu’il
est possible de choisir u = u, tel que

lugla < Cligllyan. @)

la constante C étant indépendante de g.

Remarque 2.1

Il n’est pas anodin de noter H:? (0Q)) I'image de I'application 7. Cet espace a en effet la
méme structure que les espaces de Sobolev H" déja définis, mais pour un ordre de dé-
rivation fractionnaire. Précisons les choses dans le cas ot1 9Q) = R. Les espaces H" (R)
peuvent étre définis par transformation de Fourier a I’aide de 1’égalité de Plancherel :
par exemple

H'(R) = {u € L*(R) ; &+ &u(g) € L*(R)}.

On peut montrer que I’espace H? (R) est alors caractérisé par
HA(R) = {u € IA(R) ; ¢ — [a(0) € LA(R) ],

ce qui justifie la notation. La norme qui apparait dans (2.1) peut alors étre définie
comme

PN
il = g + 1110

Dans le cas ot1 dQ) n’est pas R tout-entier, on peut procéder par restriction ou définir
des normes dites intrinseques. Pour plus de détails, voir par exemple [Ada75].

Avec la notion de trace, on peut montrer le résultat suivant :

Proposition 2.4

Pourm € N,

H{(Q) = {u e H"(Q) ; v0(0*u) =0 pour |a| <m —1}.

Par abus de notation, on notera souvent u|3q pour o (u). Ainsi, on écrira abusivement

H}(Q) = {u c HY(Q); u = 0sur BQ}.

Inégalité de type Poincaré

On acheve cette synthese sur les espaces de Sobolev avec des inégalités qui nous se-

ront trés utiles par la suite. Commencons par prouver un lemme dont découleront tous
les autres résultats.

Le

mme 2.5

Soitm € IN, Q) un domaine borné de R?, et V un sous-espace fermé de H" (Q)) tel que
VNP,_1={0}.

Alors il existe une constante C > 0 telle que

VoeV, [vlma < |vlma,
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ot | - | désigne la semi-norme H" :

2 lowolE,

|| =m

PREUVE. On procéde par l’absurde : si I'inégalité voulue n’est pas satisfaite, alors pour
chaque n € N, on peut trouver v, € V tel que ||vy||ma =1 et |v4|ma — O.

Comme (v,,) est bornée dans H"(Q)), elle admet une sous-suite (v, ), qui converge
dans Hm_l(Q), cf. Théoréme 2.1; notons v la limite. Ainsi, pour || < m — 1, la suite
(04, )k est de Cauchy dans L?(Q). Par ailleurs, puisque |v,|,, 0 — 0, c’est encore vrai pour
|a| = m. On en déduit que la suite (v, ) est de Cauchy dans H" (Q)). Elle converge donc.
Notons u la limite. Bien sfir, u = v presque-partout par unicité de la limite dans L?(Q)).

On déduit aussi de |v,|,,0 — 0 que 0“u = 0 pour || = m. Cela impose que u soit un
polyndme de degré inférieur ou égal a m — 1, et comme u € V (V est fermé), il s’ensuit
que u = 0. Cette derniere égalité est en contradiction avec ||vy|[,,0 = 1. L]

Le résultat précédent nous sera utile pour 1'obtention d’estimations d’erreurs dans
les méthodes d’éléments finis (voir § 2.7), mais nous en donnons ici deux conséquences
immédiates.

Proposition 2.6 (Inégalité de Poincaré)

On suppose le domaine () borné. Il existe une constante C > 0 telle que

Yo € Hy(Q),

PREUVE. On applique le lemme 2.5 pour V = H}(Q) et m = 1. Par définition de I'espace
H(Q), ¢’est un sous-espace fermé de H! (Q). Par ailleurs, la seule fonction constante (i.e.
IPy) dans V est la fonction nulle. [

Remarque 2.2

I est possible de montrer I'inégalité de Poincaré « a la main », supposant seulement
que () est borné dans une direction. Donnons ici la preuve en dimension 1 qui peut
étre adaptée en dimension supérieure. Soit donc Q) = |0,1[ et v € €°(Q)). On écrit,
pour x € (), en exploitant u(0) = 0,

=2 [Cu(t)ul (1) dt < 20l gy x 120y

II suffit d’intégrer en la variable x pour obtenir 1'inégalité de Poincaré avec C =
pour v dans € (Q). On conclut par densité de cet espace dans Hj(Q)).

Proposition 2.7 (Inégalité de Poincaré-Wirtinger)

On suppose le domaine () borné. Il existe une constante C > 0 telle que

Yo e H(Q), |v— (v)

ot (v) désigne la moyenne de v sur () :
(v) = ’(1)|/Qv(x) dx
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PREUVE. On va appliquer le lemme 2.5 avec m = 1 et
V= {weHl(Q); (w) :o}.

Il est clair que V est fermé dans H!(Q) (noter que la forme linéaire w + (w) est continue
car () est borné). Par ailleurs, V NPy = {0}, donc le lemme 2.5 assure l'existence d'une
constante C > 0 telle que

Vw eV, [wli,a < |w|o.

Pour conclure, il suffit de remarque que, pour v € Hl(Q), w=v—(v) € V,etque
]w|1,0 = |U|1,Q- [ |

Remarque 2.3

La question de déterminer les meilleurs constantes C (i.e. les plus petites) dans les
inégalité des propositions 2.6 et 2.7 peut étre traitée au moyen des séries de Fourier
en dimension 1. Elle est, plus généralement, reliée a un probléme de valeur propre de
I'opérateur Laplacien dans ().

2.2.2 Lelemme de Lax-Milgram

On revient au probleme (PV), qui peut s’écrire
Trouveru € V, Yo eV, a(u,v)=4{(v), (2.2)

sion a posé

a(u,v) = /Q Vu(x)- Vo(x)dx et £(v) = /Q F(x)o(x) dx. (PV)

Le résultat suivant fournit des conditions suffisantes sur la forme bilinéaire a et la forme
linéaire ¢ pour que le probleme ait une unique solution.

Théoreme 2.8 (Lax-Milgram)

Soit V un espace de hilbert,a : V. xV — Ret{:V — R des formes respectivement
bilinéaire et linéaire, satisfaisant :
¢ a est continue : il existe une constante C, > 0 telle que

Vi,o eV, la(u,0)| < Cllullv[[o]lv,
¢ a est coercive : il existe une constante a« > 0 telle que
YoeV, a(v,0)>alv|?,
o { est continue : il existe une constante C;, > 0 telle que
VeV, ) <C ol
Alors le probléme (PV) admet une unique solution u € V. De plus, u satisfait
I’estimation a priori

lufly < =
14
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Dans le cas ot la forme bilinéaire a est symétrique, les hypotheses de continuité et de
coercivité en font un produit scalaire, dont la norme associée est équivalente a la norme
sur l'espace V. Le lemme de Lax-Milgram n’est alors autre que le théoréme de représen-
tation de Riesz.

Vérifions que ce résultat s’applique dans le cas du probléme de Laplace-Dirichlet.

¢ Continuité de la forme bilinéaire. Pour u,v € Hé(Q),

< [Vullizq) x [1Vollaq) < llullua < [olho-

/ Vu(x (x) dx

Ainsi, la constante C, = 1 convient.

o Coercivité de la forme bilinéaire. Pour v € Hj(Q),
2 L2
L [Ve)dx = =lofia,

d’apres l'inégalité de Poincaré. Ainsi a« =  convient.

o Continuité de la forme liénaire Pour v € H}(Q),

’/f x) dx

Ainsi la constante Cy = || f ||L2(Q) convient.

< [ fllezgoy < Mollezi) < 1flliz0) < 12lluo-

2.2.3 Autres exemples de formulations variationnelles
Le probleme de Neumann avec terme d’ordre 0

On considere le probleme

—Au+u = f dans(),
Ju

3 = 0 suroQ.

De la méme fagon que pour le probléme de Dirichlet, on fixe v € H'(Q), et on obtient a
I'aide d"une intégration par partie :

—/a % (Vo) dax+/Vu ¥)Vo(x dx+/ dx—/f

Q on

La condition de Neumann sur u permet d’annuler le terme de bord et d’obtenir la formu-
lation variationnelle a(u,v) = ¢(v) avec

(u,v) /Vu -Vo(x dx+/ (x)dx et £(v /f

C’est la méme égalité que pour le probleme de Dirichlet associé a I'opérateur —A + Id,
mais 'espace V est cette fois H!(Q) tout-entier. Il est aisé de vérifier que le lemme de
Lax-Milgram s’applique ici encore.
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Le probleme de Neumann pour le Laplacien
On considere le probleme
—Au = f dans(),

u

3 = 0 suroQ.

De la méme maniere que plus haut, la formulation variationnelle est associée a

(u,v) /Vu (x)dx et £(v /f

et est posée sur l'espace variationnel V = H'(Q). La forme bilinéaire a n’est ici plus
coercive (car il n’est pas possible d’obtenir une inégalité de Poincaré dans H'(Q) tout-
entier). En fait, il est facile de voir que le probleme de trouver u € V satisfaisant a(u,v) =
¢(v) pour tout v dans H!(Q) n’admet pas existence et unicité. En effet, si u est solution,
u + K est encore solution pour toute constante K € IR. Par ailleurs, en choisissant la
fonction test v = 1, on obtient

/Qf(x) dx =0, (2.3)

qui est une contrainte sur le second membre f. Toutefois, il est possible de montrer que,
sous la condition de compatibilité (2.3), il existe une unique solution u de moyenne nulle.
En effet, en travaillant dans 'espace

V={veH(Q); (v) =0},

I'inégalité de Poincaré-Wirtinger permet d’assurer que la forme a est coercive sur V et le
lemme de Lax-Milgram s’applique.

Un probleme avec terme d’ordre 1

On considere le probleme

—Au+p-Vu = f dans(),
u = 0 surod(),

oit B € R? est un vecteur donné. L’espace variationnel correspondant aux conditions de
Dirichlet est H}(Q)). Les formes bilinéaire et linéaire correspondantes s’écrivent

(u,0) /Vu Vo(x dx+/ﬁVu)()dxet€ /f

Si la continuité est claire, la coercivité ’est moins. En effet, grace aux inégalités de Cauchy-
Schwarz et Poincaré, pour v € H}(Q)

1 1
0(0,0) 2 gl = 181 ol x ol 2 (&~ 181) oo,

ot |B désigne la norme du vecteur B. Ainsi, sous la condition C|B| < 1, on peut appliquer
le théoreme de Lax-Milgram.
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2.3 Interprétation des formulations variationnelles

S’il est clair que toute solution du probleme EDP est aussi solution du probleme varia-
tionnel, la réciproque ne va pas de soi. Toutefois, si la solution du probléme variationnel
posséde un supplément de régularité, elle est aussi solution du probleme EDP initial.

On détaille ce point pour deux problémes particuliers.

2.3.1 Cas du probléme de Dirichlet

On considere le probleme

—Au = f dans(), (Po)
u = 0 suroQ), P
dont la formulation variationnelle s’écrit : trouver u € Hy(Q) tel que
Vo € H}(Q), / Vu(x)-Vo(x)dx = / f(x)v(x)dx. (PVp)
Q Q

Supposons que la solution u du probleme (PVp) appartienne a H?(Q). Alors, pour tout
fonction v € €*(Q) C H(Q), on peut effectuer l'intégration par parties dans le sens
inverse a ce qui a été fait plus haut, pour obtenir (le terme de bord s’annule car v est a
support compact)

/Q (—Au(x) — f(x))dx =0.

Par densité de €°(Q)) dans L?(Q)), on en conclut que la fonction —Au(x) — f(x) est nulle
presque partout. Par ailleurs, comme u € H}(Q), elle résout bien le probleme (Pp).

2.3.2 Cas du probléme de Neumann
On considere le probleme

—Au+u = f dans(),
(Pn)
a—u = 0 surd(), N
on

dont la formulation variationnelle s’écrit : trouver u € H'(Q) tel que
Vo € H'(Q / Vi(x) - Vo(x) dx + / x)dx = / f(x)o(x)dx.  (PVy)

Supposons encore que la solution u du probléme (Py) appartienne a H>(Q). A nouveau,
prenons v € €°(Q) C H'(Q) et écrivons l'intégration par parties (le terme de bord
s’annule car v est a support compact) :

/Q (= Au(x) +u(x) — f(x)) dx = 0.

Par densité, on en déduit que —Au + u = f presque partout.

Il s’agit maintenant de retrouver la condition aux limites de Neumann. On prend cette
fois v € €*(Q) C H(Q) (ici v n’est plus a support compact dans Q); I'intégration par
parties fournit

/ I yo(x) doy + / +u(x) — f(x)) dx = 0.

Qan
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Mais on a montré que la fonction —Au + u — f est nulle presque partout. Il s’ensuite donc

/ a—u(x)v(x) doy = 0.

a0 on

Cette égalité est valable pour toute fonction v de classe € sur le bord d(). Par densité de
cet espace dans L?(9Q), on en déduit la condition aux limites de Neumann.

Remarque 2.4

Les deux exemples précédents montrent que le traitement des conditions aux limites
de Dirichlet et de Neumann sont différentes. En effet, la condition de Dirichlet est
dite essentielle pour le laplacien, car elle est imposée explicitement dans I’espace va-
riationnel. La condition de Neumann, quant a elle, est dite naturelle pour le laplacien
car elle est inscrite dans la formulation variationnelle elle-méme.

Exercice 8

On considére la formulation variationnelle a(u,v) = £(v), posée dans V = H'(Q), o1

(u,0) /Vu -Vo(x dx+/ dx+'y/ x) doy

= [ fxox) dx

oti v > 0 est une constante fixée, et f € L*(Q) une fonction donnée.

et

1. Montrer que a(u,v) est bien définie pour u,v € V.
2. Montrer que a est continue et coercive sur V.
3. Montrer que ¢ est continue sur V.

4. Interpréter le probléme en termes d’EDP.

Remarque 2.5

Le que la solution u du probléme variationnel appartienne a H*(Q) n’est pas toujours
réaliste. Si, en dimension d = 1, I'hypothése f € 1L*(Q) implique u € H?(Q)), ce n’est
généralement plus vrai en dimension supérieure. En annexe B, on donne un exemple
de fonction f tres réguliere pour laquelle la solution du probléme variationnel de
Laplace-Dirichlet n’est pas dans I'espace H*(Q)).

24 Lelemme de Céa
On souhaite ici quantifier 'erreur entre u, solution du probleme variationnel continu
YoeV, a(u,v)=1~),
et uy, solution du probleme discret
Vo, € Vi, a(up,vn) = £(vp).

On a le résultat général suivant (indépendant de 1’espace d’approximation choisi).
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Lemme 2.9 (Lemme de Céa)

Il existe une constante C > 0 telle que

lu —up|lv < C inf ||ju—wyl|y.
wReV),

PREUVE. Comme V), C V, on a pour tout v, € V,,
a(u —up,v) =0. (2.4)
Par ailleurs, par coercivité de a, on peut écrire
aflu —up|? < a(u —uy,u—uy).

Or, pour tout wy, € Vj, on a d’aprés (2.4) (prendre vy, = wy, — uy,)

a(u —up,u—uy) =a(u — up, u—wy).
Ainsi, par continuité de a,

[ —up |l < Ca x [l —upllv x lu—wylv,

qui fournit le résultat annoncé. |

Remarque 2.6

L’égalité (2.4) est appelée orthogonalité de Galerkine. En effet, lorsque la forme bili-
néaire a est symétrique, elle définit un produit scalaire (u,v), = a(u,v) et (2.4) s’écrit
(u —uy,vp)a = 0. Ainsi, uj, apparait comme le projeté de u sur V;, pour le produit
scalaire (-, -),. Le lemme de Céa exprime ce fait, et la constante C provient de ce que la
mesure des distances est faite dans la norme de V, et non pas dans la norme associée
au produit scalaire (-, -),.

Le lemme de Céa est un résultat central car il permet de ramener 1’estimation de 1’er-
reur de la méthode d’éléments finis a la simple erreur d’approximation de u dans V},. En
particulier, si 'on est capable d’exhiber, connaissant #, une fonction w;, € Vj simple et
proche de u, on aura directement la majoration

|u —upllv < [|u—wyllv.

On verra dans le paragraphe suivant que l'interpolation fournit un bon choix pour wy,.

2.5 Interpolation dans des espaces d’éléments finis en dimen-
sion 1
2.5.1 Rappels sur l'interpolation de Lagrange en dimension 1

On résume ici quelques résultats bien connus sur l'interpolation de Lagrange en di-
mension 1. Pour plus de détails, en particulier concernant les preuves, on renvoie a I’an-
nexe C.

On se donne un entier k, un intervalle borné [a, b], qu’on subdivise en

a=xg<x1<...<xr=b,
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et une fonction u € €'([a, b]). Alors il existe un unique polynome dit interpolateur) p € Py
tel que

ViZO,l,...,k, P(X,‘) :u(xl-).

Ce polynome est donné par 1’expression (méme si cette derniére n’est pas a recommander
pour un calcul effectif)

x—xj

k
p(x) = Z‘_;;)u(x,‘)Li(x), avec L;(x) = g N

On peut montrer I'inégalité suivante, dés que la fonction u est de classe %! sur I =
[a,b] :
(b —a)kt! (k+1)
sup [u(x) — p(x)| < =Z—=5sup [u" (x)]. (2.5)
xel (k + 1)! xel
Dans le but d’approcher la fonction u de maniere fideéle, il n’est pas, en général, une
bonne idée d’augmenter fortement le degré k. Mieux vaut, en effet, découper l'intervalle
[a,b] en sous-intervalles et utiliser sur chaque sous-intervalle une interpolation polyno-
miale de degré modéré.
Fixons donc une subdivision de l'intervalle [a, ] :

[a,b] = UI-,
j

la réunion étant finie et disjointe, et les I j étant des intervalles fermés. On note & la taille
maximale de la subdivision :

h = max |[|.
]

On fixe k € IN et, sur chaque intervalle I;, on choisit k + 1 points d’interpolation distincts

x{) < %} < -+ < x}. On note alors p/ le polyndome d’interpolation de Lagrange de u
correspondant, et pj, la fonction polynomiale par morceaux définie par

Remarque 2.7

L’interpolée pj, n’est a priori pas continue. Si u est continue et si I’on choisit les points
d’interpolation x|, et x{c comme les extrémités de I'intervalle I;, alors p est continue.
Toutefois, méme sous des hypotheses de régularité supplémentaire sur u, la fonc-

tion p n’est en général pas mieux que continue. Pour un procédé d’interpolation ¢,
voir § 2.5.2.

On peut montrer l'estimation d’erreur suivante, des que la fonction u est de classe
¢*+1 sur l'intervalle [a, b] :

K+l i
sup u(x) — pu(x)] < 2= sup [u®(x)].
x€(a,b] (k + 1)! x€a,b]

Pour cela, il suffit de travailler sur chaque intervalle I; et d"utiliser l'inégalité (2.5) pour
I=1,.
]
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2.5.2 Interpolation cubique de Hermite

Etant donné un intervalle I = [a,b], et une fonction u € €' (I), il existe un unique
polynome de degré inférieur ou égal a 3 tel que

p(a) =u(a), p'(a) =u'(a), p(b)=ud), p'(b)=u'(b).
Ce polyndme est donné par 1'expression
p=u(a)Ly +u'(a)Ly + u(b)Ls + u'(b)Ly,

ol les polyndmes L; sont donnés par

_ gy %) N Gty
Li(x) = (2x+b—3a) b—a) Ly(x) = (x —a) o)’
_ap g X —a)? ey —a)?
L3(x) = (3b —a — 2x) b—a) Ly(x) = (x =) b—a)r
De la méme maniére que pour l'interpolation de Lagrange, on peut montrer I'estimation
b—a)t
sup u(x) ~ p(x)] < U qup ju ).
xel xel

Toujours de facon analogue, on peut utiliser le procédé d’interpolation sur une subdi-
vision de pas maximum / et obtenir une approximation polynomiale par morceaux py,
qui sera proche de u a O(h*) pres. L'intérét du procédé de Hermite réside en la régula-
rité ¢! de l'interpolé par morceaux py. Il est possible, bien entendu, de généraliser cette
construction a des ordres et degrés plus élevés.

2.5.3 Interpolation générale en dimension 1

Nous allons donner ici un cadre général qui permet d’englober les deux procédés
d’interpolation par morceaux décrits dans les paragraphes précédents. Remarquons tout
d’abord que l'interpolation sur chaque sous-intervalle de la subdivision procede de la
méme mécanique. En effet, notons fi (i =1,2,3,4) les fonctions de base de I'interpolation
de Hermite sur l'intervalle [0, 1] :

Li(®) = 2% - 1)(1 - ®)% La(®) = #(1 — ®)72, L3(%) = (1 - 20)22, Ly(?) = (F — 1)7>.

Il est alors facile de voir que les fonctions de base L; sur un intervalle [a,b] quelconque
s’en déduisent : si x = a + (b — a)X parcourt [a, b], alors

Li(%) = Li(x).

On peut effectuer le méme raisonnement pour l'interpolation de Lagrange. Ainsi, il suffit
de définir le procédé d’interpolation sur un intervalle de référence, ici I = [0, 1], pour étre
en mesure de construire l'interpolé par morceaux.

Placons-nous donc sur I. Le procédé d’interpolation est basé sur la donnée de formes
linéaires :
¢ Pour l'interpolation de Lagrange de degré k : il s’agit des k + 1 formes linéaires
d’évaluation
IP]':Z)P—>U(5C\Z') (iZO,Z,...,k).
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¢ Pour l'interpolation cubique de Hermite, il s’agit des 4 formes linéaires
P1:0—=0(0), Pa:o—0(0), Y3:v—0(l), Pg:v— (1)

Il est nécessaire de préciser 1'espace sur lequel on définit ces formes linéaires (4°([0,1])
pour le cas Lagrange, ([0, 1]) pour Hermite).

Par ailleurs, les fonctions de base, qui ont été notées L; peuvent étre définies par les
relations

¥i(Li) = 6ij.
Reste a préciser l'espace d’interpolation, qui doit étre choisi de telle sorte que les L; soient
définis de maniere unique (ici IPx pour Lagrange, et IP3 pour Hermite).
La discussion précédente nous conduit a la définition suivante (écrite en dimension
quelconque) :

Définition 2.3
Etant donné un espace de fonctions ¢ . Un élément fini est un triplet (K, P, %), ot

o K C RY est un fermé d’intérieur non-videZ2,
¢ P est un sous-espace de ¢ de dimension finie,

o X={¢;; i=0,1,...,k} un ensemble fini de formes linéaires sur ¢ .,

tels que X. soit P-unisolvant, i.e.
V(a)) e R, 31p e P, Vi, gi(p) = as.
Les fonctions de base ¢; sont définies par
(i) =0, (0<4,j<k).

Enfin, pour une fonctionv € €, on définit I’interpolé local dans (K, P, ¥) comme étant
I'unique élément rtv € P satisfaisant

Ve, p(mo) = (o).

De cette maniére, nous avons construit les éléments finis suivants dans les para-
graphes précédents :

o Elément de Lagrange 1D d’ordre k.
K=10,1, P=P, X={v—o(x;);i=0,1,...k}.
o Element de Hermite 1D d’ordre 3.

K=1[0,1, P=P;, X={L;;i=1,234}

2.6 Interpolation en dimension 2

2.6.1 Introduction :interpolation linéaire sur un triangle

En dimension 1, la subdivision d’un intervalle |a, b[ ne pose pas de probleme, et ne
fait intervenir que des sous-intervalles, il n’en va pas de méme en dimension supérieure.

2. on supposera en général qu’il est au moins un peu régulier, par exemple de bord lipschitzien.
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En effet, si ) désigne un ouvert quelconque de R, il n’est pas édivent d’en obtenir une
subdivision en sous-ensembles élémentaires. Toutefois, si () est polygonal, il est possible
d’en obtenir de maniere constructive un maillage sous la forme d"une triangulation :

Q= || T
TeT

la réunion étant disjointe, et les triangles fermés au sens topologique. La question se pose
alors d’interpoler une fonction sur un triangle. Un procédé simple consiste a utiliser une
interpolation linéaire : étant donnée un triangle T C RZetv € %O(T), on note 7o la
fonction affine qui coincide avec v en les trois sommets du triangle. Précisement, si on
note aj, ay et a3 les sommets, la fonction 77v est donnée par

nro(x) = v(as) + aq [v(a1) — v(as)] + az[v(az) — v(as)],

si le vecteur x — a3 s’écrit a1 (a; — a3) + ap(az — a3).

’ Faire un dessin ‘

Il est clair que le calcul de l'interpolé 7o est similaire pour chacun des triangles du
maillage. On peut en tirer profit en introduisant un triangle dit de référence et en trans-
portant le procédé d’interpolation sur le triangle considéré. Soit donc T le triangle de
sommets 4; = (1,0), & = (0,1) et 43 = (0,0). Si & = (x,y), alors, pour toute fonction
o€ ¢%T),

mz0(x,y) = (1 —x —y)9(0,0) + x9(1,0) + yo(0,1).
Cette formule est tout-a-fait explicite et il ne manque plus qu'un moyen de relier 7770 a
7T pour un triangle quelconque T.

Soit donc T un triangle et v € ¥°(T). On désigne par Fr 'application affine (bijective
si T n’est pas plat) qui envoie le triplet (4;,4,,43) sur (aj, az, a3). Pour x € T, on note
% = F;1(x) € T. La relation X = x(4; — 43) + y(a2 — 43) se transforme en x = Fr(X) =
x(a; — a3) + y(az — a3), si bien que 'on obtient

nro(x) = v(az) + x[o(a1) — v(as)] +y[v(az) — v(a3)].
Si I’on définit la fonction 9 par 9(%X) = v(Fr(X)), alors on la relation
mro(x) = m70(X).

I1 est donc commode de se ramener a 1’élément de référence pour effectuer les calculs
d’interpolation (ce sera également le cas pour 1'obtention des estimations d’erreur, cf.
§2.7).

2.6.2 FElements finis en dimension 2

On peut interpréter le travail effectué au paragraphe précédent dans les termes de la
définition 2.3 : le triplet (T,IP1,X) avec

Py = {p: (x,y) — ax+by+c; aveca,b,c € R} (2.6)
Y={v—ov(a), v—v(ay), v v(az)} (2.7)

est un élément fini. En effet, une fonction affine de R?> dans R est uniquement déterminée
a partir de la donnée de ses valeurs en trois points distincts, ce qui implique 1'unisolvance.
Les fonctions de base associées a 1’élément fini de référence correspondant sont

(e y)=x, vy =y, P(xy)=1-x—y.

Cette construction se généralise a tout degré :
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Définition 2.4 (Elément fini de Lagrange d’ordre k)

Soit T le triangle de référence, dont les sommets sont (1,0), (0,1) et (0,0). On appelle
treillis d’ordre k I’ensemble de points

To={xj=(}f) s 0<i+j<k}.

L’élément fini de Lagrange d’ordre k est défini par

~

o K=T,
o P=P; = {p:R? = R, de degré total < k} = Vect{xiyj; 0<1i,j<k},
o X = {¢jj: v~ p(xy)}.

Faire un dessin pourk =1,2,3

Si ces éléments sont les plus couramment utilisés, ils ne sont pas les seuls, et les deux
exemples ci-dessous — vectoriels — sont employés pour la résolution des problémes de
Stokes et de Maxwell, respectivement.

Exemple. [Element fini de Raviart-Thomas]
o K= T,
o P=Pi®xPy = Vect{x+— (0,1), x — (1,0), x — x},
o X= {1, ¢, ¥3},

ol les formes linéaires sont définies par

1 7
Pi(v) = Al /Aiv~nda.

‘ Faire un dessin ou1 on voit que les A; sont les arétes ‘

Les fonctions de base sont données par

i(xy)=(x—-Ly), (xy)=(xy-1), ps(xy)= %(w)-

¢
Exemple. [Element fini d’aréte de Nédélec]
o K= T,
o P=Pid{pePi; x p=0}
= Vect {x — (0,1), x = (1,0), x = x+ = (—x2,x1)},
o Z={¢1, 2,93},
ot1 les formes linéaires sont définies par
1
Pi(v) = A7l v/A,' v-tdo.
Faire un dessin ot1 on voit les degrés de liberté ‘
¢

On peut définir de méme des éléments finis en dimension 3 (ou méme plus) ayant
comme supports des tétraedres, des prismes, etc.
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2.6.3 Transformation géométrique d’un élément fini

La plupart du temps, le domaine () est maillé en un grand nombre d’éléments du
méme type (des triangles, par exemple en dimension 2). Les différents calculs a faire
sur les différents éléments sont alors tres similaires, et il est commode de transporter les
informations sur un élément unique, dit de référence.

Soit donc un élément fini (K, P,fl), dit de référence. On se donne Fx : K — R? une
application injective, et on note

o K = Fg(K),
o Px = {ﬁoFgl; ﬁEIS},

o Xk = {lIJ; I €L, Vp e Py, y(p) = l/A’(POFK)}-
Proposition 2.10

(K, Pk, Xx) est un élément fini.

Démonstration: Il s’agit de montrer I'unisolvance : on note £ = {¢,..., v} et on fixe
®1,...,4ny € R. Comme (K, 15,2) est un élément fini, il existe un unique élément p € p
tel que ;(p) = a; pour tout i. Si 'on pose p = po Fy' € Py, on a alors ¢;(p) = a;, d’ott
'existence. Pour 1'unicité, on procede de méme. [ |

Il est facile de relier les opérateurs d’interpolation locaux sur 1’élément de référence K
et ]’élément courant K.

Proposition 2.11

Si 7t et 7 désignent les opérateurs d’interpolation dans (K,P,%), et (K,P, %), respec-
tivement, alors, pour toute fonction v,

—

0 = mxo,

siv:zﬁoFIzl et mxo = (7o) o Fx.

Démonstration: Soit £ € K. Par définition, pour ¢ € ¥, on a (#8) = (). On en déduit
que

p((R0) o Fct) = (90 Fc") = p(o).
Ainsi, par définition de 7rxv, on obtient (719) o F. ! = 7rxv, soit encore

70 = (1g0) o Fy = 7iga.

Exemple.

1. Transformation affine d’un élément triangulaire

Faire un dessin

L’application est Fx : x — Ax + b, avec A € R?*? et b € R?. La connaissance des
sommets (a1,az,a3) est équivalente a celle de Fx.
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2. Transformation Q; d’un élément quadrangulaire

‘ Faire un dessin

L’application Fx est donnée par

X1 a+ bxy + cxo + dxix

; ? / /e n fnr nn .

X a +b'xy+cxo+d x1x0
Notons que si l’on se restreint & F affine (d = d’ = 0), alors I'image du carré unité
par Fg est un parallélogramme.

&

2.6.4 Espaces d’approximation par éléments finis triangulaires de Lagrange

Pour mettre en place la méthode de Galerkine (voir §2.1), on souhaite construire un
espace d’approximation Vj, de dimension finie.

Définition 2.5
Soit () un domaine polygonal borné. On appelle maillage de () une partition

I, = {K; K triangles}

telle que
< ﬁ = UKE._%, K,

o SiK,L € 9, alors KN L est soit un élément de .9}, soit une aréte commune a K
et L, soit un sommet commun a K et L, soit @.

Faire un dessin d"une situation interdite, et d"une situation permise

Dans la suite, on suppose que tous les triangles du maillage sont issus d'un méme
élément de référence :

VK € 9, K= Fg(K) avec Fg affine inversible.

Naturellement, si (K, Py, ﬁk) désigne 1’élement fini de référence triangulaire de Lagrange
d’ordre k, on note (K, Py, X ) 1'élement courant, selon les définitions du paragraphe 2.6.3.

Définition 2.6

L’espace d’approximation par éléments finis associé au maillage .7, est défini par

V, = {Uh S CK(Q) ; VK € 9, Uh|K S ]Pk}.

Proposition 2.12
On a I'inclusion V;, ¢ HY(Q).
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PREUVE. Soit v, € Vj,. Alors pour tout élément K € 7, on a vy,| € P, ¢ H'(K). Pour
i = 1,2, on définit donc w; € LZ(Q) par

vKe 7, w;— 2k
axi

Jdv e .
Montrons que w; = axh au sens des distributions. Soit donc ¢ € €°(Q)),
i

o Aonlg) / o / ¢
/szq)— Z/K ox; p= 2 ath|K¢nl L th|Kaxi

Ke gy, Ke Kegy

Comme ¢ = 0 sur d(), seules les arétes intérieures interviennent dans la premiere somme,
et elles sont comptées deux fois : pour des éléments adjacents, pour lesquels les normales
sont opposées. Ainsi, on obtient

_ 99 _ 99

ce qui acheve la preuve. ]

L’espace d’approximation étant maintenant défini, on peut construire un interpolé :
Définition 2.7
Soit u € € (Q)). On définit I'interpolé de u dans V), par

VK € 9, muulg = mtx (ulg) .

Remarque 2.8

On a muu € €(Q) car les degrés de liberté sur une aréte commune sont les mémes de
part et d’autre de deux éléments adjacents.

2.7 Estimations d’erreur

2.7.1 Estimation de I’erreur d’interpolation pour 1’élément fini de Lagrange

Estimation dans I’élément de référence

Proposition 2.13

II existe une constante Cy > 0 telle que, pour toutm < k +1,

PREUVE. Onpose W = {0 — 70 ; o € H(K)} = {@w € H*'}(K) ; A = 0}.
o W est un sous-espace vectoriuel de H*"1(K).
¢ W est fermé, par continuité de 7.
o WNTP; = {0} par unicité de l'interpolé.
Ainsi, d’apres le lemme 2.5, on obtient
10— ﬁﬁHHk“(K) < Ck‘ﬁ‘Hk+1(K)’

qui permet de conclure. ]

40



Transport de I’estimation dans 1’élément courant

Afin d’obtenir une estimation de 1’élément courant K, on rappelle que K = Fg(K),
avec Fx affine inversible, i.e.

Vi € K, Fg(®) = Bx& + by,

avec Bx € R?*2 inversible, et by € R2.
Proposition 2.14

Il existe une constante C,’{ > 0 telle que, pour toutm < k+1,

vo e HY(K),  [lo— gl < CrllBills ™ 1B 13 0]t ) -

PREUVE.
o Estimation en norme L2 : il s’agit de majorer la quantité

/K lo(x) — mxo(x)|* dx.
On effectue le changement de variable x = Fx (%), qui fournit
/ l0(x) — 7txo(x)| dx = | det By| /K 16(2) — #0(2)]? d%.
La proposition 2.13 permet d’écrire

/K!v(x)—mw( x)* dx < Cy|detBx| Y /‘aﬁv

|Bl=k+1

dx.

Dans cette derniére intégrale, on fait le changement de variable # = F ' (x), réci-
proque du précédent. Par dérivation composée, on a

ox
Z 9v 0% _ (BTVv)i.

1 0x; Jx;

Ainsi V9 = BTVo. On en déduit par récurrence 1'inégalité

‘aﬂﬁ(ﬁ)

7

2 ’ , 2
< BT Y [oFo(x)
|B'|=IBI

qui fournit finalement

/K|v(x) — mio(x)* dx < Gyl det By x |det B'| x [[BelP6*) x 102

d’ot1 le résultat pour m = 0.

¢ Pour m > 1, on doit étudier les intégrales

/K ‘aﬁv(x) — P rrgo(x)

pour |8| = m. On procéde de méme, et un facteur ||B ' ||4" apparait.

2
‘ dx,
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Estimation globale

On cherche ici a exprimer les quantités intervenant dans la proposition 2.14 en termes
géométriques.

Définition 2.8
[ 50it K une triangle. On note
o hg le diamétre de K : hx = max{||x —y|| ; x,y € K}.
o px le diametre du cercle inscrit : px = sup{2R ; 3x € K, B(x,R) C K}.

Lemme 2.15

hg

hx _
[Bkll2 < —, 1B l2 < .

K

)

PREUVE. Soit & € R? tel que ||¢|| = pg. Alors, il existe £,7 € K tels que £ —§ = & On
a alors Bx(f — ) = x —y avec x,y € Ketainsi ||Bx(£ — 7)| < hg, soit ||Bk¢|| < hk.
Finalement,

up IBEL I
= 11T P

d’ot1 la premiere inégalité. La seconde est obtenue de méme. ]

Remarque 2.9

La quantité det Bx s’interpréte également en termes géométriques :

En mettant bout-a-bout les résultats des paragraphes précédents, on obtient directe-
ment

Proposition 2.16

Il existe une constante C,’C > 0 telle que, pour toutm < k+1,

h m
Vv € Hk+l(K), ||'U — nKUHH”’(K) < C;( <pK> h]I{<+l_m|'U’Hk+l(K). (28)
K

Définition 2.9
Une famille de maillages (7)o est dite réguliére sil existe o > 0 tel que

Vh>0, VK€, @@%ga

PK

Le nombre ok est appelé rondeur du triangle K.

L’hypothese de régularité sur le maillage impose que les triangles ne soient pas trop
aplatis (idéalement, tous équilatéraux!). Précisément, on a, si 0 désigne le plus petit angle
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du triangle K,

1 < < 1
SOK S —5.
2tanzg tan%

La régularité du maillage permet d’obtenir une estimation de l'erreur d’interpolation
globale :

Proposition 2.17

Soit (9,);, une famille de maillages réguliére, dont tous les éléments sont images af-
fines de I’élément triangulaire de Lagrange d’ordre k. Alors il existe une constante
C > 0 telle que pourm < k+1,

Yo € Hk+1(Q), HU — 7l’hU||Hin(Q) < Chk_‘—l_m‘U’HkH(Q). (29)

PREUVE. C’est immédiat en sommant 1'inégalité d’interpolation (2.8) sur tous les élé-
ments du maillage. ]

2.7.2 Estimation de I’erreur éléments finis pour 1'élément fini de Lagrange

La combinaison du lemme de Céa et de I'estimation (2.10) conduit directement a 1’es-
timation de l’erreur d’approximation par la méthode des éléments finis.
Théoreme 2.18

Soit (.7},);, une famille de maillages réguliére, dont tous les éléments sont images
affines de I’élément triangulaire de Lagrange d’ordre k. On suppose que la solution u
du probléme variationnel satisfait

u € HY(Q).
Alors il existe C > 0 telle que

||Ll - LthHl(Q) < Chk|U|Hk+1(Q). (2.10)

Notons que le lemme de Céa ne permet d’obtenir qu'une estimation dans la norme
d’énergie du probleme, i.e. la norme dans I’espace dans lequel la formulation variation-
nelle est posée. L'estimation d’erreurs en normes H” pour m > 2 demande plus de
travail. On détaille ici l’estimation d’erreur en norme L? pour le probléeme de Laplace-
Dirichlet et I'interpolation de Lagrange d’ordre 1.

Corollaire 2.19

On se place sous les hypothéses du théoreme 2.18 avec k = 1 et u solution varia-
tionnelle du probléme —Au = f dans H}(Q). On suppose Q convexe si bien que
u € H*(Q)). On a alors

lu = unlliz(q) < Ch2 (vl o).

PREUVE. On utilise le truc d’Aubin-Nitsché : posant e = u — uj, on peut écrire
lell 20y = sup { (e, @)1z s ¢ € LX(Q), [l@ll2 =1}

43



Soit alors ¢ € L?(Q)) avec ||¢||;> = 1. On note w € Hj(Q2) I'unique solution du probleme
variationnel

Vg € Ho(Q), a(w ) = (9, 9)r2
(ou1 a est la forme bilinéaire associé au laplacien). On peut montrer (théoreme de régula-
rité elliptique) 1’estimation a priori suivante
[l < Cllelle-
Par ailleurs, puisque e € H}(Q), on peut écrire a(w, e) = (¢, ¢e);2. Or
a(w,e) =ale,w) = a(u —uy,w) =a(u—uy,,w—wy),
pour tout wy, € V), d’apres 1’orthogonalité de Galerkine. Ainsi

‘((p,é’)Lz‘ S C,;HM — MhHHl wll’él% HZU — wh||H1 S C”l‘u|H2 X hHwHHz S Ch2|u‘H2,
hEVh
d’ot1 le résultat. n

2.7.3 Remarques et extensions

Les estimations d’erreur ont été montrées seulement pour I'élément fini de Lagrange
triangulaire d’ordre k. Toutefois, il est possible d’en obtenir pour des classes beaucoup
plus générales d’éléments finis. On renvoie, par exemple, a [RT83] pour plus de détails.

Par ailleurs, lorsque le domaine () n’est pas polygonal, une erreur d’approximation
géométrique doit étre prise en compte. De méme, les intégrales intervenant dans les for-
mulations éléments-finis ne peuvent pas toujours étre calculées explicitement (méme si
Q) est polygonal), par exemple dans le cas de seconds membres f quelconques. Une inté-
gration numérique doit étre effectuée et I’erreur résultante doit étre prise en compte dans
I'erreur finale.

2.8 Quelques remarques sur la mise en ceuvre de la méthode

La mise en ceuvre de la méthode nécessite le calcul de la matrice A et du vecteur [F
définis par
A =a(ej,9i), Fi=Lg),
ott les ¢; forment une base de Vj,. Elles sont construites a 1’aide des fonctions de base lo-

cales des éléments du maillage. Précisément, supposons que ’'on dispose de I'information
suivante sur la numérotation des nceuds du maillage :

n(K, I) = i sile noeud numéroté i dans le maillage est le I nceud de 'élément K,

voir figure XX.

’ Faire un dessin avec quelques triangles et des numéros

Alors, @; est définie par
VK e T, oilx=¢rsii=n(K]I).

il est sous-entendu que ¢; est nulle sur K des lors que i n’est pas un nceud de K.
Pour construire le vecteur IF, on pourrait étre tenté de le construire selon 1’algorithme
suivant,
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Boucle sur i
F;=0
Boucle sur K
F; = F; + k(i)

Fin

Fin
ot U (¢;) désigne la contribution de I'élément K : typiquement

EK((P):/I.(f(I’i si E(@)Z/quvi.

Toutefois, dans la méthode des éléments finis, les fonctions de base ¢; ont des sup-
ports localisés, si bien que ¢k (¢;) est nul pour un grand nombre d’éléments K. Afin d’évi-
ter les passages inutiles dans la boucle, on pourrait repérer de tels éléments. En fait, il est
plus simple de boucler dans l’autre sens :

F=0
Boucle sur K
Boucle sur les neuds I de K (nombre=f3)
Calcul de i =n(K,I)
F; = F; + lk(¢1)

Fin

Fin

Soulignons que les valeurs des coefficients du vecteur F sont remplies au gré de la
numeérotation, et qu'il faut attendre la fin de la boucle sur les éléments pour étre certain
que toutes les valeurs sont correctement affectées. Signalons par ailleurs que le calcul de
la contribution fx (¢r) est en fait calculée par passage a I’élément de référence (comme on
l'a fait pour 1’obtention des estimations d’erreur).
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Annexe A

Rappels sur les fonctions de plusieurs
variables
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Annexe

Régularité jusqu’au bord de la solution
d’un probleme elliptique

On considere le domaine Q) C R? suivant
Q={(x,y) eR*; ¥ +y* <1} \{(x,y) ER*; x <Oety < 0}.
I s’agit de trois quarts de disque, comme le montre la

figure ci-contre. En utilisant les coordonnées polaires
(r,0), le domaine Q) est décrit par

T
r<1et—5<9<n.

p(x) = r3 sin <239> .

On vérifie aisément que ¢ € €2(Q) et que Ap = 0 dans Q. Toutefois, ¢ ne satisfait la
condition de Dirichlet que sur les bords droits du domaine.
On introduit donc une fonction de troncature x : R? — R, de classe € telle que

On pose alors

) =1 si |x| < % et x(x)=0 si |x]> %
Ainsi, la fonction u(x) = x(x)¢(x) satisfait u = 0 sur 0Q). On a, par ailleurs, puisque
Ap =0,
Au(x) = Ax(x)p(x) +2Vx(x) - Vo(x),

si bien qu'il apparait clairement que f = —Au € €% (Q)).

Cet exemple montre qu’on peut trouver une fonction f trés réguliere pour laquelle la
solution du probleme le Laplace avec conditions de Dirichlet dans () n’est pas réguliere.
En effet, on vérifie aisément que u € H!(Q), mais u ¢ H*(Q).

48



Annexe

Interpolation et approximation
polynomiales

C.1 Interpolation de Lagrange

C.1.1 Introduction

Le probleme de l'interpolation est le suivant : étant donnés n + 1 points d’interpolation
xg < -+ < xp etn+1oaleurs yo, ..., Yn, on cherche un polyndme p,, de degré au plus n,
qui satisfait
pn(xj)) =y; pour i=0,...,n. (C.1)
Théoreme C.1 (existence et unicité du polynome d’interpolation)

II existe un unique polynéme p,, de degré au plus n, satisfaisant la condition (C.1).

PREUVE. Lapplication ® : P, — R"*! définie par ®(p) = (p(x;))i=o,..n est clairement

linéaire et injective, donc bijective. ]
Remarque C.1
Si on cherche le polynéme p,, sous la forme p, = ) 1 XF, les coefficientsa = (ax)k=o0, .n
satisfont le systéme linéaire Va = y ou V est une matrice de Van der Monde et
Y = (Yi)k=0,.n
1 Xo - x6l
V =
1 Xp e x]’:ll

La matrice V est inversible puisque les points d’interpolation x; sont tous distincts. Ce
systéme linéaire fournit un procédé de calcul tres simple du polynéme interpolateur.
Toutefois la matrice V est plutét mal conditionnée, ce qui signifie que pour les grandes
valeurs de n (des quelques dizaines), la résolution du systéme linéaire peut étre en-
tachée d’une erreur importante. Une méthode plus robuste, mais de programmation
un peu plus délicate, est I’algorithme de Newton pour lequel on renvoie a [CM84].

On utilise aussi fréquemment la base de Lagrange, image réciproque de la base
canonique de R"*! par @ :




Le polynéme p, s’exprime alors simplement comme

pu(x) = iyiﬁi(x). (C.2)
i=0

C.1.2 Stabilité du procédé d’interpolation

On vient d’évoquer la possibilité d’erreurs numériques dans la résolution du systeme
de Van der Monde. Une source d’instabilité réside dans le probléme lui-méme, indépen-
damment de la méthode utilisée pour sa mise en ceuvre. En effet, considérons que les
données (y;) sont entachées d’erreur : quelle est son influence sur le polyndme p,? Le
probléme étant linéaire, il suffit de considérer la norme de l'application L, : R"*1 — P,
définie par L,(y) = pu (ce n’est autre que l'inverse de l'application ® de la preuve
du paragraphe précédent). A I'aide de l’expression de p, dans la base de Lagrange, il
est facile de calculer la norme de L, comme application linéaire de (R"*!,|| - ||c) dans

(IPHI ” ’ HOO,[a,b}> :
n
ILall = Y 114 (2) oo, a0
i=0

Cette norme, souvent notée A, est appelée constante de Lebesgue. On peut montrer qu’elle
tend vers l'infini lorsque 7 tend vers l'infini a vitesse logarithmique, voir [CM84].

C.1.3 Convergence des polynomes interpolateurs

Plagons nous désormais dans la situation ou1 les valeurs y; sont les évaluations d"une
fonction réguliere f aux points x;. Une question naturelle est de savoir si le polynéme p,
approche correctement la fonction f sur l'intervalle [xg, x,,|. Précisément, on a le résultat
suivant.

Théoreme C.2 (estimation de l'erreur d’interpolation)

Soient f une fonction a valeurs réelles de classe ¢ "+l sur I'intervalle [a,b] etxp, ..., xp
des réels tels quea < xo < --- < x, < b. Si on note p, le polynéme interpolateur de
f aux abscisses x; (i.e. pn(x;) = f(x;) pouri =0,...,n), alors

LF oo, g5
Hf_ PnHoo,[a,b} < W H7Tn+1Hoo,[a,b]/ (C3)

ot 71,41 est le polynéme (de degré n + 1) donné par 7,.1(x) = [T(x — x;).

PREUVE. Soit x € [a,b] fixé, distinct des x;; on considere g le polynome (de degré au
plus n 4 1) qui interpole la fonction f en les points xy, ..., x, et x. On a immédiatement

f(x) = pal(x)

ey o (E). (C4)

q(t) = pa(t) +

Le théoreme de Rolle appliqué a la fonction f(t) — g(t), qui s’annule en n + 2 points
fournit I'existence d'un réel &, € [a, b] tel que

g (&) = FO (&), (C5)
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Apres insertion de la forme (C.4) dans cette derniére égalité, on obtient immédiatement
par dérivation des polynomes p, et 71,11

f(x) = palx)

n 1= n+1 2, )
e ()= £ G )

qui conduit au résultat énoncé. (]

Remarque C.2

L’estimation (C.3) peut laisser penser, grace au facteur (n +1)!, que le polynéme inter-
polateur p, converge uniformément vers la fonction f quand le degré (ou le nombre
de points, ce qui revient au méme) tend vers +oco. C’est en effet le cas pour la fonction
exponentielle, par exemple, pour laquelle I’'estimation devient

el eb(b _a)n—H
1f = Prllooap) < CEI 17041 oo, a,0) < RCES

quantité qui converge bien vers 0 quand n tend vers +co.

Le cas de la fonction exponentielle est tout-a-fait particulier, puisque ses dérivées
sont uniformément bornées. Ce n’est pas toujours le cas : la dérivée d’ordre n + 1 de
la fonction inverse, par exemple, fait apparaitre un facteur (n + 1)! et on peut montrer
que la convergence n’a pas lieu pour des grandes valeurs de x. Par ailleurs, il n’y a pas
nécessairement convergence, méme pour des fonctions trés réguliéres; un exemple
classique est celui de la fonction

_ 1
1442

f(x) sur [-5,5], (C.7)
qui est une fonction de classe ¢, bornée sur R. La figure C.1 montre la fonction et son
polynéme interpolateur pour les valeurs n = 10, 15. Il apparait que, si la convergence
a lieu au centre de I'intervalle, il y a divergence prés des extrémités; le phénomene
observé sur les graphes s’accentue pour des plus grandes valeurs du degré : on parle

de phénomene de Runge, voir [Dem96].

hl 1,
I

2
=

|
\ I
1\ I 0 I
1 I i Iy
Iy 1 I ! 1 I
I I P I
0\ I ! [
1 I ! [
i \ 1 l\ 'I
! \ P Vs ~ ] 1 x L) '| x
f i T T T T T ™ Y7 T T T T T N 7
57 0 5 5 0 ©5

FIGURE C.1 - Interpolation aux abscisses équidistantes de la fonction ; J:xz (degrés 10 et
15).

Afin d’obtenir la convergence uniforme du polyndome d’interpolation vers la fonction,
I'estimation (C.3) suggere deux directions :
o avoir une « bonne » estimation de la norme de la dérivée f("*1) sur l'intervalle
[a,b] en fonction du degré n;
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¢ diminuer la norme du polynéme 77,11, ce qui revient a choisir intelligemment les
points d’interpolation.
La premiere piste mene naturellement a I’étude des fonctions analytiques, pour lesquelles
on peut estimer la norme des dérivées en fonction de I’ordre de dérivation :

Proposition C.3

Si la fonction f est développable en série entiére au point ”}“—b, de rayon de conver-
gence suffisamment grand, alors le polynéme d’interpolation p, converge uniformé-
ment vers f sur l'intervalle [a,b] quand n tend vers +oo (et ce quel que soit le choix
des points d’interpolation).

PREUVE. Il s’agit d’estimer les dérivées successives de f en un point x de l'intervalle
[a,b]. On note R le rayon de convergence de la série entiére en xg = ‘”2“—1’ Alors, pour

p < R, la formule de Cauchy fournit

) % flz) o
G (

(n+1)! z—x)ntl

ot C, désigne le cercle de rayon p centré en xo. Si on suppose p = A(b—a) (A > 3)
alors, avec My = sup,_, -, |f(2)| (le prolongement analytique de f est encore noté f),
on obtient directement la majoration

(n+1)
Mnnﬂ(x) < 27TM, P

(n+1)! [()\—%)(b—a)]n+l (b—ﬂ)”+1/

qui tend vers 0 sous la condition A > 3. On conclut a la convergence uniforme du poly-
nome interpolateur grace a I'inégalité (C.3). ]

Jusqu'ici, on a utilisé la majoration grossiere 77,,,1(x) < (b — a)"*!, valable pour tout jeu
de points d’interpolation. On peut toutefois améliorer cette estimation pour des choix
particuliers.

Proposition C.4

Le polynoéme 7t,.1(x) = [T (x — x;) satisfait ’estimation
poly. + i=0

b —a n+1
<
co,[a,b] —C< il ) ,

1700411

ot1 la constante A est donnée par

Points quelconques x; € [a,b] A=1

S3
|
S

Points équidistants X =1

Points de Chebychev | x; = athb b=a [W]

2 + 2 2n +2
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PREUVE. Le cas des points quelconques est évident. Considérons tout d’abord celui des
points équidistants : pour x € [a,b], on note x = s(b —a)/n,avec s € [0,n]. Maximiser
|7t,41(x)| sur [a, b] revient ainsi a maximiser sur [0, 7] la fonction de ¢(s) = [T, |s — -
Il est facile de voir que ¢ atteint son maximum sur l'intervalle [0, 1] d’ott

b—a\" aaq 1! 21 (b—a\""!
im0l = (150) o) < (b ay i e 2 (220)

d’apres la formule de Stirling.
Pour les points de Chebychev, on écrit x sous la forme x; = (a +b)/2+s(b —a)/2
(=1 <s < 1), sibien que la polynéme 7,1 apparait comme

2i+1)7 -
S — COS <(2]’l—|—;>‘ =2 H‘Tn+1(s>‘/

B n+1 n
ma@l = ("50) ) avee o) =1

i=0

le polynome de Chebychev de degré n + 1. Comme le maximum de | T;,41 | sur l'intervalle
[—1,1] vaut 1, le résultat annoncé s’en déduit immédiatement.

Remarque C.3

On peut montrer que les points de Chebychev minimisent la norme uniforme du po-
lynéme 71,41 sur l'intervalle [a, b], ce en quoi ils fournissent le choix optimal de points
d’interpolation, cf. [Hai]. Toutefois, la convergence uniforme des polynoémes inter-
polateurs n’est pas assurée pour autant. En effet, vu I'explosion de la constante de
Lebesgue (voir paragraphe C.1.2), le théoréme de Banach-Steinhaus permet de prou-
ver que pour tout choix de points d’interpolation, il existe une fonction continue pour
laquelle le polynéme interpolateur ne converge pas uniformément. Ce résultat est a
tempérer du point de vue pratique puisque la convergence est uniforme dans le cas
des points de Chebychev dés que la fonction a interpoler est de classe € (voir [CM84]
pour ces deux derniers points). Bien stir, dans de nombreuses situations pratiques, il
n’est pas possible de choisir les points d’interpolation, qui sont donnés a priori (par
exemple comme suite d’instants régulierement espacés).

C.2 Interpolation par morceaux

On a vu dans le paragraphe précédent que l'interpolation de Lagrange ne fournissait
pas toujours une suite de polyndmes uniformément convergente. Pour pallier ce défaut,
on préfere souvent utiliser un procédé d’interpolation par morceaux : on subdivise l'inter-
valle d’intérét en sous-intervalles sur lesquels on approche la fonction considérée par un
polynome interpolateur de bas degré. Pour obtenir la convergence, on réduit la taille des
sous-intervalles, plutdt que d’augmenter le degré.

Précisément, soit (x'); une subdivision de l'intervalle [a, b :

a=x"<xl<. ... <xN=p,
de pas maximal / :
1

N i
h = max |x' — x'
i=1
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Sur chaque sous-intervalle [x/, x'*!] de la subdivision, on introduit des points d’interpo-
lation de Lagrange (x}), :
=l <x <o <xd =L

On note alors p!, le polyndme d’interpolation de la fonction f aux points (x/), : son degré
est au plus /. Il suffit ensuite, a partir des polyndomes interpolateurs sur chaque sous-
intervalle, de définir une approximation globale pj, ; par

Phk = Pf( sur le sous-intervalle [xi, xiH]. (C.8)

Proposition C.5

On suppose la fonction f de classe €**! sur I'intervalle [a, b]. Le polyndme par mor-
ceaux py, x défini par (C.8) vérifie
1

[ab] < W A ||f(k+l)|

Hf_Ph,k 00 oo, [a,b] (C9)

En particulier, py,, converge uniformément vers f sur [a, b] lorsque le pas h tend vers
0.

PREUVE. D’aprés l'estimation de l'erreur pour l'interpolation de Lagrange (C.3), on a
sur chaque sous-intervalle [x/, x' 1]

1 k1
oo, [xi xit1] < k1) £

If — pil

o0, [x1,xi+1] H7T,i(+1‘ oo, [x!,xi+1]s (C.lO)

ot la polynome 7t = T o(x — x}) peut étre majoré par #**1. On conclut en prenant le
maximum pour 0 <i < N. m

Remarque C.4

¢ on peut choisir un degré d’interpolation différent sur chaque sous-intervalle,
i.e. remplacer k park;;

o on a imposé que les extrémités x' des sous-intervalles soient des points d’in-
terpolation pour assurer la continuité de I’approximation globale py, . ;

© méme si la fonction f est tres réguliere, I'approximation pj x n’est, en général,
que continue, il faudrait utiliser une interpolation de type Hermite pour assu-
rer une plus grande régularité. Les fonctions splines en sont un bon exemple
(voir [QSS00] ou [SBO2] par exemple).

54



Références

[Ada75]

[Cia82]

[CM84]

[DDO05]

Robert A. Adams. Sobolev spaces. Academic Press [A subsidiary of Harcourt
Brace Jovanovich, Publishers], New York-London, 1975. Pure and Applied Ma-
thematics, Vol. 65.

Philippe G. Ciarlet. Introduction a I'analyse numérique matricielle et a I’optimisation.
Collection Mathématiques Appliquées pour la Maitrise. [Collection of Applied
Mathematics for the Master’s Degree]. Masson, Paris, 1982.

Michel Crouzeix and Alain L. Mignot. Analyse numérique des équations différen-
tielles. Collection mathématiques appliquées pour la maitrise. Masson, Paris,
1984.

Bruno Després and Frangois Dubois. Systemes hyperboliques de lois de conservation
- Application & la dynamique des gaz. Ecole Polytechnique, Paris, 2005.

[Dem96] Jean-Pierre Demailly. Analyse numérique et équations différentielles. PUG, Gre-

[EG02]

[Hai]

[QSS00]

[RT83]

[SBO2]

noble, 1996.

Alexandre Ern and Jean-Luc Guermond. Eléments finis : théorie, applications,
mise en ceuvre, volume 36 of Mathématiques & Applications (Berlin) [Mathematics
& Applications]. Springer-Verlag, Berlin, 2002.

Ernst Hairer. Introduction a I’analyse numérique. Notes de cours, disponibles
al’adresse http://www.unige.ch/math/folks/hairer/

Alfio Quarteroni, Riccardo Sacco, and Fausto Saleri. Numerical mathematics, vo-
lume 37 of Texts in Applied Mathematics. Springer-Verlag, New York, 2000.

P-A. Raviart and J.-M. Thomas. Introduction a I'analyse numérique des équations
aux dérivées partielles. Collection Mathématiques Appliquées pour la Maitrise.
[Collection of Applied Mathematics for the Master’s Degree]. Masson, Paris,
1983.

J. Stoer and R. Bulirsch. Introduction to numerical analysis, volume 12 of Texts in
Applied Mathematics. Springer-Verlag, New York, third edition, 2002. Translated
from the German by R. Bartels, W. Gautschi and C. Witzgall.

55



56



