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On considere le systeme différentiel autonome

W) = fu)
{u<o> ~ @

ou f:QCR”— R" et ug € Q (on suppose existence globale).
On suppose que f(0) = 0 et on s’intéresse a ce point d’équilibre. Rappelons tout d’abord
les définitions usuelles de stabilité :
Définition. Le pint d’équilibre 0 est stable ssi
Ve >03n>0, |lup| <n=Vt>0, |lult)] <e

Si, de plus,

lm [u(t)] =0

t—o0
le point 0 est dit asymptotiquement stable.

On dit que 0 est instable s’il n’est pas stable.

On fait également 'hypothese que f est différentiable en 0. Au voisinage du point d’équi-
libre, le systeme (1) est “proche” du systeme linéaire

u'(t) = f0)u(t)
{u(()) = g 2)

On pourrait s’attendre a ce que le comportement de (1), au voisinage de ’équilibre 0, soit
semblable a celui de (2), mais ce n’est pas toujours le cas :

Théoréme [linéarisation]| Si f est différentiable en 0 et f(0) =0, alors
- SiVA e S&(f(0)), ReA <0, alors 0 est asymptotiquement stable pour (1).
- Si3IXN e &(f(0)), ReA >0, alors 0 est instable pour (1).

On ne sait donc rien dire du comportement au voisinage d’un point d’équilibre si toutes
les valeurs propres de la différentielle sont de partie réelle nulle, méme si on peut conclure
pour le systeme linéarisé (2).

On trouvera la démonstration de ce résultat dans [2] et [1].

Voici quelques exemples qui montrent que tout peut arriver dans le cas ou les valeurs
propres sont toutes de partie réelle nulle :

Exemple 1 (systéme non linéaire instable, systéme linéaire instable)
Soit le systeme :

=y . . x!
, 5 qui se linéarise en ,
Yy

y
Yy ==y 0



Le systeéme linéarisé est instable (soit on le résout et on voit que x est linéaire, soit on
observe que 0 est seule valeur propre et qu’elle est défective). Le systéme non linéaire se
résout en

Yo
t) = et z(t) =In(l+yot) +x
y(t) Tt ol (t) (1 +yot) + o

ce qui prouve que le pint (0,0) est instable pour le systéeme non linéaire.

Exemple 2 (systéme non linéaire stable, systéme linéaire instable)
Soit le systeme :

I
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=y . . !
’ 3 qul se hnearlse en ’
y e —yQ y

Le systéme non linéaire a pour solution :

N
2+ t/1o

y(t) = (2;1% et x(t) = 2y/yo +x0 —

ce qui prouve que (0,0) est stable pour le systéme non linéaire.

Exemple 3 (systéme non linéaire stable, systéme linéaire stable)
Soit Péquation 2’ = —3, qui se linéarise en 2’ = 0 (stable!). Quant & I'’équation de départ,

elle a pour solution
o

z(t) = ———=
2 V1 +2x5t

donc 0 est stable.

Exemple 4 (systéme non linéaire instable, systéme linéaire stable)
Soit ’équation ' = 23, qui se linéarise en 2’ = 0 (stable!). Quant & ’équation de départ,

elle a pour solution
o

V1 —2z3t

donc 0 est instable (il n’y a méme plus existence globale).

x(t) =
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