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Résumé

Le but de ces quelques pages est de présenter, de maniere élémentaire, la réduction
de Jordan d’une matrice et quelques-unes de ses nombreuses applications. Elle est
d’un usage si courant qu’on la nomme parfois “jordanisation”. Les outils développés
ici concernent divers aspects fondamentaux de 1’algebre linéaire : polynéomes d’endo-
morphismes, dualité en dimension finie, matrices par blocs. & ce titre, mais aussi par
ses multiples applications a ’analyse, ce résultat trouve sa place dans plusieurs legons
d’agrégation. Cependant, ces notes ont été rédigées a 'usage d’étudiants de licence;
aussi certains points pourront-ils sembler parfois un peu élémentaires aux agrégatifs.

1 Quelques rappels

On rappelle ici les résultats essentiels qui vont étre utiles pour ’obtention de la réduite
de Jordan d’une matrice. Les démonstrations données permettent de se familiariser avec
les notions de polynéme d’endomorphisme et de crochet de dualité. On pourra trouver des
compléments dans [4] ou [1], par exemple.

1.1 Le lemme de décomposition des noyaux

Lemme 1 (lemme des noyaux) Soient u € L(E) un endomorphisme et Py, ..., Py des
polynomes de K[X|, deuz-d-deuzx premiers entre-eux. On note P le polyndome produit || P;,
alors

k
Ker P(u) = @Ker Pi(u).
i=1

Preuve. On note Q; le polynéme P/P; = H#in; les polynomes (Q;)i<i<k sont pre-
miers entre-eux dans leur ensemble. On peut donc écrire une relation de Bézout : il existe
Vi,..., Vi vérifiant

(1) Vir+- -+ Ve Q=1

Montrons tout d’abord que les sous-espaces F; = Ker P;(u) sont en somme directe : soit
(x1,...,2) € F1 X--- X Fi, tel que 21+ - -+ 2 = 0. En appliquant ’endomorphisme Q;(u)
a cette égalité, il vient Q;(u)(x;) = 0, puisque pour j # 4, le facteur P; apparait dans le
polynome ;. D’autre part, la relation de Bézout (1) appliquée a I’endomorphisme u, et
évaluée ensuite en z;, ne fait plus intervenir que le terme d’indice i (les autres s’annulant
car P; divise chaque @); pour j # 1) :

Vi(u) 0 Qi(u)(xi) = i,

qui implique z; = 0. On note alors F' = @ Ker P;(u).
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Il est clair que F est inclus dans Ker P(u) car chaque P; divise P. Réciproquement,
soit x € Ker P(u) : d’apres (1), on peut écrire

r=x1+ - +x avec xz; = V;(u)oQi(u)(x).

11 suffit alors de vérifier que x; € Ker P;(u), ce qui résulte de l'identité P = P;@Q; (on
utilise le fait que les polynoémes d’un méme endomorphisme commutent). ]

Le résultat précédent s’avere tres utile pour “dévisser” un endomorphisme (si on peut
se permettre cette expression, généralement réservée aux groupes) : supposons que P est un
polynéme annulateur de u, alors Ker P(u) = E si bien qu’on obtient une décomposition de
I’espace tout-entier en sous-espaces stables par u. Un cas d’utilisation fréquent consiste a
choisir P = x,, polynoéme caractéristique de u dans le cas ou ce dernier est scindé sur K :
on obtient la décomposition en sous-espaces caractéristiques (voir la démonstration du
théoréme 4 plus bas).

1.2 La dualité en dimension finie

Un ingrédient essentiel de la démonstration de la réduction de Jordan est la construc-
tion d’un supplémentaire stable par dualité. On rappelle donc ici les notions fondamentales
de dualité dans le cadre de la dimension finie.

On désigne par E* ’ensemble des formes linéaires sur E :

E* ={yp: E — K, linéaire},

I’ensemble E* est un espace vectoriel de méme dimension que E. Pour z € E et ¢ € E*,
on notera

(z,0) = p(x).

Cette notation, appelée “crochet de dualité” présente deux avantages : le premier est de
coincider avec celle du produit scalaire si F/ dispose d’une structure euclidienne. Le second
réside dans la facilité d’utilisation de l’endomorphisme transposé : pour v € L(F), on
définit son endomorphisme transposé (ou adjoint) u" (noté aussi u*) par

Ve e E Vo€ E® (x,u'(p)) = (u(x),p).

Cette écriture est plus commode que Iécriture fonctionnelle équivalente : u'(p)(z) =

p(u(z)).

Rappelons aussi la définition de 'orthogonal d’une partie A de E :
At ={peE*;Vzec A (z¢) =0}

De maniere duale, on définit I'orthogonal (ou polaire) I't d'une partie de E*. Les ensembles
AL et T'* sont des sous-espaces vectoriels (respectivement de E* et E). Si, de plus, A et
I" possedent des structures vectorielles, on a

dim(At) =n—dimA et dim(Tt)=n—dimD
(AHt =4 et @THt=T.

Enfin, on énonce un résultat simple — mais essentiel — qui constitue le moteur de la
démonstration du théoreme 3 :
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Lemme 2 Soit u € L(E) et T' un sous-espace de E*, stable par u'. Alors I'- est stable
par u.

Preuve. Soit z € I'"; vérifions que u(x) est encore dans I't. Soit donc ¢ € T, on évalue
le crochet

(u(x), ) = (z,u(p)) =0

car u'(p) € I" par stabilité de I' a travers u'. ]

2 La réduction de Jordan d’une matrice

Dans toute la suite, E/ désigne un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K
(le plus souvent R ou C).

Théoréme 3 (réduction de Jordan nilpotente) Soit N € M, (K) une matrice nilpo-
tente. Alors N est semblable a la matrice J, qui s’écrit par blocs

0
J1 0

J = avec J; =
0 Js

[es}
SO = O O

0 --- 0
Les matrices J; sont appelées “blocs de Jordan nilpotent”.

Preuve. On procede par récurrence sur n, taille de la matrice N. Pour n = 1, le résultat
est évident, puisqu’une matrice mono-dimensionnelle nilpotente est nécessairement nulle.

Supposons le résultat acquis pour toute matrice nilpotente de taille strictement infé-
rieure & n. Soit alors N € M,,(K) nilpotente ; on note u € L(E) I'endomorphisme qui lui
est associé via la base canonique de K".

Si ’endomorphisme w est nul, le résultat est évident, sinon notons k > 1 l'ordre de
nilpotence de u, i.e. uP~1 # 0 et u* = 0. Soit alors z ¢ Ker u*~! et F le sous-espace
vectoriel de E défini par

F = Vect (:L', u(z), u?(z), . .. ,uk_l(aj)>.

Montrons que la dimension de F' est exactement k (ce qui impliquera en particulier que
k < n), cela revient & prouver que la famille z, u(x),u?(x),...,u*"1(x) est libre : soient
o, ..., 0—1 € K tels que

k
(2) > agu(z) =0.
=0

Si les scalaires (ay) ne sont pas tous nuls, on définit ¢ = min{¢ ; ay # 0}. En appliquant
uF~177 3 1égalité (2), on obtient a; u*~1(z) = 0, qui fournit la contradiction puisque
n’appartient pas au noyau de u*t.

Le sous-espace F' est clairement stable par u, et la matrice de 'endomorphisme u|p
dans la base (u*~1(z),...,u(z),x) est un bloc de Jordan de taille k. Si k = n, la preuve
est terminée : la décomposition recherchée ne compte qu’un seul bloc. Sinon, on pourra
conclure a I’aide de I’hypothese de récurrence sitot qu’on aura trouvé un supplémentaire
a F, lui-aussi stable par u.
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On peut réaliser une telle construction par dualité : soit ¢ € E* telle que le crochet
(uF=1(z), ¢) soit non-nul. On introduit T' comme suit

I’ = Vect (gp, u' (@), u(p), ... ,uTk—l(go)).

Le sous-espace I' est de dimension & : soit ag + aq u'(p) + - -+ + ap_1 u™*(p) = 0 une
combinaison linéaire nulle. Si les scalaires oy ne sont pas tous nuls, on note, comme plus
haut, ¢ = min{¢ ; oy # 0}. Alors, pour tout y € E,

k—1 k—1
0="> ar(y,u’(e)) =D ar(u(y), ).
=i =i
Pour y = u*~17¥(x), on obtient o; (u*~1(x), p) = 0, qui fournit la contradiction.

Ainsi, 'ensemble polaire G =T+ = {y € E; Yy € T, (y,7) = 0} est de dimension
n — k. De plus, comme I est stable par u', le sous-espace G est stable par u. Pour achever
de prouver que G est supplémentaire de F, il suffit de montrer que l'intersection F' N
G est nulle : il s’agit de montrer que toute combinaison linéaire oz + g u(x) + -+ +
a1 uF~(z) orthogonale & chaque u™(y) a tous ses coefficients nuls. La démonstration,
utilisant rigoureusement la méme technique que celles concernant les dimensions de F' et
I, est laissée au lecteur.

Résumons-nous : on a trouvé deux sous-espaces F' et (G, tous-deux stables par wu,
recouvrant £ en somme directe, et tels que la restriction de u a F soit semblable a
un bloc de Jordan. Pour obtenir une écriture matricielle, fixons une base (egx41,...,eén)
de G; si @Q désigne la matrice de passage entre la base canonique de K" et la base
(W*Y(2),...,u(x), 2, erq1,...,en) alors

N=0Q ( {)1 ]8, ) Q' ol J; est un bloc de Jordan.

On peut appliquer I'hypotheése de récurrence & N’, clairement nilpotente : il existe une
matrice de passage P’ € Gl,_i(K) telle que N’ = P'J'P'™*, ot J' est composée de blocs
de Jordan. L’identité suivante permet de conclure :

B I, 0 J. 0 I, 0 _
N_Q<o P’><0 j’><0 P’_1>Q1'

P J p-1

Remarque. On peut faire le lien entre la forme de Jordan d’un endomorphisme nilpotent
et le lemme des noyaux emboités. En effet, si u € L(E) est nilpotent, alors

Keruc Keru? C---Cc Keru" = E,

la suite de sous-espaces étant strictement croissante, puis constante. Il est facile de relier
la dimension du noyau Ker u’ en fonction de la taille des blocs de Jordan :

dimKer u  est égal au nombre de blocs de Jordan;

(3) dimKer v/ = dimKer w'~! +d;, (i > 2)

ou d; est le nombre de blocs de Jordan de taille > i.
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Prenons un exemple : soient A et B les matrices

b

Il
co oo
co o
cooo

o

Il
cooo
oo~
cor o
cooo

Pour A, on a
dimKer A =2, dimKer A2 =4

Alors que la matrice B vérifie
dimKer B=2, dimKer B2=3, dimKer B®=4.

On peut en déduire, entre autres, que les matrices A et B ne sont pas semblables.

On énonce maintenant le résultat concernant la réduction de Jordan pour les endo-
morphismes non-nilpotents.

Théoréme 4 (réduction de Jordan) Soit A € M, (K) une matrice dont le polynéme
caractéristique x4 est scindé sur K. Alors A est semblable a la matrice

Ao 1 0 0
J1 0
J = avec J; = 0 : )
0 Jy oo 1
0 -+ 0 N

ot les \; sont les valeurs propres (non-nécessairement distinctes) de A. Les matrices J;
sont appelées “blocs de Jordan”.

Preuve. On écrit la factorisation de x4 sur K :

P
xa= (X =2)% (£ A sii#).
i=1
D’apres le lemme de décomposition des noyaux (les facteurs sont deux-a-deux premiers
entre-eux) et le lemme de Cayley-Hamilton, E apparait comme somme directe des sous-
espaces caractéristiques :

E=PF F; = Ker (A — \I,)%.
Chaque Fj est stable par A; on note A; la matrice A|F;. Alors A; — \;I, est nilpotente.
D’apres le théoreme précédent, il existe une matrice de passage P; € GI(F;) telle que
A — Nlp, = P\%P_l, ou J; est composé de blocs de Jordan nilpotents.

On en déduit que A; est semblable & une matrice composée de blocs de Jordan relatif
a la valeur propre \;. Le résultat énoncé se déduit en juxtaposant les blocs diagonaux
correspondant & chaque sous-espace Fj. [

La réduite de Jordan constitue “la forme diagonalisée d’une matrice non-diagona-
lisable”, ce qui signifie qu’a bien des points de vue, la forme de Jordan est la plus simple
qu’on puisse obtenir (elle coincide avec la forme diagonalisé dans le cas diagonalisable).
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Dans le cas K = C, I’hypothese concernant y 4 n’est pas contraignante, si bien qu’on
pourra toujours utiliser la réduite complexe d’une matrice. La situation d’une matrice
réelle est plus délicate : on peut bien str plonger R dans C et considérer la réduite com-
plexe. Néanmoins on aura parfois besoin d’une réduite réelle. La structure des polynoémes
irréductibles de R[X] permet d’obtenir un résultat dans ce sens.

Théoréme 5 (réduction de Jordan réelle) Soit A € M,(R) une matrice a coeffi-
cients réels. Alors A est semblable a la matrice J, qui s’écrit par blocs

J1
A 10 O
J = Js , avec Jy= o0 0 )
Kl . - . 1
0 0 A
K,
les matrices Ky s’écrivent par blocs 2 X 2 sous la forme
Ay Ib 0 O
Ky = 0 . . 0  avee A€:< tZg b£>.
I IQ —b0y ay
o --- 0 A

Les réels Ny sont les valeurs propres réelles (non-nécessairement distinctes) de A ; les
nombres complexes ag £ iby (by # 0) les valeurs propres complexes conjuguées (non-
nécessairement distinctes).

Preuve. Un moyen simple pour démontrer ce résultat consiste a remarquer que les ma-
trices A et J ont la méme réduite de Jordan complexe. On commence par vérifier que
les blocs de Jordan complexes correspondant & une valeur propre (non-réelle) A et ceux
correspondant & A se correspondent deux-a-deux. Cela découle de la caractérisation des
tailles des blocs a l’aide des dimensions des sous-espaces caractéristiques successifs, cf. (3).
Il suffit donc de montrer que le bloc Ky, de taille 2my, a pour réduite de Jordan complexe

la matrice 4
_( I 0
2=(% g )

ou jgi est un bloc de Jordan de taille my associé a la valeur propre a, £ b,. Or si on note
(e1, f1s- -+ €m,, fm,) la base canonique dans laquelle K/ est la matrice de I’endomorphisme
uy, alors la matrice de uy, dans la base

<€1—i—ifl,eg—l—ifg,...,emg—i—Z‘fmé,el—Z'fl,eg—ifg,...,emg—Z'fmz)

n’est autre que Jp.

Ainsi les matrices A et J ont la méme réduite de Jordan complexe; elles sont donc
semblables sur C. Comme elles sont toutes-deux réelles, elles sont aussi semblables sur R
(voir lemme 6 ci-dessous), d’ou le résultat annoncé. L]

On rappelle ici I’énoncé et la démonstration d’un résultat classique simple :

Lemme 6 Deux matrices a coefficients réels semblables sur C sont aussi semblables sur R.
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Preuve. Soient 4, B € M,(R) et P € GI,,(C) telles que A = P B P~!. On note U et V
les parties réelle et imaginaire de P :

UVeM,R) e¢ P=U+iV.
En identifiant parties réelle et imaginaire, il vient
(4) AU =UB etAV =VB.

Pour ¢t € R, on note @Q; la matrice a coefficients réels U +t V', et ¢(t) son déterminant. La
fonction ¢ est un polyndéme en la variable ¢, qui ne saurait étre nul car ¢(i) = det P # 0.
Ainsi, il existe une valeur réelle ¢ telle que la matrice () soit inversible. Par combinaison
linéaire des relations (4), on vérifie que AQ; = Q;B, ce qui montre que A et B sont
semblables sur R. |

3 Applications

On donne ici quelques-unes des principales applications de la réduction de Jordan a
I’analyse. Dans tout le paragraphe, le corps K désigne R ou C.
3.1 Rayon spectral et normes matricielles

Le rayon spectral d’'une matrice A est défini par
p(A) = max {|\|, A valeur propre de A}.
Si || - || désigne une norme matricielle subordonnée, alors il est clair qu’on a 'inégalité
p(4) < AL
Le résultat qui suit concerne une inégalité réciproque.

Proposition 7 Soit A € M, (K) et ¢ > 0 un réel. Il existe une norme matricielle subor-

donnée | - || telle que
[Alle < p(A) +e.

Preuve. Dans le cas ou la matrice A est diagonalisable, I'inégalité annoncée est valide avec
e=0:si A= PDP~', la norme subordonnée & la norme vectorielle suivante convient :

Ve e K" |lz|lo = HPileoo.

Dans le cas général, on réduit la matrice A sous sa forme de Jordan : A = PJP~!, ou
J est composée de blocs de Jordan. On traite d’abord le cas K = C : soit J un tel bloc,
supposé de taille k : il s’écrit J = A\, + N avec

@)
o= O O

Pour € > 0, on introduit la matrice diagonale

D, = diag(e, €%, .. ,5’“).



8 Autour de la réduction de Jordan

Il est facile de vérifier que D.J D' = M + &N, si bien qu’a la limite ¢ — 0, on est
ramené au cas diagonalisable. Précisément, posons

Ve e K" |z]e = || Dex|oo-
Alors la norme de J s’évalue aisément :

17le = sup [[Jyle = sup [DZ'(ALy +eN)Deylle = sup  ||(Ay + eN) Deylloo,
lylle=1 lylle40 1Deylloc 0

d’ou finalement [|J||: = || Mg + eN|loo < p(A) + €.
Le cas d'un bloc de Jordan réel correspondant a deux valeurs propres complexes
conjuguées se traite de maniere similaire : soit un bloc K de taille 2k donné par

AL, 0 0

K= o 0 . avec Az( ¢ b).
. - . I -b «a
0O --- 0 A

On définit alors la matrice D., diagonale par blocs 2 x 2 :

elrh, 0 --- 0
D, = 0 . 0
: . . 0
0O - 0 &I

La suite de la preuve fonctionne alors comme pour la matrice J.

On a ainsi construit, pour chaque bloc de Jordan, une norme matricielle qui répond
a la question. Il suffit de les assembler pour obtenir une norme matricielle sur M, (K)
satisfaisant les conditions de I’énoncé. n

Le résultat précédent s’avere tres utile en analyse numérique matricielle pour 1’étude
de la convergence des méthodes itératives de résolution de systémes linéaires. On renvoie
a [3] pour plus de détails.

3.2 Suites récurrentes linéaires a coefficients constants

On considere ici une suite complexe (uy,) définie par une récurrence linéaire d’ordre k
a coeflicients constants :

5) Vn >0 Upip = Ag_1Upik—1+ -+ AoUn,

UuQ, . .., Up_1 donnés.

Notre but est de donner une forme explicite pour ’expression de u, en fonction de n.
Pour cela, on se rameéne tout d’abord a une récurrence d’ordre 1 : en posant U, =
(U, Ui 1y - - - s Unak—1) € CF pour n € N, le probleme (5) devient

(6) Uni1 = AU,, Up donné,
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ou la matrice A est la matrice compagnon du polynéme X b ap X — i —ag
0 - 0 —apq
. . .
A pu—
.0 —aq
0 1 —a

Le probleme (6) se résout en U,, = A" Uy, si bien que la difficulté se concentre dans le calcul
des puissances de la matrice A. On va voir que la réduite de Jordan permet ce calcul :
puisqu’on considére le cas complexe, A s’écrit PJP~! ot la matrice J n’est composée que
de blocs de Jordan du type J = Al, + N avec

0 1 0 O
N — 0 -0
I o1
0O --- 0 0
La formule du binéme de Newton fournit, puisque N est nilpotente d’ordre p :
p—1
N\
T =3 (M)A
i=0

Or, élever la matrice N a la puissance i revient a décaler la sur-diagonale de ¢ rangs. On
obtient donc
AT n AL n AP+l
1 p—1

0
JTL

()
0 0 AT

Le nombre p est fixé (c’est la taille d’un bloc de Jordan), quant & la dépendance en n, elle
peut étre formulée ainsi : les coefficients de la matrice J sont du type P(n)A", ou P est
un polynome de K[X] de degré inférieur ou égal p — 1.

Pour conclure ’étude de la suite (uy,), il suffit de travailler par blocs et d’appliquer la
changement de base associé a la matrice P ; le résultat démontré est le suivant :

Proposition 8 Le terme général de la suite (uy) est de la forme
Up = A" Py(n),
AEG(A)
ot le polynome Py est de degré inférieur ou égal p — 1, si p est la taille du plus grand bloc
de Jordan associé a la valeur propre .
3.3 Equations différentielles linéaires a coefficients constants

La structure des solutions d’une équation différentielle linéaire & coefficients constants
est tres semblable a celle des suites étudiées au paragraphe précédent. En effet, considérons
Iéquation d’ordre 1 (& laquelle peut étre réduite une équation scalaire d’ordre k)

(7) u'(t) = Au(t), u(0) = uop.
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La résolution est explicite : u(t) = e*4ug et on est, cette fois-ci, ramené au calcul de

I'exponentielle d’une matrice. On utilise ici encore la réduite de Jordan (complexe) de A;
le point essentiel étant le calcul explicite de I’exponentielle d’'un bloc de Jordan : avec les
notations du paragraphe précédent,

t2 tp—l
Lz o o
0
ot — ot
2
0 0 1

On peut en déduire le résultat de stabilité suivant :

Théoréme 9 (i) Les solutions du probleme différentiel (7) sont bornées si et seulement
st les valeurs propres (complexes) de A sont de partie réelle négative ou nulle et celles de
partie réelle nulle sont non défectives'.

(7i) Les solutions du probléme différentiel (7) tendent vers 0 quand t tend vers +o0o
si et seulement si les valeurs propres (complexes) de A sont de partie réelle strictement
négative.

On peut citer encore d’autres applications de la réduction de Jordan dans le cadre de
I’étude des équations différentielles ordinaires, notamment le tracé des trajectoires pour
les systemes différentiels linéaires d’ordre 2 a coefficients constants (la réduite de Jordan
réelle est alors nécessaire) — voir [2], ou encore le théoreme de linéarisation — voir [5].
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