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Considérons le probleme de Cauchy

(70 = s, o
y(O) = Yo,

oit f : R — R¥ est de classe %", globalement lipschitzienne, et o € R?. Etant donné un
pas de temps i > 0, la méthode d’Euler implicite consiste a construire la suite (y,) par la
relation de récurrence

V>0, Yni1 =Yn+hf(Yns1) ()

Ainsi, a chaque étape de I’algorithme on doit résoudre une équation, le plus souvent non
linéaire.

Résolubilité de 'équation de récurrence

Il n’est pas évident a priori que la formule (2) définisse correctement l'itéré v, a
partir de la connaissance du précédent y,,. On doit s’assurer que cette équation admet
une unique solution (au moins pour & assez petit). Notant g la fonction telle que

SW) =yn +hf(y),

il est clair que g est hL-contractante (L désigne une constante de Lipschitz pour f). Ainsi,
pour hL < 1, le théoreme du point fixe de Picard assure existence et unicité a I'équation
gy) =y

Ainsi la méthode d’Euler implicite est bien définie, au moins pour h suffisamment
petit.

Résolution numérique de l'équation de récurrence

La preuve qui précede suggere l'itération suivante pour déterminer v, connaissant

Yn :
Yo =yn et Vk>0, vl =yu+hf(ys).

Pour hL < 1, on est assuré de la convergence de la suite (y* +1)k vers la solution y,, 1 de
I'équation (2).

Cette situation idéale masque une réalité plus délicate. En effet, un des intéréts des
méthodes implicites réside dans leur bon comportement vis-a-vis des problemes raides.
Considérons en effet le probleme modele ' = —Ay avec A > 1, dont la solution s’écrit
y(t) = yoe M. La méthode d’Euler explicite correspond a la suite

Yn = Yo(1 — Ah)",



qui peut — dans le cas ol1 Ak est supérieur a 2 — devenir négative ou non-bornée alors que
la solution exacte est bornée positive. .. La méthode d"Euler implicite, quant a elle, s’écrit

Yn = Yyo(1+AR)7",

qui respecte bien les deux propriétés de borne et de positivité quelle que soit la valeur du

pas h.
Toutefois, dans la pratique, on n’a pas acces a 'itéré i, 1 mais a une approximation,
par exemple par un des y* .1 définis plus haut. Dans le cas ¥’ = —Ay, on a

1— (—hA)FH
y’éﬂ = W%-

On retrouve bien str le fait que y* 41 converge vers Y, 1 lorsque k tend vers l'infini et
sous la condition 1A < 1. Toutefois, cette méthode ne peut pas étre utilisée lorsque hA >
1, situation courante dans la résolution de probléemes raides en temps long !. On utilise
dans ce cas la méthode de Newton pour résoudre 1’équation (2) (cette derniere est plus
cotiteuse car nécessite un calcul de différentielle et une résolution de systeme linéaire).

1. On a montré plus haut que la méthode d’Euler implicite était bien définie pour & assez petit, mais il
arrive souvent que ce soit encore le cas pour des valeurs plus grandes du pas.



