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« One of our objective is to formulate the compensation
problem as the solution to a well defined optimization

problem » Zames G. [Za81].

I.  Introduction
  L’émergence de la commande H∞ est le résultat d’un grand nombre de travaux qui
s’attachèrent à préciser la nature mathématique du problème de robustesse. Ces travaux mirent
en lumière l’importance de l’approche entrée/sortie et le rôle central joué par les normes
induites pondérées dans le cadre de la commande robuste.
  C’est Zames1 finalement qui conclut ces premiers travaux en démontrant que certains
problèmes de commande linéaire peuvent se ramener à des problèmes de minimisation de
normes induites pondérées.
  L’intérêt et l’importance de la commande H∞ dans le cadre de la commande des systèmes
linéaires, résident dans le fait qu’elle repose avant tout sur les idées classiques développées
par Black, Bode ou encore Horowitz : l’approche H∞  tient compte des objectifs de robustesse
et de désensibilisation. Finalement, l’approche H∞  peut être interprétée comme la
formalisation de certains problèmes de commande linéaire en termes mathématiques.
  Il semble dès lors légitime de savoir si l’on peut formuler un problème de commande non
linéaire en des termes semblables ou, de façon plus directe, si l’on peut étendre l’approche H∞

au contexte non linéaire.
  Notons que ce problème n’a jamais été réellement posé dans la littérature : les articles2se
rapportant à « la commande H∞ non linéaire »  s’intéressent au problème de la minimisation
par bouclage du L2 gain du système non linéaire, sans réellement discuter l’intérêt d’une telle
minimisation.
   L’extension de l’approche proposée par Zames nécessite l’examen des concepts spécifiques
attachés aux problèmes de la commande des systèmes non linéaires.

Historiquement, l’utilisation de lois de commande à contre-réaction est liée à leur capacité à :
- réduire l’effet d’incertitudes dues à la connaissance incomplète du processus à

commander,
- réduire l’effet de variations du système,
- réduire l’effet de signaux exogènes agissant sur le système,
- réaliser une relation entrée/sortie spécifique,
- stabiliser des  systèmes instables.

                                                
1[Za81]
2Les références sont assez nombreuses : [BaBe, BaHe89, Bahe92, BaHeWa, He, FoTa, Is91&92, As92a&b,
VDS91&92&93] .
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   L’examen de ces différents problèmes, fait tout au long des quatre premiers chapitres de
cette première partie, conduit à proposer une approche posant le problème de la commande
non linéaire comme un problème de minimisation d’une norme incrémentale pondérée.

  En premier lieu, nous examinons la robustesse en stabilité des systèmes bouclés qui
conditionne, à notre avis, le reste de l’approche. Nous montrons, qu’à l’instar de l’approche
linéaire, les normes induites pondérées fournissent des outils permettant de traiter le problème
de la robustesse dans le contexte non linéaire. Il est spécifié que le problème de la robustesse
peut aussi bien être traité à l’aide de la norme induite deux pondérée, qu’à l’aide de la norme
incrémentale pondérée.
  Ce premier pas réalisé, nous  abordons ensuite la question générale de  la « performance »
des systèmes bouclés, qui recouvre trois problèmes de natures différentes :

- réalisation d’une relation entrée/sortie spécifique à l’aide du bouclage,
- désensibilisation et atténuation des signaux exogènes par bouclage,
- propriété asymptotique associée à des commandes particulières (par exemple,

comportement du système vis à vis d’échelons de commande).
  En fait,  ce sont les deux derniers points qui nous ont amenés à étendre la commande H∞ en
termes de minimisation de norme incrémentale pondérée et non en termes de norme induite
deux pondérée.
  De façon plus précise, comme l’ont discuté Desoer et Wang en [DeWa80], la
désensibilisation, ou encore l’atténuation de signaux exogènes, est intrinsèquement liée aux
propriétés associées aux systèmes linéarisés. Ce résultat prend tout son intérêt dès lors que lui
est associé un résultat d’analyse fonctionnelle, rappelé par Willems en [Wil70a], liant la
norme incrémentale (i.e. la constante de Lipschitz) d’un opérateur non linéaire à la norme
induite de ses linéarisations.
  Ce lien permet en fait de montrer que la norme incrémentale pondérée est, à l’instar de la
norme H∞ pondérée, apte à ramener le problème de la désensibilisation optimale par bouclage
au problème de la minimisation d’une norme incrémentale pondérée.
  Le deuxième point en faveur de l’utilisation de la norme incrémentale est lié au
comportement  asymptotique, au sens de Lyapunov, du système vis à vis d’entrées
particulières. En effet, nous montrons que la stabilité incrémentale assure la stabilité
asymptotique des points d’équilibre associés aux commandes constantes; rappelons que, dans
le cas de la norme induite deux, seule la stabilité asymptotique associée à la commande nulle
peut être garantie. Enfin, pour la classe des systèmes dynamiques possédant une représentation
d’état générée par des équations différentielles, nous démontrons que toutes les trajectoires du
système sont asymptotiquement stables au sens de Lyapunov.
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  Les chapitres, I à V, ayant dégagé l’intérêt du concept de norme incrémentale pondérée dans
le cadre de la commande des systèmes non linéaires. Nous développons dans les chapitres
suivants des résultats spécifiques se rapportant à la norme incrémentale.
  Dans le chapitre VI, une condition nécessaire et suffisante, de type algébrique assurant la
stabilité incrémentale d’un système possédant une représentation d’état sous forme
d’équations différentielles est donnée. Le chapitre VII est consacré au problème de la synthèse
: nous évoquons tout d’abord les restrictions introduites pas la notion de stabilité interne, puis
donnons une condition assurant l’existence d’un correcteur (sous optimal) par retour
d’informations complètes, rendant le système incrémentalememt stable. Le chapitre VIII
utilise les résultats récents concernant la résolution des Inégalités Matricielles Linéaires (LMI)
pour proposer des solutions spécifiques au problème de la synthèse incrémentale. Le dernier
chapitre est consacré aux gains variables qui, comme nous le verrons, permettent  d’approcher
une solution incrémentale.

Système considéré dans la première partie

G

F

K

Hyr

+ -

u yer

SystèmeCorrecteur

Retour

figure 1.1: système bouclé considéré.

  Pour simplifier les notations nous n'indiquons pas les dimensions des entrées et des sorties
des systèmes; sauf mention contraire, les résultats présentés sont multivariables.
  Dans la suite de la thèse on considère le système bouclé, décrit par la figure 1.1, où G ,K, F
sont des opérateurs non linéaires, causaux, de Le

2  dans Le
2 , représentant respectivement, le

système, le correcteur et le retour; r, e, u et y, appartiennent à Le
2  et correspondent

respectivement, à la consigne d'entrée, l'erreur de poursuite,  la commande et la sortie du
système bouclé. La boucle fermée est supposée bien posée (i.e. ( )I FGK+ −1 est un opérateur

causal de Le
2  dans Le

2 ).
  Nous considérons ici, pour simplifier l'exposé, les différents opérateurs non biaisés.
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Contenu des différents chapitres de la première partie

Chapitre II : Normes induites, robustesse et incertitudes
  Le problème de la robustesse est longuement discuté dans ce chapitre. Après un bref
historique sur la robustesse des systèmes linéaires, nous nous intéressons aux normes induites
d’opérateurs non linéaires : nous montrons qu’elles fournissent des outils permettant de traiter
le problème de la robustesse dans le contexte non linéaire. Nous généralisons, au non linéaire
les théorèmes de stabilité robuste classiques en linéaire. Ceci permet de reconduire le
problème de la robustesse vis à vis d’incertitudes non structurées de modèle au calcul d’une
norme induite pondérée.

Chapitre III : Performance asymptotique
  Un premier pas vers  la notion de performance : le problème de la  réalisation d’une relation
entrée/sortie spécifique à l’aide de bouclage est ramené à la minimisation d’une  norme
induite pondérée associée au système considéré.

Chapitre IV : Norme incrémentale pondérée et commande
  Un des résultats importants de ce travail de thèse. Nous montrons tout d’abord les liens entre
contraintes incrémentales pondérées et contraintes H∝  pondérées (non stationnaires) puis
l’adéquation entre norme incrémentale pondérée et objectif de désensibilisation.

Chapitre V : Lipschitz continuité et stabilité asymptotique
  L’analyse des propriétés associées aux systèmes incrémentalement stables se termine par ce
chapitre principalement dédié aux propriétés de stabilité au sens de Lyapunov de certaines
trajectoires du système. On démontre que les points d’équilibre, associés à des commandes
constantes, sont asymptotiquement stables. Un résultat plus fort peut être obtenu dés lors que
l’on se restreint aux systèmes décrits par des équations différentielles : on montre, dans ce cas,
que toutes les trajectoires du système sont stables au sens de Lyapunov.
  Ce chapitre se conclut par la caractérisation des propriétés des systèmes linéaires tangents
associés à la variété d’équilibre du système : nous démontrons qu’ils sont
nécessairement stables et vérifient un critère H∞ stationnaire.

Chapitre VI : Une condition nécessaire et suffisante de stabilité incrémentale
  Dans ce chapitre, nous donnons des conditions de type algébrique, permettant de conclure à
la stabilité incrémentale d’opérateurs non linéaires décrits par des équations différentielles
affines en la commande.

Chapitre VII : Synthèse incrémentale
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  Ce chapitre est principalement dédié au problème de la synthèse d’un correcteur assurant la
stabilité incrémentale d’un système non linéaire par retour d’informations complètes.

Chapitre VIII : Approximation d’objectifs incrémentaux et L.M.I.
  On combine dans ce chapitre certains résultats concernant la stabilité quadratique, la L2

stabilité des systèmes linéaires dépendant de paramètres variant dans le temps ainsi que le
lemme de Willems liant norme incrémentale et gain des linéarisations. Ceci permet d’obtenir
deux méthodes de synthèse de correcteur assurant la stabilité incrémentale d’un système non
linéaire, problème qui, pour être résolu, fait appel à la résolution d’Inégalités Matricielles
Linéaires (L.M.I.). L’intérêt d’une telle approche est renforcé par les développements récents
de méthodes de résolution des L.M.I..

Chapitre IX : Gains variables et systèmes linéaires dépendant de paramètres variant dans
le temps
 Ce chapitre est constitué principalement de la traduction d’un article intitulé « Robustness
and stability of LPV plants through frozen systems analysis » accepté pour publication dans
International Journal of Robust and Nonlinear Control.
  Cet article est consacré à l’étude de la stabilité des systèmes Linéaires dépendant de
Paramètres Variant dans le temps (LPV).
  Le corps du chapitre est précédé d’un avant propos donnant l’articulation classiquement
considérée, pour lier la stabilité des systèmes non linéaires à la stabilité de systèmes LPV.
L’article est complété de quelques commentaires.

Annexe A : Notations et résultats classiques
  Cette annexe regroupe des définitions et des résultats classiques qui sont utilisés tout au long
de la première partie de cette thèse.

Notons enfin, la présence d’un index des notations et des définitions à la fin de ce mémoire.
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 II.  Normes induites, incertitudes et robustesse
«  While no nominal design model G(s) can emulate a

physical plant perfectly, it  is clear that some models do so with
greater fidelity than others. Hence, no nominal model should
be considered complete without some assessment of its er-
rors. »  Doyle et Stein [DoSt]

 1.  Introduction

  De façon classique on dit qu’une loi de commande est robuste1 en stabilité si elle stabilise, à
« coût sûr », le système qu'elle commande. La vérification de la robustesse d'un système
commandé présente de nombreuses difficultés. La première est liée à la modélisation mathé-
matique du processus physique. En effet, la définition implique que la robustesse d'une loi de
commande ne peut être garantie que sous l'hypothèse de l'appartenance effective du processus
réel à l'ensemble des modèles mathématiques choisis pour le représenter. Par ailleurs, l'idée
selon laquelle on puisse représenter le système réel, de façon parfaite, par un unique opérateur,
est bien évidemment illusoire ([DoSt], [Ho76]). Ces considérations mènent à introduire la no-
tion de famille de modèles. La description mathématique de telles familles de modèles a don-
né lieu à de nombreux travaux qui précisent la nature mathématique du problème de la robus-
tesse ([Saf80], [DoSt],[Za81]) et démontrent le rôle central joué par les outils se rapportant à
la stabilité entrée/sortie et tout particulièrement les normes induites d’opérateurs.
  Ce n’est que récemment que l’approche entrée/sortie fût utilisée dans le cadre de la robus-
tesse des systèmes linéaires.2 Cette «redécouverte » est le résultat et la conséquence des pro-
blèmes qui se posèrent pour retrouver les propriétés de robustesse sectorielles associées aux
correcteurs linéaires quadratiques par retour d’état complet (LQ), par des correcteurs linéaires
quadratiques par retour de sortie (LQG). Ceci, partiellement résolu à l'aide de la méthode
LQG/LTR, fût le point de départ d’une quantité de travaux intéressés à préciser et à éclaircir,
non seulement les buts, mais aussi le cadre mathématique associé aux problèmes de la com-
mande des systèmes linéaires multivariables.3 Les problématiques se rapportant à la robus-
tesse des systèmes linéaires peuvent se résumer par une liste de questions :
  - Comment représenter les incertitudes de modèle inhérentes à toute modélisation ?

- Comment garantir la robustesse en stabilité de la loi de commande, vis à vis de ces
incertitudes ?

                                                
1De façon plus générale, on dira qu'une loi de commande est robuste vis à vis d'une propriété donnée si cette pro-
priété est vérifiée  à « coût sûr » par le système qu'elle commande.
2 En fait Zames l’envisage dans l’article de 1966 ([Za66a]), mais cette idée ne fut reprise que récemment.
3 Numéro spécial  IEEE, Vol 26, 1981 où se trouvent de nombreuses références se rapportant à la commande des
systèmes linéaires multivariables (voir [DoSt], [SaLaHa], [PoEdMa],....), qui fût le point de départ de
l’Automatique communément appelée « néo classique ».
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- Comment prendre en compte explicitement les limitations introduites par ces incer-
titudes dans la synthèse de loi de commande ?

- Comment formaliser mathématiquement ces questions ?

  Deux voies de recherche furent suivies : l'une, à partir du LQ et de ces marges sectorielles
([Saf80]); l'autre, à partir des travaux d’Horowitz et le critère de Nyquist multivariable
([Do79,DoSt]). C’est finalement Zames qui clarifia définitivement la nature mathématique du
problème en le posant en termes de norme induite pondérée ([Za81]).
  Précisons quelques contributions qui semblent avoir tout particulièrement influencé
l’approche actuelle du problème de la robustesse linéaire.
    - En [Saf80], Safonov montre que l'on peut déduire la stabilité d'un système bouclé en ga-
rantissant la séparation topologique des graphes d'opérateurs le constituant. Ce résultat met en
exergue la nature profondément topologique de la plupart des critères de stabilité connus4 et
élargit les résultats obtenus par Willems ([Wi70a]). Par ailleurs, il particularise le résultat pré-
cédent dans le cadre linéaire en considérant les incertitudes de modèle bornées par des fonc-
tions de transfert, les incertitudes appartiennent à des cônes dont le centre et le rayon dépen-
dent de la fréquence. La prise en compte de la performance n'est pas abordée dans ce contexte.

    - En [DoSt], Doyle et Stein généralisent au contexte multivariable les travaux de Bode
([Bo45]) et Horowitz, à travers l'introduction de la notion d’incertitudes non structurées de
modèle et l'utilisation des valeurs singulières de transfert.5 Le système est dorénavant modéli-
sé par une famille de fonctions de transfert. Le problème de la stabilité de la  famille de mo-
dèles est étudié à l’aide du critère de Nyquist multivariable [Do79]. Ceci conduit à vérifier la
non-singularité d'une infinité de matrices complexes.6 Doyle et Stein posent le problème de la
synthèse de correcteurs robustes et performants en termes de recouvrement de transferts sou-
haités a priori.

    - En [Za81], Zames s'intéresse au problème de la synthèse de correcteurs robustes et per-
formants. Les incertitudes de modèle sont maintenant représentées à l'aide de boules ouvertes
de systèmes dans la topologie induite par une norme induite pondérée. La robustesse du sys-
tème est prouvée à l'aide du théorème du faible gain. Par ailleurs, il montre que les objectifs
de désensibilisation peuvent être traités, eux aussi, en termes de norme induite pondérée.

                                                
4La plupart des critères de stabilité connus (par exemple critère de Nyquist, faible gain, passivité, Lyapunov )
peuvent être considérés comme des corollaires du Théorème 2.1 en [Saf80].
5Déjà utilisé explicitement par Sandberg [San63] dans le cadre du problème la robustesse en stabilité vis à vis de
non linéarités sans mémoire et dans le cadre des travaux concernant la désensibilisation par bouclage des systè-
mes multivariables [CrPe,Po].
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    - En [ZaEl]. Zames et El Sakkary introduisent la « gap metric » dans le cadre des systèmes
linéaires invariants ([El]). Le problème de la robustesse est reconduit, de façon explicite, à un
problème de distance entre graphes d'opérateurs. La « gap metric » définit une distance entre
systèmes linéaires invariants que les systèmes comparés soient stables, instables ou encore
stable et instable. Cette approche élimine les limitations introduites par l'utilisation de la dis-
tance induite par la norme H∝

7
 qui ne définit une distance qu'entre systèmes stables.8

    - Doyle ([Do82]) et Safonov9([Saf82]), de façon parallèle, généralisent et systématisent la
description des incertitudes de modèle non structurées. Ils introduisent les valeurs singulières
structurées (µ ou km analyse) .

  Ces travaux et bien d’autres permirent de préciser la nature mathématique du problème de
robustesse et mirent en lumière l’importance de l’approche entrée/sortie et le rôle central joué
par les normes induites pondérées. En effet, les normes induites fournissent des outils per-
mettant non seulement de prendre en compte la nature topologique du problème de la robus-
tesse mais aussi de traiter le problème de la stabilité. L’approche actuelle reste néanmoins un
compromis entre son aptitude à représenter avec fidélité le modèle réel (i.e. sa complexité) et
les outils mathématiques permettant de l'étudier.

  Nous rappelons ci dessous quelques résultats plus spécifiques concernant la stabilité en-
trée/sortie.
  Historiquement, l’approche entrée/sortie repose sur l’idée que l’analyse fonctionnelle et tout
particulièrement le théorème du Point Fixe, peuvent fournir de nouveaux outils à
l’Automatique [Za63]. Elle fût principalement développée durant les années 60, par Sand-
berg10et Zames, et se révéla effectivement fructueuse puisqu’elle conduit au célèbre théorème
du Faible Gain et ses nombreux corollaires. A la fin des années 60, Willems approfondit cette
approche ([Wi69a&70a]) et montre le lien étroit existant entre la stabilité entrée/sortie et le
problème général de l’inversion de certains opérateurs causaux. Par ailleurs, il démontre que

                                                                                                                                                        
6Doyle et Stein notent le lien existant entre leur critère de stabilité et le critère proposé par Safonov (Théorème
de Parseval)[DoSt]. Leur approche est avant tout fréquentielle.
7El-Sakkary démontre que les topologies induites par la norme H∝  et la « gap metric » sont équivalentes si l’on
considère uniquement les systèmes stables [El].
8La distance entre l'intégrateur s-1 et le quasi-intégrateur instable (s-ε)-1 n'est pas définie si l’on utilise la distance
induite par la norme H∝ . Il est par ailleurs évident que ces deux systèmes sont proches du point de vue de la
commande [Vi84, Vi85].
9Safonov étudie le problème de la robustesse en partant d'une approche faible gain et en utilisant les outils se
rapportant à la stabilité entrée/sortie (multiplieurs,..) alors que Doyle part du critère de Nyquist multivariable, le
menant à étudier le problème de la non singularité de matrices complexes vis à vis de perturbations structurées de
type réel ou complexe.
10Il a introduit les concepts se rapportant à la troncature temporelle et aux espaces étendus qui sont sans doute les
notions les plus importantes dans le cadre de la stabilité des systèmes bouclés. Seules ces notions permettent de
ne pas présupposer la stabilité du système bouclé.
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la plupart des résultats concernant la stabilité entrée/sortie peuvent être vus comme une
conséquence directe de la structure d’algèbre de Banach associée à l’ensemble des systèmes
causaux et bornés (ou encore Lipschitz continus).
  Notons que ces nombreux travaux n’ont jamais réellement posé le problème de la robustesse
dans un autre cadre que celui de la robustesse en stabilité de systèmes soumis à des perturba-
tions non linéaires sans mémoire, ou encore, linéaires variant dans le temps.11

  Enfin, nous rappelons l’existence de nombreux travaux précisant les liens existant entre la
stabilité entrée/sortie et la stabilité au sens de Lyapunov.12 Les premiers ponts entre ces deux
approches sont  anciens et trouvent leurs sources dans les travaux concernant la conjecture
Azeirman et le problème de Luré (lien entre le critère de Popov et le lemme réel positif, voir
[Le]). Les résultats spécifiques obtenus tout au long des années sont unifiés et généralisés en
[Wi71a]; l’auteur montre que le point d’équilibre, associé à la commande nulle, d’un système
L2 gain stable est asymptotiquement stable au sens de Lyapunov. Par ailleurs, la problémati-
que inverse est traitée et des contre exemples illustrent le fait que la stabilité asymptotique
n’est pas une condition suffisante pour assurer la stabilité entrée/sortie d’un système non li-
néaire (voir par exemple [So]). En [MoHi80], les auteurs montrent que l’implication a lieu
lorsque les systèmes non linéaires sont exponentiellement stables (voir aussi [ViVa] et [Sha]).

  La suite de ce chapitre est consacrée à démontrer que la robustesse des systèmes non linéai-
res peut, à l'instar du cadre linéaire, être abordée à l'aide de normes induites d'opérateurs. En
fait, nous montrons qu’elles fournissent, dans le contexte non linéaire, des outils permettant
non seulement de prendre en compte la nature topologique du problème de la robustesse (§2)
mais aussi de traiter le problème de la stabilité (§3). Le paragraphe 4 est consacré à la des-
cription et à l'obtention des incertitudes de modèle associées au système considéré et montre
que l’on peut ramener le problème de la robustesse en stabilité à la caractérisation d'une
norme  induite pondérée. Enfin, Le paragraphe 5 s'intéresse au problème de la robustesse des
systèmes soumis à des perturbations structurées de modèle et à la diminution du conserva-
tisme du théorème du faible gain à travers l'emploi de multiplieurs particuliers.

 2.  Normes induites et distance entre systèmes non linéaires

  Comme nous l’avons rappelé dans l’appendice A.4, l'ensemble des systèmes causaux et bor-
nés (Lipschitz continus) est un espace normé. La distance induite par cette norme fait de

                                                
11On se doit de noter la référence [MaHo] de 1977, où le problème de la synthèse de correcteur robuste est non
seulement posé mais aussi résolu dans le cadre de la commande décentralisée.
12Comme le fait remarquer Willems, la stabilité au sens de Lyapunov a été introduite avant tout pour étudier la
stabilité des systèmes mécaniques (voir les travaux de Poincaré et de Lyapunov) où la notion de commande
n’apparaît pas. Par ailleurs, il note que dans le contexte entrée/sortie, la stabilité au sens de Lyapunov peut être
interprétée comme la garantie de la stabilité du système vis à vis d'entrées impulsionnelles [Wi70a].
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l’ensemble des systèmes bornés un espace topologique. Précisons cela, en considérant la
fonction δ : ( , ) ( , )B BU Y U Y R× → +  définie par la relation :

δ ( , ) supP P P P
P u P u

ui u U
u

Y

U
1 2 1 2

0

1 2
= − =

−

∈
≠

(2.1)

et énonçons le résultat suivant :

    Propriété 2.1 [Sch]
La fonction δ définit une distance sur, B ( , )U Y , l'ensemble des systèmes causaux et

bornés.

  Cette distance permet d’introduire la notion de boule ouverte de systèmes, centrée sur P et de
rayon r qui nous permet de définir les parties ouvertes de B ( , )U Y  :

{ }B P r Q U Y P Q rδ δ( , ) ( , ) | ( , )= ∈ <B

Rappelons ici qu’une partie V est appelée ouverte si, toutes les fois qu'elle contient un point
de B ( , )U Y , elle contient au moins une boule ouverte, de rayon strictement positif, ayant pour
centre ce point; (i.e. ∀ ∈P V  ∃ > ⊂ρ ρδ0| ( , )B P V ).
Cette définition fait de B ( , )U Y  un espace topologique.

Remarques :
  (i) - Si U Lm= 2  et Y Lp= 2 , on peut interpréter la distance δ, comme le gain énergétique maxi-
mum possible entre les entrées et les sorties du système représenté par la figure 2.1.

P

P2

y
u

1

+

−

figure 2.1

Cette mesure assure que, quelque soit u Lm∈ 2 , on a

y t dt P P u t dt( ) ( , ) ( )
2

0 1 2
2

0

∞ ∞∫ ∫≤ δ
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  (ii) - Pour des raisons pratiques,13 on peut être amené à modifier cette distance à travers l'uti-
lisation de pondérations. On utilise pour cela deux opérateurs, We et Ws appartenant à B 14 (We

étant supposé inversible dans B ) et on définit la nouvelle fonction :

δW W
u U
u

s Y

e U

s e is e
P P

W P u P u

W u
W P P W, ( , ) sup

( )
( )1 2

0

1 2
1 2

1=
−

= −
∈
≠

−

qui s'interprète comme le gain maximal associé au système augmenté décrit par la figure 2.2.

P

P2

yu

1

+

−
WsWe

z

figure 2.2

 δW Ws e,  définit une distance surB . Notons que si Ws est inversible dans B , alors les topolo-

gies induites par δ et δW Ws e,  sont équivalentes. On peut en effet, sans difficulté, démontrer que

les deux implications suivantes sont satisfaites pour tout ε > 0:

- δ
ε
ρW Ws e

P P, ( , )1 2 < ⇒ <δ ε( , )P P1 2

- δ
ε
ν

( , )P P1 2 < ⇒ <δ εW Ws e
P P, ( , )1 2

où ρ =
−

W W
e i s i

1
 et ν =

−
W W

s i e i

1
.

On définit de la même façon la distance induite par la norme incrémentale :

δ∆ ∆
( , ) sup

( ) ( )

,
P P P P

P P u P P u

u uu u U
u u

Y

U

1 2 1 2

0

1 2 1 1 2 2

1 21 2
1 2

= − =
− − −

−∈
− ≠

(2.2)

    Propriété 2.2 :
La fonction δ∆  définit une distance sur ~( , )B U Y , l'ensemble des systèmes causaux,

non biaisés  et de gain incrémental fini.

                                                
13voir II.3



Chapitre II : Normes induites, incertitudes et robustesse

29

Remarque :
  - Ce résultat est assuré car les opérateurs de ~( , )B U Y  sont supposés non biaisés. Si cette hy-

pothèse est levée, δ∆  n’est plus qu’une pseudo-distance car 
∆
 est alors une semi-norme

(i.e. P cst= ≠ 0 ⇒ =P ∆ 0).

  On voit ici qu’à l’instar du cadre linéaire, les normes induites permettent de définir une dis-
tance entre systèmes non linéaires et introduisent, de façon naturelle, une topologie15 dans
l’espace des systèmes stables.
  La définition d’une distance sur un ensemble d’opérateurs plus vaste (instables) reste un pro-
blème difficile. Notons l'introduction récente du concept de « gap metric » différentielle sur
l’ensemble des systèmes non linéaires Fréchet dérivables16qui est une extension possible de la
«gap metric» définie en linéaire ([Ge], voir aussi [DoGeSm]).
  Notons que, du point de vue pratique, l’appartenance des différents systèmes à B B( ~)  n'est
requise que si l'on doit construire l'incertitude de modèle à partir du calcul de la distance entre
différents systèmes. Comme nous le verrons dans le paragraphe 4, on peut, dans de nombreux
cas, construire les incertitudes de façon directe, sans recourir au moindre calcul de distance
entre systèmes.
  Enfin, remarquons que l'utilisation d'incertitudes de type inverse permet de décrire une fa-
mille de modèles contenant des systèmes stables et instables, uniquement à partir d'opérateurs
stables (voir II.4).

 3.  Normes induites et inversibilité

  Dans ce paragraphe, nous montrons que les normes induites sont des outils naturels dans le
cadre du problème de la robustesse en stabilité. Pour cela, nous considérons que le système P
est bouclé par le correcteur K et supposons que la boucle fermée est initialement incrémenta-
lement stable. On cherche alors des conditions assurant la stabilité incrémentale de la boucle
fermée, lorsque P est perturbé et devient égal à ~P  (figure 3.1b).

                                                                                                                                                        
14On élimine les espaces d’entrée et de sortie pour simplifier les notations.
15Notons que Willems avait introduit des concepts topologiques dans le cadre du problème de la réalisabilité des
systèmes et du problème du « bien posé ». Par ailleurs remarquons qu'il a insisté sur le fait qu'il est préférable
d'utiliser la topologie forte (i.e. la plus fine) et non la topologie (uniforme) induite par la norme incrémentale. En
effet, cette dernière peut créer des discontinuités fictives (problème des dynamiques rapides et des faibles retards
purs). Voir à ce sujet, dans le cadre linéaire, l'article de Georgious et Smith dans lequel la notion de w stabilité est
introduite [GeSm, Th. 5].
16Voir appendice A.5.



Chapitre II : Normes induites, incertitudes et robustesse

30

u
K

P

+

−

+

+

e 1

e 2

y 1

y 2

1

u 2

u
K

+

−

+

+

e 1

e 2

y 1

y 2

1

u 2

P~

figure 3.1a : système bouclé nominal. figure 3.1b : système bouclé perturbé.

Par hypothèse que la boucle fermée de la figure 3.1a est incrémentalement stable, i.e.

( )I H+ < ∞−1
∆

 (3.1)

 où H est l’opérateur défini de U U
e e1 2×   dans lui même par

H e e Pe Ke( , ) ( , )1 2 2 1= −
∆

Une condition similaire pour le système perturbé est

( ~)I H+ < ∞−1
∆

 (3.2)

où ~H  est l’opérateur défini de U U
e e1 2×   dans lui même par

~( , ) ( ~ , )H e e Pe Ke1 2 2 1= −
∆

 Garantir la stabilité du système nominal, ou perturbé, est donc de même nature du point de
vue mathématique. En fait, au vu du paragraphe précédent, nous reformulons notre problème
et  cherchons le rayon de la boule de systèmes, centrée sur P, stabilisée par K. Pour cela, nous
supposons, dans une première approche, que P, ~P  et K sont non biaisés et incrémentalement
stables. Grâce au Th. A.13.1 on obtient des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité
incrémentale dépendant uniquement du produit PK ou ~PK : 

( ) ( )I H I PK+ < ∞ ⇔ + < ∞− −1 1
∆ ∆

(3.3)

( ~) ( ~ )I H I PK+ < ∞ ⇔ + < ∞− −1 1
∆ ∆

(3.4)

Posons
∆ = −~P P  (3.5)

et rappelons que la composition des opérateurs est distributive à gauche.
~ ( )PK P K PK K= + = +∆ ∆ (3.6)

Par ailleurs, le système bouclé nominal étant bien posé (i.e. ( )I PK+ −1 existe), on a  :

I PK I PK I I PK K+ = + + + −~ ( )( ( ) )1∆ (3.7)
ce qui implique que la boucle fermée perturbée est incrémentalement stable si et seulement si :

( ) ( ( ) )I PK I I PK K+ + + < ∞− − −1 1 1∆
∆

(3.8)

Par ailleurs, on a l’inégalité :
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( ( ) ) ( ) ( ( ) )I I PK K I PK I PK I I PK K+ + ≤ + + + +− − − − −1 1 1 1 1∆ ∆
∆ ∆ ∆

En remarquant que ( )I PK+ −1est une bijection de U1 dans U1, on en déduit que le système
perturbé est incrémentalement stable si et seulement si

( ( ) )I I PK K+ + < ∞− −1 1∆
∆

ou bien encore, en utilisant à nouveau le Th. A.13.1 que

( ( ) )I K I PK+ + < ∞− −1 1∆
∆

(3.9)

  L’étude de la stabilité du système perturbé revient donc à chercher une condition assurant
l’inversibilité de l’opérateur I K I PK+ + −( ) 1 ∆  sur ~( , )B U U2 2  .
  L’utilisation de la norme incrémentale permet de donner une condition suffisante
d’inversibilité en rappelant simplement que :

( )I F
F

+ ≤
−

−1 1
1∆

∆

(3.10)

et donc, que l’inégalité (3.9) est satisfaite si

K I PK( )+ <−1 1∆
∆

(3.11)

On utilise en fait une condition plus forte ne faisant intervenir que la norme de ∆ et celle de la
boucle fermée nominale :

K I PK( )+ <−1 1
∆ ∆

∆ (3.12)

interprétée ici comme une condition assurant la stabilité de la boucle fermée, perturbée par
tout système ~P , appartenant à une boule ouverte de systèmes, centrée sur le système nominal

P et de rayon ( )r K I PK= + −
−

( ) 1
1

∆
  :

( )∀ ∈ +





−
−~ , ( )P B P K I PKδ ∆

∆
1

1
 on a  ( ~)I H+ < ∞−1

∆

  La condition (3.12) est une condition de type, faible gain incrémental, appliquée à la boucle
fermée constituée de l’opérateur M K I PK= + −( ) 1 et de ∆ (figure 3.3).

M

+

+

+

e'1

e 2

y 1

y 2 u 2

u'1 ∆
+

figure 3.3

  Cette condition de type faible gain doit être modifiée dès lors que l’on ne suppose plus P, K
initialement stables. Ceci est lié à la non équivalence entre la stabilité de la figure 3.3, et celle
de la figure 3.4c. En effet, la condition (3.12) assure la stabilité incrémentale entre les entrée
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v1, v2 et les sorties f1, f2, z1, e1 mais pas, entre les entrées v1, v2 , u1 et ces mêmes sorties (figure
3.4b).
  Pour obtenir une condition suffisante de stabilité du système perturbé, on doit démontrer
préalablement la stabilité de la boucle fermée de la figure 3.4b, qui implique nécessairement la
stabilité de la boucle fermée de la figure 3.4c.

P

K
+

+

e2

y1

y2 u2

-
+ e1u1

+

+

∆

P

K

-

+

+

e2

y1

y2 u2

+ e1u1 +
+

∆+ f1v1

+

+ v2

f2

z1

+

⇒

M

+
-

+

+

f 1

f 2 2

∆
z1

v

v1

e1

⇒

u1[    ]

figure 3.4a figure 3.4b figure 3.4c

  Pour cela, on associe à la boucle fermée nominale (figure 3.1a), l’opérateur M, qui a pour
entrée u =€(u1, u2)T et pour sortie y2 (i.e. y2 = M(u1,u2)).
On peut alors énoncer un corollaire du théorème du faible gain incrémental17 :

    Corollaire 3.1
Si M et ∆ sont des opérateurs incrémentalement stables et si ~( ) ~( )γ γM ∆ < 1 alors le

système bouclé de la figure 3.1b est incrémentalement stable.

    Démonstration : Annexe B1.

Remarque :
  - Une démarche identique peut être suivie sur l’ensemble des systèmes bornés (i.e. B ( , )U Y ).

  Dans cette première partie ont été discutés les propriétés mathématiques et l’intérêt des nor-
mes induites dans le cadre de la robustesse des systèmes non linéaires. Dans ce qui suit nous
montrons que les normes induites peuvent en fait intégrer de façon assez fine une connais-
sance a priori des erreurs de modèle.

 4.  Incertitude et robustesse

  Dans ce paragraphe, nous étendons au cadre non linéaire les concepts, maintenant classiques
en linéaire, concernant la description des incertitudes non structurées de modèles. La première

                                                
17Voir appendice A.14.
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partie de ce paragraphe justifie cette extension, la seconde donne des conditions suffisantes
assurant la robustesse en stabilité du système perturbé.

a.  Incertitudes non structurées de modèle

 Dans de nombreux cas les erreurs de modèle peuvent être construites sans recourir à un calcul
de distance entre systèmes. Nous explicitons ceci à travers un exemple.
Soit le schéma :

u G
+

+ y

MS ~
G

n

figure 4.1

 où le processus physique ~G  est décrit comme la mise en parallèle d'un système mécanique
(rigide) et d'un mode souple. ~G  est donc représenté comme la somme de deux opérateurs :

~G G MSn= +
 Nous supposons ici que le mode souple n'est connu qu’à travers un gabarit de gain (i.e.

MS j W j( ) ( )ω ω< 3  ∀ ω). On peut ainsi tenir compte des incertitudes sur sa pulsation propre

et son amortissement.18

  dB W3(s)

ω

|W3(jw)|

figure 4.2 : famille des  modes souples possibles et gabarit frequentiel associé.

  La condition sur le gain du mode souple assure qu'il appartient nécessairement à l'ensemble :
E WMS ≡ <∞{ | }    3 1∆ ∆

où ∆ est un opérateur linéaire invariant deL2  dans L2 .
  Le processus physique est maintenant représenté par une famille (un ensemble) de modèles
possibles, paramétrée par ∆, i.e. :
                                                
18Cette modélisation peut sembler brutale. En fait elle reflète un choix classique de politique de commande.
Lorsque le mode souple a une fréquence relativement élevée, les incertitudes de phase introduites par les action-
neurs ne permettent qu'une politique de type faible gain.
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a G G G Wn n( ) { ~ | }= = + <∞3 1∆ ∆

  Cette modélisation, classique dans le cadre linéaire, peut être utilisée dans le contexte non
linéaire sans plus de justification puisqu'elle est indépendante de la nature de Gn .
  En fait, nous pourrions faire le même raisonnement pour chaque type d’erreur classiquement
considérée si elle représente une connaissance a priori et si elle reste, en quelque sorte, indé-
pendante de la nature du modèle nominal. Nous rappelons dans le tableau ci-dessous les types
et la nature des erreurs classiquement utilisées.

Type Système Structure Nature de l’erreur

additif
 direct

~ ~G Gn= + ∆
u G

+

+ yn

∆∆∆∆
~

- Incertitudes paramétriques
- Mode souple

multiplicatif
direct

en entrée

~ ( ~)G G In= + ∆
u

+

+ Gn y

∆∆∆∆
~

- Actionneurs incertains
- Marges en entrée

multiplicatif
direct

 en sortie

~ ( ~)G I Gn= + ∆
u

+

+ y

∆∆∆∆
~

Gn

- Capteurs incertains
- Marges en sortie.

additif
inverse

~ ( ~ )G G I Gn n= + −∆ 1 −+

∆∆∆∆~

u G yn
- Incertitudes paramétriques
- Système instables

multiplicatif
inverse

en entrée

~ ( ~)G G In= + −∆ 1

u Gn y

−

+

∆∆∆∆
~

- Actionneurs incertains
- Marge en entrée
- Système instables

multiplicatif
inverse

en sortie

~ ( ~)G I Gn= + −∆ 1

u y
−

+

∆∆∆∆
~

Gn

- Capteurs incertains
- Marge en sortie
- Système instables
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  Notons enfin que d’autres types d’incertitudes peuvent être modélisés sans difficulté à l’aide
d’une telle approche (paramètres inconnus, non linéarités sans mémoire ou encore gains va-
riant dans le temps).
  Nous renvoyons aux références [DoWaSt, Za81, DoSt, Saf80 et Fr87] pour une justification
et une discussion plus approfondies du choix des représentations des incertitudes dans le cadre
de la commande des systèmes.
  Nous voulons insister ici sur le fait que cette représentation permet de tenir compte de façon
réelle ou fictive de certaines limitations associées à notre système. On peut, par exemple, spé-
cifier à l'aide d'une erreur multiplicative en entrée, une demande de marge en entrée du sys-
tème.

  Nous allons enrichir l’ensemble des incertitudes possibles en élargissant la classe des gaba-

rits possibles. Pour cela on suppose que ~∆  appartient à l’ensemble :
Ω ∆ ∆∆ ∆≡ < ⊂{ | } ~    W W3 2 1 B (4.1)

où ∆ :L L2 2→ , est un opérateur causal, incrémentalement stable et où W2 et W3 sont des opé-
rateurs de L2  dans L2 , causaux et incrémentalement stables.

  De façon plus générale, on peut supposer que ~∆  appartient à l’ensemble :
Ω ∆ ∆≡ < ⊂{ | }    W W i3 2 2

1 B (4.2)

où ∆ :L L2 2→ , est un opérateur causal, de gain fini, et où W2 et W3 sont des opérateurs de L2

dans L2 , causaux et incrémentalement stables. Il est clair que Ω Ω∆ ⊂ .

Remarques :
  (i) - Au vu de la condition (3.12) et de la figure (2.2), on dira, de façon abusive, que les opé-
rateurs W2 et W3 « égalisent » le gain de l’incertitude sur L2.
  (ii) - Notons que si ∆, W2 et W3 sont linéaires alors Ω Ω∆ = .
  (iii) - Elargir la classe des gabarits possibles est principalement lié au fait qu’il est possible
de construire les incertitudes de modèles en « interpolant » les connaissances locales. Cette
remarque est directement liée au Lemme III.2.1, ou encore au Lemme 2.3 en [Saf80] (i.e. si ∆
est un opérateur Gâteaux différentiable (Appendice A.5) et si Graph D xG( ( ))∆  est à l’intérieur
de Cone C R( , ) (uniformément) alors, Graph( )∆  est à l’intérieur de Cone C R( , )).
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  Dans le contexte linéaire, l'intérêt d'une telle représentation des incertitudes de modèle est de
permettre, non seulement de tenir compte du type et de la nature de l'incertitude agissant sur le
système, mais aussi de reconduire le problème de la robustesse du système commandé à la
caractérisation de la norme induite du système, augmenté des pondérations W2 et W3. Dans le
paragraphe suivant, nous montrons qu'une telle caractérisation est aussi possible dans le
contexte non linéaire.

b.  Stabilité robuste

  Des conditions assurant que la loi commande reste stable pour l’ensemble des systèmes ap-
partenant à une famille de modèles donnée sont exprimées. Pour cela, nous considérons que le

système commandé est soumis à une incertitude de type quelconque et que ~∆  appartient à Ω
(ou à Ω∆) et nous exprimons le problème de la robustesse du système commandé comme la
caractérisation de la norme induite du système, augmenté des gabarits W2  et W3.

∆∆∆∆
~

y 1∆
+

u'1 +
W2 W3

My 2

+

+ u 2

figure 4.3

Sous l’hypothèse,

  H4.1 : Pour tout  ~∆  appartenant à Ω, le système bouclé, décrit par la figure 4.3, est bien po-
sé.

on peut démontrer les Propositions 4.1 et 4.2 :

    Proposition 4.1
Si W3  possède un inverse causal incrémentalement stable et si

 W MW
i2 3
2

1≤ (4.3)

alors, le système bouclé  de la figure 4.3 est stable, de gain fini, pour toutes les incertitudes
appartenant à Ω (défini en (4.2)) .

Démonstration : Annexe B.2.
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    Proposition 4.2
Si M est  incrémentalement stable et si

 W MW
i2 3
2

1≤ (4.4)

alors, le système bouclé de la figure 4.3 est stable, de gain fini, pour toutes les incertitudes
appartenant à Ω (défini en (4.2)).

  Démonstration : Annexe B.3.

     Proposition 4.3
Si M est incrémentalement stable et si

 W MW2 3 1
∆

≤ (4.5)

alors, le système bouclé de la figure 4.3 est incrémentalement stable pour toutes les incertitu-
des appartenant à Ω∆ (défini en (4.1)).

  Démonstration : Annexe B.4.

Remarques  :
  (i) -  Tous les résultats présentés ici sont démontrés dans le cadre multivariable.
  (ii) - Nous nous sommes placés ici dans un cadre classique, en ne nous s’intéressant qu’à la
stabilité de l’interconnexion entre la perturbation et la boucle fermée. Dans les paragraphes
suivants, nous nous ramènerons toujours à ce type de problème en intégrant, dans le critère,
tous les signaux agissant sur le système.
  (iii) - Les résultats des propositions 4.1, 4.2 et 4.3 sont, dans le contexte linéaire, des condi-
tions nécessaires et suffisantes de stabilité ([ChDe]).
  (iv) - Les propositions 4.1, 4.2 et 4.3 démontrent que la stabilité du schéma 4.4a implique la
stabilité du schéma 4.4b.
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 5.  Problème multiblocs : conservatisme et multiplieurs

  La présence de plusieurs incertitudes de modèle agissant à différents endroits de la boucle
fermée conduit à noter que, dans ce cas, le problème de la robustesse en stabilité se ramène à
l’étude de la stabilité de l’interconnexion entre un système augmenté et un bloc d’incertitudes
structuré. Les propositions énoncées précédemment peuvent se révéler conservatives, puis-
qu’elles assurent la stabilité du système vis à vis d’un « bloc plein d'incertitudes » alors qu'en
fait il est structuré .
  Le conservatisme des propositions 4.1, 4.2 et 4.3 peut, de façon théorique, être diminué par
l'emploi de multiplieurs particuliers. Rappelons que cette idée est assez ancienne, puisque in-
troduite dans les années 60 par Sandberg et Zames et qu'elle est en fait l'extension de la tech-
nique des multiplieurs de Popov.
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figure 5.1 figure 5.2

  Ici nous considérons le système, M soumis à une incertitude structurée de modèle (figure

5.1), où ~∆  appartient D( )n  qui est défini comme :
D( ) { ( ,..., )}n diag n nn

= ∆ ∆
1

∆ ni
 sont des opérateurs ( )n ni i×  de norme inférieure à 1 (i.e. ∆ n ii

2

1< )

Sous l’hypothèse

  H5.1 : pour tout ~∆  appartenant D( )n , le système bouclé, décrit par la figure 5.1, est posé.

on peut démontrer la proposition suivante.
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     Proposition 5.1
M est robuste en stabilité vis à vis d'incertitudes structurées de modèle s'il existe un

multiplieur T  appartenant à T( )n  tel que :

TMT i
− ≤1

2
1

où T( )n  est défini par
T( ) { ( ,..., ) , }n diag t I t I t R tn n n i in

= ∈ >1 1
0

    Démonstration : On la déduit sans difficulté de la démonstration de la Proposition 4.1.

Remarques :
  (i) - Le multiplieur considéré doit, soit comme dans le cas présent, « commuter » avec le bloc
d’incertitudes ([DeVi],[Saf82&84], [Do85]), soit conserver les propriétés de positivité asso-
ciées au bloc d’incertitudes ([Wi70a], [DeVi], [SaLe]). Les multiplieurs considérés, dans le
cadre du calcul d'une borne supérieure de la valeur singulière structurée (i.e. µ) peuvent donc
être utilisés si les incertitudes de modèle sont linéaires et stationnaires (dynamiques ou/et pa-
ramétriques) ([FaTiDo], [SaLe]).
  (ii) - La Proposition 5.1 fournit, dans un certain nombre de cas, des conditions nécessaires et
suffisantes de stabilité. En effet, comme démontré en [Sha91a, Me], l’utilisation conjointe du
Théorème du faible gain et de multiplieurs constants donne une condition nécessaire et suffi-
sante de stabilité, pour les systèmes linéaires, stationnaires, soumis à des incertitudes non li-
néaires structurées. Un résultat semblable à été obtenu pour un système linéaire, soumis à des
incertitudes variant dans le temps ([Sha91a&b], [TiPo]).
  (iii) - On peut énoncer un résultat similaire en utilisant la norme incrémentale.
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 III.  Performance asymptotique

 1.  Introduction
  Dans ce chapitre, nous illustrons le fait que l’on puisse spécifier la relation entrée/sortie du
système bouclé à l'aide de normes induites pondérées.
  Comme nous le savons, la notion d'objectif de performance recouvre de nombreuses spécifi-
cations. Nous introduisons dans ce chapitre une spécification que l'on peut considérer comme
minimale : la performance est caractérisée à travers la capacité du système bouclé à assurer
une erreur de poursuite faible par rapport à l'entrée qu'elle cherche à poursuivre. Cet objectif
assure que la relation entrée/sortie du système bouclé soit dorénavant spécifiée par l'opérateur
de retour et soit relativement indépendante du système commandé.

 2.  Performance asymptotique : définition

G

F

K

Hyr

+ -

u yer

figure 2.1: structure de boucle considérée.

  La performance d'un système est jugée a travers sa capacité à poursuivre (ou à rejeter) un en-
semble de consignes (de perturbations) particulières. Nous allons traduire cet objectif de per-
formance par une relation entre la norme de l'erreur de poursuite et la norme de la consigne
(perturbation). De façon plus précise, si nous désignons par r(t) une consigne et par e(t) l'er-
reur de poursuite associée, on demande que la relation suivante soit satisfaite :

e t e t dt r t r t dtT T( ) ( ) ( ) ( )
0 0

∞ ∞∫ ∫<< (2.1)

(2.1) peut s’interpréter comme une relation énergétique entre l’erreur de poursuite et la consi-
gne.
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  Pour pouvoir considérer des consignes d'énergie non finie (sinusoïdes, échelons, etc.), nous
modifions légèrement la relation précédente, en se plaçant sur Le

2
1et demandant l’existence

d’un temps à partir duquel la relation suivante est satisfaite :

e t e t dt r t r t dtTT TT
( ) ( ) ( ) ( )

0 0
∫ ∫<< (2.2)

  Dans la suite, Rd
e , représente l'ensemble des consignes possibles (i.e. rampes, échelons, sinu-

soïdes, etc.) et est supposé inclus dans Le
2

Définition 2.1 : Le système décrit par la figure 2.1 est dit asymptotiquement performant sur
Rd

e  s’il existe To > 0 tel que, pour tout r Rd
e∈  et tout T To≥ , l'inégalité suivante soit satisfaite :

( )I FGK r rT T+ <<−1 (2.3)

  Nous précisons l'intérêt d'une telle définition dans le cadre de la commande des systèmes non
linéaires, en rappelant le Théorème suivant :

    Théorème 2.1 [DeWa80]
Si le système décrit par la figure 2.1 est asymptotiquement performant sur Rd

e  alors la
relation :

FH Iyr ≅     sur Rd
e (2.4)

est asymptotiquement vraie.
i.e. il existe To > 0 tel que, pour tout r Rd

e∈  et tout T To≥ , l’inégalité suivante soit satisfaite :

r FH r ryr T T− << (2.5)

    Démonstration : La relation entre l’entrée du système, r, et la sortie du système, y :
H GK I FGKyr = + −( ) 1 (2.6)

Appliquons l'opérateur non linéaire F, à gauche de chacun des deux termes de (2.6), soit
FH FGK I FGKyr = + −( ) 1

         = − + −I I FGK( ) 1 (2.7)

qui implique  pour tout r Le∈ 2 ,

r FH r I FGK ryr− = + −( ) 1 (2.8)

                                                
1Ceci revient à supposer que la consigne est de carré sommable sur un support borné.
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Le système étant asymptotiquement performant, il existe To tel que

r FH r I FGK r ryr T T T− = + <<−( ) 1       ∀ ∈r Rd
e et T To≥ (2.9)

C.Q.F.D.

  Le Théorème 2.1 et plus particulièrement la relation (2.4), impliquent que la relation entrée
sortie, H yr , restreinte à l'ensemble des consignes qui nous intéressent, est rendue, à l’aide du

bouclage, relativement indépendante du système commandé (G) et est essentiellement déter-
minée par l’opérateur de retour F.
  Dans le cas linéaire invariant, ce théorème n'est rien d'autre que la réécriture, en boucle fer-
mée, des règles de Black (ou de Bode) sur le gain de la boucle ouverte ou encore des règles
sur la valeur minimum des valeurs singulières de transfert dans le cas multivariable ([DoSt],
[SaHaLa]). Notons que, dans le cas linéaire, la performance asymptotique garantit H Fyr ≅ −1.

Pour obtenir un résultat semblable en non linéaire, il faut ajouter certaines hypothèses de ré-
gularité sur les opérateurs de la boucle (voir [DeWa80]).

Remarque :
  - Si pour des raisons de stabilité [FiCh], on suppose le gain de boucle inférieur à 1
(i.e. FGK i2

1< ) alors, nécessairement :

( )I FGK r r
T T+ ≥−1 1

2
      ∀ ∈r Rd

e    et ∀ ∈T R .

puisque :

( )I FGK
I

I FGKi
i

+ ≥
+

≥−1

2
2

1
2

 3.  Performance asymptotique et normes induites pondérées
  Nous allons ici transformer l’inégalité (2.3) entre normes de signaux d'erreur et d’entrée en
une inégalité sur une norme induite pondérée.
  A l’instar de l’approche H∝  linéaire, nous supposons qu’il existe un opérateur WE, causal et
stable, possédant un inverse causal et stable, tel que, pour tout r Rd

e∈  et tout T To≥ ,
l’inégalité suivante soit vérifiée :

W r rE T T
− <<1  (3.2)

On peut alors énoncer la Proposition.
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    Proposition 3.1
Si la boucle fermée de la figure 2.1 vérifie :

( )I FGK WE i
+ ≤−1

2
1 (3.3)

alors le système bouclé est asymptotiquement performant.

    Démonstration : La relation (3.3) peut s'écrire :

( )I FGK W w wE+ ≤−1 ∀ ∈w L2

Le Théorème A.4.1 permet d'affirmer que les bornes sur L2 et Le
2  sont égales

 ( )I FGK W w wE T T+ ≤−1  ∀ ∈w Le
2 ,   ∀ ∈ +T R (3.4)

Ceci implique que pour tout T To≥  :

( )I FGK r W r rT E T T+ ≤ <<− −1 1 (3.5)

et donc sur Rd
e

FH Iyr ≅ (3.6)

C.Q.F.D.

  Il est possible de spécifier un objectif de commande sur l'erreur de poursuite. Cette contrainte
d'atténuation est alors prise en compte à l'aide d'une pondération en sortie (i.e.

W I FGKS i
( )+ ≤−1

2
1). Notons ici que seule la pondération en entrée permet de tenir compte

de l’amplitude des signaux agissant sur le système. L’utilisation de pondérations sur l’erreur
de poursuite ne peut donc traduire qu’un objectif indépendant du point de fonctionnement du
système (par exemple un facteur d’échelle pour tenir compte d’un changement d’unité).
  On suppose dans la suite que les objectifs de performance sont tels qu’ils nécessitent

l’utilisation de pondérations en entrée et en sortie du système i.e. W I FGK WS E i
( )+ ≤−1

2
1.

WS

w1

z1
Mzw

G

F

K+
- u

e
WE

r

figure 3.1: système augmenté, associé à la performance asymptotique.
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Remarques :
  (i) - En fait, en [Za81], la condition (3.2) est remplacée par la condition :

W r rE T T
− ≅1  pour r Rd

e∈

et la condition (3.3) par l’existence de ε <<1 tel que

( )I FGK WE i
+ ≤−1

2
ε

et donc

( )I FGK r W r rT E T T+ ≤ <<− −1 1ε

La condition que nous donnons est donc simplement « normalisée ».
  (ii) - On appelle système augmenté, le système nominal augmenté des pondérations considé-
rées. La figure 3.1 correspond au système augmenté, associé à la performance asymptotique.
  (iii) - Les pondérations WS et WE  ne sont pas nécessairement linéaires.
  (iv) - La démarche effectuée dans le cadre de la poursuite de consignes peut être poursuivie
dans le cadre du rejet de perturbations. Pour cela, on suppose qu'il existe un opérateur Wr tel
que l'ensemble des perturbations à rejeter, Pe, soit inclus dans l'ensemble généré par Wr, à par-
tir de Le

2  (i.e. P Me e⊂ =  { | }p p W w w Lr
e= ∈ 2 ). Ces hypothèses permettent de ramener

l’objectif de rejet à une spécification sur la norme induite pondérée du système (i.e.

H Wpe r i2
1≤  où Hpe est la relation entre la perturbation et l'erreur de poursuite).

    Proposition 3.2
Si la boucle fermée vérifie :

W I FGK WS E( )+ ≤−1 1
∆

(3.7)

alors le système bouclé est asymptotiquement performant.

    Démonstration : L’opérateur étant non biaisé, l'implication suivante est vérifiée :

 W I FGK WS E( )+ ≤ ⇒−1 1
∆

W I FGK WS E i
( )+ ≤−1

2
1

C.Q.F.D.

 4.  Performance asymptotique robuste
  Dans ce paragraphe, nous supposons le système bouclé soumis à des perturbations externes
dues à des signaux exogènes ou à une incertitude de modèle sur G et nous cherchons une
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condition assurant que le système bouclé perturbé, ~H yr , reste asymptotiquement performant;

i.e. FH Iyr
~ ≅  pour r Rd

e∈ .

W3

WS

W2

w2

w1

z2

z1

Mzw

G

F

K+
- u

e
EW

+

+r

figure 4.1: système augmenté, associé à la performance robuste.

  Sans perte de généralité, nous supposons le système soumis à une incertitude de modèle, ~∆ ,
appartenant à Ω (Ω ∆ ∆≡ <{ | }    W W i3 2 2

1 ) et de type quelconque (multiplicatif, additif, etc.);

par ailleurs, nous supposons que les objectifs de performance sont spécifiés à l’aide des pon-
dérations WE et WS.
  Notons z1 et z2 les sorties respectivement associées aux pondérations WS et W2 et w1 w2 les
entrées respectivement associées aux pondérations WE et W3. Enfin, notons M zw , le système
augmenté ayant  pour entrée w=(w1, w2) et pour sortie z=(z1, z2).

   La proposition suivante donne une condition suffisante pour que le système bouclé perturbé

par ~∆  reste asymptotiquement performant.

    Proposition 4.1
Si le système augmenté  vérifie :

Mzw i2
1≤ (4.1)

alors, le système perturbé par toute perturbation ~∆  appartenant à Ω est asymptotiquement
performant.

    Démonstration : On doit simplement montrer l’implication suivante :

si Mzw i2
1≤  alors   z w1

2
1

2
≤ ∀ ∈~∆ Ω

où z W I FGK W wS E1
1

1= + −( ~ )  et où ~G  représente le système perturbé par ~∆ .
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 Le système bouclé étant perturbé par une perturbation appartenant à Ω, il existe un opérateur
∆ , de norme inférieure à 1 (i.e. ∆ i2

1< ), tel que

w z2 2= ∆  
et donc, il existe ε > 0 tel que ∀ ∈z L2 2

 ∆z z2
2

2
2

1≤ −( )ε   (4.2)

La norme induite du système augmenté étant par ailleurs inférieure ou égale à 1, l’inégalité
suivante est vraie pour tous les w1 et w2  appartenant L2,

z w w z1

2

1

2

2

2

2

2
0− − + ≤  (4.3)

Il ne reste plus qu'à combiner (4.3) et (4.2) pour conclure que :

z w z z z1

2

1

2

2

2

2

2

2

2
0− ≤ − ≤ − ≤∆ ε

C.Q.F.D.

Remarques :
  (i) - L’emploi de multiplieurs permet de diminuer le conservatisme de la Proposition 4.1
(voir  Proposition II.5.1).
  (ii) - La proposition garantit uniquement la performance asymptotique du système perturbé,
en aucun cas la minimisation des effets de la perturbation sur la sortie du système (i.e. la dé-
sensibilisation).
  (iii) - Le cas incrémental peut être traité de la même façon. On démontre alors, sans diffi-
culté, l’implication suivante :

 si Mzw ∆
≤ 1 alors ∀ ∈~∆ Ω∆  on a W I FGK WS E( ~ )+ ≤−1 1

∆
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 IV.  Norme incrémentale pondérée et commande

 1.  Introduction

  Notre intérêt pour la norme incrémentale est lié à plusieurs résultats que nous allons déve-
lopper tout au long de ce chapitre et du chapitre suivant.
  La Lipschitz continuité a été introduite dans le cadre de l’étude de la stabilité1des systèmes
bouclés en [Za63], [Sa65] et [Za66] et est décrite comme une condition assurant que
l’introduction de bruit dans un système bouclé ne fait pas varier de « façon inconsidérée » les
sorties du système [Za66].2 De façon plus précise dans le cas de la poursuite de trajectoires
quelconques, une faible perturbation d’entrée ne produit qu’une faible perturbation de sortie

[Wi70a] (i.e. si H ∆ ≤ γ  alors ∆ ∆y w≤ γ ).

  En fait, les propriétés associées aux systèmes Lipschitz continus n’ont jamais été réellement
étudiées et l’utilisation de la norme incrémentale dans le cadre de la commande des systèmes
non linéaires n’a jamais été envisagée à notre connaissance.3

  L’objet de ce chapitre et du suivant est d’expliciter l’intérêt de la norme incrémentale dans le
contexte de la commande des systèmes non linéaires. Nous ne cherchons pas à justifier en soi
l’emploi de la norme incrémentale, mais à montrer, avant tout, qu’il s’impose dans le cadre de
l’extension de la commande H∝  linéaire au contexte non linéaire.
  Dans ce chapitre, nous nous intéressons principalement au problème de la désensibilisation
par bouclage qui constitue, avec la robustesse, l’un des fondements de la commande H∝  li-
néaire [Za81] et est un objectif essentiel dans le cadre de la commande des systèmes.
  Rappelons ici que l'utilisation de lois de commande à contre-réaction est étroitement liée à
leurs capacités à réduire l’effet de bruits non mesurables ou de variations de modèle sur les
sorties du système commandé ([Bl34, Bo45, CrPe]). Les problèmes de stabilité, engendrés par
l’emploi d’un bouclage, rendent cette opération délicate. Ceci implique que l’utilisation de
bouclages ne peut être justifiée qu'à travers la certitude que cette approche est préférable à
l’approche boucle ouverte. La notion de désensibilisation4 permet de quantifier l’apport des
lois à contre-réaction dans le cadre de la commande des systèmes.

                                                
1 Rappelons que le Théorème du faible gain peut être vu comme un corollaire du Théorème du point fixe.
2Initialement, la définition de la stabilité entrée/sortie demandait que le système bouclé soit non seulement borné
mais aussi continu en entrée/sortie ([Za66a]). La définition a évolué vers une définition plus minimaliste où seule
la bornitude en entrée/sortie est demandée ([DeVi]).
3En [FiCh], les auteurs utilisent la norme incrémentale pour des raisons mathématiques et ne justifient en aucun
cas son utilisation dans le cadre de la commande des systèmes. Par ailleurs, la solution qu’ils proposent est sans
intérêt pour la commande car la stabilité de la boucle fermée est assurée à l’aide du Théorème du faible gain.
Ceci supprime l’intérêt du bouclage (pas de désensibilisation).
4Les références sont assez nombreuses, nous indiquons ici les principales : dans le cadre linéaire voir [Bo45,
CrPe, DoSt, SaLaHa, Za81}, dans le cadre non linéaire  [Za63, Sag, Kr68a&b, Kr69, KrJa, Po, Wi71c, De75,
De78, DeWa80, CrFrLo].
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  Historiquement, cette notion fût d’abord associée à la capacité du système bouclé à diminuer
les effets induits par des variations infinitésimales des paramètres du système sur la sortie as-
servie (i.e. la fonction de sensibilité introduite en [Bl34] et [Bo45]). Cette notion fût ensuite
étendue en [CrPe] où les auteurs définissent la désensibilisation en comparant les propriétés
du système commandé, en boucle fermée, à celles associées au système équivalent, commandé
en boucle ouverte.
  La fonction de sensibilité définie en linéaire par Black, fût généralisée au contexte non li-
néaire à travers l'introduction de la fonction de sensibilité différentielle qui caractérise, au
premier ordre, l'effet de faibles variations du système sur les sorties du système bouclé
([Po],[Kr69] [De75]). La fonction de sensibilité différentielle correspond à la linéarisation de
l'opérateur liant la consigne d'entrée et l'erreur de poursuite5 (i.e. S I FGK= + −( ) 1).
  Plus récemment, en [De78], à travers l'utilisation du développement de Taylor associé à un
opérateur non linéaire C1, l'auteur obtient l’expression exacte de la variation de sortie du sys-
tème bouclé associée à une perturbation de modèle du système commandé. Ce résultat permet
de quantifier la désensibilisation associée au bouclage et met en exergue le rôle joué par les
linéarisations du système dans le cadre de la désensibilisation.
  Ce dernier commentaire prend toute son importance si on l’associe à un résultat d’analyse
fonctionnelle, rappelé par Willems en [Wil70a], liant la norme d’un opérateur non linéaire à la
norme induite de ses linéarisations. Ce lien permet en fait de montrer que la norme incrémen-
tale pondérée est, à l’instar de la norme H∞ pondérée, apte à ramener le problème de la désen-
sibilisation par bouclage, au problème de la minimisation d’une norme incrémentale pondérée.
  Le paragraphe IV.2 explicite le lien entre le comportement global d’un opérateur non linéaire
et celui de ses linéarisations; il se conclut avec une extension multivariable du Lemme de
Willems qui lie la norme incrémentale d'un opérateur non linéaire à la norme de ses linéarisa-
tions. Le paragraphe IV.3 précise les conséquences du Lemme de Willems pour des systèmes
vérifiant un critère de type incrémental pondéré. On montre d’abord que la résolution d’un
problème de type incrémental pondéré est équivalent à la résolution d’une infinité de problè-
mes H∝ , non stationnaires sous optimaux et explicitons ensuite la nature des critères H∝  non
stationnaires, associés aux linéarisations du système. Les paragraphes IV.4 et IV.5 étudient
respectivement le problème de la désensibilisation et de l’atténuation par bouclage; nous
montrons l'adéquation existant entre la norme incrémentale pondérée et les objectifs de désen-
sibilisation ou d’atténuation.

 2.  Le Lemme de Willems

  Dans ce paragraphe, le comportement global d’un opérateur incrémentalement stable est lié
au comportement de ses linéarisations.
                                                
5 Ceci est important parce que source, de façon explicite ou implicite, de nombreuses méthodes de commande. La
plus célèbre est celle des gains variables.
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Soit l’opérateur, y = H(u), supposé incrémentalement borné par η :
 H ∆ ≤ η (2.1)

  Pour caractériser l’effet d’une variation de la commande sur la sortie, on note ∆u  l’écart de
commande, ∆y  l’écart de sortie, égal à H u u H u( ) ( )+ −∆  et l’on définit l’incrément de com-
mande :

δu
u

n
=

∆
 où n N∈ .

Si l’on écrit l'écart de sortie comme :

∆y H u n u H u u H u u H u u H u u H un
n

n
n

n
n= + − + + + − + + + −− − −( ) ( ) ( ) ( )... ( ) ( )( ) ( ) ( )δ δ δ δ δ1 1 2  (2.2)

alors H étant incrémental, on obtient la majoration :

∆y H u n u H u u H u u H u u H u u H u

n u

n
n

n
n

n
n≤ + − + + + − + + + −

≤

− − −( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )( ) ( ) ( )δ δ δ δ δ

η δ

1 1 2

  Cette expression montre que l’écart de sortie, généré par une variation de l’entrée du sys-
tème, est naturellement majoré par la somme associée aux «variations locales ».

  En fait, on peut lier la variation totale au comportement local du système. Supposons que H
soit C1, et écrivons son développement de Taylor au premier ordre :

H u u H u DH u u u
u

( ) ( ) ( )+ = + +δ δ α δ δ

où
 lim ( ) ( )
δ

α δ α
u

u
→

= =
0

0 0

Ceci implique, pour de faibles variations de la commande (i.e. δu << 1) :
H u u H u DH u

u
( ) ( )+ ≅ +δ δ  (2.3)

 (2.3) combinée avec (2.2), permet, pour n assez grand, d’approcher la variation totale par :

∆y DH u
u

i
n

ui

n

≅
+=

−

∑
δ

δ
0

1

. (2.4)

qui montre le lien entre le système non linéaire et ses linéarisations.

  L’expression (2.4) est une approximation, au premier ordre, de la variation ∆y associée à la
variation ∆u. On peut remplacer cette expression approchée par une expression exacte.
  Pour cela, on définit la fonction :

g u u( )α α= + ∆   avec α ∈ [ , ]0 1

et l’on différentie H g( ( ))α  par rapport à α  :
d

d
H u u DH uu uα

α α( ) .+ = +∆ ∆∆  (2.5)
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Si l’on intègre6(2.5) par rapport à α, on obtient :

∆ ∆∆y DH d uu u= +∫ α α
0

1
. (2.6)

  A l’instar de la relation (2.2), on peut utiliser (2.6) pour majorer la norme de l’écart de sortie
par rapport à la norme de la variation d’entrée.
En effet, en utilisant l’inégalité de Cauchy Schwarz, on a

∆ ∆∆y DH d uu u≤ +∫ α α
0

1

et donc

[ ]
∆ ∆∆y DH uu u≤

∈
+sup

,α
α

0 1
(2.7)

Nous pouvons maintenant rappeler le Lemme suivant :

    Lemme 2.1 [Wi70a]
Un opérateur non linéaire, non biaisé et de classe C1, est Lipschitz continu si et seu-

lement si toutes ses linéarisations sont uniformément bornées. De plus, on a

H DH
u L

u im
∆ =

∈
sup
0 2

0
2

.

    Démonstration :  Seul le deuxième point est à démontrer (i.e. H DH
u L

u im
∆ =

∈
sup
0 2

0
2

).

Pour cela, posons :

K DH
u L

u t im
=
∈

sup
0 2

0
2

( ) .

La relation (2.7) assure 
H K∆ ≤ (2.8)

Dans ce qui suit nous démontrons l’inégalité inverse.
Il existe, par définition, une entrée u Lm

0 2∈  telle que pour ε > 0,  on ait :

DH Ku i0
2

≥ −ε (2.9)

Par ailleurs, la définition de la norme incrémentale assure pour tout λh Lm∈ 2

H
H u h H u

h∆ ≥
+ −

↓
lim

( ) ( )
λ

λ
λ0

0 0 (2.10)

Combinant la relation (2.10) avec l’inégalité :

H u h H u DH h H u h H u DH hu u( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 00 0
+ − ≥ − + − −λ λ λ λ

on déduit :

                                                
6(2.5) est une fonction continue de α puisque H est supposé C1.
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 H
DH h H u h H u DH h

h
u u

∆ ≥
− + − −

↓
lim

( ) ( )
λ

λ λ λ
λ0

0 00 0 (2.11)

  La définition de la dérivée de Fréchet assure que, pour chaque ε  > 0, il existe δ > 0 tel que
pour u < δ  on ait l'inégalité :

H u u H u DH u uu( ) ( )0 0 0
+ − − ≤ε (2.12)

On déduit alors des relations (2.12), (2.11) et (2.9), l’inégalité :

H
DH h

h
K

u
∆ ≥ − ≥ −0 2ε ε (2.13)

qui, combinée avec (2.8), donne l‘encadrement suivant :
K H K− ≤ ≤2ε ∆  ∀ >ε 0

C.Q.F.D.

Remarques :
  (i) - Le lemme 2.1 est énoncé dans [Ge] (sans référence au lemme de Willems).
  (ii) - Nous avons particularisé le résultat dans L2 mais il reste  vrai dans Lp.

  L'importance de ce lemme, dans le contexte de la commande H∞, est maintenant discutée.

 3.  Norme incrémentale pondérée et son lien avec le H∝∝∝∝   linéaire non station-
naire.

  Nous voulons dans ce paragraphe illustrer le lien existant entre des objectifs de type incré-
mental pondéré et des objectifs, plus locaux, associés aux linéarisations du système. Nous
montrons, dans un premier temps, que résoudre un problème de type incrémental pondéré, est
équivalent à la résolution d’une infinité de problèmes H∝  non stationnaires sous optimaux.7

Nous précisons ensuite la nature des pondérations associées à ces problèmes H∝  linéaires non
stationnaires.

  Considérons le système augmenté :
M W HWzw o i= (3.1)

où Wi et Wo sont les pondérations représentant les différents objectifs de commande.

    Proposition 3.1

                                                
7Le gain de l’opérateur linéaire temps variant est inférieur à une valeur donnée et non, le plus faible possible.
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Si le système augmenté, M W HWzw o i= , est Fréchet différentiable et de norme incré-

mentale  inférieure ou égale à 1 (i.e. Mzw ∆
≤ 1 ) alors pour tout w L0 2∈ , on a

DW DH DWo HW w W w i w
ii i( ) ( )

0 0 0
2

1≤ (3.2)

où 

DWi w0
 est la dérivée de Wi le long de w0

DH W wi ( )0
 est la dérivée de H le long de Wi(w0)

et 

DWo HW wi ( )0
 est la dérivée de Wo  le long de  HWi(w0).

    Démonstration : Il suffit de rappeler le principe de superposition associé à la dérivation de
la composition d'opérateurs non linéaires. La dérivée de Mzw, le long d’une entrée particulière
w0 , est égale à :

DM DW DH DWzw w o HW w W w i w
i i0 0 0 0

=
( ) ( ) (3.3)

Le Lemme 2.1 assure le résultat pour tout w L0 2∈ .
C.Q.F.D.

Remarques :
  (i) - Le critère incrémental assure, sous certaines hypothèses, que les systèmes linéaires tan-
gents associés aux points d’équilibre du système vérifient un critère H∝  classique (Corollaire
V.5.1).
  (ii) - La L2  stabilité d'un système linéaire non stationnaire peut être vérifiée, sous certaines
hypothèses, à l'aide d'une équation de Riccati temps variant ([SuTh73b],[HiMo80a], [Ra-
NaKh]).

  En rappelant que DM zw w0
est un opérateur linéaire, la Proposition 3.1 prouve que toutes les

linéarisations de Mzw satisfont un critère H∝  pondéré temps variant. Nous explicitons les
conséquences de cette proposition à travers l’exemple suivant.
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DM

DGw1

z1
zw

DF

DK
+ -

e
EDW

uδδ δ

δ

yδw1

z1
Mzw

G

F

K
+ -

ue
EW

y

⇔
r rδ

figure 3.1a figure 3.1b

  Soit le système augmenté de la figure 3.1a, où seuls les objectifs de performance sont consi-
dérés à travers l’utilisation d’une pondération WE  linéaire. Si le système augmenté vérifie les
hypothèses de la Proposition 3.1, on a alors :

DH WW w E ie ( )0
2

1≤ (3.4)

où H I FGK= + −( ) 1.
(3.4) n’est rien d’autre qu’un critère assurant que le système linéarisé de la figure 3.1b est
asymptotiquement performant, pour les entrées appartenant à Rd

e . En effet, pour tout δr Rd
e∈

on a :

W r rE
− <<1δ δ  (3.5)

et donc 

DH r W r rW w Ee ( )0

1
δ δ δ≤ <<

−
.

  Ce résultat peut être interprété de deux façons différentes :
 - soit comme une contrainte sur la linéarisation associée à la trajectoire de référence

générée par WE depuis wo, et par la même, comme la garantie d’un bon comportement du sys-
tème non linéaire le long de cette trajectoire, face à de faibles consignes appartenant à Rd

e ;
 - soit, au vu de la discussion du paragraphe IV.2, comme une condition contraignant,

de façon directe, les incréments de réponse, face à des incréments de commande particuliers.
Cette dernière remarque implique, par exemple, que la réponse à un échelon de consigne peut
être vue comme une succession de réponses à des échelons de consigne associés aux linéari-
sations du système, le long de la trajectoire générée par ce même échelon; la qualité de ces
réponses « locales » est directement liée à la pondération WE.
  De façon plus générale, si WE  n’est plus supposée linéaire, la performance locale est mainte-

nant spécifiée en w0 par DWE w0
et la relation (3.4) est vérifiée lorsque δr appartient à l'ensem-

ble :

R w r L DW r rd
e

E w[ ] { | }0 2
1

0
= ∈ <<−δ δ δ (3.6)
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qui, en général, ne coïncide pas avec Rd
e .

  Notons, dans ce dernier cas, que la nature non linéaire de la pondération permet en fait de
spécifier une « performance locale » dépendant du point de fonctionnement du système.

  Le cas où, pondérations de performance et de robustesse se mélangent, peut être analysé de
la même façon. Nous y reviendrons dans le paragraphe suivant.

  En [ShAt90], dans le cadre des gains variables, on demande implicitement que le système
non linéaire satisfasse un objectif de type incrémental. Ceci permet de noter le rôle joué par
les systèmes linéaires, dépendant de paramètres, dans le contexte de la commande robuste non
linéaire. Nous reviendrons sur ce point dans le chapitre IX.

  Dans le paragraphe suivant, nous analysons le lien existant entre le problème général de la
désensibilisation par bouclage et des contraintes de type incrémental pondéré.

 4.  Désensibilisation et commande non linéaire

  Comme nous l’avons vu dans l’introduction, l'utilisation de loi à contre-réaction est histori-
quement liée à ses propriétés de désensibilisation. Nous montrons, dans ce paragraphe, le lien
existant entre le problème général de la désensibilisation par bouclage et des contraintes de
type incrémental. On s’intéresse ici au problème de la désensibilisation vis à vis d'erreurs ad-
ditives de modèle, en notant que cette analyse peut être faite, de la même façon, dans tous les
autres cas.
  Nous rappelons, tout d’abord, les définitions, ainsi que certains résultats concernant la désen-
sibilisation des systèmes non linéaires.

  Sans perdre en généralité, nous supposons F= I et associons au système bouclé de la figure
4.1, le système en boucle ouverte équivalent de la figure 4.2, noté Hoyr .

Ho GK G K I GKyr o= = + −. ( ) 1 (i.e. Ho Hyr yr= ).

∆

GK
+ -

u yer

Hyr

++
n

~ ∆

Ho

n

G
+u y

r +)K I+GK( -1

yr

~

figure 4.1 figure 4.2

A partir de G, perturbé par une incertitude de type additif,
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 ~ ~G G= + ∆
on désire comparer l'effet de cette perturbation sur les sorties du système commandé en boucle
fermée :

∆H GK I GK GK I GKyr = + − +− −~ ( ~ ) ( )1 1 (4.1)

à l'effet de cette même perturbation sur le système commandé en boucle ouverte :

∆Ho G K I GK G K I GKyr = + − +− −~. ( ) . ( )1 1

    = ~∆Ko (4.2)

On dira ([CrPe]) que le système bouclé est désensibilisé, si l'inégalité suivante est satisfaite :

∆ ∆ ∆ ∆H t H t dt Ho t Ho t dtyr
T

yr yr
T

yr( ) ( ) ( ) ( )
0 0

∞ ∞∫ ∫≤ (4.3)

  Afin d’expliciter le lien existant entre le problème de la désensibilisation et des contraintes
de type incrémental, nous rappelons un résultat exprimant la relation entre la perturbation
boucle ouverte (4.2) et la perturbation boucle fermée (4.1).

    Théorème 4.1 [DeWa80].
Si l’on suppose que la boucle fermée perturbée est bien posée (i.e. ~ ( ~ )GK I GK+ −1est

causal et est défini de Le
2  dans Le

2 ) et que ( ~ )I GK+ −1et ~GK  sont C1, alors les erreurs intro-

duites par la perturbation ~∆  en sortie de la boucle fermée (i.e. ∆Hyr ) et en sortie de la boucle

ouverte (i.e.∆Hoyr ), vérifient :

∆ ∆H I D GK d Hoyr yr= + −∫ [ ( ~ )] .1
0

1
α (4.4)

où D GK( ~ ) est évalué en ( ~ ) ( )I GK r r+ +−1 α∆  avec ∆ ∆r Hoyr=  et α ∈ [ , ]0 1 .

  Ce Théorème, combiné avec la proposition 3.1, permet d’expliciter l’intérêt et les possibili-
tés offertes par la norme incrémentale dans le cadre du problème de la désensibilisation par
bouclage.
  Pour cela, nous considérons, dans un premier temps, le système soumis à une faible variation
de modèle et nous lions alors la désensibilisation à la performance asymptotique. Dans un
deuxième temps, nous élargissons la classe des perturbations possibles et discutons des liens
existant entre désensibilisation et performance robuste.

  Supposons que la perturbation de modèle soit suffisamment faible pour approcher (4.4) par :
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∆ ∆H I D GK Hoyr yr≅ + −( ( )) 1 (4.5)

Il y a désensibilisation dès lors que ∆Hoyr appartient à l'ensemble :

 S w r L DW r rd
e

E w[ ] { | }0 2
1

0
= ∈ ≤−δ δ δ

puisque, dans ce cas, on a :

( ( ))I D GK Ho W Ho Hoyr E yr yr+ ≤ ≤− −1 1∆ ∆ ∆

  Ce résultat implique que l’on puisse, à l’aide de pondérations, spécifier notre demande de
désensibilisation.

  La désensibilisation ne peut avoir lieu que pour une classe de perturbations données. En ef-
fet, comme l'indique la proposition suivante, la norme incrémentale associée à la fonction de
sensibilité d'un système bouclé est nécessairement supérieure ou égale à 1.

    Proposition 4.1
Si l'opérateur de bouclage FGK est strictement causal, alors  ( )I FGK+ ≥−1 1

∆
.

    Démonstration : On démontre la Proposition par l’absurde.
Posons S I FGK= + −( ) 1, le théorème du faible gain incrémental assure que  ( )I S− −1 existe si
S ∆ < 1 . Par ailleurs, on a:

I I FGK I FGK I FGK FGK I FGK= + + = + + +− − −( )( ) ( ) ( )1 1 1

et FGK I FGK( )+ −1 est strictement causal; le produit d'un opérateur causal par un opérateur
strictement causal est strictement causal. Ceci implique que l’opérateur :

( ) ( )I S FGK I FGK− = + −1

n’est pas inversible ([Wil70a]) d’où la contradiction.
C.Q.F.D.

Remarques :
  (i) - A l'instar du cas linéaire ([Bo45, Za81, FrLo]), une dynamique des zéros instables
([Is89]) limite la désensibilisation par bouclage ([Sh91]). Certaines demandes de robustesse
en stabilité s’opposent à la désensibilisation du système par bouclage car elles limitent, de fa-
çon naturelle, le gain de boucle.
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  (ii) - Si ∆Hoyr  appartient R wd
e[ ]0 , alors on a ( ( ))I D GK Ho Hoyr yr+ <<−1 ∆ ∆  qui indique

simplement que la désensibilisation, dans ce cas, est d’autant plus forte que la perturbation
appartient à l'ensemble des signaux qui nous intéressent (localement).

  (iii) - Si G et Hyr sont supposés inversibles, alors ∆ ∆Ho G GK I GKyr = +− −~ ( )1 1 et

∆ ∆H H I D GK d Gyr yr
− − −= +∫1 1 1

0

1
[ ( ~ )] . ~.α . Cette dernière relation permet de quantifier l'effet

d'une variation relative de G sur Hyr. De façon plus précise, en [Bl34 et Bo45], la désensibili-
sation du système est caractérisée à travers la limite :

lim
/

~ /~∆

∆

∆→0

H H
G

yr yr

qui correspond à l'effet relatif créé par une variation infinitésimale du système commandé sur
la relation entrée/sortie du système bouclé.
  Rappelons que cette limite, dans le cas linéaire, est égale à la fonction de sensibilité du sys-
tème :

lim
/

~ /
( )~∆

∆∆
∆→

−= = = +
0

1
H H

G
dH
dG

G
H

S I GKyr yr yr

yr

 et, dans le contexte non linéaire, à la fonction de sensibilité différentielle [Po] :

lim
/

~ /
[ ( )]~∆

∆
∆→

−= +
0

1
H H

G
I D GKyr yr  (4.6)

(4.6) montre de nouveau l’intérêt d’une contrainte directe sur la fonction de sensibilité du
système. Notons que (4.1) est plus générale que (4.6) qui impose au système nominal, ainsi
qu’à la boucle fermée, d’être inversibles ([CrPe]).

  La relation (4.1) permet de considérer de grandes variations de modèle. Nous allons, dans ce
cas, préciser le lien existant entre désensibilisation et performance robuste.

  Considérons le système robuste en performance vis à vis d'une erreur additive de modèle ap-
partenant Ω∆  (défini en II.4 ) et spécifions les objectifs de performance à l'aide de pondéra-
tions linéaires (i.e. W W W Ii E o= =, ).
La performance robuste assure que :

( ~ )I GK WE+ ≤−1 1
∆

       ∀ ∈~∆ Ω∆

 et le Lemme 2.1 que :

( ( ~ ))I D GK WE i
+ ≤−1

2
1

Ceci implique qu’il y a désensibilisation dès lors que ∆ ∆
∆

r Hoyr( )=  appartient à :
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S w L W w wd
e

E= ∈ ≤−{ | }2
1

En effet, dans ce cas, on a pour tout α ∈ [ , ]0 1 , l’inégalité :

( ( ~ ))I D GK r W r r
E

+ ≤ ≤
− −1 1

α α α∆ ∆ ∆

qui implique :

∆ ∆ ∆H I D GK d Ho Hoyr yr yr≤ + ≤−∫ [ ( ~ )] .1
0

1
α

  La linéarité de WE assure l’équivalence entre performance robuste et désensibilisation.

  De façon générale, c’est la linéarisation de WE qui spécifie les objectifs locaux (i.e. DWE w( )α

où w W r rE( ) ( )α α= +−1 ∆ ). Il n’y a donc plus, dans ce cas, équivalence entre performance ro-

buste et désensibilisation. En effet, la perturbation ∆ ∆
∆

r Hoyr( )= , créée par l’erreur de modèle,

peut faire sortir du domaine de fonctionnement où la performance est définie. Notons que
l'adéquation entre la désensibilisation vis à vis d'erreurs additives de modèle et la demande de
performance asymptotique est liée au fait qu'elles imposent au système des contraintes de
même type.

 5.  Atténuation et commande non linéaire

  Enfin, nous nous intéressons au problème de l’atténuation des perturbations de sortie. Pour
cela, supposons que le système est sujet à une perturbation additive de sortie (figure 5.1) et
comparons la variation de sortie associée à cette perturbation sur le système bouclé à celle as-
sociée au système équivalent en boucle ouverte.

GK
+ -

u yer

Hyr

++
p

p

Ho
G

+u y
r +

I+GKK( ) -1

yr

figure 5.1 figure 5.2

Posons
~Gu Gu p= + .

et comparons l’effet de p sur les sorties du système commandé en boucle fermée
∆H GK I GK GK I GKyr = + − +− −~ ( ~ ) ( )1 1 (5.1)
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à l'effet de cette même perturbation, sur le système commandé en boucle ouverte :

∆Ho pyr =   (5.2)

  Rappelons un résultat exprimant la relation entre la perturbation boucle ouverte (5.2) et la
perturbation boucle fermée (5.1).

    Théorème 5.1 [DeWa80].
Si ( )I GK+ −1et ~GK  sont C1, alors les erreurs introduites par la perturbation p en sor-

tie de la boucle fermée (i.e. ∆Hyr ) et en sortie de la boucle ouverte (i.e.∆Hoyr ) vérifient :

∆H I D GK d pyr = + −∫ [ ( )] .1
0

1
α (5.3)

où D GK( )  est évalué en ( ~ ) ( )I GK r r+ +−1 α∆  avec ∆r p=  et α ∈ [ , ]0 1 .

  A nouveau, ce Théorème, combiné avec la proposition 3.1, montre l’intérêt de la norme in-
crémentale dans le cadre de la commande des systèmes non linéaires.
   Nous illustrons cela à travers un exemple simple en supposant, dans un premier temps, qu'il
existe un opérateur Wr linéaire causal et inversible tel que pour tout p Pe∈  et tout T To≥  on

ait :

W p pr T T
− ≅1

  Le problème de l’atténuation «optimale» revient ici à minimiser par un correcteur K la norme
incrémentale de l’opérateur

( )I GK Wr+ −1

En effet, supposons qu’il existe un correcteur K et une constante ε << 1 tel que

( )I GK Wr+ ≤−1
∆

ε

alors, on a :

( ( ))I D GK Wr i
+ ≤−1

2
ε

et donc pour δp Pe∈

( ( ~ ))I D GK p W p p
r

+ ≤ <<
− −1 1

δ ε δ δ

puisque W p p
r T T

−
≅

1
δ δ .

Ceci assure

∆ ∆H Hoyr yr<<
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  La généralisation de ces résultats ne pose pas de difficultés particulières (voir le paragraphe
précèdent)

  Ces deux derniers paragraphes montrent que la norme incrémentale pondérée est, à l’instar
de la norme H∞ pondérée, apte à ramener le problème de la désensibilisation et de
l’atténuation par bouclage, à un problème de minimisation de norme incrémentale pondérée.
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 V.  Lipschitz continuité et stabilité asymptotique1

 1.  Introduction

  Nous terminons dans ce chapitre l’étude des propriétés associées aux systèmes
incrémentalement stables. Nous nous intéressons tout particulièrement aux propriétés de
stabilité au sens de Lyapunov, associées à des trajectoires particulières d’un système Lipschitz
continu.
  Comme nous l’avons rappelé dans l’annexe A, la L2 stabilité implique la stabilité
asymptotique de l’état d’équilibre du système (A.11.1). Plus récemment, Hill et Mohlan
[HiMo80] donnent une version locale de ce résultat permettant de traiter le problème de
multiples points d’équilibre associés à la commande nulle. Dans ce même article, ils montrent
qu’il est nécessaire, dans le contexte non linéaire, de différentier les systèmes L2-gain stables

(i.e. y u
2 2≤ γ ) des systèmes faiblement L2-gain stables ( y u

2 2≤ +γ β ); la stabilité

asymptotique ne pouvant être déduite que dans le premier cas.
  Par ailleurs, dans de multiples applications, garantir la stabilité asymptotique du point
d’équilibre associé à la commande nulle n’est pas suffisant, on désire prouver la stabilité des
points d’équilibre associés à des commandes constantes, de valeur  quelconque.
  Les résultats présentés dans ce chapitre montrent que, sous l’hypothèse de la minimalité de la
représentation d’état du système, la Lipschitz continuité assure la stabilité asymptotique des
points d’équilibre associés aux commandes constantes. En se restreignant à la classe des
systèmes dynamiques possédant une représentation d’état générée par des équations
différentielles, on démontre que toutes les trajectoires du système (ainsi que la sortie) sont
asymptotiquement stables au sens de Lyapunov.
  Enfin, nous nous intéressons aux propriétés des systèmes linéaires tangents associés au point
d’équilibre du système et démontrons qu’ils sont nécessairement stables et vérifient un critère
H∞. Ce dernier point permet de remarquer que des méthodes de commande classiques (gain
variable et pseudo - linéarisation) approchent des objectifs incrémentaux au voisinage de la
variété d’équilibre du système.

 2.  Lipschitz continuité et conditions initiales.

  Dans ce paragraphe, l’opérateur, y H ux=
0

 de Lm e
2

,  dans Lp e
2

, , est supposé causal et

stationnaire. Rappelons2 que ϕ : ,R X L Xm e
2 2
+ × × →  et r R X R Rm p: + × × →  sont

                                                
1Les résultats présentés dans ce paragraphe ont donné lieu à l’écriture d’un article soumis à IEEE T.A.C..
2Voir appendice A.9.
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respectivement l’application de transition de l’état et l’application de sortie, associées à la
représentation d’état de Hx0

  Notons tout d’abord qu’un opérateur Hx0
, non biaisé, possédant un gain incrémental fini est

Lipschitz continu. En effet, si Hx0
0 0( ) =  et Hx0 ∆

< ∞ , on a par définition

H u H ux x0 0
0

2 2( ) ( )− ≤η  et donc pour tout u Lm∈ 2 , H u ux0 2 2( ) ≤ η .

Définition 2.1 : Soit Ze, l’ensemble des couples d'équilibres associé à Hx0
défini par : 

Z x u X R t x u x t Re e e
m

e e e= ∈ × = ∀ ∈ +{( , ) | ( , , , ) }ϕ 0 .
Ze est supposé non vide.

  On montre que si l’on suppose que tous les états appartenant à Ze  sont atteignables depuis x0

et que le système est de gain incrémental fini pour la condition initiale x0 alors, il existe un
système L2 gain stable associé à chaque couple (xe,ue) de Ze.

    Lemme 2.1
Si l'état x Xi ∈  est atteignable depuis x0 et si Hx0

 est de gain incrémental fini alors

Hxi
 a le même gain incrémental que Hx0

.

    Démonstration : L'hypothèse d’atteignabilité assure l’existence des entrées :

u t
u t t t
u t t1

1

0
0( )

$( )
~ ( )

=
− ≤ ≤

>




       
u t

u t t t
u t t2

2

0
0( )

$( )
~ ( )

=
− ≤ ≤

>




       

telles que x t x( )− = 0  et x xi( )0 = .
Hx0

 étant incrémentalement stable, on vérifie :

H u H u H u H u H u H u u u u ux x x x x xi i0 0 0 01 2 2 1 2 2 1 2 2
− = + − + ≤ + − +( $ ~ ) ( $ ~ ) ( $ ~ ) ( $ ~ )η

et donc

H u H u u ux xi i

~ ~ ) ~ ~
1 2 2 1 2 2

− ≤ −η  ∀ ∈~ , ~u u Lm
1 2 2

ceci démontre que Hxi
 est incrémentalement borné car il est supposé stationnaire.

C.Q.F.D.
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Si l’on définit l’opérateur :

G u y u H u u yx x0 0
[~, ~]( ) (~ ) ~= + −

∆
(2.1)

où ~u  et ~y  appartiennent respectivement à Lm e
2

,  et à Lp e
2

, , on montre que G u yx0
[~, ~] a le même

gain incrémental que Hx0
. Ceci n’est pas immédiat puisque ~u  et ~y  appartiennent à un espace

étendu.
    Lemme 2.2

Si Hx0
 est de gain incrémental fini alors pour tout  ~ ,u Lm e∈ 2  et  ~ ,y Lp e∈ 2 , G u yx0

[~, ~] a le

même gain incrémental.

    Démonstration : Rappelons ici que la constante de Lipschitz d’un opérateur Hx0
 sur L2  et

sur l’espace étendu Le
2  sont égales. En effet, d’après le Théorème A.4.1, la relation

H u H u u ux x0 01 2 2 1 2 2
( ) ( )− ≤ −η  est vérifiée pour tout u u Lm

1 2 2, ∈  si et seulement si pour tout

u u Lm e
1 2 2, ,∈  et pour tout T R∈ + on vérifie H u H u u ux x T T0 01 2 2 1 2 2

( ) ( )
, ,

− ≤ −η .

Dans notre cas, puisque Hx0
 est de gain incrémental fini, il existe η tel que pour tout ~ ,u Lm e∈ 2 ,

~ ,y Lp e∈ 2 , ~ , ~u u Lm
1 2 2∈  et T R∈ +  on ait :

( (~ ~ ) ~) ( (~ ~ ) ~) ~ ~
, ,

H u u y H u u y u ux x T T0 01 2 2 1 2 2
+ − − + − ≤ −η

et donc pour tout ~ , ~u u Lm
1 2 2∈  :

G u y u G u y u u ux x0 01 2 2 1 2 2
[~, ~](~ ) [~, ~](~ ) ~ ~− ≤ −η

C.Q.F.D.

Remarques :
  (i) - Le Lemme 2.2 n’implique pas la stabilité incrémentale de G u yx0

[~, ~].

  (ii) - Ce résultat reste vrai dans n’importe quel espace fonctionnel  Lp .

  Soit G u yx e e0
[ , ], le système associé au couple ( , )x u Ze e e∈ , où y H ue x ee

= ( )  (i.e.

G u yx e ee
[ , ]( )0 0= ). Le résultat principal de ce paragraphe est maintenant donné :
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    Théorème 2.1

Soit η le gain incrémental de Hx0
, i.e. Hx0 ∆

≤ η . Si tous les états appartenant Ze  sont

atteignables depuis x0 alors, pour tout couple ( , )x u Ze e e∈  fixé, le système associé G u yx e ee
[ , ]

est L2-gain stable et de L2-gain inférieur ou égal à η  (i.e. G u yx e e ie
[ , ]

2

≤ η ).

    Démonstration : On doit démontrer que pour tout ( , )x u Ze e e∈  fixé on a

G u y u ux e ee
[ , ]( )

2 2≤ η  pour tout u Lm∈ 2 . Il suffit pour cela d’utiliser les Lemme 2.1 et 2.2

pour démontrer que

G u yx e ee
[ , ]

∆
≤ η

et conclure, puisque l’opérateur G u yx e ee
[ , ] est non biaisé.

C.Q.F.D.

 3.  Lipschitz continuité et stabilité asymptotique des points d’équilibre

  Sur la base du Théorème 2.1, la stabilité asymptotique des points d'équilibre appartenant à Ze

est étudiée. Pour cela, une hypothèse permettant de lier la stabilité interne de Hx0
 à sa stabilité

entrée/sortie est posée.

  H3.1 : Pour tout couple ( , )x u Ze e e∈ , le point d’équilibre xe de G u yx e e0
0[ , ]( )  est supposé

uniformément observable et l’espace d’état de (2.1) est supposé uniformément atteignable
depuis xe.

Remarque :
  - Notons ici que H3.1 implique l’unicité du point d’équilibre associé à ue.

    Théorème 3.1
Si Hx0

 est de gain incrémental fini et H3.1 est satisfaite, alors, pour tout couple

( , )x u Ze e e∈ , le point d’équilibre xe associé à G u yx e e0
0[ , ]( )  est globalement

asymptotiquement stable.

    Démonstration : Le Théorème 2.1 assure que G u y ux e ee
[ , ]( )  est L2 gain stable, ce qui

permet d’utiliser le Théorème A.1.11 pour conclure.
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C.Q.F.D.

Remarques :
  (i) - Le résultat ici énoncé est possible car les fonctions d’évolution de l’état de G u yx e e0

[ , ] et

de Hx0
 sont identiques, à une commande constante près (i.e.ϕG t t x u( , , , )0 0 =

ϕ H et t x u u( , , , )0 0 + ).
  (ii) - Le Théorème 3.1 prouve que le bouclage permet de rejeter les perturbations de sortie
constantes et les commandes constantes. En effet, supposons que le correcteur commandant le
système contienne un intégrateur  sur l'erreur de poursuite :

 &( ) ( ( ))e t K u y tm= −

alors, pour toute entrée constante u0 , sous les hypothèses du Théorème 3.2, l'erreur de
poursuite tend asymptotiquement vers zéro  (i.e. y t um( ) → 0  quand t tend vers ∞ ). Le
Théorème 3.1 généralise donc les résultats obtenus en [DeWa79].
  (iii) - Notons l’intérêt de ce résultat dans le contexte des systèmes linéaires soumis à des non
linéarités sans mémoire, où il peut être combiné avec le Théorème du faible gain incrémental3,
ou tout autre théorème démontrant la stabilité incrémentale du système (Théorème de la
passivité (incrémentale), utilisation de multiplieurs constants, de Popov,   etc.).
  (iv) - Ce théorème pourrait, au vu des résultats de [GlSh], être utilisé pour démontrer la
stabilité asymptotique de systèmes comportant des saturations ainsi que de systèmes
commandés par des PID, saturés en la commande (l’intégrateur étant gelé pendant la
saturation de la commande).

    Corollaire 3.1
Si Hx0

 vérifie les hypothèses du Théorème 3.1 alors la sortie de G u yx e e0
0[ , ]( )  est

globalement asymptotiquement stable.

    Démonstration : Ce résultat est assuré par le Théorème 1 de [Wi71a] qui affirme que tout
système, Lipschitz continu, possède une représentation d’état dont la fonction de lecture est

Lipschitz continue (i.e. ∃ K tel que y t r t x r t K x
R R Xp p( ) ( , , ) ( , , )= − ≤ −0 0 0 0 )

C.Q.F.D.

                                                
3Voir appendice A.14.
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  Ci dessous l’hypothèse H3.1 concernant les points d’équilibre du système est affaiblie, afin
d’obtenir des résultats plus locaux et de pouvoir considérer le problème des points d’équilibre
multiples associés à une même commande constante.

Définition 3.1 : Soit Ωe eu( ) l’ensemble de tous les états d’équilibre de Hx0
 associés à la

commande constante u Re
m∈ , i.e. :

Ωe e m m e mu x X t x u x t R( ) { | ( , , , ) }= ∈ = ∀ ∈ +ϕ 0

  On suppose qu'il existe au moins une commande constante, u Re
m∈ , telle que l'ensemble

Ωe eu( )  soit non vide et l’on pose :

  H3.2 : Il existe d1 0>  tel que X x X d x u de e1 1= ∈ ≤{ | ( , ( )} }Ω  soit uniformément atteignable
depuis Ωe eu( )  et détectable depuis Ωe eu( ) .

    Théorème 3.2
Sous H3.2, si Hx0

est de gain incrémental fini et si tous les états de Ωe eu( )  sont

atteignables depuis x0 alors il existe d2 0> , tel que toutes les trajectoires partant de
X x d x u de2 2= ≤{ : ( , ( )} }Ω , sous l'action de la commande ue, restent dans X1 et approchent
asymptotiquement Ωe eu( ) .

    Démonstration : Le Théorème 2.1 assure que G u y ux e ee
[ , ]( )  est L2 gain stable, il ne nous

reste plus qu’à utiliser le Théorème 6 en [HiMo80] pour conclure. Ce Théorème 6 est une
version locale des théorèmes de stabilité asymptotique donnés en [Wil71a et Wil72a]. Ces
résultats reposent sur le concept de dissipativité introduit en [Wil72a] qui associe à un
système L2 gain stable, une fonction dépendant de l’état du système qui est, sous certaines
hypothèses de minimalité de la représentation d’état du système, une fonction de Lyapunov
pour le système. Les conditions de détectabilité et d’atteignabilité assurent l’existence de deux
fonctions de classe K encadrant la fonction de Lyapunov (voir tout particulièrement [Ha] pour
une discussion entre stabilité au sens de Lyapunov et les fonctions de classe K, L et KL).

C.Q.F.D.
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Remarques :
  (i) - On peut modifier les hypothèses concernant l’atteignabilité et la détectabilité de l’état,
voir par exemple [ByIsWi], [So], [HiMo77&80a] et [MoVaVi].
  (ii) - En [ViVa], les auteurs considèrent des systèmes localement Lp stables, (i.e. l‘amplitude
des signaux d’entrée est bornée dans le temps).

 4.  Lipschitz continuité et stabilité du mouvement.

  Nous allons démontrer que la continuité entrée/sortie garantit, sous certaines hypothèses, la
stabilité des trajectoires du système au sens de Lyapunov.
  Pour cela, on suppose que la fonction de l’évolution de l’état, ϕ, associée à Hx r0

, est générée

par une l’équation différentielle :

&( ) ( ( ), ( ))
( ) ( ( ), ( ))
( )

x t f x t u t
y t r x t u t
x x r

=
=
=






 0 0

(4.1)

où u t Rm( ) ∈ , y t RP( ) ∈ , x t Rn( ) ∈  et où f r,  sont supposées C1 et de dérivés partielles
bornées sur leur domaine de définition.

  On appelle mouvement non perturbé, associé à Hx r0
, la solution x tr ( ) de l’équation

différentielle (4.1), associée à l’entrée particulière ur(t) et à la condition initiale x0r (i.e.
x t t t x u tr r r( ) ( , , , ( ))= ϕ 0 0 ).

  Nous allons démontrer que la continuité entrée/sortie garantit que les trajectoires du système
sont Lyapunov stables. Pour cela, nous rappelons la définition suivante :

Définition 4.1 : [Zu p.49] Le mouvement non perturbé x tr ( ), est dit uniformément

asymptotiquement stable au sens de Lyapunov si, pour tout ε > 0 , il existe δ(ε) > 0 tel que

pour tout t ≥ 0 et x x r0 0− ≤ δ , on ait

ϕ ε( , , , ( )) ( )t x u t x tr r0 0 − ≤

et

lim ( , , , ( )) ( )
t r rt x u t x t
→∞

− =ϕ 0 00

Si ces deux propriétés sont vraies pour tout x X0 ∈ , le mouvement non perturbé est dit
globalement uniformément asymptotiquement stable.
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Si l’on associe à l’entrée u t Lr
m e( ) ,∈ 2 , le système :

y G u y u H u u yG x r r x r r= = + −
0 0
[ , ]( ) ( )

∆
(4.2)

où y H ur x rr
=

0
( ) , nous pouvons énoncer le théorème suivant :

    Théorème 4.1
Si Hx r0

est de gain incrémental fini et si pour l’entrée u t Lr
m e( ) ,∈ 2  donnée, G u yx r rr0

[ , ]

possède un point d’équilibre uniformément observable et un espace d’état uniformément
atteignable (depuis son point d’équilibre) alors, le mouvement non perturbé associé à ur(t)
est  globalement uniformément asymptotiquement stable.

    Démonstration : On démontre, dans un premier temps, que la fonction d’évolution associée
à G u yx r rr0

[ , ] est égale à la différence entre le mouvement non perturbé et le mouvement

perturbé. Par ailleurs, les hypothèses permettent d’assurer que la fonction d’évolution de
G u yx r rr0

[ , ] tend asymptotiquement vers son point d’équilibre. Il en resulte que le mouvement

perturbé tend asymptotiquement vers le mouvement non perturbé.

Dans un premier temps, définissons les nouvelles variables :
 x t x t x tr( ) ( ) ( )= + , u t u t u tr( ) ( ) ( )= +

et la fonction :

F t x t u t f x t x t u t u t f x t u tr r r r( , ( ), ( )) ( ( ) ( ), ( ) ( )) ( ( ), ( ))= + + −
∆

L’équation différentielle associée à la variation de x(t) par rapport à xr(t) est donnée par :

& ( ) ( , ( ), ( ))
( )

x t F t x t u t
x x x r

=
= −



 0 0 0

(4.3)

  En notant que x = 0 est le point d’équilibre de (4.3) (i.e. F t( , , )0 0 0= ), démontrer la stabilité
asymptotique de x = 0 revient à prouver la stabilité asymptotique du mouvement non perturbé
de Hx r0

 puisque x t x t x tr( ) ( ) ( )− = .

  On prouve la stabilité asymptotique de (4.3) en remarquant que x t( )  est une fonction
d’évolution possible pour G u yx r r0

[ , ]. En effet, si l’on définit :

r t x t u t r x t x t u t u t r x t u tG r r r r( , ( ), ( )) ( ( ) ( ), ( ) ( )) ( ( ), ( ))= + + −
∆

alors on a
y r t x t u tG G= ( , ( ), ( )).
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  Pour conclure, il ne reste plus qu’à utiliser le Lemme 2.2, et noter que G u yx r r0
[ , ] est, par

définition, non biaisé et donc incrémentalement stable. Par ailleurs, x = 0 est uniformément
observable et l’espace d’état de G u yx0

[ , ] est uniformément atteignable depuis x = 0. Il en

résulte que x = 0 est globalement uniformément asymptotiquement stable et que le
mouvement non perturbé de Hx r0

est lui même globalement uniformément asymptotiquement

stable.
C.Q.F.D.

Remarque :
  - La sortie du système est, elle même, globalement uniformément asymptotiquement stable;

i.e. pour tout ε > 0, il existe δ(ε) > 0 tel que pour tout t ≥ 0 et x x r0 0− ≤δ , on ait

H u t H u tx r x rr0 0
( ( )) ( ( ))− ≤ ε

et

lim ( ( )) ( ( ))
t x r x rH u t H u t

r→∞
− =

0 0
0.

On utilise  la Lipschitz continuité de r (r est C1 et de dérivées partielles bornées).

 5.  Norme incrémentale, pseudo linéarisation, et gains variables.

  Associons maintenant au couple ( , )x u Ze e e∈ , le système y DG uue
= , défini comme la

linéarisation de (4.1) autour de ( , )x ue e et admettant la représentation d’état suivante :

&

( )

x Fx Gu
y Hx Ju
x

= +
= +

=






 0 0
(5.1)

où u R x Rm n∈ ∈, , y R p∈ , F
f
x

x ue e=
∂
∂

( , ), G
f
u

x ue e=
∂
∂

( , ), H
r
x

x ue e=
∂
∂

( , ) . J est supposé nul

pour simplifier l'exposé.
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    Corollaire 5.1
Si Hx0

 vérifie les hypothèses du Théorème 2.1 alors, pour tout couple ( , )x ue e

appartenant à Ze, la linéarisation (5.1) est de L2-gain γ η≤ , i.e. DGue ∞
≤ η .

Si de plus, (F,G) est commandable et (H,F) est observable, il existe une matrice,
P Rn n∈ × , symétrique et strictement définie positive telle que

PF F P PGG P H HT T T+ + + =−~η 2 0  ∀ >~η η .

    Démonstration : On peut utiliser le Lemme 2.1 assurant que le système associé à (4.1) est
de gain incrémental inférieur ou égal à η. Il suffit ensuite d’utiliser le Lemme IV.2.1, assurant
que la linéarisation autour de la trajectoire nulle est de L2-gain inférieur ou égal à η (i.e.
γ η≤ ).
  On peut également utiliser un résultat donné en [VDS91], liant le L2-gain du système non
linéaire à celui de sa linéarisation au voisinage de zéro. La deuxième partie du Corollaire est
classique (voir par exemple [DGFK]).

C.Q.F.D.

Remarques :
  (i) - D’après le Corollaire 5.1, le système (4.1) est, sous l’action de ue , localement
exponentiellememt stable dans un voisinage du point d’équilibre xe.
  (ii) - Ce résultat doit être comparé à des méthodes classiques de commande telle celle des
gains variables, ou toute autre technique garantissant les propriétés des linéaires tangents sur
la variété d’équilibre, (voir par exemple [ReMo, WaRu, BaRu, Ru, HuRu92a&b, GuRu]).
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 VI.  Une condition nécessaire et suffisante de stabilité incrémentale

 1.  Introduction

  L'idée ici poursuivie consiste à remplacer des conditions de type entrée/sortie par des
conditions sur la représentation d'état du système. Ce type de problème fût abordé dans le
contexte linéaire par Yakubovich et Kalman qui établirent le lien entre les conditions
fréquentielles données par Popov et l'existence d'une matrice positive vérifiant une inégalité
matricielle (i.e. le Lemme réel positif ou encore le Lemme de Yakubovich-Kalman-Popov
[Le]). Dans les années 70, Willems montre le lien existant entre ce Lemme, certains
problèmes d'optimisation quadratique et le problème de l'existence de solutions associées aux
équations de Riccati [Wil71b]. Il élargit l'approche et l'étend au cadre non linéaire à travers
l'introduction des concepts se rapportant à la dissipativité des systèmes [Wil72a&b]. Dans cet
article, il reconduit la vérification de la dissipativité des systèmes à un problème
d'optimisation ([Th.1, Wil72a] voir Th. A.10.1). Sur cette base, il propose des conditions
algébriques (qui ne sont rien d'autre que des équations de type Hamilton-Jacobi) assurant la
dissipativité des systèmes.1 Ces résultats sont repris en [HiMo76].
  Dans ce paragraphe, utilisant la dissipativité d'un système augmenté associé à notre système
initial, nous obtenons des conditions nécessaires et suffisantes assurant  la stabilité
incrémentale du système non linéaire initial.

 2.  Cas non linéaire

  Considérons le système y t H u t
x

( ) ( ( ))=
0

, possédant la représentation d’état :

& ( ) ( )
( )

( )

x f x g x u
y h x
x x

= +
=

=







 0

0

(2.1)

où u t R
m

( ) ∈ , y t R
P

( ) ∈  et x t R
n

( ) ∈ . f, g, h sont C1 et de dérivées partielles bornées. On

suppose qu’il existe x R
e

n
∈  tel que f x

e
( ) = 0 et, sans perte de généralité, on suppose

h x
e

( ) = 0 et x
e

= 0. Enfin nous supposons que le système vérifie l’hypothèse :

  H2.1 : L’espace d’état du système (2.1) est atteignable depuis le point d’équilibre x
e
.

                                                
1Systèmes non linéaires ayant une représentation d'état générée par une équation différentielle de dimension finie.
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Théorème 2.1
Soit η , une constante positive fixée. Le système non linéaire (2.1) est

incrémentalement stable, de gain incrémental inférieur ou égal à η, s’il existe une fonction V,
définie de Rn n×  dans R, C1, qui satisfait les conditions suivantes pour tout x x Rn

1 2, ∈  :
(i) V ( , )0 0 0=

(ii) V x x( , )1 2 0≥

(iii) 
∂

∂
∂

∂
η

∂
∂

∂
∂

V x x
x

f x
V x x

x
f x

V x x
x

g x g x
V x x

x
T

T( , )
( )

( , )
( )

( , )
( ) ( )

( , )1 2

1
1

1 2

2
2

2 1 2

1
1 1

1 2

1

1
4

+ + −

+ − − ≤( ( ) ( )) ( ( ) ( ))h x h x h x h xT
1 2 1 2 0

(iv) 
∂

∂
∂

∂
V x x

x
g x

V x x
x

g x
( , )

( )
( , )

( )1 2

1
1

1 2

2
2 0+ =

    Démonstration : Associons au système (2.1), le système augmenté :
& ( ) ( )
& ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

x f x g x u
x f x g x u
y h x
y h x
x x
x x

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1

2 2

1 10

2 10

0
0

= +
= +
=
=

=
=















(2.2)

Pour simplifier les notations, on pose x x xT T T= ( , )1 2  et l'on définit les nouvelles variables :
 u u u= −1 2  

y y y= −1 2

Le système 2.1 est incrémentalement stable si et seulement si pour tout u u Lm, 2 2∈ ,on a

y u
2 2≤ η (2.3)

lorsque x(0) = 0.
  Nous utilisons maintenant des arguments classiques se rapportant à la dissipativité des
systèmes dynamiques. Pour cela, définissons «  supply rate » fonction suivante :

w t u t y t( ) ( ) ( )= −η 2 2 2
(2.4)

et rappelons que (2.3) est vérifiée si et seulement si le système (2.2) est dissipatif en fonction
de w(t) ([Wil72a&b, HiMo76]).
  Le Théorème A.10.1 assure que (2.2) est dissipatif si et seulement si l’intégrale suivante est
finie, pour toute condition initiale x R n∈ 2

 :



Chapitre VI : Une condition nécessaire et suffisante de stabilité incrémentale

75

V x
x
T

w t dta

T
( ) sup ( )=

→
>

∫
0

0
(2.5)

Le sup. étant pris sur u u Lm, 2 2∈ , et y(t) correspondant à la réponse du système (2.2) pour les
entrées u(t) et u2(t).
 V xa ( ) n’est pas «available »  fonction du système (2.1).

  Démontrons maintenant que les conditions du Théorème 2.1 garantissent la finitude de
l’intégrale  (2.5).
  Pour cela, on définit l’intégrale :

J x u u T y t u t dt
T

( , , , ) ( ( ) ( ) )0 2
2

0
2 2

= −∫ η  (2.6)

où y t( )  est la sortie du système (2.2) pour les entrées u u, 2 et la condition initiale

x x xT T T
0 10 20= ( , ) .

Si l'on ajoute à (2.6) les deux quantités nulles suivantes :
∂

∂
V x

x
f x g x u g x u x

( )
( ( ) ( ) ( ) & )

1
1 1 1 2 1 0+ + − =

∂
∂
V x

x
f x g x u x

( )
( ( ) ( ) & )

2
2 2 2 2 0+ − = (2.7)

on obtient :

  J x u u T y u
V x

x
f x g x u x dt

T
( , , , ) [

( )
( ( ) ( ) & )]0 2

2 2 2

2
2 2 2 20

= − + + − +∫ η
∂

∂

       + + + −∫ ∂
∂
V x

x
f x g x u g x u x dt

T ( )
( ( ) ( ) ( ) & )

1
1 1 1 120

(2.8)

Une intégration par parties du terme −
∂
∂
V
x

x&  conduit à :

[ ]J x u u T V x t y u
V x

x
f x g x u dtT

o

T
( , , ) ( ( )) [

( )
( ( ) ( ) )],0 2 0

2 2 2

2
2 2 2= − + − + + +∫ η

∂
∂

+ + +∫ ∂
∂
V x

x
f x g x u g x u dt

T ( )
( ( ) ( ) ( ) )

1
1 1 1 20

(2.9)

Posons maintenant :

Ψ= + + + + − +
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
η

V x
x

f x
V x
x

f x
V x

x
g x u

V x
x

g x
V x
x

g x u u u y yT T( )
( )

( )
( )

( )
( ) [

( )
( )

( )
( )]

1
1

2
2

1
1

1
1

2
2 2

2

que l’on réécrit en complétant le carré comme :

Ψ = − − +− −η η
∂

∂
η

∂
∂

∂
∂

u g x
V x

x
V x

x
g x g x

V x
x

T
T

T
T1

2
1
4

1

1

2

2

1
1 1

1
1( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
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+ + + + +
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
V x

x
f x

V x
x

f x y y
V x

x
g x

V x
x

g x uT( )
( )

( )
( ) [

( )
( )

( )
( )]

2
2

1
1

1
1

2
2 2

En utilisant les conditions (iii) et (iv), on obtient alors l’inégalité:

 Ψ ≤ − − −η η
∂

∂
u g x

V x
x

T
T1

2
1

1
1

2

( )
( )

(2.10)

qui  assure pour tout u u Lm e, ,
2 2∈  et tout T R∈ + , l’inégalité :

[ ]J x u u T V x t u g x
V x

x
dtT T

T
T

( , , ) ( ( )) ( )
( )

,0 2 0
1

1
1

2

0

1
2

0+ ≤ − − ≤−∫ η η
∂

∂

Par ailleurs, la condition (ii) assure
J x u u T V x V x T( , , ) ( ( )) ( ( )),0 2 0 0− ≤ − ≤

et donc nécessairement, pour x R n∈ 2  :
V xa ( ) < ∞

C.Q.F.D.

  L’obtention d'une condition nécessaire et suffisante est un problème difficile et bien connu
dans le contexte de la commande optimale (voir [Ka60], [Bo], [Be76]). L’obtention de telles
conditions est passé par une caractérisation des propriétés nécessairement satisfaites par la
fonction de coût optimal (voir par exemple [Fri], [Jam93a] et [Vi]) et par un élargissement de
la notion de solutions associées au équations d'Hamilton-Jacobi (voir par exemple [Fri] et de
façon plus générale [CrLi]).

Remarque :
  (i)- En [HiMo76] « available » fonction est supposée différentiable lorsqu’elle existe.2

  (ii)- En [HiMo80a], les auteurs contournent le problème en supposant le système fortement
commandable.

  Nous allons ci-dessous énoncer un théorème exprimant des conditions nécessaires et
suffisantes pour que le système (2.1) soit incrémentalement stable. Ce résultat est la
conséquence d’un résultat donné en [Jam93a] concernant les systèmes dissipatifs. Il est en
effet montré que « available » fonction d’un système dissipatif possède toujours une

                                                
2Il semble que la source de cette hypothèse doive être cherchée dans l'article [Mo] et dans [AnMo], où les auteurs
indiquent que des hypothèses sur la différentiabilité de  f,g et w sont suffisantes pour garantir la différentiabilité
de la fonction de coût optimal, les références qu’ils indiquent infirment cela (tout particulièrement [KA60]).
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enveloppe semi-continue inférieurement; à partir de cela, des conditions nécessaires et
suffisantes sont obtenues à partir des résultats récents sur les solutions d’équations aux
dérivées partielles [CrLi].

    Théorème 2.2
Soit η  une constante positive fixée. Le système non linéaire (2.1) est incrémentalement

stable, de gain incrémental inférieur ou égal à η, si et seulement si il existe une fonction
réelle, V définie de Rn n×  dans R, telle que les condition (i), (ii) du Théorème 2.1 soient
satisfaites pour tout x x Rn

1 2, ∈  et telle que V vérifie les inégalités aux dérivées partielles (iii)

et (iv) au sens faible (viscosité); i.e. pour chaque ϕ ∈ C R n1 2( ) et pour tout minimum local

x x x RT T T n
0 01 02

2= ∈( , )  de V* − ϕ , les deux équations suivantes doivent être vérifiées :

(v) 
∂ϕ

∂
∂ϕ

∂
η

∂ϕ
∂

∂ϕ
∂

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )x
x

f x
x

x
f x

x
x

g x g x
x

x
T0

1
01

0

2
02

2 0

1
01 01

0

1

1
4

+ + −

+ − − ≤( ( ) ( )) ( ( )) ( ))h x h x h x h xT
01 02 01 02 0

(vi)  
∂ϕ

∂
∂ϕ

∂
( )

( )
( )

( )
x

x
g x

x
x

g x0

1
01

0

2
02 0+ =

V x*( )  est l’enveloppe semi-continue inférieurement de V(x) définie comme :
V x V z

z x*( ) lim inf ( )=
→

    Démonstration : Le résultat énoncé dans [Jam93a] impose aux « storage » fonctions d’être
localement bornées; cette hypothèse est ici satisfaite, car nous avons supposé que l’espace
d’état du système (2.1) était atteignable depuis x. Ceci assure que toutes les « storage »
fonctions sont bornées ( [Th.2 (ii) , Wil72a]).

Remarques :
  (i) - En [Jam93b], un schéma numérique permettant d'approcher la solution d’une équation
aux dérivées partielles, dans la cadre de la norme induite 2, est donné.
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 3.  Les systèmes linéaires comme exemple

  Cette partie a pour simple but de démontrer, à l'aide du Théorème 2.1, un fait classique
d'analyse fonctionnelle : tout système linéaire borné est continu.
  Pour cela, considérons que y t T u tx( ) ( )=

0
 est un système linéaire invariant, possédant la

représentation minimale suivante :

&

( )

x Ax Bu
y Cx
x x

= +
=

=






 0 0

(3.1)

où u t Rm( ) ∈ , y t RP( ) ∈ et x t Rn( ) ∈ .

    Corollaire 3.1
Le système linéaire (3.1) est incrémentalement stable et de gain incrémental inférieur

ou égal à 1 si et seulement s’il est de gain inférieur ou égal à 1.

    Démonstration : La démonstration de ce corollaire est classique et repose sur la simple
égalité :
 T u u T u T ux x x0 0 01 2 1 2( ) ( ) ( )− = − .

  Nous allons, en fait, utiliser le Théorème 2.1 pour démontrer qu'un système borné est
nécessairement incrémentalement stable. Pour cela, rappelons le Lemme réel borné
(Anderson,  pour une démonstration voir [DGKF]) :

    Théorème 3.1
Le système (3.1) est de norme induite 2 inférieure ou égale à 1 si et seulement si il

existe une matrice, P ∈ ×Rn n, symétrique, définie positive telle que :
PA A P PBB P C CT T T+ + + =0             (3.2)

     Démonstration du Corollaire 3.1 : Considérons la fonction quadratique :
V x x x Px x Px x PxT T T( , )1 2 1 1 2 2 1 22= + −

Les conditions (i) et (ii) du Théorème 2.1 sont satisfaites.
La condition (iv) est vérifiée, en effet :
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∂
∂

∂
∂

V x x
x

B
V x x

x
B x P x P B x P x P BT T T T( , ) ( , )

( ) ( )1 2

1

1 2

2
1 2 2 12 2 2 2 0+ = − + − =

Calculons maintenant le membre de gauche de l'inégalité (iii) :

 Π = + +
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
V x x

x
Ax

V x x
x

Ax
V x x

x
BB

V x x
x

T
T( , ) ( , ) ( , ) ( , )1 2

1
1

1 2

2
2

1 2

1

1 2

1

1
4

+ − −( ) ( )Cx Cx Cx CxT
1 2 1 2

qui peut se réécrire comme :

Π =
+ + + − − − −

− − − − + + +
















( , )x x

PA A P PBB P C C PA A P PBB P C C
PA A P PBB P C C PA A P PBB P C C

x
x

T T
T T T T T T

T T T T T T1 2
1

2

Le Théorème implique que la condition (iii) est vérifiée, pour tout x x Rn
1 2, ∈ , puisque Π = 0.

C.Q.F.D.
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VII.  Synthèse incrémentale

1.  Introduction

  Dans le premier paragraphe de ce chapitre, nous explicitons les conséquences de la définition
de la stabilité interne1 sur la synthèse d’un correcteur incrémental.
  En fait, sur la base d’un résultat énoncé en [Wi70a], on montre que garantir la stabilité
interne du système bouclé est équivalent à garantir que toutes les linéarisations du correcteur
stabilisent le système non linéaire.
  Il découle de ce résultat que la synthèse d’un correcteur assurant la stabilité incrémentale du
système bouclé n’est possible que, si et seulement si, il existe un correcteur linéaire
stationnaire rendant le système incrémentalement stable. Cette équivalence est due à la
définition de la stabilité interne d’un système bouclé qui ajoute, de façon systématique, un
signal quelconque appartenant à L2, sur les mesures issues du système commandé : le
correcteur ne dispose pas « d’information » sur le point de fonctionnement du système
commandé.
  Dans la pratique, les mesures comportent ces informations. Pour tenir compte de cette
remarque, nous proposons de modifier la définition de la stabilité interne en restreignant
l’amplitude des signaux perturbateurs à l’aide d’opérateurs incrémentalement stables. Cette
modification, a pour intérêt majeur de nous laisser dans le cadre des problèmes d’optimisation
quadratique2.
  Dans le deuxième paragraphe, nous proposons une solution au problème de la synthèse
incrémentale par retour d’informations complètes (on mesure l’état du système et la
perturbation agissant sur le système). Ce paragraphe permet de souligner les diverses
difficultés de ce problème.

2.  Le paradoxe de la stabilité interne

u
P

K

+

−

+

+

e 1

e 2

y 1

y 2

1

u 2

                                                
1Voir appendice A.13
2On pourrait s’interroger ici sur l'intérêt de rester dans L2 et se demander s’il  ne vaudrait  pas mieux travailler
dans B∞ . La réponse à cette question en pose une autre : sait on résoudre un problème dans B∞ ?.
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figure 2.1

  Supposons ici que l’on sache calculer un correcteur K assurant la stabilité incrémentale du
système bouclé de la figure 2.1. De plus, supposons H et K de classe C1.

 

u'
DP+

−

+

+

e'1

e'2

y'1

y'2

1

u'2

w1

DKw2

figure 2.2

    Théorème 2.1 [Wi70a]
Le système bouclé de la figure 2.1 étant bien posé, si l'on suppose que les opérateurs

H et K sont dérivables sur Le
2 alors, le système bouclé est incrémentalement stable si et

seulement si le système linéarisé de la figure 2.2 est incrémentalement stable pour tout
( , )w w L Le e

1 2 2 2∈ ×  (uniformément en (w1,w2)).

u
P+

−

+

+

e 1

e 2

y 1

y 2

1

u 2

w2
DK

figure 2.3

Le corollaire suivant est immédiat :

    Corollaire 2.1
Si le système bouclé de la figure 2.1 vérifie les hypothèses du Théorème 2.1 alors le

système bouclé, constitué de toute linéarisation de K et du système commandé P (figure 2.3),
est incrémentalement stable.
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Ce résultat est lié au fait qu'aucune information statique n’est échangée entre le système P et
le correcteur K.

Remarque :
  - De façon parallèle et par une approche différente, un résultat similaire est proposé en [Ge].

  Le corollaire 2.1 montre la limite de à la définition de la stabilité interne d’un système
bouclé. En fait, dans la pratique, les sorties du processus commandé contiennent une
« information statique » permettant de connaître la zone de fonctionnement du système. Ceci
montre que, pour rester dans L2, il faut modifier la définition de la stabilité interne afin de
pouvoir limiter l’amplitude des perturbations exogènes agissant sur les sorties du système.

u P

K

+

−

+

+

e 1

e 2

y 1

y 2

1

u2

S

S

1

2

figure 2.4

  Nous introduisons pour cela, entre les entrées du système bouclé et les  perturbations u1 et u2,
les opérateurs de saturation S1 et S2 (figure 2.4) définis comme :

S diag f fi i i n= ( , ... , ), ,1

où les fonctions fi,j  sont des saturations régulières (i.e. C1) (figure 2.5). On peut démontrer,
sans difficulté, que la norme incrémentale associée aux opérateurs S1 et S2 est finie. Le
problème de la synthèse peut ainsi toujours être traité dans L2.

f(u)

u

figure 2.5
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3.  Une condition suffisante

  Soit un système dynamique, y H u w= ( , ) , de représentation d'état :

& ( ) ( ) ( )x f x l x u g x w= + +

y h x Du= +( ) (3.1)
x x( )0 0=

où u t Rs( ) ∈ , w t Rm( ) ∈ , z t RP( ) ∈  et x t Rn( ) ∈  . f, g, h sont C1 et de dérivées partielles

bornées. On suppose qu’il existe x Re
n∈  tel que f xe( ) = 0 et sans perte de généralité, on

suppose h xe( ) = 0 et xe = 0.

  On suppose que l’état, ainsi que la perturbation agissant sur (3.1), sont mesurés et l’on
cherche un correcteur K, dépendant de x et de w, tel que le système (3.1), bouclé par K
(u =€K(x,w)), soit incrémentalement stable et de gain incrémental inférieur à η.

Remarque :
  - On cherche ici un correcteur sous optimal. Le problème optimal correspond à chercher le η
minimum.

Posons les hypothèses suivantes:

  H3.1 : Il existe une fonction V x x( , )1 2 , de Rn n×  dans R, C1 et définie positive telle que
V ( , )0 0 0=  et  vérifiant les équations suivantes :

(i) V l x V l xx x2 12 1 0( ) ( )+ =

(ii) V g x V g xx x2 12 1 0( ) ( )+ =

(iii) V f x V f x V g x g x V V l x l x Vx x x
T

x
T

x
T

x
T

1 2 2 2 11 2
1
4

2
2 2

1
4 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ + − −−η

− − =V l x D h x h xx
T

1 1 1 2 0( ) ( ( ) ( ))

  H3.2 : Il existe γ η≤  et une fonction, S x x( , $ )1 2 , de Rn n×  dans R, C1 et définie positive telle
que S( , )0 0 0=  et vérifiant l'équation suivante :

(iv) S f x h x h x x x x xx e e e r
T

e r e e
T

e e
T

e( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ + − =γ α α α α2
1 1 2 2 0

où
x x xe

T T T= ( , $ )1 2

h x h x D u xr e e( ) ( ) ( ( ))*= +1
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f x
f x l x u x
f x g x w xe e

e

e

( )
( ) ( ) ( )
( $ ) ( $ ) ( )

*

*=
+

−











1 1

2 2

,  l x
l x
l xe e( )
( )
( $ )

=






1

2
,  g x

g x
g xe e( )

( )
( $ )

=






1

2

u x D D l x V x D h x h xe
T T

x e
T T* ( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ( ) ( $ ))]= − + −−1

2
1

1 1 21
2

w x g x V xe
T

x e
T*( ) ( ) ( )= 1

2 1 1

α γ1
1

2 2( ) ( ) ( )x g x S xe e e
T

x e e=

α 2
1
2( ) ( ) ( )x l x S xe e e

T
x e= −

H3.3 : Il existe une fonction W x z( , ) , de R n n2 2×  dans R, C1 et définie positive telle que
W( , )0 0 0=  et vérifiant les équations suivantes :

      (v)  W F x W F z W G x G x Wx e e z e e x e e e e
T

x
T

e e e e
( ) ( ) ( ) ( )+ + +−1

4
2η

+ − − =( ( ) ( )) ( ( ) ( ))H x H z H x H ze e e e
T

e e e e 0

      (vi)  W G x W G zx e e z e ee e
( ) ( )+ = 0

où

 F x
f x l x u x l x u x
f x l x u x g x w xe e

e e

e e

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( $ ) ( $ ) ( ) ( $ ) ( )

* *

* *=
+ +

+ −











1 1 1 2

2 2 2 2

u x l x S xe e e
T

x e2
1
2

* ( ) ( ) ( )= −

G x
g x
g xe e( )

( )
( $ )

=






1

2

h x h x D u x u xe e e e( ) ( ) [ ( ) ( )]* *= + +1 2

et  z z ze
T T T= ( , )1 2
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    Théorème 3.1
Si H3.1, H3.2 et H3.3 sont satisfaites, alors le problème de la synthèse d’un correcteur

par retour d’informations complètes admet une solution dynamique donnée par :
$& ( $ ) ( $ ) ( , $ ) ( $ ) ( , $ ) ( $ )* *x f x l x u x x g x w x x g x w2 2 2 2 2 2 2 2= + + +

u u x x u x x= +* *( , $ ) ( , $ )2 2 2

    Démonstration : Elle est réalisée en deux étapes. Comme nous l’avons vu au paragraphe
précédent, le calcul de la norme incrémentale nécessite l’introduction d’un système fictif,
doublant la dimension de l’état du système considéré. Sur cette base nous ramenons le
problème de synthèse à la résolution d’un problème de jeux différentiels à somme nulle.
Notons que cette première étape nécessite la résolution d’un problème doublement singulier
en la commande et en la perturbation.
  La solution, obtenue lors de cette première étape, dépend des variables d’état du système
augmenté. Elle dépend donc explicitement de variables d’état non mesurées (les variables
d’état du système fictif). La recherche d’une solution ne dépendant que des variables mesurées
oblige à considérer un problème de jeux différentiels à information incomplète (l’un des
joueurs ne possède qu’une partie de l’état du système). La deuxième étape de cette
démonstration propose une solution à ce type de problème.

Etape 1

 Considérons le système augmenté :

& ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x f x l x u l x u g x w g x w1 1 1 2 2 1 1 2= + − + +

& ( ) ( ) ( )x f x l x u g x w2 2 2 2 2 2= + +
y h x h x Du= − +( ) ( )1 2 (3.2)
x x1 00( ) =
x x2 00( ) =

 où
u u u= −1 2,
w w w= −1 2 .

et posons
x x xt

T T T= ( , )1 2

w w wt
T T T= ( , )2

u u ut
T T T= ( , )2

Par ailleurs, pour simplifier l'exposé, on pose η = 1.
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Maintenant, on associe au système 3.2, l’intégrale :

J u w y t w t dtt t

T
( , ) ( ( ) ( ) )= −∫

0

2 2
(3.3)

et l’on cherche une commande ut rendant le système (3.1) incrémentalement stable, i.e. pour
toute condition initiale x Rt

n
0

2∈  et pour tout T > 0, le système bouclé doit vérifier la
condition :

sup[ ( , ]
w

J u w
t

t t < ∞ (3.4)

Ceci est équivalent à demander que « l'available » fonction associée au système (3.2), lorsqu'il
est  bouclé par ut, soit finie (voir Théorème A.10.1).
  Le choix de ut peut être lui aussi fait de façon optimale en minimisant J. En d'autres termes
on cherche ut  tel que :

sup[inf ( , ]
w u J u w

t t
t t < ∞ (3.5)

  Nous sommes donc confrontés à un problème de jeux différentiels à somme nulle (ut et wt ont
une action antagoniste sur le critère).

  Pour résoudre ce problème nous introduisons l’hamiltonien H R R R R Rn n m s: 2 2 2 2× × × →
associé à (3.5), sous la contrainte (3.2), définie par :
 H x w u f x g x w l x u g x w l x u f x g x w l x ut

T
t t

T( , , , ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) )λ λ= + + + + + +1 1 1 1 2 1 2 2 2 2 2 2

+ −y w
2 2    

(3.6)
Dans la suite λ sera  séparé en deux termes de dimensions égale.

 λ λ λT T T= ( , )1 2  

Ecrivons les conditions nécessaires associées au critère à satisfaire :

∂
∂
H
ut w u w ut t t t( , ) ( , )* *=

= 0   
∂
∂

H
wt w u w ut t t t( , ) ( , )* *=

= 0 (3.7)

qui  conduisent à un problème de commande optimale singulière en u2 et w2 puisque :
∂
∂

λ λ
H
u

l x l xT T

2
1 1 2 2 0= + =( ) ( )  (3.8)

∂
∂

λ λ
H
w

g x g xT T

2
1 1 2 2 0= + =( ) ( ) (3.9)

 impliquent :
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∂
∂

2

2
2

0
H
u

=
∂
∂

2

2
2

0
H
w

=

Les commandes u et w peuvent  être calculées :
∂
∂

λ
H
u

l x Y D u D D
u u

T T T T

 


 = + + =

= *

( ) *
1 1 2 2 0

et
∂
∂

λ
H
w

g x w
w w

T T

 


 = − =

= *

( ) *
1 1 2 0

où
u x D D l x D Yt

T T T T*( , ) ( ) [ ( ) ]λ λ= − +−1
2

1
1 1 2 (3.10)

w x g xt
T T*( , ) ( )λ λ= 1

2 1 1 (3.11)
et Y h x h x= −( ) ( )1 2 .
Le hessian de H par rapport aux commandes étant égal à :

R
H

u w

D D

It t s
= =

−



















∆ ∂
∂

2

2

2 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0
0 0 0 0

( , )

'

 

on a, pour tout λ ∈ R n2  et x R n∈ 2 , l'inégalité :
H x w u x H x w x u xt

T
t t t

T
t

T
t t

T
t t

T( , , , ( , )) ( , , ( , ), ( , ))* * *λ λ λ λ λ≤
où

u x u x ut t
T

t
T* *( , ) ( ( , ), )λ λ= 2

w x w x wt t
T

t
T* *( , ) ( ( , ), )λ λ= 2

puisque
∂
∂

2

2 0
H
w

<  
∂
∂

2

2 0
H
u

> (3.12)

En fait, (3.12) assure que pour tout λ ∈ R n2  et tout x R n∈ 2 , on a
H x w u x H x w x u x H x w x ut

T
t t t

T
t

T
t t

T
t t

T
t

T
t t

T
t( , , , ( , )) ( , , ( , ), ( , )) ( , , ( , ), )* * * *λ λ λ λ λ λ λ≤ ≤
(3.13)

(ut
*, wt

*  est un point de selle de H)
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On réécrit alors H en fonction de u xt t
T*( , )λ , de w xt t

T*( , )λ  et de R :

H x w u H x w u
u u
w w

R
u u
w wt

T
t t t

T
t t

T

( , , , ) ( , , , )* *
*

*

*

*λ λ= +
−
−











−
−









 (3.14)

H3.1 assure l’existence de λT . En effet, posons

λ
∂
∂

T

t

V
x

= (3.15)

les conditions (i) et (ii) assurent (3.8) et (3.9). On obtient l'égalité :
dV
dt

V f x g x w l x u g x w l x u V f x g x w l x ux x= + + + + + + +
1 21 1 1 1 2 1 2 2 2 2 2 2( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) ( ) )

= + + +V f x g x w l x u V f xx x1 21 1 1 2( ( ) ( ) ( ) ) ( ) (3.16)

La condition (iii) assure que :

 H x
V
x

x w x
V
x

u x
V
xt

t
t t t

t
t t

t
( , ( ), ( , ), ( , ))* *∂

∂
∂
∂

∂
∂

= 0 (3.17)

et donc, en utilisant (3.14), que

H x
V
x

w u
u u
w w

R
u u
w wt

t
t t

t t

t t

T
t t

t t

( , , , )
*

*

*

*

∂
∂

=
−
−











−
−









 (3.18)

En combinant (3.6), (3.16) et (3.18), on obtient :
dV
dt

w t y t H x u w u u x x w w x xt t t− + = = − − −( ) ( ) ( , , ) ( , ) ( , )* *2 2
1 2

2

1 2

2

(3.19)
où

u x x u x
V
xt

t

* *( , ) ( , )1 2 =
∆ ∂

∂

w x x w x
V
xt

t

* *( , ) ( , )1 2 =
∆ ∂

∂

En utilisant la commande u x x*( , )1 2  et en intégrant  (3.19) par rapport au temps, on a :

( )− + − = − − −∫ ∫V x y t w t dt V x T w t w x t dtt

T

t t

T

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))*
0

2 2

0

2

0

(3.20)
et enfin, V étant définie positive, on a pour tout T et w Lm∈ 2  :

( )y t w t dt V x
T

t( ) ( ) ( )
2 2

0
0− ≤ < ∞∫

Ceci permet de vérifier (3.4).
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Etape 2

Au vu du calcul précédent on envisage deux cas.
   u x x*( , )1 2  se divise en deux fonctions identiques dépendant respectivement de x1 et de x2 :

u x x k x k x*( , ) ( ) ( )1 2 1 2= −
Si l'on pose :

u x t x t k x t2 1 2 2( ( ), ( )) ( ( ))=
∆

On écrit (3.2) comme :

& ( ) ( )[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )( )x f x l x k x k x l x k x g x w w1 1 1 1 2 1 2 1 1 2= + − + + −
& ( ) ( ) ( ) ( )x f x l x k x g x w2 2 2 2 2 2= + +
y h x D k x h x D k x= + − −( ) ( ( )) ( ) ( ( ))1 1 2 2

x x1 00( ) =
x x2 00( ) =

Ces équations correspondent au système augmenté associé au système initial commandé par
u k x= ( ).

Nous obtenons, dans ce cas, un correcteur statique et les conditions H3.2 et H3.3 sont
caduques.

Remarques :
  (i) - Pour analyser les conséquences liées à la décomposition de u*(x1, x2) en deux termes ne
dépendant que de x1 et de x2, supposons que l(x1) = B et que V soit C2 et  rappelons

u x x D D l x V D YT T
x

T T*( , ) ( ) [ ( ) ]1 2
1
2

1
1 1

2= − +−

Si l’on s’intéresse uniquement à la partie contenant les termes croisés qui dépendent de
V x xx1 1 2( , ), on différentie le terme croisé par rapport à x1 :

F x
x

BV x xx( ) ( , )1
1

1 21
=

∂
∂

et par rapport à x2 :

F x
x

BV x xx( ) ( , )2
2

1 21
=

∂
∂

En différentiant maintenant la condition (ii) de H3.1, on obtient :
∂

∂
∂

∂x
BV B

x
Vx x

2 2
1 2

0[ ] [ ]+ =

et 
∂

∂
∂

∂x
BV B

x
Vx x

1 1
1 2

0[ ] [ ]+ =
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qui impliquent que, pour tout ( , )x x R n
1 2

2∈ , on a :
F x F x( ) ( )1 2= −

et donc nécessairement :
F x A( )1 =

où A est une matrice constante
La commande optimale admet donc la forme :

u x x Ax D h x Ax D h xT T∗ = + − −( , ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2

Ce calcul explique les simplifications du cas linéaire.

  (ii) - La nature singulière du critère a pour conséquence directe que la commande u*(x1, x2)
n'assure pas la stabilité asymptotique du système (3.2). Un simple exemple l’illustre :
supposons que le système 3.1 soit instable en boucle ouverte et que u2 et w2 soient égales à
zéro alors il est clair que x2 est instable.
  (iii) - Une conséquence directe de la remarque précédente est que la condition (3.13)
n'implique pas que (w ut t

* *, ) soit un point selle pour le jeu à horizon infini (i.e. on ne peut pas

démontrer la relation J w u J w u J w ut t t t t t( , ) ( , ) ( , )* * * *≤ ≤ ). Ceci a pour conséquence que u* joue
de façon sûre mais pas nécessairement de façon optimale. Ce problème est lié à l'absence de
contrainte sur x(T) (par exemple lim ( )

T tx T
→∞

= 0) (voir  [Ma, MaHo]).

  Nous nous intéressons maintenant au cas où u*(x1, x2) ne peut pas se diviser en deux termes;
il manque l'état x2.
  On peut aborder ce problème de deux façons différentes, soit du point de vue de la théorie
des jeux différentiels avec information incomplète ([RhLu69a&b , BeCo, Be91a&b, BaBe])
soit en utilisant le « lemme incrémental borné » (Théorème VI.2.1) comme dans le cadre H∝

linéaire (voir par exemple [PeAnJo, GaAp]) ou non linéaire (voir IsAs92a&b, BaHeWa]).
  Nous allons utiliser une heuristique consistant à « estimer » l'état manquant au sens du pire
cas  et  à utiliser le « principe d'équivalence certaine », c'est à dire remplacer dans notre retour
d'état complet x2 par son « estimé » [RhLu69a&b].
  On considère donc que x2(t) est reconstitué à l'aide d'un observateur dynamique de la forme :

$& ( $ ) ( $ ) ( $ ) ( , $ ) ( $ )*x f x l x u g x w x x g x w2 2 2 2 2 1 2 2= + − + (3.21)
$ ( ) ( )x x2 20 0=

Puisque w w w x x2 1 1 2= −
*( , $ ), $x2  parcourt la trajectoire « pire cas ». Par ailleurs, il n'y a pas de

« recalage » puisque l’on ne dispose d'aucune mesure concernant x2 si ce n'est sa condition
initiale. C'est en fait un observateur « boucle ouverte ».
  La boucle fermée est de la forme :
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& ( ) ( ) ( , $ ) ( ) ( )*x f x l x u x x l x u g x w1 1 1 1 2 1 2 1= + + +

$& ( $ ) ( $ ) ( $ ) ( , $ ) ( $ )*x f x l x u g x w x x g x w2 2 2 2 2 1 2 2= + − + (3.22)
x x1 100( ) =
$ ( )x x2 100 =

y h x D u x x u= + +( ) [ ( , $ ) ]*
1 1 2 2

  Au vu de la remarque (ii) ci dessus, le système (3.22) n'est pas nécessairement stable. Nous
allons, pour résoudre ce problème, utiliser le degré de liberté laissé par le choix de u2.
Si le système (3.22) est  incrémentalement stable alors il est nécessairement L2 gain stable. On
va donc choisir une commande u2 rendant (3.22) L2 gain stable et de gain  inférieur à η  = 1.
On cherche donc u x x2 1 2

*( , $ ) telle que, pour toute condition initiale, tout T et tout w Lm∈ 2 , on
ait :

( ( ) ( ) )y t w t dt
T

2 2

0

− < ∞∫
Pour cela, on utilise les résultats classiques concernant la minimisation de la norme induite 2
(voir par exemple [Is91]). Posons :

x x xT T T= ( , $ )1 2

f x
f x l x u x x
f x g x w x xe ( )

( ) ( ) ( , $ )
( $ ) ( $ ) ( , $ )

*

*=
+

−









1 1 1 2

2 2 1 2

  

l x
l x
l xe ( )
( )
( $ )=







1

2

g x
g x
g xe ( )

( )
( $ )

=






1

2
 

h x h x D u x xr ( ) ( ) [ ( , $ )]*= +1 1 2

alors, en considérant l'hamiltonien :

H x w u f x g x w l x u y wT T
e e e( , , , ) ( ( ) ( ) ( ) )λ λ2 2

2 2= + + + −

on peut démontrer que la condition (iv) H3.2, assure :

H x
S
x

w u u x w xe( , , , ) ( ) ( )
∂
∂

α α2 2 2

2

1

2
= − − −

et

S f g w l u u x w x y wx e e e( ) ( ) ( )+ + = − − − − +2 2

2

1

2 2 2α α

En utilisant la commande u x x x x2 1 2 2 1 2
*( , $ ) ( , $ )=α  et en intégrant cette dernière égalité, on

obtient :
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( )− + − = − − −∫ ∫S x y t w t dt S x T w t x t dt
T T

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))0
2 2

0
1

2

0

α

et donc, pour toute condition initiale x0, tout T et w Lm∈ 2  :

( )y t w t dt S x
T

( ) ( ) ( )
2 2

0
0− ≤∫

Pour conclure, il ne reste plus qu’à noter que le système (3.1), commandé par le correcteur
dynamique :

$& ( $ ) ( $ ) ( , $ ) ( $ ) ( , $ ) ( $ )* *x f x l x u x x g x w x x g x w2 2 2 2 2 2 2 2= + + +

u u x x u x x= +* *( , $ ) ( , $ )2 2 2

est incrémentalement stable puisque l’hypothèse H3.3 assure qu‘il existe une fonction W
satisfaisant les conditions du Théorème VI.2.2.

C.Q.F.D.
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VIII.  Approximation d’objectifs incrémentaux et L.M.I.

1.  Introduction
  Sur la base du Lemme IV.2.1, nous proposons une méthode de synthèse garantissant la
stabilité incrémentale du système non linéaire en combinant stabilité quadratique et demande
de type L2.
  L’utilisation de fonctions quadratiques dans le contexte entrée/sortie est apparue en [Saf80]
et [SaAt78] où le problème de la robustesse des correcteurs LQ est abordé. L’approche  utilise
la solution de l’équation de Riccati associée à la résolution du problème LQ comme un
multiplieur particulier, les marges de robustesse sont alors caractérisées à travers le maintien
de la positivité d’un produit de matrices. Ce critère garantit la stabilité absolue du système à
l’aide d'une fonction de Lyapunov quadratique.
  Les récents développements concernant la stabilité quadratique, le L2 gain et la résolution
d’Inégalités Matricielles Linéaires (L.M.I.), permettent de proposer une solution au problème
de la synthèse incrémentale.
  Dans un premier temps, nous donnons une condition suffisante pour qu’un système soit
incrémentalement stable. Dans le paragraphe 3, nous nous intéressons au problème de la
synthèse d’un correcteur par retour d’état complet. Enfin, dans le paragraphe 4, nous discutons
le problème de la synthèse d’un correcteur par retour d’état partiel.

2.  Stabilité incrémentale et stabilité quadratique

 On considère l’opérateur non linéaire, z H wx=
0
( )  et sa représentation d’état associée :

& ( ) ( )
( ) ( )

( )

x f x g x w
z h x j x w
x x

= +
= +

=






 0 0

(2.1)

où w t Rm( ) ∈ , z t RP( ) ∈  et x t Rn( ) ∈ . On suppose que f g h j, , ,  sont C1 et de dérivées

partielles bornées et qu'il existe x Re
n∈  tel que f xe( ) = 0. Sans perdre en généralité on

suppose que h xe( ) = 0 et xe = 0.

  On associe au système (2.1) sa linéarisation le long de l'entrée w tr ( ) , z DH wx wr
=

0 , ,

possédant la représentation d'état suivante :
& ( ) ( )

( ) ( )
( )

x A x x B x w
z C x x D x w
x

r r

r r

= +
= +

=0 0
(2.2)
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où A x
f
x

g
x

wr( ) = +
∂
∂

∂
∂

, B x g x( ) ( )= , C x
h
x

J
x

wr( ) = +
∂
∂

∂
∂

, D x J x( ) ( )= ,  w t w t w tr( ) ( ) ( )= − ,

x t x t x tr( ) ( ) ( )= − , z t z t z tr( ): ( ) ( )= −  et où x tr ( )  est la solution de (1.1)  pour l'entrée w tr ( )et
la condition initiale x x( )0 0= .

On définit la fonction :

ω( )
( ) ( )
( ) ( )x

A x B x
C x D x=







et l’on fait l’hypothèse suivante :

  H2.1 : L’ensemble { }Ω = ∈ω( )|x x Rn  est fermé.

    Lemme 2.1
S'il existe ~η > 0  et X Rn n∈ ×  où X X T= > 0 , tels que, pour tout x Rn∈  :

A x X XA x XB x C x
B x X I D x

C x D x I

T T

T
m m

T

p p

( ) ( ) ( ) ~ ( )
( ) ~ ( )

~ ( ) ~ ( )

+
−

−

















<

−

×
−

− −
×

η
η

η η

1

1

1 1

0 (2.3)

alors, (2.1) est incrémentalement stable pour tout x Rn
0 ∈  et il existe η η< ~  tel que

Hx0 ∆
≤ η .

    Démonstration : La démonstration se fait en deux étapes. La première étape démontre que
le système 2.2 est L2 gain stable pour tout x Rn∈  et donc que (2.1) est incrémentalement
borné. La seconde étape démontre que le système non linéaire (2.1) est L2 gain stable pour
toute condition initiale x0 et donc que (2.1) est incrémentalement stable.

Etape 1 : Nous démontrons que z H wx=
0
( )  est incrémentalement borné.

  On simplifie le problème en remarquant que la condition (2.3) assure que, pour tout x Rn∈  :

−
−









 <×

−

−
×

I D x
D x I
m m

T

p p

~ ( )
~ ( )

η
η

1

1 0 (2.4)
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et donc que ( ~ ( ) ( ))I D x D xT− − −η 2 1 est toujours inversible. Soit le changement de variables :

~( )
~( )

~ ( ) ( ~ ( ) ( ))
( ~ ( ) ( )) ~ ( )

( )
( )

w t
z t

D x I D x D x
I D x D x D x

w t
z t

T T

T







 =

−
− −


















− −

− −

η η
η η

1 2

2 1

1
2

1
2

(2.5)

tel que η − − = −1 z w z w~ ~ .

  On considère le nouveau système, ~ ~~z Gw= , ayant la représentation d’état :
& ~( ) ~( ) ~

~ ~( )
( )

x A x x B x w
z C x x
x

r r

r

= +

=
=0 0

(2.6)

où
~( ) ( ) ( )( ( ) ( )) ( ) ( )A x A x B x I D x D x D x C xT T= + −− − −η η2 2 1 ,
~( ) ~( )( ( ) ( ))B x B x I D x D xT= − − −η 2 1

2 , (2.7)
~( ) ( ( )( ( ) ( )) ( )) ( )C x I D x I D x D x D x C xT T= − −− − − −η η η1 2 2 1 1

2 ;

Après ce changement de variable, la condition (2.3), peut, à l’aide d’une Lemme de Schur,
être transformée en une inégalité de Riccati :

~ ( ) ~( ) ~ ( ) ~( ) ~( ) ( )A X x XA x C x C x XB x B x XT T T+ + + <0 (2.8)

  Dans la suite, pour simplifier les expressions, nous supprimons la dépendance explicite en x.
Considérons, maintenant, la fonction :

V x x XxT( ) =
que l’on dérive par rapport au temps,

&( ) & & [ ~] [ ~]V x x Xx x Xx x X Ax Bw Ax Bw XxT T T T= + = + + +
On utilise alors (2.8) et la technique du complément du carré pour obtenir :

&( ) ~ ~ ~ ( )V x z w w B x XxT+ − + − <2 2 2
0

que nous intégrons de t = 0 à t = T, pour obtenir :

( )V x T V x z t w t w t B x t Xx t dtTT
( ( )) ( ) ( ) ~( ) ~( ) ~ ( ( )) ( )− + − + − <∫0

2 2 2

0
0

Comme x0 0= , et que X > 0, on a

( )z t w t dt
T

( ) ~( )
2 2

0
0− <∫

et donc, pour tout ~( )w t Lm∈ 2 , l’inégalité attendue :
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z t dt w t dt( ) ~( )
2

0

2

0

∞ ∞∫ ∫<

La norme de G est donc strictement inférieure à 1 (i.e. G i2
1< ).

  Comme ~ ~ ~η − − = −1 z w z w , la norme induite de la linéarisation de (2.3) est strictement

inférieure à ~η  (i.e. DHx w ir0
2

,
~≤ <η η ).

Il ne reste plus qu’à utiliser le Lemme IV.3.1 pour obtenir le résultat suivant :

H DHx
w Lm

x we

r

r∆
= ≤

∈

sup ,

2
0

η

Etape 2 : Nous démontrons que H wx0
( ) est L2 gain stable.

             

H w

e' X −1 e x

H1

2

X

I n

f x( )

w

−

xg ( )

s -1

 [  ]

figure 2.1

  On étudie la stabilité de l’interconnexion (figure 2.1) des deux opérateurs suivants:
H w X f x g x w2[ ] [ ( ) ( ) ]= + (2.9)

et
H X diag s s1

1 1 1= − ( / ,..., / ) (2.10)

les intégrateurs sont initialisés en x(0) = x0. Nous utilisons pour démontrer le résultat  le
Théorème A.15.1.
Pour cela, rappelons un résultat démontré en [Saf80], liant les propriétés de H à celles de sa
dérivée :
  Si H est un opérateur Fréchet différentiable et que toutes ses dérivées sont strictement
passives uniformément (i.e.< ><u DH ux, 0), alors, H est strictement passif (i.e. < ><u Hu, 0).
Nous en donnons une démonstration rapide.
 Si H est dérivable, on a :

< >= ∫x H x x D Hdzz

x
, ( ) , )

0
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que l’on normalise par rapport à x :

< >= ∫x H x x D Hdz, ( ) , α α
0

1

Il ne reste qu’à permuter l’ordre d’intégration pour obtenir :

< >= ∫x H x x D H dz, ( ) , α α
0

1

et conclure :
< >< ⇒< ><u DH u u Hux, ,0 0

  L’équation (2.3) garantit la passivité de la dérivée de H2[0] par rapport à x  (pour w = 0, on a
DH PA xx2 = ( )). Ceci assure que < ><u H u, [ ]2 0 0 . Cette implication se traduit en termes

sectoriels par l’inclusion suivante :

 [Graph( )]H2
I  est strictement à l’intérieur du Secteur Fp( )   (2.11)

où F
I

Ip =
−

−






0
0

  Par ailleurs, un intégrateur multiplié par une matrice positive étant passif, quelque soit la
condition initiale ([DeVi p175]), ceci implique :

Graph( )H1  est à l'extérieur du Secteur Fp( )   (2.12)

Les condition (i) et (ii) du Théorème A.15.1 sont satisfaites. Il ne reste donc à démontrer que
l’opérateur H2[w] est stable, de gain fini par rapport à l'ensemble H H2 2 0[0] = Graph( [ ]) , au
sens de la terminologie introduite par  Safonov (voir def. A.15.1); i.e. il existe une constante
k > 0 telle que pour tout w Le∈ 2 , et tout ( ) ( [ ])x y H w, Graph∈ 2 , il existe un point
( , ) Graph~ ~ ( [ ])x y H∈ 0  tel que :

P y y P x x k P wT T T(~ ) (~ )- -
2 2 2

+ ≤ ∀ ∈ +T R (2.13)

Comme la dérivée partielle de g par rapport à x est bornée, on a, pour tout w w Lm e
2 2 2, ,∈  :

P g x w g x w
g x

x
P w wT

x Rn
T[ ( ) ( ) ] sup (

( )
) [ ]1 2 1 2− ≤ −

∈

σ
∂

∂
∀ ∈ +T R

Maintenant, si nous posons :
y f x= ( )

et
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~ ( ) ( )y f x g x w= +

on obtient :

P y y P x x P g x w

g x
x

P w

T T T

x Rn
T

(~ ) (~ ) [ ( ) ]

sup (
( )

) [ ]

- -
2 2 2

+ =

≤
∈

σ
∂

∂

Ceci démontre (2.13) et implique l’existence de deux constantes positives γ β,  telles que
x w≤ +γ β

Il ne reste plus, pour conclure, qu’à utiliser la bornitude des dérivées partielles de h et j :

z h x j x w
h x

x
x

j x
x

w
x Rn x Rn

≤ +

≤ +
∈ ∈

( ) ( )

sup (
( )

) sup (
( )

)σ
∂

∂
σ

∂
∂

C.Q.F.D.

Remarques :
  (i) - On peut appliquer le Lemme 2.1 à des systèmes de la forme & ( , )x f x w= , en supposant f
Lipschitz continue en ses arguments.
  (ii) - L’inégalité (2.3) est une A.M.I. (Inégalité Matricielle Affine) qui constitue (pour ~η  fixé)

une contrainte convexe sur X.  Par ailleurs, XT = X > 0 est aussi une contrainte convexe sur X .
En fait, les hypothèses faites sur les fonctions f,g,h et j assurent que l’on puisse ramener ce
problème à un problème d’optimisation convexe ayant un nombre infini de contraintes. Un tel
problème peut être résolu de façon approchée en le discrétisant. On renvoie à [BGFV] et
[Gu93&94] pour une discussion approfondie de la nature et du mode de résolution d’un tel
problème. La référence [Ne] explicite la nature N.P. dur (Non Polynomial dur) des
algorithmes devant résoudre ce type de problème; ceci implique que la résolution de ce type
de problème ne soit possible que pour un faible nombre de paramètres (i.e. faible dimension
du vecteur d’état du système).

3.  Synthèse d’un correcteur linéaire avec retour d’état complet

  On s’intéresse dans ce chapitre au problème de la synthèse d’un correcteur par retour d’état
complet assurant la stabilité incrémentale du système. Nous utilisons pour cela des résultats
récents ([BGFV] ,[Gu93&94]) qui permettent de transformer ce problème en un problème
d’optimisation convexe.
Soit le système non linéaire en boucle ouverte :
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& ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

x f x g x w k x u
z h x j x w q x u
x x

= + +
= + +

=






 0 0

(3.1)

où u Rq∈ ; les autres variables ont été précédemment définies.
  On associe à (3.1), sa linéarisation le long de l'entrée w tr ( ) , z DH wx wr

=
0 , , possédant la

représentation d'état :

& ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

x A x x B x w B x u
z C x x D x w D x u
x

r r r

r r r

= + +
= + +

=








1 2

1 2

0 0
 (3.2)

et soit

ωc x
A x B x B x
C x D x D x( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

=






1 2

1 2

On suppose

  H3.1 : L’ensemble

{ }Ωc
nx x R= ∈ω( )|

est fermé.

    Proposition 3.1
S'il existe ~η > 0 , $K  et X Rn n∈ ×  ( X X T= > 0), tels que pour tout x Rn∈  :

− − − +
− −

− + + + +
















<

×

×

I D C D K X
D I B

X C D K B X A B K A B K X

m m
T

p p
T

T T

1
1 2

1
1

1
1

2
1

1 2 2

0
η

η η

η

( $ )

( $ ) [ ( $ ) ( $ ) ]
~ ~

~

(3.3)

alors (3.1), commandé par u KX x= −$ 1 , est incrémentalement stable pour tout x Rn
0 ∈  et il

existe η η< ~  tel que Hx0 ∆
≤ η .

Remarques :
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  (i) - L’intérêt de ce résultat est lié au fait que l’inégalité (3.3) est une A.M.I. (Inégalité
Matricielle Affine) qui constitue, pour ~η  fixé, une contrainte convexe sur X.
  (ii) - Il est en fait possible de réduire le nombre infini de contraintes données par (3.3) en
ajoutant des conditions sur Ωc(voir [BGFV], [BePa] et [Gu93&94]).

4.  Synthèse d’un correcteur non linéaire par retour d’état partiel

 La synthèse d’un correcteur, par retour de sorties, assurant la stabilité quadratique du système
ne peut pas, en générale, être formulée comme un problème d’optimisation convexe. Ceci a
conduit les auteurs à s’intéresser aux systèmes possédant une structure particulière permettant
de ramener le problème de la synthèse d’un correcteur par retour de sortie, à un problème
d’optimisation convexe ou semi-convexe. La plupart des travaux généralisent les résultats
obtenus dans le cadre H∝  ([Gah, GahAp]) et concernent principalement les systèmes linéaires
dépendant de paramètres variant dans le temps ([BPPB, BePa]) ou encore les problèmes
pouvant être mis sous forme de L.F.T. ([ApGa, Pa]). Notre problème permet d’utiliser les
résultats concernant les systèmes linéaires dépendant de paramètres variant dans le temps
([BePa]).

  Soit le système non linéaire en boucle ouverte :

& ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

x f x g x w k x u
z h x j x w q x u
y l x m x w n x u
x x

= + +
= + +
= + +

=








 0 0

(4.1)

où y Rs∈  , les autres variables étant définies comme précédemment.
  On associe à (4.1) sa linéarisation le long de l'entrée w tr ( ) , z DH wx wr

=
0 , , possédant la

représentation d'état :

& ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

x A x x B x w B x u
z C x x D x w D x u
y C x x D x w D x u
x

r r r

r r r

r r r

= + +
= + +
= + +

=










1 2

2 11 12

2 21 22

0 0

(4.2)

et ωc

ωc x
A x B x B x
C x D x D x
C x D x D x

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

=














1 2

1 11 12

2 21 22
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On suppose

  H4.1 : L’ensemble

{ }Ωc
nx x R= ∈ω( )|

est fermé.

 Pour simplifier les notations et les résultats présentés, nous considérons le cas suivant :
D p m11 0= × D s q22 0= ×    D D IT

q12 12 =  D D IT
s12 21 = D CT

q n12 1 0= ×  et B DT
n s1 21 0= ×

Rappelons le résultat suivant :

    Théorème 4.1 [BePa]
S’il existe deux matrices X Rn n∈ ×  et Y Rn n∈ ×  telles que X X T= > 0, Y Y T= > 0 et

telles que pour  x Rn∈  on ait  :

AY YA B B YC B
C Y I

B I

T T T

T

+ −
−

−

















<

−

−

2 2 1
1

1

1
1

1

0

~

~

η

η
(4.3)

A X XA C C XB C
B X I

C I

T T T

T

+ −
−

−

















<

−

−

2 2 1
1

1

1
1

1

0
0

0

~

~

η

η
(4.4)

X I
I Y

~
~

η
η

−

−









 ≥

1

1 0 (4.5)

alors le correcteur dynamique
& ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )
( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )

x t A x t x t B x y t
u t C x t x t D x y t

k k r k k r

k r k k r

= +
= +

où  
A x A x B x B x B x B x Z C x C x H xK

T T T( ) ( ) ~ ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( ) ( )]= + − − +− −η η2
1 1 2 2 2 2

2 ,

B x ZC xK
T( ) ( )= 2 ,  C x B x YK

T( ) ( )= − −
2

1, D xK ( ) = 0 , Z X Y= − − −( ~ )η 1 1

et
H x Y A x A x Y Y B x B x Y

C x C x Y B x B x Y

T T

T T

( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ~ ( ) ( ) ]

= − + − +

+ +

− − − −

− − −

1 1 1
2 2

1

1 1
2 1

1 1
1η
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rend le système (4.2) L2 -gain stable et il existe η η< ~  tel que DHx w ir0
2

, ≤ η .

Remarque :
  (i) - Les inégalités (4.3) et (4.4) sont des A.M.I. qui constituent, pour ~η  fixé, des contraintes
convexes sur X et Y; par ailleurs, l‘inégalité (4.5) est elle-même une contrainte convexe sur X
et Y.

  La difficulté principale, dans le contexte non linéaire, réside ici dans le fait que les
paramètres variant dans le temps sont les états du système non linéaire. Ce résultat ne
s’applique que si d’une part on mesure (parfaitement) une partie de l’état et d’autre part si les
systèmes non linéaires dépendent uniquement de ces même états. Par ailleurs, il faut que la
linéarisation du correcteur non linéaire soit égale à la solution proposée dans ce Théorème, en
d’autres termes le correcteur doit être intégrable. Au vu de la solution, il apparaît que la
matrice A(xr) n’est pas concernée par ce problème. Les autres matrices doivent, posséder des
structures particulières de telle sorte que le correcteur final soit intégrable (Théorème de
Frobenius [Is89]).
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 IX.  Gains variables et systèmes Linéaires  dépendant de paramétres
variant dans le temps

 1. Introduction

  La technique des gains variables est une technique courante de commande qui consiste à as-
socier à un système linéaire dépendant de paramètres variant dans le temps (L.P.V.), plusieurs
contrôleurs linéaires invariant pour certaines valeurs « gelées » des paramètres variant dans le
temps, puis à interpoler ces correcteurs en fonction des paramètres variables [Sha]. Il semble
dès lors intéressant de caractériser la stabilité et la robustesse de tels schémas de commande,
sachant que les lois de commandes associées aux systèmes « gelés » sont stables et possèdent
de « bonnes propriétés » de robustesse.
  Des articles récents [HyGl91a,b et 93] et [BaPa], proposent pour analyser de tels schémas de
commande d’utiliser a µ analyse à  «scaling constant » ([PaDo90] [DoPaZh]). Hydes et Glover
soulignent le conservatisme d’une telle analyse en remarquant que l'application du Théorème
du faible gain dans ce cadre, ne permet de tenir compte que de l’amplitude de variation des
paramètres d’interpolation et en aucun cas de la vitesse de variation de ces mêmes paramètres
(stabilité sectorielle). On peut remarquer, par ailleurs que l'application du Théorème du faible
gain, dans ce contexte, revient à demander au système linéaire « nominal » (celui qui est utili-
sé pour la µ analyse) d'être non seulement robuste vis à vis de ses propres paramètres variables
mais aussi vis à vis  des paramètres du correcteur interpolé.
  De nombreux travaux se sont intéressés au problème de la stabilité des systèmes dépendant
de paramètres variant dans le temps, aussi bien dans le contexte entrée/sortie [FrZa, SuTh
73a&b], que dans le cadre de la représentation d'état [De69]. On doit noter ici, une contribu-
tion récente ([ZaWa]) qui place ce problème dans le cadre général de la stabilité entrée/sortie
(i.e., condition d'inversibilité d'opérateurs dans certaines algèbres [Wil70a]). Les auteurs in-
troduisent le concept de double algèbre, permettant de lier l'inversibilité de l'opérateur variant
dans le temps à l’inversibilité des opérateurs gelés associés et à la capacité de ces derniers à
commuter avec le « shift ».
   Dans ce chapitre, nous transposons cette approche en considérant ici que la stabilité et la
robustesse des systèmes gelées sont liées à l'existence de solutions de Lyapunov particulières
et à la conservation de la positivité de certaines relations matricielles associées ([BoYa], [Do-
PaZh]). Sur cette base, nous obtenons un théorème de stabilité pour les systèmes LPV. Nous
caractérisons ensuite le L2 gain du système « globale » à travers des propriétés de robustesse
associées aux systèmes « gelés ».
  Dans le paragraphe 2, nous  rappelons l’idée qui est à la base de la technique des gains varia-
bles dans le cadre des systèmes non linéaires. Le paragraphe 3 est constitué de la traduction
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d’un article intitulé  « Robustness and stability of LPV plants through frozen systems analy-
sis » accepté pour publication dans International Journal of Robust and Nonlinear Control.
  Nous terminons ce chapitre en revenant au problème de la stabilité des gains variables dans
le contexte non linéaire.

 2.  Le fondement classique de la technique des  gains variables

  Dans ce chapitre, nous rappelons l’origine de la technique des gains variables.
Etant donné un système dynamique de représentation d’état :

& ( , , )
( )

x f t x u
x t x

=
=



 0 0

(2.1)

où u t Rm( ) ∈  et x t Rn( ) ∈ , étudions la stabilité de la trajectoire xn(t) (supposée unique), asso-
ciée à l’entrée un(t).
Pour cela, définissons les variables :

x t x t y tn( ) ( ) ( )= +
u t u t vn( ) ( )= +

permettant  d’écrire (2.1) comme :

& ( , , )
( )

y G t y v
y t

=
=



 0 0 (2.2)

où
G t y v f t x y u v f t x un n n n( , , ) ( , , ) ( , , )= + + −

et  G t( , , )0 0 0= .

Il en résulte que v = 0 entraîne  y = 0.

Supposons que le système  (2.2) puisse se réécrire sous la forme:
& ( ) ( ) ( , , )y A t y B t v H t y v= + + (2.3)

où A(t) et B(t) sont des matrices continues, réelles, définies pour t ≥ 0, d’éléments bornés
et où

H t y v L y v( , , ) ( )≤ + +1 α (2.4)

pour α > 0 et une constante L.

  On peut alors démontrer que la stabilité exponentielle de la partie linéaire de (2.3) assure la
stabilité exponentielle de (2.3) dans un voisinage de y = 0 lorsque v = 0.
 De façon plus précise, étant donné le système linéaire :

& ( )z A t z= (2.5)
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On peut énoncer le résultat  suivant.

    Théorème 2.1 [Zu, Ha]
Si le système linéaire (2.5) est exponentiellement stable alors, chaque solution de (2.2)

pour v = 0,  issue d’un voisinage suffisamment petit du point y =€0, est exponentiellement sta-
ble.

    Démonstration : Si (2.5) est exponentiellement stable, il existe une fonction de Lyapunov
pour le système (2.5)  vérifiant les inégalités :

   c z V z t c z1
2

2
2≤ ≤( , ) (2.6)

− ≤ ≤ −d z W z t d z1
2

2
2( , ) (2.7)

où 
dV
dt

W= , le long de la trajectoire de (2.5) et où c1,c2 ,d1 et  d2 sont des constantes positi-

ves.
   Si l’on exprime la dérivée totale de V , le long d’une trajectoire de (2.3), c’est à dire :

W
dV
dt

W
V
y

H1 = = +
∆ ∂

∂
(2.8)

la condition (2.6) assure qu’il existe h > 0, tel que

∂
∂

αV
y

H h y≤
+2

(2.9)

Puisque v = 0, ceci implique

W y d h y1
2

2≤ − +( )
α

(2.10)

et donc la stabilité asymptotiquement dans un voisinage de y = 0.
La stabilité exponentielle est démontrée en notant que (2.4) et (2.10) assurent l’existence de
δ  > 0,  r1 > 0 et de r2 > 0 tels que

− ≤ ≤ −r y W r y1
2

1 2
2

pour  y < δ .

C.Q.F.D.

  Démontrer la stabilité exponentielle de la linéarisation de (2.1) le long d’une trajectoire par-
ticulière suffit donc à démontrer sa stabilité dans un voisinage de cette trajectoire.
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  La technique des gains variables repose sur l’idée que l’on puisse lier la stabilité du système
linéaire non stationnaire (2.5) à la stabilité des systèmes linéaires « gelés », associés à chaque
valeur constante du temps i.e. les systèmes définis pour τ constant :

& ( )z A z= τ  (2.11)

  Le paragraphe suivant étudie les liens entre la stabilité de (2.5) et celle de (2.11).

 3.  Des résultats de stabilité pour les systèmes LPV

a.  Un résultat sur la stabilité

  Considérons l’opérateur linéaire, z t H t w tx( ) ( ( )) ( )=
0

θ , dépendant d’un vecteur de paramè-

tres θ ( )t , variant dans le temps et possédant la représentation d’état :

0)0(
)())(()(

)())(()())(()(

xx
txtCtz

twtBtxtAtx

=
=

+=
θ

θθ&

(3.1)

Pour tout t ≥ 0, l’état x t( ), l’entrée w t( ), la sortie z t( ) et θ( )t  appartiennent respectivement à

Rn, Rm , R pet Rk . De plus, le signal d’entrée w appartient à Lm
2  et le système est supposé

bien posé, i.e., ∀ ∈ ∈w L x Rm e n
2 0

, ,    la solution x t( )  est unique et z Lm e∈ 2
, .

On pose les hypothèses habituelles.

  H3.1 : Toute réalisation de θ  est bornée et possède une dérivée bornée, i.e. θ ∈Ω  où

Ω Ω= → < ∞ ∀ ∈+ +{ : | & , }
.

θ θ  ( )    R t t RV

 et ΩV kR⊂  est un ensemble ouvert borné.

  H3.2 : Il existe trois constantes strictement positives α αA B,  et αC , telles que pour tout

v V∈ Ω  on ait :
σ α σ α( ( )) ( ))A v B vA B< < ,  (   et σ α( )  C v C( ) <

Sous ces hypothèses, on peut énoncer le résultat suivant.
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    Théorème 3.1
Sous les hypothèses H3.1 et H3.2, et l’existence deux matrices P v( )  et L v( )  symétri-

ques,  définies positives pour tout v V∈Ω , avec P v( )  uniformément bornée et différentiable,
telles que

(i) 0))(( ))(( 2))(( ≤− tPtLtP θθθ&

(ii) P v A v L v A v L v P vT( )( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( )+ + + <0
alors le système LPV (3.1) est globalement uniformément  asymptotiquement stable et L2  gain
stable.

    Démonstration : Considérons la fonction quadratique :
V x t x t P t x tT( , ) ( ) ( ( )) ( )= θ (3.2)

que l’on dérive , en fonction du temps :
&( , ) &( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) &( ) ( ) & ( ( )) ( )V x t x t P t x t x t P t x t x t P t x tT T T= + +θ θ θ

           = ( ) ( ) &Ax Bw Px x P Ax Bw x PxT T T+ + + + (3.3)
Pour simplifier l’écriture, θ( )t  et t ont été omis.
La condition (i)  assure que (3.3)  vérifie l’inégalité suivante :

& ( ) ( ) ( & )V x LPx Ax Bw Px x P Ax Bw x P LP xT T T T− − + − + = − ≤2 2 0 (3.4)
et donc

& ( ) ( ) ,V x A L Px x P A L x Px BwT T T≤ + + + + < >2  (3.5)

En utilisant l’inégalité de Cauchy Schwarz (dans Rn ) et en notant α P la borne supérieure de
P v( ), on obtient :

 < > ≤ ≤Px Bw x P Bw x wT
P B,    α α (3.6)

par ailleurs, la condition (ii) assure l’existence d’une constanteε > 0 telle que :
x A L Px x P A L x x xT T T T( ) ( )+ + + ≤ −ε . (3.7)

et donc majorer (3.5) comme :
&V x w xP B≤ 2   -  2α α ε (3.8)

Intégrons (3.8) le long de la trajectoire de (3.1) de t = 0 à t T= , et obtenons

        2 0 0
0

2

0
α α εP B

T T
x t w t dt x t dt V x T T V  ( )  - ( )  0( ) ( ( ), ) ( , )∫ ∫ ≥ − ≥ (3.9)

En utilisant à nouveau l’inégalité de Cauchy Schwarz (dans L2 ), on obtient :

x t dt w t dt
T P B T

( ) ( )
2

0

2

0
2∫ ∫≤

α α
ε

∀ ∈ +T R (3.10)

Comme w Lm∈ 2 , on a :

x wP B
2 22≤

α α
ε

 (3.11)

et finalement l’hypothèse H3.2 assure que :
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z C x
a a a

e
wi

C P B
2 2 2 22≤ ≤



 


  .

Ceci démontre que le système est L2 gain stable.

  Pour conclure à la stabilité asymptotique, on démontre, sans difficulté, que V x t( , ) est une
fonction de Lyapunov pour le système (voir [Ha, Zu]).

      C.Q.F.D.

u

−

+ e' P −1
P

u'
e x

H1

H2

zI n

P θ-A t )( )(

figure 3.1

  On peut démontrer également ce Théorème en utilisant une approche entrée/sortie ([Saf80,
Lemme 3.1 p. 78]) . Dans cette référence, une matrice P, solution constante d’une équation de
Lyapunov associée à une linéarisation du système non linéaire est utilisée comme multiplieur
particulier. La stabilité du système est alors déduite de la stabilité de la boucle fermée décrite
par la figure 3.1. En effet,  H2  est un opérateur sans mémoire, défini positif par construction et
H1 est positif, puisque le produit d’une diagonale d’intégrateurs par une matrice de gain, défi-
nie positive. Il ne reste alors, pour conclure, qu’à utiliser le Théorème de la passivité
[Za66a,DeVi].

u

−

+ e'
−

+t )(P −1

L

tP

P
u'

e x

H1

H2

zI n

~

~)(

t )(

t )(

L-A - t )(t )(

figure 3.2

  Une argumentation semblable peut être utilisée dans notre cas. Pour cela, on utilise la ma-
trice P( )θ  comme multiplieur. La difficulté majeure est ici de démontrer que l’opérateur ~H1,
l’analogue de l’opérateur H1, est passif alors que les intégrateurs sont multipliés par une ma-
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trice de gain ici variant dans le temps. Pour contourner cette difficulté, sur la base des référen-
ces [FrZa] [SuTh72] et [SuTh73a], sur de la stabilité des systèmes linéaires stationnaires bou-
clés par un gain variant dans le temps (voir aussi [DeVi]), on modifie H1 en ajoutant un mul-
tiplieur « exponentiel ». L’idée est d’absorber les accroissements positifs de P t( ( ))θ  à l’aide
d’une exponentielle de matrice de sorte que le produit de P t( ( ))θ  et de cette exponentielle

reste toujours décroisant, i.e. 
d
dt

P t e Lt[ ( ( )) ]θ − ≤2 0. On modifie alors l’opérateur H2, comme

cela est indiqué sur la figure 3.1, de sorte que l’équivalence des boucles fermées soit conser-
vée. Les conditions (i) et (ii) du Théorème 3.1 peuvent être interprétées comme des conditions
assurant respectivement la passivité de ~H1 et de ~H2 .

                         C.Q.F.D.

  Il est intéressant de noter que le Théorème 3.1 permet de retrouver deux résultats
« extrêmes »  l’un concernant la stabilité de systèmes linéaires stationnaires dépendant de pa-
ramètres inconnus mais fixes et l’autre concernant la stabilité des systèmes soumis à des pa-
ramètres variant de façon quelconque. De façon plus précise, si P cst= , alors la condition (i)
est toujours vérifiée et la condition (ii) est une condition assurant la stabilité quadratique du
système ([Will, BoYa]). Dans ce cas, la vitesse de variation des paramètres n’est plus limitée.
D’autre part, si &( )θ t = 0, alors la condition (i) est toujours vérifiée et la condition (ii) corres-
pond à une condition assurant la stabilité du système linéaire quelle que soit la valeur du pa-
ramètre (un test de type µ).

Faisons quelques commentaires sur le résultat et les conditions (i) et (ii).
  D’un point de vue général, le Théorème 3.1 peut être appliqué lorsque le système LPV est
discontinu. Ceci est particulièrement intéressant lorsque le système est commandé à l’aide de
correcteurs commutés [HyGl]. Par ailleurs, la condition (i) peut toujours être satisfaite par un
choix judicieux de L( )ν . Notons que si la matrice L est constante, la condition (i) est équi-
valente à la condition :

d
dt

P t e Lt[ ( ( )) ]θ − ≤2 0.

  Des commentaires plus techniques peuvent être faits pour les conditions (i) et (ii) du Théo-
rème 3.1.
  (i) - Supposons que A(ν) soit une fonction analytique de ν et que ses valeurs propres soient à

partie réelle négative pour tout v V∈Ω . Alors, il existe une matrice P v( ), analytique, symétri-

que et définie positive telle que P v A v A v P vT( ) ( ) ( ) ( )+ < 0  ([Del]).
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  (ii) - On peut utiliser les solutions des équations de Riccati associées au calcul des correc-
teurs minimisant la norme H∞ ou H2 (sous l’hypothèse que ces solutions soient différentia-
bles en fonction des paramètres)
  (iii) - Dans certains cas, la matrice L v( ) est facilement calculable. En effet, supposons que
P v( ) soit égal à :

 P v v P v P( ) ( )= + −   1 21
où P1 et P2  sont les solutions d’équations de Lyapunov associées à deux valeurs extrêmes de
θ( )t  (θ( )t  varie de 0 à 1). Notons qu’une telle situation arrive lorsque l’on utilise des correc-
teurs de type gains variables obtenus par une simple interpolation linéaire.
  Calculons la dérivée de P t( ( ))θ  :

)( )()()()( 21
)(

tPPt
v
vPtP

t

θθ
∂

∂
θ

&&& −==

Si l’on fait une hypothèse sur la variation du paramètre   )( δθ <t& et si l’on suppose

P P1 2 0− ≥ , alors la condition(ii) est satisfaite en prenant

L v P P P v( ) ) ( )≥
−δ ( -1 2

1

2

Finalement, quelques commentaires sur la synthèse du correcteur.
  (iv) - Le Théorème 3.1 illustre le compromis que l’on doit satisfaire entre la vitesse de varia-
tion des paramètres et la modification structurelle du système en fonction de ces mêmes para-
mètres, i.e. la variation des vecteurs propres des systèmes gelés. En effet, en présence de pa-
ramètres variant rapidement, on doit geler P (i.e. ∂

∂
 P v

v
i

i

( ) = 0).  Ceci implique une faible modifi-

cation des matrices d’état associées aux systèmes gelés. La stabilité du système est dans ce cas
assurée à l’aide de la stabilité quadratique. A l’opposé, on peut tolérer une grande modifica-
tion structurelle du système dès lors que les paramètres varient lentement.
  (v) - Supposons que les états x t( ), θ ( )t  and &( )θ t  soient mesurés, on peut alors utiliser une
loi de bouclage sur (3.1) pour affaiblir la condition (i). Pour cela, posons

)())(()()(' txtPFtwtw θ&+=

Réécrivant (3.3), on obtient :
&( , ) ( & ) ( & ) &V x t Ax Bw BFPx Px x P Ax Bw BFPx x PxT T T= + + + + + +

et de façon équivalente :
&( , ) ( ) ( ) ( ) &V x t Ax Bw Px x P Ax Bw x I PFB PxT T T= + + + + +2

Il suffit alors de choisir F pour que la contrainte liée au terme  I PBF+ 2  soit minimale et di-
minue d’autant la condition (i) du Théorème 3.1.
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b. Robustesse du système LPV par rapport à des perturbations non linéaires

  Le corollaire énoncé dans ce paragraphe assure la stabilité de la dynamique (3.1) lorsque elle
est perturbée par des termes non linéaires. Notons, z t H t w tx( ) ~ ( ( )) ( )=

0
θ , l’opérateur perturbé

possédant la représentation d’état :

&( ) ( ( )) ( ) ( ( ), ) ( ( )) ( )
( ) ( ( )) ( )
( )

x t A t x t f x t t B t w t
z t C t x t
x x

= + +
=
=

θ θ
θ

0 0

(3.12)

où  f  est définie de R Rn ×  dans  Rn et  telle que f t( , )0 0= , pour tout t ≥ 0.

  Dans un premier temps, réécrivons f comme
f x t t M x t t x t( ( ), ) ( ( ), ) ( )≡  

où M x t( , ) est définie de R Rn ×  dans Rn n×   par

 M x t t
n m

f x t t
x ti j

i

j
, ( ( ), )

( ( ), )
( )

=
−
1

 x tj ( ) ≠ 0

et
M x t ti j, ( ( ), ) = 0  x tj ( ) = 0

m est le nombre de coordonnées  nulles de x t( ) .

  On suppose que le système (3.12), non perturbé, satisfait les hypothèses H3.1 et H3.2 et que
la perturbation non linéaire satisfait l’hypothèse :

  H3.3 : Il existe deux constantes réelles α i j,  et  βi j,  telles que pour tout x Rn∈ , t ≥ 0 et tout

i n∈ [ , ]1  et j n∈ [ , ]1  on ait :
α βi j i j i jM x t, , ,( , )≤ ≤

Associons à f , l’ensemble S f  des matrices réelles telles que :

S K R Kf
n n

i j i j i j= ∈ ≤ ≤×{ | }, , ,α β .

On peut alors démontrer le résultat suivant.

    Corollaire 3.1
Sous les hypothèses H3.1, H3.2 et H3.3, le système (3.12) est globalement asymptoti-

quement stable et L2  gain stable si les conditions (i) et (ii) du Théorème 3.1 sont satisfaites et
si
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(iii) P v K K P v S vT( ) ( ) ( )  + < ∀ ∈v VΩ  et  ∀ ∈K S f

où  S v Rn n( ) ∈ ×  est donnée par

(iv) S v P v A v L v A v L v P vT( ) ( )( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( )= − + − +

    Démonstration : Les conditions (iii) et (iv) assurent que
P v K K P v P v A v L v A v L v P vT T( ) ( ) ( ( )( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ))   + < − + + +

et donc

P v A v K L v A v K L v P vT( )( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( )+ + + + + <0

On déduit de H3.3 que pour tout v V∈Ω , x Rn∈  et t R∈ +, on a :

P v A v M x t L v A v M x t L v P vT( )( ( ) ( , ) ( )) ( ( ) ( , ) ( )) ( )+ + + + + <0
Pour conclure, on utilise les arguments de la démonstration du Théorème 3.1.

C.Q.F.D.

c.  Lipschitz continuité du système perturbé

Nous démontrons la stabilité incrémentale du système perturbé (3.12) en supposant que f  est

C1 et vérifie l’hypothèse :

  H3.4 : Il existe deux constantes réelles ϕ i j,  et ψ i j,  telles que pour tout x Rn∈ , t ≥ 0 et tout

i n∈ [ , ]1  et j n∈ [ , ]1 , on ait :

ϕ ∂ ψi j
i

j
i j

f
x

x t, ,( , )≤ ≤

Associons à f  l’ensemble SJ f
des matrices réelles, telles que

S K R KJ
n n

i j i j i jf
= ∈ ≤ ≤×{ | }, , ,  ϕ ψ

Nous pouvons alors énoncer le corollaire suivant.

    Corollaire 3.2
Sous les hypothèses H3.1, H3.2 et H3.4, le système (3.12) est  globalement asymptoti-

quement stable et incrémentalement stable si les conditions (i) et (ii) du Théorème 3.1 sont
vérifiées et si
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(v) P v K K P v S vT( ) ( ) ( )  + < ∀ ∈v VΩ  et  ∀ ∈K SJ f

Démonstration : On utilise ici le même type de raisonnement que pour la démonstration du
Lemme VIII.2.1.

C.Q.F.D.

Remarque :
  (i) - On note que vérifier (iii) ou (v) est un problème N.P. dur [Ne] (i.e. la complexité du cal-
cul croît exponentiellement avec le nombre de paramètres). De telles conditions ne peuvent
donc être vérifiées que pour un faible nombre de paramètres.

 4.  Propriétés de robustesse associées aux gains variables H∝∝∝∝

  L’objectif principal de ce paragraphe est de caractériser la robustesse des systèmes LPV par
rapport à des incertitudes non structurées de modèle. Nous cherchons simplement à caractéri-
ser le L2 -gain d’un système dépendant de paramètres en fonction des L2 - gains associés aux

systèmes gelés. Pour cela, associons au système (3.1) et à chaque valeur de v V∈Ω , un sys-
tème linéaire stationnaire :

0)0(
 )(

)()(

xx
xvCz

vBxvAx

=
=

+=&
(4.1)

et notons, z H wv= , l’opérateur entrée/sortie correspondant.

Les hypothèses suivantes sont faites.

  H4.1 : A v B v C v( ), ( ), ( )   sont des matrices de fonctions réelles analytiques sur ΩV .

  H4.2 : La représentation d’état de tous les systèmes gelés est minimale, i.e.,

la paire ( ( ), ( ))A v B v  est contrôlable pour tout v V∈Ω

la paire ( ( ), ( ))C v A v  est observable pour tout v V∈Ω

  H4.3 : Il existe une fonction dépendant du paramètre v , notéeγ  ( )v , analytique sur ΩV  et majorée

par γ ,  telle que pour tout v V∈Ω  :

H s vv ( ) ( )
∞

< ≤
σ

γ γ.
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Sous ces hypothèses, un résultat concernant la solution de l’équation de Riccati associée au
problème H∞ peut être établi.

    Proposition 4.1
  Sous les hypothèses H4.1, H4.2 et H4.3,  l’équation de Riccati
( ( ) ) ( ) ( )( ( ) ) ( )( ( ) ( ) ( ) ) ( ) ( ) ( )A v I X v X v A v I X v v B v B v X v C v C vn

T
n

T T+ + + + + =∞ ∞ ∞
−

∞σ σ γ 2 0 (4.2)

a une unique solution, X v∞( ), strictement définie positive qui est analytique sur ΩV .

    Démonstration : Les hypothèses H4.2 et H4.3 assurent l’existence, l’unicité et la stricte

positivité de X v∞( ), pour tout v V∈Ω  (voir par exemple [DGKF]). L’analycité de la solution
peut être déduite des propriétés de l’hamiltonien associé à l’équation de Riccati (4.2).
L’hypothèse H4.3 garantit que la norme H∞

σ  de chaque système gelé est strictement inférieure
à γ ν( ), ceci implique, puisque les représentations d’état associées aux systèmes gelés sont
minimales, que les valeurs propres de l’hamiltonien n’appartiennent pas à l’axe imaginaire
pour tout v V∈Ω . La Proposition 2.4 en [RaRo] peut être appliquée. Sur cette base, il ne reste
qu’à modifier la démonstration du Théorème 4.1 en [RaRo] pour conclure.

C.Q.F.D.

  La Proposition 4.1 peut être utilisée pour démontrer la différentiabilité des solutions des
équations de Riccati associées à la synthèse d’un correcteur H∞ sous-optimal.
  Cette proposition permet de retrouver le résultat donné en [WaZa] (voir la section V)
concernant la continuité du correcteur H∞ sous-optimal en fonction des paramètres.

  La solution de l’équation (4.2) peut être utilisée pour caractériser le L2 -gain  du système glo-
bal. Sur la base de la Proposition 4.1 et du Théorème 3.1, on établit le résultat suivant.

    Théorème 4.1
Sous les hypothèses H3.1, H3.2, H4.1, H4.2 et H4.3, le système (3.1) est L2 -gain sta-

ble et sa norme induite est inférieure à γ , i.e. H
i0
2

( )θ γ≤ , si la condition suivante est sa-

tisfaite :
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(i) d X t e
dt

t( ( ( )) )∞
−

≤θ σ2
0

    Démonstration : Considérons la fonction quadratique suivante :
V x t x t X t x tT( , ) ( ) ( ( )) ( )= ∞ θ (4.3)

que l’on dérive en fonction du temps :

&( , ) & ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( ) &( ) ( ) [ ( ( ))] ( )V x t x t X t x t x t X t x t x t
d
dt

X t x tT T T= + +∞ ∞ ∞θ θ θ

(4.4)
et que l’on écrit comme

&( , ) ( ) & ( )V x t x t X x tT= + ∞Ψ (4.5)
avec

Ψ = + + +∞ ∞( ) ( )Ax Bw X x x X Ax BwT T

Les dépendances en fonction deθ( )t  et t ont été éliminées.

Réécrivons alors l’équation de Riccatti  (4.2)
( ) ( )A X X A X X BB X C CT T T

∞ ∞ ∞ ∞
−

∞+ = − − −2 2σ γ

Après quelques manipulations algébriques, on obtient :

Ψ = − − + < > − < >−
∞ ∞ ∞Cx B X x w B X x x X xT T2 1 2

2 2γ σ, ,

que nous transformons à l’aide de la complétion du carré en :

Ψ = − + − − − < >−
∞ ∞z w w B X x x X xT2 2 1 2

2γ γ γ σ     ( ) , (4.6)

Substituant (4.6) dans (4.5) et intégrant de t = 0 à t T= , pour x0 0= , on obtient :

V x T T V x t w t dt z t dt
T T

( ( ), ) ( , ) ( ) ( ) ( )− = −∫ ∫0
2

0 0

2
0 γ  

                  − − + −−
∞ ∞ ∞∫ ∫( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( & ( ) ( )) ( )γ γ σt w t t B t X t x t dt x t X t X t x t dtTT TT

  1 2

0 0
2

(4.7)

Les deux derniers termes de (4.7) sont négatifs, on a donc pour tout T R∈ +  :

γ ( ) ( ) ( )t w t dt z t dt
T T

0

2

0

2
0∫ ∫− ≥

En rappelant queγ   est un majorant deγ( )v , on obtient :

z t dt w t dt( ) ( )
0

2
2

0

2∞ ∞∫ ∫≤ γ   

qui prouve que la L2  stabilité et la majoration.

 H
i0
2

( )θ γ≤  .

     C.Q.F.D.
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Remarque  :
  - Une observation concerne la difficulté associée à la synthèse de correcteur minimisant le L2

gain d’un système LPV. En effet, la synthèse H∞  non stationnaire (voir par exemple [LAKG])
nécessite l’intégration d’une équation de Riccati, non stationnaire, en temps rétrograde, ce qui
est impossible ici puisque la réalisation du paramètre est inconnue dans le futur.

 5.  Quelques commentaires

  L’approche proposée ne permet de conclure à la stabilité des systèmes non linéaires com-
mandés par des gains variables que sous réserve de conditions sur :
   - la vitesse de variation des états du système non linéaire,

- la stabilité quadratique du système non linéaire.

  La première condition est classique dans le contexte des gains variables ([Ke, Sha88, Hu-
Ru],...).Une telle condition est difficile à satisfaire dès lors que l’on s’intéresse à la robustesse
en stabilité d’un système non linéaire perturbé par des dynamiques négligées. En effet, il est
difficile dans ce cadre d’obtenir des conditions concernant la variation de l’état du système
perturbé (voir [Sha]).
   La seconde condition est évoquée de façon implicite en [ShBe90&92, ShLa] et considérée
explicitement en [BPPB, Pa, PaBe, ApGah]. Elle est satisfaite dans le cas de la linéarisation
par bouclage.
 Notons enfin deux références récentes ([WaMiDe, PaHo]) évoquant  les liens entre la stabilité
quadratique d’un système et la stabilité d’une famille de systèmes linéaires invariants incer-
tains.

 La méthode des gains variables, fondée sur une heuristique [Ru], peut être maintenant consi-
dérée comme une solution approchée du problème de la synthèse incrémentale.

  De façon anecdotique, il est frappant de noter qu’en [Sha], l’auteur s’intéresse aux propriétés
entrée/sortie du système décrit par la figure 5.1. Comme nous l’avons vu, ceci revient à assu-
rer que le schéma décrit par la figure 5.2 est incrémentalement stable (Lemme de Willems).
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 X.  Conclusion et perspectives
  La première partie de cette thèse montre que certains problèmes de commande non linéaire
peuvent être ramenés à des problèmes de minimisation de norme incrémentale pondérée. Pour
cela, nous avons examiné de façon systématique différentes questions se rapportant au
problème de la commande des systèmes non linéaires. Cet examen a permis de montrer que la
norme incrémentale est capable, non seulement de prendre en compte le problème de la
robustesse en stabilité des systèmes bouclés, mais aussi de prendre en compte les objectifs de
désensibilisation et de stabilité asymptotique.

  Après avoir justifié l’intérêt du concept de normes incrémentales pondérées dans le cadre de
la commande, nous avons proposé des résultats spécifiques. En premier lieu, une condition de
type algébrique assurant qu’un système non linéaire est incrémentalement stable est obtenue.
Nous nous sommes ensuite intéressés au problème de la synthèse. Nous abordons ce problème
en deux temps : dans un premier temps nous nous intéressons au problème de l’optimisation
non linéaire et obtenons une condition suffisante d’existence pour d’un correcteur non linéaire
par retour d’information complète. Dans un second temps, nous utilisons des résultats récents
concernant les LMI pour proposer des solutions spécifiques au problème de la synthèse
incrémentale. Enfin, nous nous sommes  plus particulièrement intéressés à la stabilité et à la
robustesse des systèmes dépendant de paramètres variant dans le temps.  Nous avons montré
que la méthode des gains variables pouvait être utilisée pour approcher les solutions du
problème de la synthèse incrémentale.

  De nombreux points devront être développés.

  Le problème qui nous semble le plus important est de rechercher des conditions nécessaires
(et suffisantes) concernant la synthèse incrémentale; la question sous jasante étant la nature du
correcteur : est il nécessairement dynamique ? La solution de ce problème passe, à notre avis,
par l’utilisation des résultat concernant les jeux différentiels singuliers à information
incomplète. Cette étude aurait des conséquences directes dans le cadre des gains variables.

  Une deuxième perspective concerne les conditions de différentiabilité associées aux
fonctions permettant de vérifier la stabilité incrémentale. En effet, dans notre contexte, cette
question peut être associée à des résultats anciens caractérisant la différentiabilité des
fonctions de Lyapunov de systèmes asymptotiquement stables.

  Une troisième perspective concerne la formulation « plus locale » des théorèmes de stabilité
robuste, ceci reste difficile car remet partiellement en cause l’approche classique utilisant les
espaces étendus.
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  Un quatrième point concerne une étude analogue dans le contexte discret et échantillonné. Il
nécessite le « réexamen » des différents résultats obtenus ici. Ce sujet apparaît important dans
le cadre de l’implantation des méthodes permettant d’approcher un objectif incrémental.

  On note enfin les perspectives ouvertes par les travaux récents sur la résolution des équations
d’Hamilton Jacobi associées à la minimisation du L2 gain d’un système non linéaire, ceci à
travers l’utilisation d’inégalités matricielles non linéaires (NLMI).
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