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Chapitre 1

Introduction générale

1.1 L’Automatique ou le co6té obscur de la force

L’automatique est une technologie cachée : au coeur de grandes évolutions technologiques,
elle est rarement évoquée. Son but est la mise au point de systemes de commande (asservisse-
ments) des systemes (technologiques). Un systeme technologique est caractérisé par des entrées
qui sont des signaux qui apportent au systeme des informations du milieu extérieur et des sor-
ties qui correspondent a la réponse du systeme aux différentes entrées : on peut parler de causes
(les entrées) et d’effets (les sorties). Par exemple, le systeme “voiture” recoit des informations du
conducteur via le volant, les pédales, etc. Ce sont les entrées de commande. Le véhicule réagit en
modifiant sa vitesse/position sur la route. Le systeme de commande est ici le conducteur. L’ objec-
tif du conducteur est d’imposer au véhicule une certaine trajectoire sur la route, avec un certain
profil de vitesse. On parle de sorties commandées. En fonction de la vitesse du véhicule (mesurée
par un capteur et communiquée au conducteur par le tableau de bord), de sa position sur la route
(mesurée par 1’oeil du conducteur) et en fonction de la vitesse et position désirées par le conduc-
teur, celui-ci tournera le volant, actionnera les pédales, etc.. On parle de boucle de rétroaction
(feedback) puisque la mesure des sorties du systeme est utilisée pour construire la commande
appliquée en entrée du systeme. L’ ensemble systeme et systeme de commande forme alors un
systeme en boucle fermée (voir figure 1.1, haut).

Un conducteur qui conduirait sans regarder son compteur de vitesse et sans regarder la route
formerait avec son véhicule un systéme en boucle ouverte (voir figure 1.1, bas).

Enfin, certaines entrées du systeéme ne sont pas maitrisées par le systtme de commande :
par exemple, un vent latéral important qui s’appliquerait sur le véhicule. Ce sont les entrées de
perturbation. A partir de la mesure de I’effet de la perturbation sur les sorties du systeme (la
voiture s’€carte de sa trajectoire), le conducteur va modifier les entrées de commande de fagon a
limiter voire éliminer I’effet du vent sur la position/vitesse du véhicule.

Dans notre exemple introductif, le systtme de commande est un homme : on parle alors
de commande manuelle. Dans de nombreux cas, le systtme de commande n’est pas un homme
mais un systeme technologique : mécanique, €lectronique, informatique, un mélange de tout cela,
etc.. On parle alors de commande automatique. L objectif de I’automatique est la mise au point
des systemes de commande automatique. De nombreux systemes technologiques sont dotés de
systemes de commande, parfois trés rustiques. La tendance est la multiplication des systemes de
commande faisant appel a des technologies parfois assez sophistiquées. Nous verrons pourquoi
dans la suite.
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L’automatique ou une préoccupation fondamentale Un exemple de systétme de commande
rustique (mais d’une importance fondamentale) est la commande du systeme “réservoir d’une
cuvette de W.C.” (voir Figure 1.2). La sortie commandée est la valeur de la hauteur d’eau dans
le réservoir en fonction du temps. L’entrée de commande est la surface d’ouverture du robinet
d’alimentation du réservoir. Le systeme de commande est constitué par un flotteur relié a un bras
de levier qui agit directement sur 1’ouverture du robinet en fonction de la hauteur d’eau. Le flotteur
permet de mesurer la hauteur d’eau. La consigne est la hauteur désirée : suivant le modele de W.C.
considéré, il est possible de fixer sa valeur a I’aide d’une vis de réglage. Le systeme de commande
est ici mécanique et élémentaire.

STABILIZED FEEDBACK AMPLIFIERS

FEEDBACK CIRCUIT
/3

Fig. 1—Amplifier system with feedback.

e—Signal input voltage. i

u—Propagation of amplifier circuit.

ue—Signal output voltage without feedback.
n—Noise output voltage without feedback.
d(E)—Distortion output voltage without feedback.
f—Propagation of feedback circuit.

E—Signal output voltage with feedback.
N—Noise output voltage with feedback.
D—Distortion output voltage with feedback.

F1G. 1.3 — Amplificateur de Black

L’automatique au ceeur des grandes évolutions technologiques Les années 20 ont vu le début
des communications a longue distance. Le principal probleme est que sur une ligne téléphonique
longue, les pertes sont importantes. Il est donc nécessaire de ré-amplifier périodiquement le signal.
Or les “amplificateurs opérationnels” de I’époque (des tubes sous vide) présentent de nombreuses
imperfections. Produits en masse, leurs caractéristiques varient fortement d’un tube a I’autre.
D’autre part, ils introduisent des distortions du fait de leur caractere non linéaire. Au début des
années 30, Black découvre les effets de la boucle de rétroaction négative (voir figure 1.3). Apres
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\ Temps 1 addition | Temps 1 multiplication | Temps moyen entre deux défaillance

fin années 50 I ms 20 ms 50 a 100h
début années 60 100ps 1 ms 1000 h
début années 70 2us s 20.000 h

TAB. 1.1 — Evolution de la puissance de calcul et de la fiabilité

rebouclage de la sortie sur I’entrée, le circuit analogique obtenu présente des caractéristiques peu
non linéaires et insensibles a une variation des caractéristiques du tube utilisé. Avec son collegue
Nyquist des Bell laboratories, il propose un cadre théorique (vu en cours d’ Automatique de Li-
cence 3A) qui sera complété par Bode, etc.. Le systtme commandé ici est un circuit analogique
(représenté par p sur la figure 1.3) : le systeme de commande sera lui-méme un circuit analogique
(représenté par (3 sur la figure 1.3).

’automatique au cceur des grandes conquétes du XXieme siecle : le ciel et I’espace L’essor
des vols inhabités que ce soit dans un but militaire pendant la seconde guerre mondiale (V2 alle-
mands) ou que ce soit dans un but plus pacifique (contrdle de trajectoires de fusées, de satellites,
etc.) a impulsé un fort développement en Automatique. Les systemes de commande furent des cir-
cuits analogiques puis des calculateurs (électronique numérique). Plus récemment, les transports
aériens ont bénéficié de I’ Automatique. Alors que classiquement le pilote actionnait directement
les gouvernes de son avion, via le manche a balai, dans les nouvelles générations d’avions (Air-
bus), il dispose d’un joystick qui lui permet d’envoyer a un systtme de commande des valeurs
désirées pour la position de 1’avion (par exemple angle d’incidence). Le systeme de commande se
charge alors d’agir sur les gouvernes de I’avion.

F1G. 1.4 — Asservissement d’un bras de lecteur CD

La révolution numérique : des ordinateurs et des systemes d’électronique numérique de plus
en plus performants et robustes qui effectuent des calculs de plus en plus rapidement avec une
précision numérique de plus en plus grande (voir le tableau 1.1). Au début des années 80, la
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commande numérique se démocratise : la puissance de calcul disponible pour 10.000 dollars en
1975 ne coite plus que 50 dollars en 1980.

Supériorité du numérique sur I’analogique
— En analogique, pour modifier un syst¢me de commande, il est nécessaire de tout recabler
(au moins) ; en numérique, il suffit de reprogrammer.
— En numérique, il est plus simple de faire communiquer des différents systemes de com-
mande, de mettre en place une structure de commande hiérarchisée, etc...

Main Control Reom

Process Engineer's
Workstation Process Control Lab
L] ] L]

Process | Bus Process Bus

PROCESS

F1G. 1.5 — Commande hiérarchisée

— Le numérique permet de mettre en ceuvre a moindre codt des systemes de commande d’une
grande complexité.

I’automatique au cceur des produits grand public Contrairement aux lecteurs de disques vi-
nyls (ou I’aiguille du bras de lecture est guidée par le sillon du disque), sur le lecteur de disques
CD, un systeme de commande est nécessaire pour positionner le bras supportant le rayon la-
ser au dessus de la piste du CD qui doit étre lue. La technologie du syst¢tme de commande est
évidemment numérique.

’automatique, nécessaire pour faire “mieux” Les automobiles congues dans les années 80

n’incorporaient pas couramment de systtmes de commande automatique (sauf bien sir sur les

modeles haut de gamme). Actuellement, on trouve couramment plusieurs systeémes de commande
perfectionnés méme sur des modeles économiques. On peut citer :

— Injection électronique. Pendant longtemps, les carburateurs des moteurs automobiles ont été

congus pour fonctionner avec un rapport air sur carburant d’environ 15 avec des variations

qui pouvaient aller jusqu’a 20 % ! Durant les années 70, aux Etats Unis, pour se conformer
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FIG. 1.6 — Efficacité du pot catalytique en fonction sur rapport air sur carburant

a la (nouvelle) 1égislation antipollution, les constructeurs ont été amenés a améliorer leur
carburateur : la variation du rapport doit alors étre de I'ordre de 3 a 5 %. La carburation
fonctionne en boucle ouverte puisqu’aucune mesure du rapport n’est faite.

L’avenement des pots catalytiques a entrainé I’apparition de nouvelles exigences. En effet,
pour qu’il fonctionne efficacement, le rapport air sur carburant doit étre de 14.67 avec une
variation inférieure a 1 % (voir la figure 1.6) ! Comme 1’amélioration de la conception du
carburateur (en boucle ouverte donc) ne permet au maximum qu’une précision de 3 %, avec
un cofit de réalisation important, il a fallu recourir a un systeme de commande basé sur une
boucle de rétroaction négative.

air Pot catalytique » €chappen

carburateur

actionneur teur
¢ ) MOTEUR e

/
carburant

F1G. 1.7 — Principe de I’injection électronique

L’ABS.

L’ESP ou “Electronic Stability Program” est un systtme de commande de la trajectoire
du véhicule. Il permet d’assister le conducteur dans des situations de perte d’adhérence
dans les virages. Pour cela, il mesure les mouvements du véhicules autours de son axe
vertical et il agit sur le freinage des différentes roues de fagcon a maintenir le véhicule le long
de la trajectoire imposée par le volant du conducteur. Ce systeme de commande améliore
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F1G. 1.8 — Principe de la suspension active

réellement la conduite car, en autres, son temps de réponse est beaucoup plus faible que
celui d’un conducteur humain.
— Les suspensions actives voir figure 1.8.
— eftc..
Tous ces systemes de commande sont mis en ceuvre sur des systemes d’€lectronique (numérique).
Leur apparition et leur développement ont accompagné 1’introduction massive de 1’électronique
dans I’automobile durant ces douze dernieres années.

L utilisation de systemes de commande n’est certes pas nécessaire pour faire rouler un véhicule.
Elle est néanmoins incontournable pour

— réduire la consommation d’énergie et diminuer les émissions de polluants ;

— augmenter le confort tout en préservant la sécurité ;

— obtenir un bon niveau de performance pour un cofit raisonnable.
De fait, il n’est actuellement plus possible de commercialiser un véhicule sans systemes de com-
mande y compris dans les modgles les plus bas de gamme!.

Toutes ses évolutions mettent en avant I’importance du cahier des charges dans le choix d’une
boucle de rétroaction ou d’une boucle ouverte.

La commande des systemes pour de meilleurs transports collectifs urbains Lors du fonc-
tionnement d’une ligne de Métro, I’un des problemes les plus cruciaux est la présence de per-
sonnes sur les voies. D’une part, cela met en péril leur sécurité. D autre part, méme si celle-ci
peut étre préservée, cela peut entrainer 1’indisponibilité de la ligne pendant plusieurs heures, soit
une forte perturbation de 1I’acheminement des voyageurs dans des grandes agglomérations comme
I’agglomération parisienne. C’est pour cela que les quais de la derniere ligne du métro parisien
a avoir été construite, la ligne 14 (projet Meteor), sont dotés de murs en verre équipés de portes
automatiques qui interdisent I’acces des voies aux usagers (voir la photographie Figure 1.9). Ces
portes sont fermées en 1’absence d’un métro a quai. Lorsqu’il est a quai, chacune de ses portes doit
étre en face d’une porte du quai. L’ouverture simultanée des portes du métro et des portes du quai

I'William E. Powers VP of Ford : “The automobiles of the 1990s are at least 10 times cleaner and twice as fuel
efficient as the vehicles of the 1970s. These advancements were due in large part to distributed micro processor based
control systems. Furthermore the resultant vehicles are safer, more comfortable and more maneuverable.”
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FI1G. 1.9 — Meteor Ligne 14 Métro parisien

permet alors aux usagers d’entrer ou de sortir des rames (voir la photographie Figure 1.10). Tout

FI1G. 1.10 — Meteor Ligne 14 Métro parisien

cela n’est possible que si le métro est capable de s’arréter le long du quai de la station dans une
position bien déterminée. La précision exigée (erreur inférieur a 25 cm) est telle qu’un conducteur
“humain” ne serait pas capable de la réaliser étant donnée la vitesse avec laquelle le métro doit
arriver dans une station : pour obtenir précision et rapidité, il est absolument nécessaire d’équiper
le métro d’un systeme de commande automatique. Ce métro est d’ailleurs entierement automatisé.

[’automatique au secours des techniques traditionnelles le transport de I’eau : I’automatisa-
tion du niveau d’eau dans les canaux (d’irrigation) (voir figure 1.11) permet de faire de fortes
économies en eau. On cite le chiffre de 30 % d’économie pour 1’apport de 1'utilisation d’un
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systeme de commande automatique par rapport a un systtme de commande manuel. Ne pas ou-
blier que I’eau est une ressource stratégique dans tous les pays du monde.

systeme bief/vanne

A Zn* ____vanne
Zys*
Quamont O:\ bief EL
—) o Quaval
(0]
—)

W : ouverture de la vanne
Q : débit
Z: cote de I'eau

FI1G. 1.11 — Commande de canaux d’irrigation

Les systemes de commande interviennent dans de nombreux procédés de transformation :
distillation, réacteurs, stations d’épuration, fermentation alcoolique, etc..

1.2 Principe de la commande numérique

Perturbations
) i Ehtrées de Sorties
Consigne ! commande commandées
‘ CORRECTEUR ACTIONNEUR|— SYSTEME >
| CAPTEUR [—
' SYSTEME DE COMMANDE |

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

FIG. 1.12 — Systeme en boucle fermé

Dans un systeme de commande automatique, on distingue trois éléments (voir Figure 1.12) :

I’Observation est réalisée par I'utilisation de capteurs : dans 1I’exemple du conducteur automo-
bile, ce sont les yeux. De facon générale, un capteur est un systeme qui transforme une
grandeur physique du systeme a commander fonction du temps (‘“signal physique™) en un
signal utilisable (par exemple, un signal électrique).

la Réflexion est assurée par le correcteur : c’est le cerveau du conducteur. Le correcteur est

tres souvent un programme informatique exécuté sur un ordinateur ou tout autre systeme
d’électronique numérique.
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I’Action est réalisée via des actionneurs : ce sont les bras et les jambes du conducteur. Un action-
neur peut €tre vu comme un systeme qui transforme un signal électrique en une grandeur
physique, fonction du temps et agissant sur le systeme a commander (par exemple, les pro-
pulseurs d’un satellite).

La mise en ceuvre “typique” d’un systeme de commande numérique se fait de la fagon suivante
(voir figure 1.14 et figure 1.15) :

— Assez souvent, le capteur délivre un signal (tension) analogique. Il est donc nécessaire de le
convertir en un signal numérique apres filtrage par un filtre anti repliement. La conversion
analogique/numérique peut se faire sur la carte entrée/sortie d’'un PC. Le signal obtenu a
I'instant k est appelé y(k).

— Le calcul de la commande a appliquer est effectuée par un programme informatique dont
I’algorithme sera donné dans la suite. Le signal de commande calculé est appelé u(k).

— Puisque I’on manipule des signaux discrets, il est nécessaire de disposer d’une horloge (au
niveau du PC) qui indique les différents instants d’échantillonnage.

— Les actionneurs nécessitent assez souvent en entrée un signal analogique. Le signal u(k) est
donc bloqué pendant une période d’échantillonnage 7', par un bloqueur d’ordre zéro (BOZ)

— Pour calculer le signal de commande u(k), la sortie désiré est nécessaire : elle peut étre
entrée par un opérateur humain a travers une interface homme machine (voir figure 1.16).

Une chaine d’acquisition typique est représentée figure 1.13.

Notations :

T la période d’échantillonnage. y(k) représente la valeur du signal y(t) pour t = kT ;
y* (k) est la sortie désirée, appelée (signal de) référence ou (signal de) consigne ;

y(k) est la sortie mesurée ;

u(k) est la commande appliquée.

o . Dhata Acxojueitan
4 = " = ke and Amaiysis
o - - T o \"x H ardsz e
= I
% 1,! M
Teneducars o
- e e, %
By ‘/J_,./" o
By Gignal
"‘J’:_. Coandlitiariing :

Parsamal
Carnpeiar

FI1G. 1.13 — Chaine d’acquisition

Exemple : correcteur Intégral Un correcteur Integral a la structure suivante :
1

—="(z) = Y(2))

U<Z>:K1—z

c’est-a-dire dans le domaine temporel, avec u(0) =0 :

u(k) = K Z(y*(z’) —y()) (1.1)
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sortie

sortie désirée  y*(k) u(k) ot

! CAN correcteur | gg% act. SYSTEME

§ | CAN [+ [Filtre AR capteur
| i y(k) 4 y()
,,,,,, M ;i __Calculatewr ;i CarteE/S
FI1G. 1.14 — Commande numérique
o T 0 . ,_’_0—._
k k
-  ww u(v

Interface Y % Routine C Carte Boitier

acquisition

1 - —>

Homme u(k)
Machine | t «—
Y vl Ty

e I

FI1G. 1.15 — Implementation d’une commande numérique

_j extension I
4. '

y(O
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Facade_FI

Commande

5.0+
Entrée de la consigne 30

0.00 1.0
-2.50 280 a0

o

-5.00 5.00 i

20.00
temps en s

Sortie mesurée

5.0~

Stop FI 30

1.0

-1.0

Horloge 3
-5.0-

temps en &

FI1G. 1.16 — Interface Homme Machine (IHM)

La commande calculée a I’instant k£ est fonction des valeurs de la sortie y et des valeur de la
référence y* dans le présent et le passé par le terme intégral.

Mise en ceuvre du correcteur Le correcteur est un programme informatique dont I’exécution
est déclenchée a chaque période d’échantillonnage. Son algorithme est écrit schématiquement
dans le tableau 1.2.

Exemple : correcteur Proportionnel Intégral Le correcteur Proportionnel Integral peut s’écrire
sous la forme suivante :

(1-2"HU(2) = K(Y*(2) = Y (2)) (1.2)

c’est-a-dire dans le domaine temporel :

u(k) —u(k — 1) = K(y"(k) — y(k))

Par suite,
u(k) =u(k — 1) + Ky*(k) — Ky(k) (1.3)

L’intérét de I’équation (1.3) par rapport a I’équation (1.1) est que son application pour le calcul de
u(k) ne nécessite que de stocker les valeurs de u(k — 1), y*(k) et de y(k) alors que le calcul de
u(k) par I’équation (1.1) nécessite le stockage de y*(k), ..., y*(1), y(k), ..., y(1) soit 3 variables
dans le premier cas et 2k dans le second !

Probleme Comment choisir la fonction qui permet de calculer u(k) a I’étape 6. de facon a ce
que le systeme de commande fonctionne de facon satisfaisante, c’est-a-dire remplisse le cahier
des charges ?

Dans la suite du cours, la fonction de transfert G(z) représentera I’ensemble “bloqueur d’ordre
z€ro, actionneur, procédé, capteur, convertisseur analogique numérique” (voir la figure 1.17).
Avant de définir le cahier des charges, les classes des fonctions de calcul de u (k) considérées dans
ce cours sont introduites.
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Nom de variable H Grandeur associée
k période d’échantillonnage actuelle t = kT’
vk, ysk, uk valeur de y, y* et u a I’instant k7’

yk1, ysk1, ukl valeur de y, y* et u a 'instant (k — 1)7

yknrl,yskntl, uknsl1 || valeur de y, y* et u a I'instant (k — ng + 1)7T}
(k—np+ )T, (k—ng + 1)T)

yknr, ysknt, ukns valeur de y, y*, u a Uinstant (k — ng)Ts, (k — np)Ts et (k — ng)Ts

1. Initialisation :
k0
uk < 0, ...,ukns < 0
yk 0, ..., yknr < 0
ysk < 0, ..., ysknt < 0

2. Attente du bip d’Horloge (de période T%)
3. k—k+1

4. Lire la valeur yk sur la carte d’acquisition
5. Lire la valeur ysk via 'IHM

6. Calculer la commande uk :
uk = fonction(ukl, .. ., ukns, yk, ..., yknr, ysk, . .., ysknt)
7. Ecrire uk dans le registre de la carte entrée-sortie correspondant a la sortie analogique

8. Décalages :

ukl « uk .-+ ukns < uknsl
ykl «— yk -+ yknr < yknrl
yskl «—ysk .- ysknr < ysknrl

9. Retour en 2.

TAB. 1.2 — Algorithme du fonctionnement d’un correcteur
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sortie désirée  y'(k) ak) ()
] 2 sortie
CAN correcteur [T gg% | act. SYSTEME
| § | CAN " Filtre AR*—] capteur
| g y(k) 4 y()
M o Calculateur ; Carte E/S |
G(z)

ort.dés;——w* (k) " ok
- corresteu ( )BOZ —1 act. | SYSTEME ~rapteur— AR —CAN- y(k)

F1G. 1.17 — Commande numérique

1.3 Algorithmes de commande considérés

y" (k)
. u(k)
Correcteur numérique ——
y(k)

FI1G. 1.18 — Correcteur numérique

Correcteur RST Un correcteur RST s’écrit sous la forme

u(k) = —siu(k—1)—sou(k —2) — ... — spsu(k —ns) ...
ooty (k) + iyt (k—1) + .o+ ty (E—nt) ... (1.4)
o= roy(k) —rmylk—1)+ ... — rpy(k —nr)

OU S1, - - - Spss L0s - - - tnts TOs - - -» Ty SONt des nombres réels. De fagon plus compact, le correcteur
s’écrit :

(g u(k) + R(g™y(k) = T(q ")y (k) (1.5)
ol R(q™1), S(¢') et T(¢™') qui sont des polyndmes en ¢! avec le terme constant de S(g™')
égalal:
RigY) = ro+rmqg +rqg 2+ ...+ rpg ™
S(@") = 1481 + 5202+ ...+ Snsq™™
T(q™") = to+tig +tqg >+ . Flug ™

Ce correcteur peut s’écrire sous la forme du schéma bloc représenté Figure 1.19.
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v () + : u(k)
T(q_l) O S(qil) E——
y(k)

R(g™)

F1G. 1.19 — Régulateur RST numérique

Parametres nr, NS, N, 1o, = * * Tnrs S1,° ** Snss L0y * * * Tt
Intérét Calcul simplifié¢ de la commande (k) a partir de (1.4)
Inconvénient | Parfois, mauvais conditionnement numérique

Exemple : correcteur Intégral Un correcteur Integral peut s’écrire dans le domaine temporel,
d’apres I’équation (1.2) :
(1 —q Hu(k) = K(y*(k) — y(k))
soit
1 — *
(L—gq ) ulk) + I y(k) = K y*(k)

S(q—1) R(g™1) T(q~)

Correcteur sous forme d’état dim(z.) = n.. Il est défini par la valeur de la condition initiale
x.(0) et par la représentation d’état :

u(k) = Hew(k)+ ESy* (k) + Ey(k)
z(k+1) = Fu.k)+ Gy (k) + Gey(k)
Parametres | n., F.,G.",G., H., E.”, E,

Intérét suivant choix représentation, bon conditionnement numérique
Inconvénient | équations (3.21) lourdes a programmer

(1.6)

Exemple : correcteur Intégral Un correcteur Integral a la structure suivante :

U() = K (V*(2) = Y (2)
Alors :
Uz) = K (1 + Z—EI> (Y*(2) — Y(2))
Par suite, une représentation d’état est, avec X.(z) = - l 1(Y*(2) =Y (2)):
zo(k+1) = \%xxc(l@) +?17><y*(k) +§lxy(k¢)
wk) = \K/xxc(k) + L xy* (k) +;£ xy(k)

HC EC* E
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Probleme Pour les deux algorithmes considérés, comment choisir leurs parametres de facon a
ce que le systéme de commande fonctionne de facon satisfaisante, c’est-a-dire remplisse le cahier
des charges ?

F1G. 1.20 — Correcteur numérique

Ces deux structures de correcteur peuvent se mettre sous la forme :

U(z) = Cpon(2)Y"(2) + Cypn(2)Y (2) (1.7)
aVeC_ correcteur RST :
T(z! T(z R(z7! R(z

Attention Polyndmes en z ouen 21!

— correcteur sous forme d’état :
C'y*_m(z) =ES + H.(zI — FC)*lGC* et C’y_m(z) =F.+ H.(2I — FC)*lGC

Or
 Adj(z] - F,)
~ det(zI — F,)

Par suite, le correcteur sous forme état peut se mettre sous la forme d’un correcteur RST avec

(2 —F,)7!

R(z) = —E.det(z] — F,) — H.Adj(z] — F.)G., S(z)=det(z] — F,)
T(z) = E.det(z] — F.) + H.Adj(z] — F.)G.".
Pour définir le cahier des charges, nous allons utiliser la forme RST.

Dans le chapitre suivant, nous allons définir le cahier des charges et déterminer ce que doit
satisfaire un correcteur pour le remplir. La mise au point du correcteur sera ensuite abordée.



Chapitre 2

Le cahier des charges

L’ objectif de ce chapitre est de caractériser le comportement temporel d’un systeme en boucle
fermée en poursuite et en régulation aussi bien en régime permanent qu’en régime transitoire, a
travers I’étude des différentes fonctions de transfert en boucle fermée associées.

Ty*ﬂy(z)

F1G. 2.1 — Boucle fermée avec correcteur RST

Le modele du procédé G(z) peut étre mis sous la forme d’une représentation d’état :

{ z(k+1) = Fx(k)+ Gus(k)
ys(k) = Hux(k)
Sa fonction de transfert peut étre écrite comme le rapport de deux polyndmes en z (ouen z 1) :

B(z)
A(2)

G(z) =
avec B(z) et A(z) deux polyndmes en z.

Condition nécessaire assurer la stabilité du systéme en boucle fermée (représenté figure 2.1) :
stabilité des différentes fonctions de transfert en boucle fermée et de la représentation d’état as-
sociée au systeme en boucle fermée.

Les spécifications du cahier des charges portent sur les réponses temporelles du systeme en
boucle fermée.

21
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Objectif 1 de la commande On veut avoir, avec une certaine rapidité :

malgré la présence de perturbations (éventuelles) en entrée v, (k) et en sortie du systéme v, (k).

Or, d’apres la figure 2.1, 0on a :

Y(2) = Ty—y ()Y *(2) + Ty (Vi) + Ty (Vi (2)

/

~ N a"'e

Ypoursuite(z) Yregulentree(z) Y'regulsortie(z)
Soit : Y(k) = Ypoursuite (k) + Yreguientree (k) + Yreguisortic (k). La sortie y(k) est donc la somme de
trois termes :

1. Ypoursuite (k) représente la sortie du systeme en absence de perturbations d’entrée et de sortie
(vy(k) = 0 et vy (k) = 0). On assure la poursuite si

lim (ypoursuite(k) - y*<k)) =0 (21)

k—4o00

2. Yreguientree (k) Teprésente la sortie du systéme pour une sortie désirée nulle et en ’absence
de perturbation de sortie v, (k) = 0. On aura rejet asymptotique de la perturbation d’entrée
si

lim yregulentree(k) =0 (22)

k——+o0

3. yregulsom-e(k:) représente la sortie du systeme pour une sortie désirée nulle et en I’absence de
perturbation d’entrée v, (k) = 0. On aura rejet asymptotique de la perturbation de sortie si

lim yregulsortie(k) =0 (23)

k—-+o00
Dans les deux derniers cas, on parle de régulation.

L’objectif 1 de la commande sera rempli si (2.1) et, si nécessaire, (2.2) et/ou (2.3) sont satisfaites
indépendamment.

2.1 Spécification 1 : poursuite de y*(k) par y(k) en I’absence
de perturbations
La sortie y(k) est la sortie de 7-_.,, pour I’entrée y* (k). La sortie va étre caractérisée d’une part

par son régime permanent et d’autre part par son régime transitoire. Pour cela, on va considérer
plusieurs classes de signaux d’entrée :

1. échelons;
2. sinusoides de pulsation propre wy ;

3. etc..
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Etude du régime permanent pour une entrée en

— Echelon défini par! pour &k > 0, y*(k) = a :

kllgloo y(k) = Typ—y(1)a

ot Ty~ (1) est le gain statique de la fonction de transfert 7}« (2).
— Sinusoide définie par?, pour k > 0, y*(k) = asin(wokTy + @) :

k — +o0, y(k) = [Tyey (T asin(wok Ty + arg (T, (707)) + @)

Pour avoir poursuite d’un signal :
— en échelon, il faut avoir T}-_,, (1) = 1,
— en sinusoide de pulsation wy, il faut avoir Ty*ﬁy(ej“’oTS) =1.

Step Response
14 T T T T

0.8 -

Amplitude

0.6 1

0.4 1

Time (sec)

FIG. 2.2 — Réponse a un échelon unitaire de G.(p) et du transposé par bloqueur

_ 1

T PP+ 08p+1
0.35992 4+ 0.2735

2% —0.81592 + 0.4493

d’ordre O correspondant G(z) =

Etude du régime transitoire pour une entrée a un échelon Il est plus naturel de caractériser
la réponse en continu que en discret (voir figure 2.2). On va donc regarder la caractérisation du
régime transitoire d’un systeme en continu.

Le régime transitoire de la réponse temporelle y(¢) d’un systeéme a une entrée y*(¢) en échelon
est (entre autres) caractérisée par un ou plusieurs indicateurs de rapidité et d’amortissement (voir
la figure 2.3) :

'Démonstration basée sur le théoréme de la valeur finale : limg . 4 o, y(k) = lim, 1 (1 — 27 1)Y (2).
*avec wy < 7, PoUrquoi ?
S
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le temps de montée ¢, : temps nécessaire pour que la sortie y(t) passe de 10% de la valeur finale
90 % a de la valeur finale ;

le temps du premier maximum ¢,,,, : dans le cas ot la réponse a un dépassement non nul, temps
pour lequel se produit le premier dépassement ;

le temps d’établissement ¢, : temps a partie duquel la sortie y(t) reste inférieure a +5% de la
valeur finale ;

le dépassement en % D% : la valeur maximale de la sortie y(¢) moins la valeur finale de la
sortie y(t) divisée par la valeur finale de y(¢) et exprimée en %.

14 T T T T T

R |
0,
iDl/c

y@®

0.8 B

0.6 B

0.2 b

0
0 «-—>» 0.03 0.06 t 0.09 0.12 0.15 0.18
t

FIG. 2.3 — Caractéristique du régime transitoire de la réponse a un échelon d’un systeme continu

La rapidité peut étre définie par le temps de réponse qui, en fonction du probleme considéré,
peut étre défini par I’un des trois temps précédemment introduits (temps de montée, temps du
premier maximum ou temps d’établissement). Dans la suite, par convention, le temps de réponse
sera défini par le temps de montée. L’ amortissement est caractérisé par le dépassement D1 %.

Le régime permanent est lui caractérisé par I’erreur statique, (relative) c’est-a-dire la différence
entre la valeur de I’entrée y*(¢) et la valeur finale du signal de sortie y(¢) ramenée sur la valeur
finale de 1I’échelon y* ().

Le régime transitoire de la fonction de transfert va dépendre de la position de ses pdles et de
ses zéros. Ce point va étre développé dans la suite, section 2.3.

2.2 Spécification 2 : rejet asymptotique de la perturbation d’entrée
par y(k) pour y*(k) = 0

Pour avoir rejet asymptotique de la perturbation d’entrée :
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— en échelon, il faut avoir 7;,, (1) = 0,

— en sinusoide de pulsation wy, il faut avoir 7, ., (e?*°T=) = 0.

La rapidité du régime transitoire est caractérisée par le temps d’établissement, c’est-a-dire le
temps au bout duquel la sortie y(t) reste inférieure a 5% de la valeur maximale de y(t) (voir la
figure 2.4).

0.7

System: sys
Time (sec): 1.28
Amplitude: 0.602

Amplitude

System: sys
Settling Time: 8.87

Time (sec)

FIG. 2.4 — Caractéristique du régime transitoire du rejet de perturbation

2.3 Caractérisation du régime transitoire de la réponse indi-
cielle par les poles et les zéros

Dans un premier temps, on va caractériser le régime transitoire de fonctions de transfert conti-
nues, en considérant des fonctions de transfert élémentaires (premier et second ordre) puis des
fonctions de transfert d’ordre plus important. Le lien entre fonctions de transfert discretes et conti-
nues est ensuite discuté.

2.3.1 Systemes continus

Systemes du premier ordre, sans zéro

Un systeme du premier ordre de gain statique K (sans zéro) est défini par la fonction de
transfert :

Emplacement du pole Le pdle se situe en —%. Si7 > 0 alors le systeme est stable. Dans le plan
complexe, le point associé au pdle est a une distance du point 0 inversement proportionnelle a 7.
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Réponse temporelle a un échelon (réponse indicielle) 7 est appelée constante de temps. Pour
un systeme du premier ordre, le temps au bout duquel la sortie du systéme atteint 95% de la valeur
finale est 37 (voir la figure 2.5). D autre part, le sortie du systeme atteint 63 % de la valeur finale
en 7 secondes. Ces expressions découlent du fait que la sortie du systeme est donnée par :

y(t) = K(1—e77).

Step Response

From: U(1)
15 :

K
95% K

Amplitude
To: Y(1)

L L L L
20 25 30 35 40

Time (sec.)

FIG. 2.5 — Réponse indicielle d’un systeme du premier ordre

Systemes du premier ordre, avec un zéro

7.p+ 1
Go(p) = K222
(p) ™+l

avec 7 > (. Le pdle se situe en —% et le zéro en —Ti (voir Figure 2.6). Par rapport a la fonction
z

de transfert précédente, on a introduit un zéro : la question est de savoir qu’elle va étre I’influence

de ce zéro sur la réponse indicielle. Pour cela, on fait la décomposition suivante :

Tz
Ts 1_?
Gelp) = K s T+ 1

C’est la mise en parallele d’un gain constant et d’une fonction de transfert du premier ordre, sans
z€ro (voir la figure 2.7).

Réponse temporelle a un échelon C’est la somme de la réponse indicielle du gain K % et de
T2
1 — 2

la réponse indicielle du premier ordre K 7'p—+TI
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y
imaginaire

réel
_1 _1
T, T

FIG. 2.6 — Péle et zéro de G.(p)

T,
KZ
KL ' | f
T
+ )
1 - = i
_ T
KTp—I—l -
K(1- )

F1G. 2.7 — Réponse indicielle par décomposition parallele
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1
2 -
of x 1l
. 0
4 -3 -2 -1 0 0 2 4 6
1
2 -
op x 1l
. 0
4 -3 -2 -1 0 0 2 4 6
1 .
2 /
0 o x !
-1 0
4 -3 -2 -1 0 0 2 4 6
1
2 -
0 O x 1l
. 0
4 -3 -2 -1 0 0 2 4 6
1
2
0 ® 1l
-1 : : ' 0 : :
4 -3 -2 -1 0 0 2 4 6

FI1G. 2.8 — lieu des poles (x) et zéros (0) dans le plan complexe (gauche) et réponse indicielle

(droite) avec T = 1, K = 2, 7, € {0, 4, 1,3 1} (de haut en bas)
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cas 7, > 0 le zéro est a partie réelle négative.

1. Pour 7, € [0,7], 1 — % est positif : la réponse indicielle du gain et du premier ordre
s’additionnent, voir figure 2.8. Au plus le zéro est loin du pole (soit % < 1), au plus le
comportement est proche du premier ordre sans z€ro.

2. PourT, € [1,00],1— % est négatif : at = 0, la réponse indicielle passe de 0 a K% > 1du
fait du gain, puis, quand ¢ tend vers ’infini, la sortie du premier ordre

T
1—- 2
-
p+1
tend vers K (1 — %) (qui est négatif), d’ou dépassement pour la réponse indicielle de la
fonction de transfert G.(p), voir figure 2.9. On voit apparaitre un dépassement qui augmente
quand le zéro se rapproche du point 0.
1
2
ot ® 1t
-1 0
-1.5 -1 -0.5 0 0 2 4 6
1
of x 0O 2
-1 0
-1.5 -1 -0.5 0 0 2 4 6
1 5
O | X O ¥
-1 0
-15 -1 -0.5 0 0 2 4 6
1 10
of X O 5 !
-1 0 . .
-1.5 -1 -0.5 0 0 2 4 6
1 200
ot X € 100}
-1 . : 0 !
-1.5 -1 -0.5 0 0 2 4 6

F1G. 2.9 —lieu des pdles (x) et zéros (o) (gauche) et réponse indicielle (droite) avec 7 = 1, K = 2,
T, € {1,1.33,1.98,3.88,100} (de haut en bas)

cas 7, < 0 Le zéro est a partie réelle positive. En utilisant la décomposition parallele
précédente, la réponse indicielle du gain est négative et celle du premier ordre tend vers une valeur
positive. On obtient une réponse “inverse” (la sortie décroit avant de croitre a nouveau), d’autant
plus forte que le zéro instable est proche de 0 dans le plan complexe (voir la figure 2.10).
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1
OF x
-1 "
-1
1 -
Or x
-1 "
-1
1 T
Or x
-1 L
-1
1 T
OF X
_1 n
-1
1 -
Or x
-1 L
-1

F1G. 2.10 — lieu des poles (x) et zéros (0) (gauche) et réponse indicielle (droite) avec 7
K =2,7, € {-1,-0.5,-0.3333, —0.25, —0.2} (de haut en bas)

4
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1,
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Depassement pour un échelon en fonction de I'amortissement

Depassement en pourcent

FIG. 2.11 — Relation entre I’amortissement et le dépassement de la réponse a un échelon de la
boucle fermée

Systéeme du second ordre, sans zéro

Un systeme du second ordre de gain statique unité (sans zéro) est défini par la fonction de

transfert : )
Wo

Gc p) =
®) P? + 28wop + wo?
ol £ €]0, 1[; wy est appelé pulsation propre et £ coefficient d’amortissement.

Réponse temporelle a un échelon La réponse temporelle a un échelon d’un systéme du second
ordre est définie par deux parametres (voir la figure 2.12) qui sont directement liés a la valeur de
la pulsation propre wy et de I’amortissement ¢ :

Dépassement : C’est* une fonction décroissante de & (voir figure 2.11) :

__ 7€

D =e V1I-€ 2.4)

Temps du premier maximum :
s

tmam =
woy/1 — &2
e 3—In(y/1—&2) 2.6)

§wo

Ces caractéristiques sont obtenues a partir de I’expression de la réponse indicielle y(t) en fonction
du temps :

(2.5)

Temps d’établissement :

—Ewot
y(t)=1-— \;1—_752008 <w0t\/1 —&2 - qb)
£

avec ¢ = el

3Le cas £ > 1 correspond & deux poles simples : le systéme peut étre vu comme la mise en paralléle de deux

fonctions de transfert du premier ordre.
Valeur maximale — Valeur finale soit D% = 100 Valeur maximale — Valeur finale
Valeur finale 170= Valeur finale )

4Dépassement =
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Amplitude

Amplitude

14

12

0.8

0.6

0.4

0.2

CHAPITRE 2

Reponse d'un systeme du second ordre

Depassement

T T 3

0.

temps du premier
maximum

5

1 15 2

Time (sec.)

Impulse Response

1.05
1

0.95

2 4 6 8 10 12 14 16 18

F1G. 2.12 — Réponse d’un second ordre

Amplitude

.
30
Time (sec)

Step Response

1 2 3 4 5 6
Time (sec.)

FIG. 2.13 — Réponses impulsionnelles et indicielles de fonctions de transfert du second ordre

20
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Emplacement des poles Pour 0 < ¢ < 1, les poles sont complexes conjugués et se situent en
—&wp + J4/1 — £2wyp, a une distance wy du point O (voir leur localisation dans le plan complexe,
figure 2.14). De plus, on a cos(f) = £. On représente les poles et les zéros dans le plan complexe

Im
.
cos(f) = ¢ -, 0

Re

><,...

FIG. 2.14 — Pdles d’une fonction de transfert du second degré

ou est tracé un abaque correspondant a un amortissement (valeur de &) constant(e) (demi droites
de centre 0) et une pulsation propre constante w, (demi cercles de centre 0), voir la figure 2.15.

10 T T T T T

0s 04 0.3 0.2 0.1 9

sl 0.6 8 |
0.7 7

ol 0.8 6 |
5

Al 0.9 4
3

2 |- 2,
1

o 4
i

ol 5
3
! 0.9 S4
5

-6 08 6
0.7 7

-8 06 , 8|
05 0.4 0.3 0.2 0.1 9

-10 | | | | | 1 | 1 1
-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0

F1G. 2.15 — Lieu iso-amortissement (£ constant) et iso-pulsation propre (w, constant)

Un choix intéressant est de choisir un amortissement £ de 0,7 (6 = 7{[), ce qui correspond
a un dépassement de 5 % d’apres la relation (2.4). Dans le plan complexe, les pdles sont alors
représentés sur les deux bissectrices. Enfin, wy est selectionné pour obtenir un certain temps de
montée en utilisant la relation (2.6).

Systemes du second ordre, avec zéro

wo? p+a wo? 1 wo’p

G, = — = + —
(v) a p*+2wop+wy® PP 28wep +we®  ap® + 28wep + wo’
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La transformée de Laplace de la réponse a un échelon unitaire s’écrit :

1 wo? 1 1 wo?
Y(p) =G.p)— = - +-
®) (p)p PP 2wep+w’p a PP+ 26wep +wo’
Réponse indicielle Réponse impulsionnelle
second ordre sans zéro second ordre sans zéro

La réponse indicielle d’un second ordre avec 1 zéro s’obtient comme la superposition de la réponse

indicielle du méme second ordre sans zéro et de sa réponse impulsionnelle multipliée par un

facteur %. D’apres ses deux réponses (voir figure 2.13), on aura :

— sia > 0, un dépassement plus important (voir figure 2.16, gauche), d’autant plus important
que a est proche de 0 ;
— si a < 0, une réponse inverse (voir figure 2.16, droite), d’autant plus important que a est
proche de 0.
Ces effets seront d’autant plus important que a est proche de 0.

Step Response Step Response

08

Amplitude
Amplitude

e
>

0.4

02

Time (sec) Time (sec)

F1G. 2.16 — Réponse indicielle pour wy = 1 rad/s, £ = 0.4, a = 1.5 (gauche) et a = —1.5 (droite)

. ., < , . . . L/.JO
(les traits tirés correspondent a la réponse indicielle de P T o)

Systemes d’ordre supérieur

Toute fonction de transfert® peut s’écrire comme la mise en parallele d’un gain constant, de
fonctions de transfert du premier ordre (sans zéro) et de fonctions de transfert du second ordre,
avec éventuellement, pour une fonction de transfert du second ordre donnée, un zéro. On peut
donc étendre a ce cas I’interprétation que I’on a faite précédemment.

L’interprétation a partir de cette décomposition pouvant étre assez lourde a faire, on fait sou-
vent appel a la notion de pdles dominants. Parmi I’ensemble des pdles d’une fonction de transfert,
certains poles auront une forte influence sur la réponse temporelle de la fonction de transfert (ce
sont les poles dominants) alors que d’autres influeront peu la réponse temporelle (on parle de pdles
auxiliaires). Voyons cela a travers un exemple.

Savec des poles de multiplicité 1
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A
imaginaire
réel
1 1
T2 1

FIG. 2.17 — Poles de G.(p)

Exemple Soit la fonction de transfert :

1
(rip + 1)(72p + 1)

Ge(p) =

avec 7, > Ty. Les deux poles 1 et 1 euvent étre représentés dans le plan complexe (voir
p 1 7 P p p p

figure 2.17). On peut la décomposer comme la somme de deux premiers ordres :

T 1 T2 1

G.(p) = (1 — 7) (mip + 1) B (11 — ) (ep+ 1)

La réponse indicielle de G.(p) sera donc la somme de la réponse indicielle de
71

B (7’1 — 7'2) (7'1[)“‘ 1
indicielle de ——2
(Tl — 7'2) (Tlp +1
T 1 .
(7'1 — Tg) (Tlp + 1) ’
comme 7; > T, sa réponse indicielle est plus rapide que la réponse

) comme 7, > To, sa réponse indicielle est plus lente que la réponse

) ; de plus, sa valeur finale sera plus importante que la valeur

finale de

I
(11— 72) (r2p + 1) _
indicielle de la fonction de transfert précédente. De plus sa valeur finale sera plus faible.

Par suite, le temps de réponse global sera donné par la premiere fonction de transfert qui est la
plus lente (voir la figure 2.18), c’est-a-dire par le pole qui est le plus proche du point 0. Par suite,
la dynamique de G.(p) est donnée par le (ou les) pdles le(s) plus proche(s) de 0 appelés poles
dominants.

2.3.2 Des systemes continus vers les systemes discrets

Modéele continu Soit la représentation d’état associée a la fonction de transfert G..(p) :
©(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cux(t)

L’entier n est I’ordre de la représentation d’état.
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1
T — T2

Tl/(Tl_T2)
Tip+1

—To/(T1 — o)
7'2p+

o _—T2
T — T2

FIG. 2.18 — Réponse indicielle par décomposition parallele

Modele discret G,(z) du systeéme continu G.(p) avec un convertisseur numérique/analogique
et un bloqueur en entrée :

x(k+1) = Fz(k) + Gu(k)
y(k) = Hu(k)

avec, par notation y(k) = y(t)|;=xr, ot T} est la période d’échantillonnage, et

F = eATs G:fOSeATBdT
H=C

Les pdles z,, d’un systeéme discret G,4(z) sont reliés aux poles p,.. du systeme continu G.(p)
correspondant par la relation
Zpole = € *Prole (2.7)

On peut ainsi relier la localisation des poles d’un systeme continu et de son transposé (voir la figure
2.19). En discret, dans le plan complexe, les courbes iso-amortissement et iso-pulsation propre ont
une géométrie assez compliquée qui dépend de la période d’échantillonnage 7T’ (voir figure 2.20),
ce qui explique que 1’on préfere raisonner sur les pdles du systéme continu correspondant (voir la
figure 2.15).

Exercice Pour 1

2
(3) +oel 4

Wo Wo

Ge(p) =

les poles du systeme discret correspondant sont solutions de 1’équation :
22+ a1z+a,=0.

Déterminer a, et ay en fonction de £ et wy.

Remarque En discret, un pdle en 0 correspond a un retard d’une période d’échantillonnage.
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FIG. 2.19 — Localisation des poles du systeme continu et du transposé correspondant

F1G. 2.20 — Lieu iso-amortissement (£ constant), a gauche, et iso-pulsation propre (wy1s constant),
a droite
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Remarque Une fonction de transfert discrete peut avoir un seul pole réel et présenter un com-
portement oscillant. Il s’agit des pdles a partie réelle négative. Ce comportement n’est pas possible
en continu. Voir par exemple la fonction de transfert

1

Gal?) = T 05

Pour s’en convaincre, calculer la sortie de cette fonction pour une entrée en impulsion.

Les zéros d’un systeme discret G4(z) NE sont PAS reliés aux poles ppo. du systéme continu

G(p) par une relation aussi simple. Sauf cas trés particuliers®, si le systéme continu a n poles et

m (< n) zéros alors le systéme discret correspondant aura n pdles et n — 1 zéros’.

Exemple Pour

1
Ge(p) = s+ 1)

ona,avec Iy = 0.1s:
z+0.9672

Ga(z) = 0.0048

(z —1)(z — 0.9048)

2.4 Le juste prix

F1G. 2.21 — Boucle fermée avec correcteur RST

Assurer poursuite et régulation, ¢’est-a-dire :

lim (y(k) —y"(k)) =0

k—+4o00

bsystémes continus avec des retards et/ou des zéros a partie réelle positive et un choix de période d’échantillonnage
particulier.

"Les zéros “supplémentaires” correspondent aux zéros 2 I’infini du systéme continu. Quand le dénominateur
d’une fonction de transfert continue est de degré strictement inférieur a celui de son dénominateur, elle s’annule pour
p = 00. On parle alors de “zéros a I’infini”. Le nombre de zéros a I’infini est égal a la différence de degré entre le
dénominateur et le numérateur.
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a un coft : celui de la commande qu’il faut dépenser. Les signaux de commande vont €tre limités
en amplitude car un actionneur n’a pas une plage de fonctionnement infini (par exemple, si 1’ac-
tionneur est un amplificateur, la tension qu’il peut délivrer va étre limitée). Ils sont aussi limités
en puissance avec la puissance qui est définie par :

1 k=N
Py = lim ——— k)?

Lors de la mise au point du correcteur, le compromis a effectuer est de rechercher le meilleur
“rapport qualité / prix” :
1. la qualité correspond a assurer la poursuite et la régulation avec une certaine rapidité et un
certain amortissement ;

2. le prix est ’amplitude et/ou I’énergie (ou la puissance) du signal de commande nécessaire
pour assurer régulation et poursuite.

Or, d’apres la figure 2.21,0on a:
U(z) = Typ—u(2)Y™(2) + Ty —u(2) Vi (2) + Ty —u(2) Vy(2)

(& J

v~ ~~ ~

Upoursuite(z) Uregulentree(z) Uregulso'rtie(z)
Soit : u(k) = Upoursuite (k) + Ureguientree (k) + Ureguisortie (k). La sortie u(k) est donc la somme de
trois termes :
L. Upoursuite (k) représente le signal de commande nécessaire a la poursuite ;
2. Upeguientree (k) représente le signal de commande nécessaire au rejet de la perturbation d’entrée ;

3. u,.egulsm.tie(k) représente le signal de commande nécessaire au rejet de la perturbation de
sortie.
Par exemple, I’amplitude maximale de upoursuite(k) va dépendre des poles et z€ros de la fonc-
tion de transfert 7;-_.,(2). L’énergie de commande peut étre directement reliée, via le théoreme
de Parseval, a la densité spectrale de puissance de Uy, cguientree

1 [T
Pupou'r'suite = m/o\ Supouxr'suite (W)dw
Or §

Upoursuite (w> - |T *_’u(ejWTS>
module de la fonction de transfert Ty ., (¢/*"*). Pour w € [0, 7], plus [T}, (")
plus la puissance de u est faible.

S, (w). Par suite, la puissance de la commande dépend du
est faible,

2.5 Que doivent vérifier R, SetT'?

Les différentes spécifications du cahier des charges ont été traduites comme des contraintes
sur 6 fonctions de transfert en boucle fermée définie figure 2.22 (“la bande des six”). On va les
exprimer en fonction de R, Set 7.

Equations du procédé

soit
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F1G. 2.22 — Boucle fermée avec correcteur RST

Equations du correcteur

soit

[ SE)UE) = TEY() - RE)Y(2)

Pour calculer les fonctions de transfert qui relient les entrées a la sortie y, on élimine U (z)
entre 1’équation du systeme [I] et I’équation du correcteur [II]. En faisant S(z)[I+B(z)[II], on
obtient

(A(2)5(2) + B(2)R(2))Y (2) = B(2)T(2)Y"(2) + B(2)S(2)Vu(2) + A(2)5(2)V,(2)

En posant P.(z) = A(2)S(z) + B(z)R(z), on obtient :

V(o) = D vy 4 B ) o A )
Ty _y(2) Toumsy(2) Toy—y(2)

Pour calculer les fonctions de transfert qui relient les entrées a la commande u, on élimine
Y (z) entre I’équation du systéme [1] et I’équation du correcteur [II|. En faisant R(z)[I}A(z)[11],
on obtient

—(A(2)5(2) + B(2)R(2))U(2) = —A()T(2)Y"(2) + B(2) R(2)Vu(2) + A(2) R(2)V,(2)

En posant P.(z) = A(z)S(z) + B(z)R(z), on obtient :
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Les podles du systeme en boucle fermée sont les racines du polynome caractéristique

P.(z) = A(2)S(z) + B(2)R(2).

Que doivent vérifier les différentes fonctions de transfert pour satisfaire au cahier des charges ?

— Pour assurer la stabilité, les racines du polynéme caractéristique P.(z) (qui sont les pdles
du systeme en boucle fermée) doivent étre de module strictement inférieur a 1.

— Pour assurer le régime transitoire (temps de réponse et dépassement), il est nécessaire de
fixer les pdles du systeme en boucle fermée, ce qui est équivalent a fixer P.(z). La mise au
point du correcteur revient a déterminer les polyndmes R(z) et S(z) tels que, le polyndme
caractéristique P.(z) étant fixé, on a :

A(2)S(z) + B(2)R(z) = P.(2).

— Les z€ros des 6 fonctions de transfert en boucle fermée vont influencer le régime transitoire.
Notons que :
— R(z) intervient dans le numérateur de T,,, () et T, () ;
— S(z) intervient dans le numérateur de T, ., (2) et Tpr .y (2) ;
— T'(z) intervient dans le numérateur de Ty, (2) et Ty, (2).
Notons aussi que, suivant la fonction de transfert en boucle fermée concernée, les pdles ou
les zéros du procédé a commander font parti des z€ros des fonctions de transfert en boucle
fermée.

— Pour assurer le régime permanent, par exemple, pour assurer :

La poursuite d’échelon : T«_,, (1) = 1 < choisir T tel que

Le rejet de perturbations d’entrée en échelon : 7),,_,,(1) = 0 — B(1)S(1) = 0.
— Soit B(1) =0 < 3By(2), B(z) = (2 — 1)Bo(2) : le procédé est dérivateur
— Soit S(1) =0 < 3Sy(2), S(z) = (2 —1)Sp(2) : le correcteur est intégrateur

— Le rejet de perturbations de sortie en échelon : T, _.,(1) = 0 — A(1)S5(1) = 0.
— Soit A(1) =0 < JAp(2), A(z) = (2 — 1)Ap(2) : le procédé est intégrateur.
— Soit S(1) = 0 < 3Sy(2), S(z) = (2 — 1)So(2) : le correcteur est intégrateur.

Le rejet de perturbations (par exemple, d’entrée) en sinusoide de pulsation wy :

Tvﬁg’y(ejWOTs) =0 B(ejWOTs)S(ejons) = 0.

— Soit B(e?**T:) = 0 & IBy(2), B(z) = (2* — 2cos(woTs)z + 1)By(2)? : le procédé
“ne transmet pas” les oscillations a la pulsation wy ;

— Soit S(e?0Ts) = 0 & 3Sy(2), S(z) = (2% — 2cos(wTs)z + 1)Se(2) : le correcteur
oscille a la pulsation wy.

$Pourquoi ?
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Un exemple d’analyse d’un correcteur RST est présenté section 6.5, page 108.

La question est maintenant de déterminer R, S et 1" vérifiant les contraintes précédentes et
notamment en placant les pdles du systeme en boucle fermée. Deux approches sont possibles :

1. La commande par retour d’état estimé : c’est 1’objet du chapitre 3 ;

2. La commande par approche polynomiale : ¢’est 1’objet du chapitre 4.



Chapitre 3

Commande par retour d’état estimé

3.1 Introduction

vu(k> Uy(k)

f x(k+1)
ys(k)

Il
T
==
+
Q
£
=

F1G. 3.1 — Procédé ou systeme a commander

Le procédé ou systeme a commander est défini par les relations :

{ us(k) vy (k) + u(k)
y(k) vy (k) + ys(k)

ou y;s(k) et u(k) sont reliées par la fonction de transfert définie par

(3.1)

et qui admet une représentation d’état d’ordre n :
x(k+1) = Fz(k) + Gus(k)

k) = Helk) 32

43
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ou z(k) est le vecteur d’état (voir Figure 3.1).

La commande de ce systeme va €tre étudiée dans le cas ou :
— I’état z(k) est mesuré, ainsi que la sortie y(k); on parle de commande par retour d’état
mesuré, voir la section 3.2 ;
— seule la sortie y(k) est mesurée; on parle de commande par retour d’état estimé, voir la
section 3.3.

3.2 Commande par retour d’état mesuré

3.2.1 Rappel du cours ‘“‘analyse et commande des systemes linéaires par

I’approche d’état”
vy (k) vy (k)
+
y* (k) + u(k) + us (k) ys (K
. Y\ N z(k+1) = Fa(k) + Gus(k)
o/ ) us(k) = Ha(k)
— +
(k)
K
FIG. 3.2 — systtme commandé par un correcteur par retour d’état
Hypotheése Toutes les composantes du vecteur d’état sont mesurées.
On recherche un correcteur défini par les équations :
u(k) = —Kx(k) + Ty* (k) (3.3)

ou A est un vecteur ligne de n éléments a déterminer et ou [" est un scalaire a déterminer.

D’apres les équations (3.1), (3.2) et (3.3), le systeme en boucle fermée représenté Figure 3.2 s’écrit
alors :
z(k+1) = (F—-GK)x(k)+ GTly*(k) + Gu, (k)
y(k) = Hax(k) + vy(k)
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Le systtme en boucle fermée admet n poles notés 27, z3, ---, 2. Ces n pdles sont choisis en
fonction du cahier des charges (rapidité et amortissement désirés). Pour les liens entre le choix de
ces poles et le cahier des charges, voir le chapitre précédent. Ils sont bien slir forcement de module
strictement inférieur a 1 de facon a assurer la stabilité du systeme en boucle fermée.

Le vecteur K et le scalaire I" sont alors calculés tels que :

1. Placement de pdles : le calcul de K permet d’assurer que les pOles du systeme en boucle
fermée sont effectivement 27, 23, - - -, 2;,. Celarevient a déterminer K solution de I’équation :

det(z] — (F = GK)) = (z—21)(2—23) ... (z—7,) = 2" a2 ta, (34)

Psy(2)

ou P est le polynome caractéristique du systeéme en boucle fermée.

2. Poursuite : déterminer I tel que T}« (1) =1
Pour tout choix de 27, 23, - - -, 2, il existe une solution K a I’équation (3.4) si et seulement si

le procédé est commandable, ce qui est équivalent a vérifier que :

rang | G| FG|---| F"7'G | =n.

~

Cra)

C(r,c) est appel€e matrice de commandabilité.

Calcul de K dans le cas particulier ou

__al _an_ _1_
1 0 - -- 0 0

F = 0 . el el : et G=
0 .- 0 1 0 | 0

Remarque : pour cette matrice F' particuliere, le polyndome caractéristique est donné par
a2 4 a2+ a,.

Par suite, la matrice d’évolution du systeme en boucle fermée :

[ —ay—ky e e e —a, — Ky, ]
1 0 --r .. 0
F—-GK = 0
0 01 0 |

a pour polyndme caractéristique 2" + (a; + k) 2" '+ -+ (ap_1+kn_1)z+ (a,+k,). La solution
K al’équation (3.4) est donc donnée par

K=a—-a

aveca= | -+ o eta=]a - a, ]
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Calcul de K dans le cas général Si (F,G) est commandable alors il existe un changement de
base z = T’z tel que dans la nouvelle base :

-_a/l DY ... DY _an- -1-
1 0 0 0
z2(k+1) = (P z(k)+ | ¢ | u(k)
0 0 1 o0 | L0
R ’ Nl

'
Fcom Gcom

(Foom = TFT7 ' et Gegn = TG). De plus, u(k) = — KT 2(k).
K

Remarque : le polyndme caractéristique est inchangé par changement de base :

det(2I — (From — GeomEeom)) = det(z] — (F — GK))

La solution K, de I’équation :
det(2 — (Foom — GeomKeom)) = 2" + a1 2" 1+ -+ + 12 + oy,
est donc donnée par K,,,,, = o — a. Comme K,,,, = KT !, on obtient :
K= (a—a)T.

Comment calculer T'? Si Cr) est la matrice de commandabilité associée a la représentation
d’état dans la base x :

Crey=|G|FG|-- | F"7'G |
et 8i C(F,p,Geom) €St la matrice de commandabilité associée a la représentation d’état dans la base

A
C(Fcom,Gcom) = [ Gcom ‘ Fcochom ‘ Tt ‘ Fg;;ancom ]

alors, puisque z = T'z,
C(FconuGcom) = TC(F,G)

Par suite :
T = C(Fcovacom)C(F7G)_1
avec ] ]
1 —ap @ —ay
0 1 —ay
0 1
C(FC()’"L7GCO7YL) - 0
0 0 0 |

Autre approche pour le calcul de X' Calcul direct de K solution de 1’équation :

det(2] — (F —GK))=(z—2])(z—25)...(z—2) = 2"+ 2" "+ -+ ap_12 + .
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3.2.2 Analyse de la poursuite et de la régulation par le correcteur par retour
d’état mesuré

Question Un correcteur par retour d’état mesuré défini par 1’équation (3.3) permet-il d’assurer
poursuite et régulation (en échelon) ?

Pour cela, il est nécessaire de calculer les différentes fonctions de transfert en boucle fermée et
d’étudier leurs z€ros et leurs pdles. On va procéder en deux étapes :

1. Construction du schéma bloc correspondant aux équations du systeme en boucle fermée ;

2. A partir de ce schéma, calcul des différentes fonctions de transfert en boucle fermée.

Etape 1 Les équations d’état du systéme sont données par :

r(k+1) = Fxz(k) + Gus(k)

ys(k) = Hux(k)
us(k) = uk) + v (k)
y(k) = ys(k)  + vy(k)

En prenant la transformée en z, on obtient :

(21 —F)X(2) = GUy(2)

Yi(2) = HX(z)
3.5
Us(2) = U(z) + Vu(2)
Y (z) = Yi(z) + Vy(2)
Les équations du correcteur par retour d’état sont données par :
u(k) = —Kuz(k)+ Ty*(k)
En prenant la transformée en z, on obtient :
U(z) = —KX(2)+TY*(2) (3.6)

A partir des équations (3.5) et (3.6), on obtient le schéma bloc représenté figure 3.3.

Y(z)

F1G. 3.3 — Boucle fermée avec un correcteur par retour d’état mesuré
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Etape 2 A partir du schéma 3.3, on a
Us(2) = Vu(2) + TY*(2) — K(2I — F)"'GU,(2)
D’ou
Us(z) = !
° 1+ K(zI - F)'G
Comme Y (2) = V,(2) + H(zI — F)"'GU,(z),on a:

(FY™(2) + Vau(2))

H(zI - F)'G H(zI - F)"'@
Y(z) = ry* Va(2) +V,
=) 1+ K(zI - F)'G (2) + 1+ K(zI — F)'G (2) +Vy(2)
Adj(zI — F) .,
Or, (21 = F)™ deg((j[ F)> » d’ou
HAdj(zI — F)G HAdj(zI — F)G
Y(z) = Y™
(2) det(zI — F) + KAdj(zI — F)G (Z)+det(zl — F)+ KAdj(zI — F)G Vu(2)+Vy(2)
Ty*:y(z) Tvu:y(z)

Or, le modele du procédé est donné par

B(z) HAdj(zI — F)G
A(z)  det(zl — F)

Par suite, les zéros des fonctions de transfert en boucle fermée sont les zéros du procédé.
Les perturbations d’entrée en échelon sont rejetées si B(1) = 0.

Les perturbations de sortie en échelon ne sont pas rejetées.

O

La poursuite d’échelon est assurée si 7,«_,(1) = 1. Pour cela, on choisit I" tel que :

H(I-F)'G
1+ K(I-F)'G

I" peut étre aussi calculé en notant qu’une autre expression pour 7., (z) est
Ty —y(2) = H(zI — (F — GK))'GT.

1
H(I — (F-GK))™'G"

Par suite, I' =

Conclusion Le correcteur par retour d’état mesuré ne permet pas de faire du rejet de perturba-
tion. Nous allons voir comment modifier ce correcteur de facon a assurer le rejet de perturbation.

3.2.3 Commande par retour d’état mesuré avec intégrateur

La nouvelle structure de commande par retour d’état est définie par les équations suivantes :

zi(k+1) = wi(k)+ (y* (k) —y(k))

u(k) — _Kae(k) — kei(k) G-7)

ou K et k; sont des parametres a déterminer. On a introduit une nouvelle variable d’état z;. Que
représente-t-elle ? la premiere équation de (3.7) se récrit :

(L—q Dag(k) =q ' (y* (k) — y(k))
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Y*(2)

F1G. 3.4 — Systéeme en boucle fermée avec un correcteur par retour d’état mesuré

A une constante multiplicative prés (la valeur de la période T), x;(k) correspond a I’intégration
de (y*(k) — y(k)) par la méthode des rectangles avants. On peut aussi écrire :

Xi(5) = 2= (V'(2) = Y(2))

Par suite,

U(z) = ~EX(z)— ;M5(Y*(2) - Y(2)) (338)

Ce correcteur contient donc un intégrateur, représenté par Z l 1- Comme dans la sous section
3.2.2, le systeme en boucle fermée peut se représenter sous la forme présentée figure 3.5.

2l — F)7!

Systeme augmenté

correcteur avec intégrateur

FI1G. 3.5 — Systéme en boucle fermée avec un correcteur par retour d’état mesuré avec intégrateur

Objectifs de la commande par retour d’état avec intégrateur

Avec un choix approprié de K et de kj, cette structure peut-elle assurer le rejet de perturbation
(ainsi que la poursuite) ? Pour répondre a cette question, les différentes fonctions de transfert en
boucle fermée vont étre calculées.
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Vu(z) Vy(2)
Y*(z2) k|t B(z) + Y(z)
+ F Lzt |+ Az) |+

FIG. 3.6 — Boucle fermée avec un correcteur par retour d’état mesuré avec intégrateur

Supposons que K et de k; ont été choisis de facon a assurer la stabilité du systeme en boucle
fermée représenté figure 3.5. En posant :

sy
~~

I
~—

B HAdj(2I — F)G
A(z)  det(zI — F) + KAdj(z] — F)G

le schéma représenté figure 3.5 est équivalent au schéma représenté figure 3.6. Ce dernier étant
plus simple, les différentes fonctions de transfert sont calculées a partir de celui-ci.

V() =+ 20 (V) - ) - V()

soit
Y(Z): _ _kfg(z) _ Y*(Z)+~ (Z_1)§<Z)~ Vu(2)+~ (Z_]')‘Z( )~ y(Z>
A=) - B() A=)z — 1)~ ki B(2) Alz)(z— 1)~ luB(2)
Ty —y(2) Toy—y(2) Toy—y(2)

L’examen des différentes fonctions de transfert montre que :
1. T,,,—y(1) = 0 : les perturbations d’entrée en échelon sont rejetées.
2. T,,—y(1) = 0 : les perturbations de sortie en échelon sont rejetées.

3. T)—y(1) = 1:1a poursuite d’échelon est assurée.

Remarques

1. Ces 3 propriétés viennent du terme (z — 1) qui apparait dans I’expression des 3 fonctions
de transfert. Il est issu du calcul de la transformé en z de I’intégrateur du correcteur.

2. On retrouve la propriété vue en cours de licence L3 : pour assurer le rejet de perturbation
en échelon, en entrée et en sortie, et la poursuite en échelon, le correcteur doit posséder un
intégrateur.

3. A partir du moment ou le systeme en boucle fermé représenté figure 3.5 est stable, la pour-
suite et la régulation sont assurées.
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Choix des parametres K et k; de la commande par retour d’état avec intégrateur

D’apres la discussion précédente, les parametres K et k; doivent €tre choisis de facon a ce que
le systeme en boucle fermée soit stable. Ils vont, d’autre part, étre choisis pour obtenir un certain
régime transitoire (rapidité, dépassement, voir chapitre 2). Ce régime transitoire est imposé via le
choix des (n + 1) poles 27, - - -, 2, ; du systeme en boucle fermée.

Objectif Choisir les parametres K et k; de fagon a placer les (n + 1) pdles 27, ---, 2, du
systeme en boucle fermée.

L’idée est de se ramener a ce que I’on a déja fait. Pour cela, on écrit les équations du systeéme en
boucle fermée :
— Equations du procédé :

(3.9)
y(k) = Hz(k) + vy (k)
— Le correcteur a pour équation :
zi(k+1) = (k) + (" (k) — y(k))
(k) — _Ka(k) — kyw (k) (3.10)
Le vecteur d’état du systeme en boucle fermée s’écrit donc :
_ | =(k)
xa(k) = [ .T[(k) ]
Les équations (3.9) et (3.10) se réécrivent :
zk+1)] T Follak)] TG 0] . G 0
ain ] = L a L e[ e [3 oo [ G oo
k — (g o]| W k
y(k) [ } (k) + vy (k)
(3.11)
avec )
x(k
ulk) = _w { (k) } (3.12)
Ka

Le systeme (3.11) est appelé systeme augmenté (voir figure 3.5). Il contient le procédé augmenté
de I’intégrateur du correcteur.

Déterminer K et kj de fagcon a placer les (n+ 1) poles du systéme en boucle fermée en 27, - - -,
2y 1 revient a déterminer la matrice de gains k, de fagon a placer les poles du systeme en boucle
fermée :

zo(k+1) = Fuxy(k)+ Guu(k)
u(k) = —Kuxq(k)

en zi, -+, z; .. On est donc ramené a un probleme standard de placement de poles.
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Remarque importante Le vecteur /K qui apparait dans le correcteur avec intégrateur défini par
I’équation (3.12) n’a aucune raison d’étre identique au vecteur K qui apparait dans le correcteur
sans intégrateur défini par I’équation (3.3).

Mise en ceuvre

1. Choisir les n + 1 poles 27, - - -, 2, ; du systeme en boucle fermée en fonction du cahier des
charges

2. Construire les matrices I, et G,.

3. Calculer K, tel que
det(z] — (F, — GoKy)) = (2 — 27) -+ (2 — 2541)

En déduire K et k;.

4. Etudier le régime permanent et transitoire en poursuite et en régulation pour le systeéme
bouclé obtenu.

Exemple

Soit le systeme bouclé défini par la fonction de transfert suivante :

B —2b 271
S l4az!

Y(2) (U(2) + Vu(2)) (3.13)

avec a = —0,9512 et b = 0,0975 et Ty, = 0.1s. Le cahier des charge est donné par :
1. poursuite d’échelon avec t,,,,, = 1s et un dépassement de 5% ;

2. rejet de perturbation d’entrée en échelon.

Une représentation d’état du systéme est, en choisissant z(k) = y(k) :

F G
2+ 1) = Zaak)+(=2b) ulk) — 2bv, (k)
yk) = (k)

Etape 1 : Choix des poles ici n = 1, donc deux poles a placer pour assurer un temps du premier
maximum t,,,, = 1s et un dépassement de 5%.
— en continu. Le polyndme p* + 2£wgp + w admet pour racines : —wy + jwoy/1 — €2

B
Dy=¢ 1- 52 = 5 — ln(l)l)2

7 +In(D;)?

tmae = ————x & wyp= —0—
wO\/1—£2 tmax V 1_52

— Application numérique : £ = 0.69 et wy = 4.34 rad/s. Les poles sont —{wy £ jwo/1 — &2 =
—2.995 + 3.145

— On en déduit les pdles en discret : 2,0, = €*Proic. D’ol 2} = 0.7049 + 0.229j et 25 =
0.7049 — 0.229;.
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]

Step ;I
»
Ll

1
S+ F——» = C
- — -
Discrete Gain2
Transfer Fcn

Unit Delay Gain4

Gain

F1G. 3.7 — Schéma de simulation

Etape 2 : Construction de la représentation d’état du systéme augmenté
—a 0 —2b
R Y
Etape 3 : Calcul de K, Posons K, = [ k kr }

z+a—2bk —2bk;

det(zI — (F, — G, K,)) = 1 L1

= 2%+ (a — 2bk — 1)z + 2bk; — (a — 20k).
Par suite, trouver K, tel que
det(z] — (F, — G K,)) = (z—2])(z —23) = 22 — (2} + 23)2 + 2} 23

est équivalent a

o A4z +a—1
N 20
_ =D 1)
b= 2b

Application numérique : k = —2.776 et k; = 0.715.

=

commande

sortie

Etape 4 : Simulation temporelle du systeme en boucle fermée Le systeme en boucle fermée est
simulé a I’aide du schéma Simulink représenté figure 3.7. Pour €tre bref, on n’examine que la
régulation. La consigne est mise a 0 (y* = 0) et un échelon de perturbation d’amplitude 1 est
envoyé en entrée au temps ¢ = 1. Il est bien rejeté (voir figure 3.8). Pour cela, le correcteur génere
un signal u(k) qui tends vers —1 qui tend donc a annuler le signal de perturbation (voir figure 3.9).
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sortie rejet échelon
0.05 T T T

-0.05 q

-0.1r B

-0.15 q

-0.2} 4

-0.25 q

F1G. 3.8 — Sortie du systeme pour une perturbation d’entrée en échelon (y* = 0)

Perturbation (traits tirés) et commande
15 T T T T T

05

-0.5F b

-15 I I I I I I I I I
0

FIG. 3.9 — Perturbation d’entrée (traits tirés) et commande appliquée (trait plein)
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3.2.4 Commande par retour d’état mesuré pour le rejet de sinusoides a la
pulsation w

La nouvelle structure de commande par retour d’état a la forme suivante :

D(g™h)

A

e

(1—2cos(woTy)g " +q D ualk) = (kaq ™+ koq 2y (k) — y(k)) (3.14)
u(k) = —Kuz(k) — uq(k)

ou K, kg et ks sont des parametres a déterminer. Justifier le choix de D(q_l). Par suite,

— _ ksaz 4 ks Sl
U(z) = —KX(2) 52—2$dwﬂ5Z+%O’@> Y(2)) G.15)

D(2)

1
—2cos(woTs)z + 1
Comme dans la sous section 3.2.2, le systeme en boucle fermée peut se représenter sous la forme
figure 3.10.

Ce correcteur contient donc un oscillateur de pulsation wy, représenté par —;
z

Vu(Z)/L Vy(2)

Y*(2) + p R + 4+ Y(z

( )_ kle(_Z)kSZ - e O (21 — F)™1g H — )
— X(z)

K

F1G. 3.10 — Boucle fermée

Objectif de la commande

Avec un choix approprié de K, kg et ko, cette structure peut-elle assurer le rejet de pertur-
bation sinusoidale de pulsation wy (ainsi que la poursuite de sinus a la pulsation wy) ? Pour cela,
les différentes fonctions de transfert en boucle fermée vont étre calculées comme dans la section
3.2.3.

Supposons que K, kg et kg ont été choisis de facon a assurer la stabilité du systeme en boucle
fermée représenté figure 3.10. En posant :

B(z) HAdj(zI — F)G
A(z)  det(z] — F) + KAdj(z] — F)G

le schéma représenté figure 3.10 est équivalent au schéma représenté figure 3.11. Ce dernier étant
plus simple, les différentes fonctions de transfert sont calculées a partir de celui-ci.

22 (v - R ) - v
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V() haz kg | T Bz | *p YOG

F1G. 3.11 — Boucle fermée

Soit

(A(2)D(2) = (ks1z+k,2) B(2))Y (2) = D(2) A(2)V, (2)+D(2) B(2)Va(2) (ko1 2-+ki2) B(2)Y*(2)

soit
Y(2) = = —(ks12 + ks2) B(2) V() 4 = D(z)B(z) V)t
A(z)D(z) — (lfflz + k) B(z) A(z)D(z) — Ufflz + k) B(z)
Tyry() Toy—y(2)
e DA,
A(z)D(z) — (]fflz + k) B(z)
Toy—y(2)

L’examen des différentes fonctions de transfert montre que :
1. T,,_,(e™0T2) = 0 : les perturbations d’entrée sinusoidales de pulsation wy sont rejetées.
2. T,,—y(e™7+) = 0 : les perturbations de sortie sinusoidales de pulsation wy sont rejetées.
3. Ty, (e707=) = 1 : 1a poursuite de sinus a la pulsation wy est assurée.

car D(e/0Ts) = (.

Question : a-t-on forcément poursuite d’échelon ?

Choix des parametres K, k,; et k., de la commande par retour d’état

D’apres la discussion précédente, les parametres K, kg et kg doivent étre, d’une part, choisis
de facon a ce que le systeme bouclé soit stable. Ils vont d’autre part €tre choisis pour obtenir un
certain régime transitoire (rapidité, dépassement, voir chapitre 2). Ce régime transitoire est imposé
via le choix des (n + 2) poles (pourquoi n + 27?) 27, - -+, 2, du syst€éme en boucle fermée.

Objectif Choisir les parametres K, kg et kg, de fagon a placer les (n + 2) poles 27, - - -, 2, , du
systeme en boucle fermée.

L’idée est de se ramener a ce que 1’on a déja fait. Pour cela, on écrit les équations du systeme
en boucle fermée :
— Equations du procédé :

(3.16)
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— Equations du correcteur :

e I e e K B R .
W)= el (b k][220

Le vecteur d’état du systeme en boucle fermée s’écrit :

ralk) = [ gfs((’;)) ] |

Les équations (3.16) et (3.17) se réécrivent :

BRI '[_C{TSH P LT ws [ rw [ am+ | G oo

= 101 28]

(3.18)
avec x(]{:)
uk) = —[ K K] [%(kj)} (3.19)

Le systeme (3.18) est appelé systeme augmenté. 11 contient le procédé augmenté de 1’oscillateur
du correcteur.

Déterminer K et K, de fagcon a placer les (n + 2) poles du systéeme en boucle fermée en =7,
"+, Zp o revient a déterminer la matrice de gains K, de fagon a placer les poles du systeme en

boucle fermée :
ok +1) = Fux.(k)+ Guu(k)
u(k) = —K,z,(k)
en ziy, - -+, Zy 1. On est donc ramené a un probléeme standard de placement de poles.

Mise en ceuvre Elle est similaire a celle présentée section 3.2.3.

Exemple On reprend I’exemple de la section 3.2.3. On obtient ici :

—a 0 0 —2b
F,=| —1 2cos(weTs) —1 G, = 0
0 1 0 0
z 4+ a — 2bk —2bk —2bk o
det(zl — (F, — G,K,)) = 1 z — 2 cos(woTy) 1
—1 z

= 23+ (a — 20k — 2 cos(woT}))z? + - - -
4 (=2 cos(woTs)(a — 2bk) + 1 4 2bkg1)z + a — 20k + 2bkg
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sortie rejet sinusoide

-0.07

-0.08 -

—-0.09
0

F1G. 3.12 — Sortie du systeéme pour une perturbation d’entrée sinusoidale (y* = 0)

Par suite, trouver K, tel que
det(2]—(Fy—GoK,)) = (2—27)(2—23)(2—23) = 2°— (2} +25+25) 2+ (2 5+ (25 +25) 25 e — 2 25 2

est équivalent a

(1 204 25 + 25 +a — 2 cos(wpTy)
- 2D
P (2725 + (27 + 23)25 — 1 + 2 cos(woTs)(2 cos(woTs) — (27 + 25 + 23)
st 2b
I —21 25z — 2 cos(woTs) + 27 + 25 + 25
\ vs2 2b

Application numérique : avec z7 = 0.7049 + 0.2297, z5 = 0.7049 — 0.229;5 et 253 = 0 (justifier ce
choix), k = —7.447, ks, = 2.597 et kg = —2.569. Les simulations temporelles sont représentées
figure 3.12 et figure 3.13.

3.2.5 Généralisation a tout type de perturbation

Le polyndme D(q~!) introduit précédemment permet de définir le modele d’une perturbation v
avec
— dans le cas de 1’échelon, D(q_l) = 1 — ¢~ '. En effet, un échelon d’amplitude A, se produi-
sant a I’instant m est solution de 1’équation aux différences :

v(k) =v(k—1)+A5(k—m) & (1—q¢Holk)=A¢g ™k
(k) = v(k—1) ( ) (1—q ) u(k) = Aqg " 6(k)
D(q~1) Clg™)
avec v(k) = 0, pour k < 0. Le polyndme D(q ') caractérise la classe de la perturbation (ici

un échelon). Le polyndme C'(¢~!) caractérise I’amplitude de 1’échelon ainsi que 1’instant
ou il se produit. Par exemple, un signal défini par

ke{l,2,3) v(k) =1
sinon v(k)=0

est ’addition d’un échelon d’amplitude 1 qui se produit a I’instant 1 et d’un échelon d’am-
plitude —1 qui se produit a I’instant 4. Par suite, C(¢~1) = ¢7! — ¢~
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Perturbation (traits tirés) et commande
T T T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

F1G. 3.13 — Perturbation d’entrée (traits tirés) et commande appliquée (trait plein)

Sine Wave LI >
Lad
commande
Z ks1.z+ks2 ) (_ )
( = ) > 2_o% * =
z4-2*cos(w0*Te)z+1
'y S 'y > _’El
Discrete Unit Delay Gain4 sortie

Transfer Fcn

Gain

Gain3

FIG. 3.14 — Schéma de simulation
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— dans le cas de la rampe, D(q¢7') = (1 — ¢71)2.
— dans le cas de la sinusoide de pulsation wy, D(q~) = 1 — 2 cos(woTs)g ' + g2
— dans le cas général, D(¢ ') =1+ dig '+ - +d, g™ etC(g ) =co+ gt + -+
Cn.q "°.
La transformée en z de la perturbation s’écrit dans le dernier cas général (si n. < ng) :

coz™ 4z 44 Cp 2

V(Z) = ng ng—1
2"+ diz + e+ dy,

Ce n’est rien d’autre que la transformée en z de la réponse impulsionnelle de la fonction de trans-
fert : %. Pour une perturbation persistante (limy_, ., v(k) # 0, ce qui est le cas de 1’échelon, de
la rampe et de la sinusoide), le polyndme D(z) a des racines qui ne sont pas de module strictement

inférieur a 1. Pour que y tel que :

C(z)

D(z)

soit tel que limy_., y(k) = 0, les poles de Y (z) doivent étre de module strictement inférieur

a 1. Pour cela, il doit exister une fonction rationnelle F'(z) dont tous les poles sont de module
strictement inférieur a 1 telle que :

Y(2) = Toey(2)V(2) = Ty (2)

T,,(z) = D(=)F(2)

D’apres les sections précédentes, cette propri€té sera satisfaite par T, ., et T, ., si le correcteur
est choisi tel que :

kdlznd_1+"‘+k’d

U(z) = —KX(z) — ~—(Y"(z) =Y
D(2)
soit
u(k) = —Kx(k) — uq(k)
avec :
ilﬁd(k + 1) = FdlEd(k’) + Gd(y*(k) - y<k))
uq(k) = Kaxq(k)
ou
[ —d1 _dn i [ 1]
1 0 0 0
Fd = 0 .. I I : Gd -
| 0 0 1 0 | | 0]
Kd:[kdl k;dnd]
Dans le cas

— de1’échelon, ona F; = [ 1 } ;
— du sinus de pulsation wy, on a

2cos(weTy) —1

Fa= 1 0
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Remarque Il est possible de considérer des perturbations qui sont des combinaisons linéaires de
perturbations “élémentaires” : par exemple une perturbation qui serait la superposition d’échelons
et de sinusoides a la pulsation wy. Dans ce cas-1a :

D(g) =(1—¢ )1 —2cos(woTi)g " +q77)

Remarque La régulation par rapport a une perturbation d’un type donné assure la poursuite de
référence de méme type.

3.3 Commande par retour d’état estimé

Quand le vecteur d’état x n’est pas mesuré (parce que par exemple cela nécessite un nombre de
capteurs important ce qui est onéreux ou encore 1’état n’est pas accessible physiquement), si cela
est possible, il est nécessaire de construire un observateur qui génere une estimation du vecteur
d’état.

3.3.1 Rappels sur les observateurs

u(k) SYSTEME y(k)

OBSERVATEUR

z(k)

FIG. 3.15 — Principe de I’observateur

Pour un systeme a observer :
r(k+1) = Fx(k) + Gu(k)
y(k) = Hu(k)

I’observateur est un syst¢eme dynamique qui a pour entrée u(k) et y(k) et pour sortie I’estimation
Z(k) de I’état (k) du systeme (voir figure 3.15). Il est défini par la représentation d’état :

{E(k:Jrl) = Fi(k) + Gu(k)+M(y(k) — y(k))
yk) = Hz(k)

En définissant I’erreur d’estimation z(k) = x(k) — Z(k), ’objectif de 1’observateur est que pour
toutes conditions initiales :
lim z(k) = 0.

k—oo

A partir des équations du systeme et de 1’observateur, on a :

Fk+1) = (F—MH)¥(k).
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La dynamique (rapidité, etc.) avec laquelle Z(k) tend vers 0 est évidemment donnée par les valeurs
propres de la matrice (F' — M H). Le vecteur colonne M est choisi de fagon a placer les pdles de

I’erreur d’observation en z* 2z c’est-a-dire telle que :

*
obs1° obsy, ?

det(z] — (F— MH)) = (2 — 256, )(2 = Zips,) - - (2 = 203, )- (3.20)
Remarque les valeurs propres d’une matrice sont les valeurs propres de sa transposée. Donc les

valeurs propres de F' — M H sont les valeurs propres de (F' — M H)T = FT — HT M. On peut
faire la méme remarque pour les polyndmes caractéristiques de I’ — M H etde FT — HTMT.

De la remarque précédente, on en déduit que calculer M solution de 1’équation :

det(z] — (FT — H'M")) = (z — 20, )(z — 25s,) - (2 — 25 )

obs,,

est un probléeme similaire a trouver K solution de 1’équation :
det(z] — (F —GK))=(z—2z)(z—23)...(z — z})
C’est le principe de dualité : calculer la matrice de gains M de I’observateur du systeme :

{:L’(k—l—l) = Fua(k)
y(k) = Hua(k)

est équivalent a calculer la matrice du retour d’état pour commander le systéme :
Z(k+1) = FTz(k)+ H u(k)

Une condition nécessaire et suffisante pour que 1’équation (3.20) admette une solution unique M
est que :
H

HF
rang | . =n.

}{ljn—J

3.3.2 Analyse de la commande par retour d’état estimé

Dans le cas ou le vecteur d’état n’est plus mesuré, dans le correcteur défini par les équations
(3.3), c’est-a-dire :
u(k) = —Kxz(k) + Ty* (k)

la mesure de z(k) est remplacée par I’estimation Z(k) génerée par un observateur. On obtient alors
un correcteur par retour d’état estimé. Il se compose d’un

1. Observateur

y(k) = Hz(k)

ou le parametre a déterminer est M ;

{ T(k+1) = Fz(k)+ Gu(k)+M(y(k) —y(k))

2. Retour d’état
u(k) = —Kz(k) + 'y (k)

ou les parametres a déterminer sont /{ et I'.
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A partir des équations qui définissent 1’observateur et le retour d’état proprement dit, on voit que
le correcteur par retour d’état estimé admet pour vecteur d’état Z(k) et pour représentation d’état :

Fe G¢ Ge
p ~ < ~= =
55(k(+)1) = (F- ?If — MH) f(l;) + Gy (k) + M y(k) (3.21)
ulk = —Kzk)+_ T y*(k .
H. E

Correcteur

F1G. 3.16 — Systeme en boucle fermée avec un correcteur par retour d’état estimé

Quelles sont les propriétés du systeme en boucle fermée obtenu ? Pour répondre a cette ques-

tion, on détermine la représentation d’état du systeme en boucle fermée (voir figure 3.16). Dans
le systeme bouclé, on a :

— Le procédé a commander est défini par les équations :
x(k+1) = Fx(k) 4+ Gu(k)+ v, (k
(k+1) (F) (u(k) + vu(K)) 3.22)
y(k) = Hzx(k) + vy(k)

— Le correcteur défini par les équations (3.21).
Le systeme en boucle fermée admet donc pour vecteur d’état :

(k)
z(k) |
En éliminant u(k) entre les équations (3.22) et (3.21), on obtient une représentation d’état du
systeme en boucle fermée :

]

l j\fH F_(;;C(”E MH} [;gl]z; } + [g?] y (k) + {G] va (k) + { U }vy(k)

0
o= (o] 2 e
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En faisant le changement de base dans I’espace d’état suivant :
zk) | [ 1|0 z(k)
zk) | | I|-1I z(k)
on obtient la nouvelle représentation d’état :
wk+1) |  [I]O0 ][] F | —GK I]0
z(k+1) n I\—I_ MH‘F—GK—MH [‘—I

T o [ [0

oo = Lol [ 20 ] uw
(3.23)
L’intérét de ce changement de base dans I’espace d’état fait apparaitre une matrice d’évolution
qui est triangulaire supérieure par blocs. De cette structure triangulaire, on en déduit que le po-
lyndme caractéristique du systeme en boucle fermée s’écrit :

Pu(z) = det(z] — (F — GK)) det(z] — (F — MH))

/ \\
g g

Psf(z) Pops(2)

ou Ps¢(z) est le polyndme caractéristique du systeme commandé par le correcteur par retour d’état
mesuré u(k) = —Kx(k) et o P,s(2) estle polyndme caractéristique associé a I’erreur d’observa-
tion. Le fait que P.(z) s’écrit comme le produit P () Pps(2) est appelé théoréme de séparation.

Par suite, si un correcteur par retour d’état mesuré défini par les équations (3.3) est mis au
point de fagon a placer les n pdles du systeme en boucle fermé en =7, - - -, 2, et si, d’autre part, on
dispose d’un observateur du procédé a commander tel que la dynamique de I’erreur d’observation
soit donnée par les poles 27, , - -+, 2. , le systtme en boucle fermée obtenu avec le correcteur
par retour d’état estimé correspondant aura ses poles en 27, - - -, 2 et z

* *
obs1° ’ Zobsn'

La mise au point d’un correcteur par retour d’état estimé se fait donc en trois étapes :
1. Mise au point d’un correcteur par retour d’état mesuré ;
2. Mise au point d’un observateur du procédé a commander ;

3. Obtention d’un correcteur par retour d’état mesuré en remplacant dans le correcteur calculé
a la premiere étape la mesure de 1’état par I’estimation générée par 1’observateur mis au
point lors de la seconde étape.
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Analyse de la poursuite D’apres (3.23), la fonction de transfert 7}« _,,, admet pour représentation

d’état :
] - ] ] [ e
y(k) = [HOJ[%;]
Par suite

Ty_y(2) = H(zI — (F — GK))"'GT

On retrouve la fonction de transfert 7,-_,,(2) obtenue avec le correcteur par retour d’état me-
suré correspondant, donc les mémes performances en poursuite. Le choix des pdles de I’erreur

d’observationen 2, , ---, 2% n’influence donc pas le régime transitoire de la poursuite.
obsy obsy,

Analyse de la régulation Pour étudier le rejet de perturbation, le correcteur par retour d’état
estimé est mis sous forme R, S et T'. Sa représentation d’état est :

{ T(k+1) = (F-GK— MH)Z(k)+ GTy*(k) + My(k)
wk) = —Kz(k)+Ty*(k)

Par suite :
R.f(2) = —KAdj(z] — (F —GK — MH))M
Sep(z) = det(z] — (F — GK — MH))
Ty(z) = Ddet(zI — (F — GK — MH)) — KAdj(zI — (F — GK — MH))GT

D’apres I’analyse de la section 2.5, page 39, rien n’assure que le rejet de perturbation, que ce soit
en entrée ou en sortie, en échelon ou en sinusoide, sera assuré.

3.3.3 Correcteur par retour d’état estimé avec rejet de perturbation

Le modele de la perturbation a rejeter est donné par

D(z) = 2" +di2" o+ dy,

On considere la structure du correcteur constitué de
— L’observateur
zk+1) = (F—MH)x(k)+ Gu(k) + My(k)

— La commande
zy(k+1) = Faza(k)+ Galy™ (k) —y(k))

u(k) = —KZ(k) — Kazq(k)
ou
[ —d, ~d, (1]
1 0 0 0
Fo=1 0 ' et Gg=
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Correcteur
F1G. 3.17 — Systeme en boucle fermée
Le correcteur admet alors pour représentation d’état :
$d(k -+ 1) o Fd 0 xd(k) Gd % —Gd
[ k1) | T | —eky F-MH—cK) || 2k [T o [YEF] a0 |
_ a(k)
" s

Le systeme en boucle fermé est alors représenté figure 3.17.

Le correcteur mis sous forme R, S et 7' meéne a :

s = den (o1~ | G r_ami—cm )

= det (2 — Fy)det (2 — (F — MH — GK))
—_——

D(z)

Puisque S(z) contient le polyndme D(z), le rejet de perturbations de modele D(z) est assuré.

3.4 Conclusion

— Du fait du théoreme de séparation, la mise au point du correcteur par retour d’état mesuré
se fait en trois étapes.

1. Détermination du retour d’état mesuré

— Choix de la structure du correcteur : sans ou avec modele de la perturbation, si avec,
détermination de D(z)

— Choix des poles du systeme en boucle fermée ce qui revient a choisir le polynome
caractéristique P;(2)
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— Calcul des parametres K (et éventuellement K ;) du retour d’état

— Test du correcteur par simulation temporelle sur le modele du procédé.

2. Détermination de I’observateur

— Choix des poles de I’erreur d’observation, ce qui revient a choisir le polyndme ca-
ractéristique P,ps(2)

— Calcul des parametres M de I’observateur

— Test de I’observateur par simulation temporelle sur le modele du systeme a observer.

3. Test du correcteur par retour d’état estimé

— Le correcteur obtenu peut €tre mis sous la forme d’une représentation d’état ou sous la
forme d’un correcteur RST.

— Il permet de placer les poles des fonctions de transfert en boucle fermée plus éventuellement
quelques zéros (via le choix de D(z)).

— La difficulté est que le raisonnement se fait sur les fonctions de transfert en boucle fermée
et que la détermination du correcteur se fait en représentation d’état.

Le placement de pdles par approche polynomiale! présenté dans le chapitre suivant permet de
répondre a cette difficulté.

"Une fonction de transfert est caractérisée par le polyndme du numérateur et le polynéme du dénominateur.
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3.5 Annexe : Petit bestiaire

Correcteur retour d’état mesuré

Structure u(k) = —Kux(k)+Ty*(k)
Schéma BF

Y*(2)

Représentation état BF

r(k+1) = (F—-GK)x(k)+ Gly*(k) + Guy(k)

y(k) = Ha(k) + o, (k)
Parametres a déterminer K, T
Objectifs
Polynéme caractéristique BF : P;¢(z) ordre n
Ty*—w(l) =1

Comment? K, I tels que

K tel que det(z] — (F' — GK)) = Py(2)

I' tel que T-_.,, (1) =1
Poursuite échelon, sensible a des erreurs de modele
Régulation entrée non (sauf impulsion)

Régulation sortie non (sauf impulsion)

Correcteur retour d’état mesuré avec intégrateur

Structure
ri(k+1) = z(k)+ (y* (k) —y(k))
u(k) = —Kuz(k) — krzr(k)
Schéma BF
* X](z) ........... _ 777777777777777777777777777777
' (zg) ao 2I — )71

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

correcteur avec intégrateur

Systéme augmenté
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Représentation état BF

wk+1) ] _ TF o] TG - (k) 07 .
LI(/{;H)] [—H 1] [0]“( bi | [mm]*[l}y(k“
-+[§}vu(k)—[ﬂvy(m
oo = L o] 20w

Parameétres a déterminer K, = [ K k; |
Objectifs Polynome caractéristique BF : P;;(z) ordre n + 1
Comment? K,=| K Fk; |telsque

det(Z[ - (Fa - GaKa)) = Psf(z)

Poursuite échelon
Régulation entrée échelon

Régulation sortie échelon

Correcteur retour d’état mesuré pour rejet de perturbation
Modele de la perturbation D(z) = 2" + djz™ ' + -+ +d,

Structure du correcteur

za(k +1) = Fara(k) + Galy* (k) —y(k))

u(k) = —Kuz(k) — Kqxq(k)
ou
[ —d, —dp [ 1]
1 0 0 0

Fp=| 0 o o e et Gy—
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Représentation état BF

Fy Ga za (k)

[x(kJrl) } _ ’{ F 0 ]_mﬁm [x(k) }Jr_,
zalk + 1) ~GuH Fy 0 “) [ zalk)
...+{G0d]y*(k)+m}uu(k>—[é’d}vy(k)
y(k) = [H 0] { ;d((?) } (k)

Parameétres a déterminer K, = [ K K, |
Objectifs Polyndme caractéristique BF : P;¢(2) ordre n + nq
Comment? K,=| K K, | telsque

det(z] — (F, — G, K,)) = Py(2)

Poursuite référence de modele D(z)
Régulation entrée perturbation de modele D(z)

Régulation sortie perturbation de modele D(z)

Correcteur retour d’état estimé
Structure du correcteur — observateur
Tk+1) = (F—MH)x(k)+ Gu(k) + My(k)

— commande
u(k) = —Kz(k)+Ty*(k)

Représentation état du correcteur
z(k+1) = (F—MH—-GK)x(k)+ My(k) + GTy*(k)
u(k) = —Kz(k) + Ty*(k)

Schéma BF

Correcteur
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Représentation état BF avec z(k) = z(k) — Z(k)

3] - st ) [ e [

Tkt 1) 0 —MH | | Zh 0 a
ot [
W = [ [0] |5

Parametres a déterminer K, I, M

Objectifs
Polynéme caractéristique BF : P; (%) Pps(2) ordre 2n
Ty*_,y(l) — 1

Comment? K, M tels que
K tel que det(z] — (F — GK)) = Pys(2)
I tel que T}y, (1) =1
M tel que det(z] — (FT — HTMT)) = Py(2)

Poursuite échelon, sensible erreurs de modele, pdles de Ty-_., (=) racines de Pss(2)
Régulation entrée non (sauf impulsion) poles de 7),,_.,(z) racines de Psf(z) Pops(2)

Régulation sortie non (sauf impulsion) pdles de T, ., () racines de P;(z) Pops(2)

Correcteur retour d’état estimé avec intégrateur

Structure du correcteur observateur
Tk+1) = (F—MH)x(k)+ Gu(k) + My(k)
commande
rr(k+1) = x1(k)+ (y* (k) — y(k))
u(k:) = —K&?(k)) — k‘]l’](l{?)

Représentation état du correcteur

[ag((/fill)w - {—ék, (F—ME]—GK)]{g((;f))}+{”y*(k)+[ﬁ]y(k)
@ - tes3)

Schéma BF
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Correcteur
Représentation état BF avec z(k) = z(k) — z(k)

z(k+1) F—-GK —gk; GK z(k) 0
xr(k+1) = —-H 1 0 (k) |+ | L [y (k)+---
z(k+1) 0 0 |F-MH z(k) 0

G ] 0

{0 fum+ | =1 o
G -M
y(k) = [ H 0 ‘ 0 } zq(k) | + vy (k)
(k)

Paramétres a déterminer K, =[ K k; |, M

Objectifs
Polynome caractéristique BF : Py (z) Pps(2) ordre 2n + 1

Comment? K,=| K ki |, M tels que
K,=[ K k;i]telquedet(z] — (F, — G,K,)) = Py(2)
M tel que det(z] — (FT — hM™)) = Py.(z

avec
F 0 G
Fa:{_Hl] Ga:[o] Ko=[K k]

Poursuite échelon, poles de T)-_,(2) racines de Pss(2)
Régulation entrée échelon, poles de 7T, _.,(2) racines de P ;(2) Ppys(2)

Régulation sortie échelon, poles de T, ., (z) racines de Pss(2)Pops(2)

Correcteur retour d’état estimé pour rejet de perturbation

Modele de la perturbation D(z) = 2" + djz" ' + .-+ +d,
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Structure du correcteur observateur

commande

Représentation état du correcteur

F

Schéma BF

VERSION PROVISOIRE DU 20 JUIN 2006 73
zk+1) = (F—MH)x(k)+ Gu(k) + My(k)
za(k+1) = Fara(k) + Ga(y*(k) —y(k))
U(l{?) = —Kf’f(k) — Kd$d<k)
[ —d; - —d, T [ 1]
1 0 0 0
Fd = 0 et Gd =
0 0 1 0 0
F, 0 xq(k) G . -G
{ —gC;fd (F— MH — GK) } { §Ed(k) } + { od]y (k) + { M
_ za(k)
= —[ Ky K}{f(k)}

Correcteur
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Représentation état BF avec z(k) = z(k) — Z(k)

z(k+1) F—-GK —gK, GK z(k) 0

(k+1) 0 0 |F-MH z(k) 0

G 0
L0 (k)4 | —Ga | vy(k)

y(k) = [H 0]0] xd(]f) + vy (k)

Paramétres a déterminer K,=| K K, |, M

Objectifs
Polynéme caractéristique BF : Py (2)Pys(2) ordre 2n + ngy

Comment? K,=| K Ky |, M tels que
K,=[ K Kg]telquedet(z] — (F, — G,K,)) = Pys(2)
M tel que det(z] — (FT — hM7T)) = Pys(2)

avec
F 0 G
Fa_{_GdH Fd] Ga_{ol Ko=[K Ki]

Poursuite référence de modele D(z) pdles de Ty« (z) racines de Pss(2)
Régulation entrée perturbation de modele D(z) poles de T, ., (=) racines de Psf(z)Pops(2)

Régulation sortie perturbation de modele D(z) pdles de T, ., (z) racines de P;(z) Pops(2)



Chapitre 4

Commande par placement de poles :
approche polynomiale

4.1 Formulation du probleme

FIG. 4.1 — Boucle fermée avec correcteur RST

Le procédé
B(z™)
Az

ot A(z7') et B(2™!) qui sont des polyndmes en z~! avec le terme constant de A(z71) égal a 1.

Y(z) = (U(z) + Vu(2)) + Vy(2) 4.1)

l4+aiz ' a2z 2+ ... 4 apez ™
bo+ b1z b+ boz 24+ . by ™

P
—~
N
L
~—
i1l

Question : quel est I’ordre du procédé ?

Le correcteur RST a déterminer

S MU+ REHY(2) =T(=Y*(2) 4.2)
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ot R(z71), S(271) et T(271) qui sont des polyndmes en z~* avec le terme constant de S(z71)
égal a 1.

R(z™) = ro+riz7btrz 2+ 412

S(z™) = T4siz7 4802724 527"

T(z™Y = to+tiz +tez 2+ itz ™

Question : quel est I’ordre du correcteur RST ?

y* (k) + 1 u(k)
T O 5
y(k)
R(g") o

FIG. 4.2 — Régulateur RST numérique

Le systeme en boucle fermée (voir section 2.5, page 39)

B(z )T(="") B(=)S(="1) Az )S(=)

Y(Z> - Pc(z—l) Y*(Z) + PC<Z_1) VU(Z) + PC<Z_1) %(’Z)
Ty*ﬂy('z) Toy—y(2) TvyHy(Z)
4.3)
A DTz L, B(z)R(z) Az HR(z™1)
U(z) TR Y*(z) - TR Vu(z) — P D) Vy(2)
Ty (%) Ty (2) Toy—u(2)

avec P.(271) = A(z"1S(z7') + B(z"HR(z1).

Question : quel est I’ordre du systéme en boucle fermé ? Le comparer 2 I’ordre de P.(z71).

4.2 Régulation

Soient D, (271) et D,(2~") les modeles des perturbations d’entrée et de sortie (voir la section
3.2.5, page 58). Pour avoir rejet de ces perturbations, on doit avoir les polyndmes numérateurs de
Ty, —y(2) et T, ., (2) qui admettent respectivement comme mondmes D, (z~") et D (z7"). Par
suite, il doit exister deux polyndmes en 21, Q,(z7') et Q,(z71) tels que :

Bz )8 =D,z HQu(z™) et A(z"YHS(zTH =D,(z7HQ,(z7) (4.4)

Pour satisfaire ces relations, on doit choisir S(z71) tel que S(z7') = D,(271)Ss(271), avec
Dy(z') un polyndme permettant de satisfaire les équations (4.4) et Sp(z~!) un polyndme a
déterminer. On parle alors de préspécifications.
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Exemple Comment choisir D, pour assurer le rejet d’une perturbation en forme de rampe en
sortie du systeme et d’une perturbation sinusoidale de pulsation wy en entrée du systeme pour le
procédé défini par A(z71)=1—2"tetB(z7!) = 2712

La dynamique de régulation va étre fixée par le choix du polyndme P.(27'). La stabilité est
garantie si les racines de P.(z~!) sont de module strictement inférieur 2 1.

Remarque La régulation ne dépend que des polynomes R et S du correcteur RST.

Résumé Pour assurer la régulation, on doit calculer les polyndmes R(z~1) et Sp(271) solutions
de I’équation

Az DDy (2 ) So(z )+ Bz ) R(z™) = P.(z7h) 4.5)
~ ~—— S~——
Adqug, fiXé fixé fixé

Cette équation est appelée équation de Bezout.

Remarque A, peut étre relié au systeme augmenté vu en représentation d’état. En effet, il
B(z™h) 1
A=) Dy(27)

correspond au dénominateur de la fonction de transfert du procédé augmenté de

4.3 Exemple introductif a la résolution de I’équation de I’équation
de Bezout

Soit le procédé du premier ordre :
B(z™Y bzt
AzD  1+4ar U
On veut placer tous les pdles du systeme en boucle fermée en O :

P(z 1) =1.

On considere le rejet d’une perturbation en échelon (D, (27') = 1 — z~!) en entrée du systéme :
il sera assuré si :

3Qu(z7Y), bz 'Sz =1 —2HQuz™Y
Par suite, on choisit : S(z7!) = (1 — 271)Sp(271) ot Sp(27!) est un polyndme a déterminer.
L’équation (4.5) se récrit alors :

(1+az (1 —2HS (") +bz 'R =1
Le choix le plus simple serait : Sp(z7!) = s¢ et R(z7!) = ry, ce qui donnerait :
(14+az (1 -2 Hsg+bzlrg=1

On écrit I’égalité des coefficients des polyndomes de gauche et de droite.

terme constant so=1
termeen 2! (a—1)sg+brog =0
terme en 2> —asy =0

Ce systeme d’équations linéaires est équivalent a :

80:1
T.O:lga
SQZO
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d’ou probleme ! Trop d’équations, pas assez d’inconnues. On introduit une inconnue supplémentaire
en choisissant :

R(z™Y) =rg+rz?
ce qui modifie le terme en 272 :

—asg+bri1 =0 < 7’1:%

En conclusion, le calcul des polyndmes solutions de 1’équation de Bezout se ramene a la résolution

d’un systeme d’équations linéaires. De plus, les polyndmes solutions doivent avoir un degré mi-
nimum pour que le systeme d’équations linéaires admette une solution.

4.4 Résolution de I’équation de Bezout

. A -1 1 1 1 7
Soient 3 polyndmes en 2", Apezout(27)s Brezout (271 Poezout(271), avec Aperour(271) et
Bhezout(271) premiers entre eux.

L’équation
Abezout(z_l)sbezout(z_l) + Bbezout(z_l)Rbezout(z_l) - Pbezout(z_l) (46)

admet une solution d’ordre minimal Rpe.ous(271) €t Spezout(271) si et seulement si
donezout S dOAbezout + doBbezout — 1.

De plus, la solution est unique et telle que : d°Sperout = d°Bpesour — 1 €t d° Rpesour =
doAbezout — 1.

Mise en ceuvre sur I’exemple précédent

1y _ .1 -1 -1 -1y _
(I+az l(l ) So(z7) + bz R(z7) 1
Abezout(zil) Sbczout(zil) Bbezout Z_l) Sbezout (271) PbeZDUt(Z_l)

Puisque d° Pye.out = 0 et d° Apezour + d° Brezour = 3, 1a condition :
dOPbezout S doAbezout + doBbezout -1

est satisfaite et donc 1’équation admet une solution d’ordre minimal. Elle sera telle que : d°Sy =
d°Bpezout — 1 =0 et d°R = d°Ape.owr — 1 = 1, ce qui correspond a ce que I’on a précédemment
obtenu par taitonnements.

Démonstration

La recherche des polyndmes Rpye.out(271) €t Spezout(27) se fait par la résolution d’un systeme
d’équations linéaires. Posons

Aperout(271) = Go+ @zt + @22+ .+ ez ™
Bbezout(zfl) = by + blz* + 52272 + ...+ bnbzinb
Pbezout(zil> = ]_90 +ﬁ1zil + ]_92272 +... +ﬁnpzinp



G. SCORLETTI, G. BINET ET E. PIGEON VERSION PROVISOIRE DU 20 JUIN 2006 79

et
Rpezout(27Y) = To+Ti27 4 Toz 24 .+ Fppz™™
Spezout(271) = So+ 5127+ 8027 4+ 52

Les inconnues sont les coefficients de Rpye.out(271) €t Spezout(271). En égalant les coefficients des
termes de méme degré de 1’égalité (4.6), on obtient alors le systeme d’équations linéaires suivant :

ns+1 ny+1
[ @ 0 - 0 bo O -+ 0 |
aq ag . . l_)l l_)[)
_ 30 - _ ]_?O -
[ bo _ :
Sns _ ﬁnp
i , R 4.7)
bnb .
Una 0 Bnb Tonr A L 0 .
— . . . . . . —_—
0 Gna .. .. : .. .. .. M b
P e o b
i 0 . 0 Gne o --- --- 0 |
A

Le nombre de lignes de la matrice A est de max ((n, +ns + 1), (ny, +n, + 1)) (dans le cas
représenté ci-dessus on suppose que max ((n, +ns+ 1), (ny +n,. +1)) = (ng, + ns + 1)) et
n, + ns + 2 colonnes. Pour que le systeme d’équations (4.7) admette une solution unique, une
condition nécessaire et suffisante est que la matrice A soit carrée et inversible. La premiere condi-
tion est assurée par

max ((ng +ns + 1), (np +n, + 1)) = ng +n, + 2.

Dans le cas ot max ((n, + ns + 1), (ny + n,. + 1)) = n, + ns + 1, on en déduit que n, = n, — 1.
Pour assurer que max ((n, + ns + 1), (ny + n,. + 1)) = ny + ns + 1, il faut avoir :

nt+n+1<n,+n,+1 < npy<ng+1
Pour avoir la solution de degré minimal, on choisit ny = n;, — 1.

En résumé, en prenant n, = n, — 1 (soit d° Rpe.ous = d°Apesour — 1) €t ng = ny — 1 (soit
d°Shezout = d° Bpezout — 1), la matrice A sera carrée. De plus, n, < n, +n, — 1.

Pour que le systeme d’équations linéaires (4.7) admette une solution unique, il reste maintenant
a vérifier que la matrice A est inversible.

Propriété Lamatrice A estinversible si et seulement si les polyndmes Apc.ous(271) €t Bpezout (271)
sont premiers entre eux.

Démonstration Montrons que Ape.out(271) €t Bpeoout (27 1) non premiers entre eux est équivalent

N

a

det(A) = 0.
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Apezout(271) €t Bpezout(271) non premiers entre eux s’écrit : il existe au moins une racine commune
a telle que :

Abezout(zil) = (1_azil)Abezouto(zil)
Bbezout<2_1) = (1_a2_1)Bbezout0(2_1)

Par suite, en éliminant (1 — az™') entre les deux équations, on obtient' :

Abezout(zil)Bbezouto(Zil) + Bbezout(zil)(_Abezout()('zil)) = 0.

Par SUitea en Prenant Pbezout(z_l) = 0, Sbezout(z_l) = Bbezouto(z_l) et Rbezout(z_l) = _Abezouto (Z_l)
sont solutions de 1’équation (4.6). D’apres 1’équation (4.7), on a donc un vecteur x # 0 (ces com-
posantes sont constituées des coefficients de Bye.out, (271) €t — Apezout, (271)) tel que :

Azx =0
ce qui est équivalent a det(.A) = 0. CQFD.

Remarque Lafonction bezout programmée en code Mat 1ab construit le systeme d’équations
linéaires (4.7) puis le résout.

Remarque Si on ne recherche pas les polyndmes Rpe.out(27') €t Speoous(27!) de degré mini-
mal, la solution de I’équation (4.6) n’est pas unique. Soient Ryc.out,,., (27) €t Spezout,., (271) les
solutions de degré minimal. Alors pour tout polyndéme Q(z71) :

Rbezout(Z_l> - Rbezoutmin(z_l)+Abezout(z_1)Q(Z_l>
Sbezout(zil> = Sbezoutmm(zil) - Bbezout(zil)Q( 71)

sont aussi solution de I’équation (4.6).

N

4.5 Simplifications dans I’équation de Bezout

L’équation de Bezout se simplifie quand les polyndmes Phe.out(271) €t Apesous(271) ne sont
pas premiers entre eux et/ou Pye.oui(27!) €t Bpesous(271) ne sont pas premiers entre eux.

Exemple Py (271) et Ape.ous(27!) ont une racine commune a. Ape.oui(27!) €t Bpesous(271)
n’ont pas de racine commune.

Aperout(z7h) = (1 —az71)Ag(z71)
Pbezout(zil> = (1 - azil)PO(Zil)

ol Ag(z71) et Py(z™) sont premiers entre eux. Alors, I’équation de Bezout se récrit :
(1= az™") Ag(27")Shezout (2 7") + Boezout (271) Rpezout(271) = (1 —az™ ") Ro(27)
soit
Bhezout(27) Rpezout(271) = (1 = az7)(Po(27") — Ao(27") Spezout (271))
Par suite, Rpe.out(27") = (1—az™')Ro(2™'). En simplifiant (1—az~') dans I’équation, on obtient :
Ao(27) Shezout (271 4 Bresout(z ) Ro(271) = Po(27")

ol Spezout(271) €t Ro(271) sont les deux polyndmes a déterminer.

La réciproque est vraie : I’équation Apezout(271) Brezouto (271) + Brezout (27 (= Apezout, (271)) = 0 im-
plique que les racines de Ape.ous(2~1) sont des racines de Bipesout(271) (= Apezouto (271)). Puisque le degré de
Apezouty (271) est ng, — 1, au moins une racine de Ape.ous(271) est racine de Bpesout(271).
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Exemple Soit le procédé stable :
B(z_l)
A(z_l)
avec B(z71) = 271(by + by271). On veut mettre au point un correcteur RS(T) tel que
— La dynamique du systeme en boucle fermée est la dynamique du procédé :

P.(z ') = Az
— le rejet de perturbations d’entrée et de sortie en échelon est assuré :
Sz =(1—-2HS(z).
L’équation de Bezout s’écrit alors :
AN =2 HS () + Bz HYR(z™) = A(z™)

Par suite, forcement, R(27!) = A(z7)Ry(27!), ce qui donne I’équation simplifiée suivante :

(==Y S+ BE Y R =
N — \/_
Apezout Bhpezout PbEZOHt(Z 1)

D’apres la section précédente, I’équation de Bezout admet une solution minimale unique puisque :
dOPbezout S doAbezout + dOBbezout -1

De plus,
CZOSO = doBbezout -
dORO - doAbezout -

L’équation se récrit alors :

= S()(Z_l) = So + 812_1
=

1
]. Ro(Z_l) =Ty

(1—2Y(so+ 81271 )+2 by + bz Hrg =1

On écrit I’égalité des coefficients des polyndomes de gauche et de droite.

terme constant so=1
termeen z~'  —1+s; 4+ byrg =0
terme en 22 —51+byrg =0

Ce systeme d’équations linéaires est équivalent a :

_ 1
"0 By + by
So = 1
_ b
1T B+ b
Par suite : A
1y Az 1y by 1y -1
R(z )_bo—l—bl et S(z )—(1+b0+blz (1 —271)
Etudions le rejet de perturbation. Pour cela, a partir de (4.3), on obtient :
-1 -1 -1 -1 -1 -1
2 b+ bz )T+ sz ) (1 —277) 2 (bo+biz77)
Ty,—y(2) = A(Zfl) Tyy—u(2) = bo + by
Tyy—y(z) = 1+ 5127 )1 —271) Ty,—u(z) = —A(zH)rg

Les fonctions de transfert T, ., (z), T,,—,(2) et T}, . (2) sont des fonctions de transfert a réponse
impulsionnelle finie. On parle de réponse pile ou de réponse plate. La fonction de transfert 7}, ., ()
est a réponse impulsionnelle infinie (voir figure 4.3).
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y (trait plein) Vu (traits tirés)

0.8

0.6

0.4

0.2

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

I I I I I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

FI1G. 4.3 — Réponse pile a un échelon de perturbation en entrée

4.6 Poursuite de référence

4.6.1 Poursuite d’échelon

Pour assurer la poursuite d’échelons, c’est-a-dire

kl_%rfoo(ypoursuite(k) - y*(k)) =0
avec v, (k) = 0 et v,(k) = 0, on doit avoir T,+_,(1) = 1. Dans le cas d’un correcteur RST,
d’apres (4.3),ona:

Tyey(2) = Bz )T

P.(z)
Par suite, on doit avoir :
P(1)
T(1) =
— un premier choix possible est
oy P(1)
T(z") ===
On a alors méme dynamique de poursuite et de régulation. Dans le cas de I’exemple précédent,
voir figure 4.4.
— un second choix possible est
P.(z1)
T(zt =

La dynamique de poursuite est alors définie par un filtre a réponse impulsionnelle finie.
Dans le cas de I’exemple précédent, voir figure 4.5.
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y (trait plein) ystar (traits tirés)

0.4

0.2

0.7 T

0.5

0.4

0.3 : .
0.2 N

0.1 N

0 I I I I I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

FIG. 4.4 — Réponse a une consigne en échelon, T'(z71) = ];Cé 11 ))

y (trait plein) ystar (traits tirés)
T T T

0.8

0.2

0.6 N

0.4 N

P(z)

FIG. 4.5 — Réponse a une consigne en échelon, T'(z71) = ﬁ
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4.6.2 Sensibilité de la poursuite a des erreurs

Si les caractéristiques du systeme commandé (procédé) évoluent dans le temps ou sont mals
connues, est ce que la poursuite est quand méme assurée ? Le systeéme est caractérisé par son
modele. Supposons qu’une petite variation se produise sur B(1) :

d B(1)
B(1)

Comment va évoluer 7}-_,, (1) ? Pour I’évaluer, on utilise la différentielle logarithmique.

Différentielle logarithmique On appelle différentielle logarithmique d’un variable y la quan-
tité :

dy

Y

Elle correspond a la différentielle de la variable In(y). Les propriétés sont :

T
d=
d d d /
G =G L= et @)= [@)de
Yy
. B(1)T(1
Par suite, comme 7}, (1) = A(l)S(l() —)F Lg()l)R(l)’

dTy_,(1) dB(1)
1

R
Ty—y(1)  B(1)  A1)S(1)

Si A(1)S(1) = 0 alors méme si d B(1) # 0, on aura

d Ty*"y(]‘> _ O
Ty*%y(l)

La poursuite est assurée malgré des variations de modele. La condition A(1)S(1) = 0 revient a

avoir le correcteur et/ou le systeme qui est intégrateur.

Si A(1)S(1) # 0 alors

d B(1 d Ty, (1
—Bé))%o - —Tyuyé))ﬂ

La poursuite n’est donc plus assurée.

Les deux cas de figure sont représentés figure 4.8.

Ceci est une propriété générale : la poursuite d’un échelon sera assurée malgré des variations,
des erreurs sur le modele du procédé si le systeme et/ou le correcteur contient un intégrateur.
La seule condition est que la stabilité du systeme en boucle fermée soit conservée malgré les
variations, erreurs sur le modele du procédé.
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FIG. 4.6 — Réponse a une consigne en échelon dans le cas d’une erreur de +10%,

erreur de +10% sur coeffs B correcteur avec intégrateur

14
1.2

0.8
0.6
0.4

0.2

S

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

erreur de +10% sur coeffs B correcteur sans intégrateur

14

1.2

0.8
0.6
0.4

0.2

10 20 30 40 50 60

intégrateur (haut), sans intégrateur (bas)

Y*(2)

B*(Z—l) . + 1 U(Z)
AT T(=) _f\ S0
Y (2)
R(z71)

FIG. 4.7 — Correcteur RST avec modele de poursuite
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4.6.3 Utilisation d’un modele de poursuite

P.(z1)
B(1)
T,+_., sont placés en 0, soit une dynamique tres rapide. Cela peut engendrer des commandes avec
des amplitudes importantes. Il serait intéressant que la fonction de transfert 7,-_,,, présente des
poles qui ne soient pas en 0. Pour cela, on modifie le correcteur RST par I’ajout d’une fonction de

transfert

Le probleme lié au choix de T'(271) = est que les pdles de la fonction de transfert

B*(z™)
A*(z7h)

appelée modeéle de référence ou modeéle de poursuite, voir la figure 4.7. On a alors :

B(z NI(="") B'(:")

&= R w e
—— ——
Bz
B0

A*(z71) et B*(271) sont alors choisis tels que :
y—y(1) =1

— la dynamique de la poursuite est fixée par les racines de A*(z71).
Le modele de référence est en général choisi d’ordre 1 ou 2. La figure 4.5 présente la poursuite
d’un échelon sans modele de référence, la figure 4.8 avec modele de référence. L’ amplitude de la
commande est moins forte dans le second cas. Le choix du modele de référence permet de régler
le compromis entre la rapidité de la poursuite et I’amplitude de la commande.

Interprétation du modele de référence Vouloir poursuivre des référence en échelon est une
aberration physique. En effet, désirer que la sortie du systeme (qui est une grandeur physique)
suive un échelon revient a vouloir la faire passer instantanément d’une valeur a une autre. Or,
il est plus raisonnable de lui demander de passer progressivement (continiment) d’une valeur a
I’autre. La réponse indicielle du modele de référence génere un tel signal.

4.7 Etapes de synthese de correcteurs RST

Voir la figure 4.9.



0.8

0.6

0.4

0.2

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

87

G. SCORLETTI, G. BINET ET E. PIGEON VERSION PROVISOIRE DU 20 JUIN 2006
y (plein) sortie modele poursuite ordre 1 (tirés) avec 1=1s

T T T T T T

| | | | | | | i}
6 8 10 12 14 16 18 20

u
| | | | | | |
6 8 10 12 14 16 18 20
B*(z"") _

FIG. 4.8 — Réponse a une consigne en échelon dans le cas d’un modele de poursuite
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1—0.367927!
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)



88 CHAPITRE 4

— Choix dynamique de régulation : P,
— Préspécifications dans S
— Choix modele de poursuite

Calcul du correcteur (R, S, T)

— réponse temporelle y(t), u(t)
consigne + perturbation
rapidité, amortissement

— Calcul marges de stabilité

— Analyse fonction de sensibilité

Oui Non
(?

>

Stop

— Choix dynamique de régulation : P, ?
— Préspécifications dans S ?
— Choix modele de poursuite ?

FIG. 4.9 — Etapes de synthese de correcteurs RST par placement de pdles



Chapitre 5

Robustesse

5.1 Introduction

Le correcteur RST a été déterminé (entre autres) de facon a ce que le systéme en boucle fermée
soit stable avec le procédé qui est représenté par son modele.

Or, méme si Modele ~ Procédé
on a Modele # Procédé

De plus, méme si le procédé est stable sans correction, le systtme en boucle fermée avec un
correcteur mal déterminé peut étre instable.

La question est de savoir si le systeme bouclé constitué du procédé commandé par le correcteur
mis au point sur le modele sera stable. Bien entendu, le correcteur a €té mis au point pour que
le systeme bouclé constitué du modele commandé par le correcteur soit stable. La capacité du
correcteur a assurer la stabilité une fois connecté sur le procédé est appelée Robustesse.

Viu(2) Vy(2)

Y*(z) + 1 Uz) + 4 Us(2) Yi(2) « + Y (2)

T(z") 5S¢0 —O PROCEDE [~

FIG. 5.1 — Boucle fermée systeme commandé par correcteur RST

Pour essayer d’apporter des éléments de réponses, on va étudier le systeme en boucle fermée

B(z)

avec le modele (fonction de transfert m)

La fonction de transfert 7'(>~!) n’intervient pas dans la stabilité des systemes bouclés figure
5.2 et figure 5.1. Pourquoi ?
On introduit la fonction de transfert en boucle ouverte :
B(z) R(z
o BOEE)
A(z) 5(2)

Les schémas figure 5.2, 5.3, 5.4 et 5.5 sont équivalents du point de vue de la stabilité s’il n’y a
pas de compensation entre des poles et des zéros de module supérieur ou égal a 1 dans la fonction

89
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Y*(2)

-1 4+ B
") Sz - A(2)

FIG. 5.2 — Boucle fermée modele commandé par correcteur RST

+ 1 U(z) B(z)
- Sz A(z) i
R(z7Y)

F1G. 5.3 — Boucle fermée

F1G. 5.4 — Boucle fermée

4_T— Lmod(z) >

FIG. 5.5 — Bouclage d’une fonction de transfert L,,,q(z)
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de transfert L,,,q(2). Dans un premier temps, on va relier la stabilité du systeéme en boucle fermée
représenté figure 5.5 aux caractéristiques de la fonction de transfert en boucle ouverte. Dans un
second temps, on verra comment utiliser ce lien pour garantir la robustesse a travers les marges de
stabilité.

5.2 Critere de Nyquist

Objectif Le critére de Nyquist permet de ramener I’étude de la stabilité du systeme en boucle
fermée représenté figure 5.5 a I’étude de certaines caractéristiques de la réponse fréquentielle de
la fonction de transfert en boucle ouverte L,,,q(2).

Hypotheses Soit la fonction de transfert

b12m+...+bm

2" ta2" M day

Lmod<z) =

Dans un premier temps, on fait les deux hypotheses suivantes :
1. Ly0q(2) est strictement propre (m < n)

2. Lyea(z) n’a pas de pole sur le cercle de centre 0 et de rayon 1 (cercle unité).

Critere de Nyquist Dans le plan complexe (partie réelle en abscisse, partie imaginaire en or-
donnée), on trace L,oq(e’“*) pour wT, allant de —7 a +7 (Diagramme de Nyquist).

Le systeme en boucle fermée représenté figure 5.5 est stable si et seulement si ce tracé ne
recouvre pas le point (—1, 0) et I’entoure un nombre de fois v égal au nombre de pdles instables
de L,u04(z) dans le sens inverse des aiguilles d’une montre (sens trigonométrique direct).

Exercice Soit
1—a

Lmod(Z) = K

Z—a

avec a €0, 1[. Le tracé de Li,oq(e?*T) pour wT} allant de —7 & +7 dans le plan complexe est un

aLH’ 0) et de rayon Kﬁ.

1. Le systeme en boucle fermé est-il stable pour KX =17

cercle de centre (K

2. Déterminer I’ensemble des valeurs de K pour lequel le systeme en boucle fermée est stable.

Détermination du nombre d’entourement du point (—1,0) Il est égal au nombre de fois ou le
tracé de L,0q(e’“T*) coupe I’axe [—o00, —1] (—oo inclus) en allant vers le bas (voir la figure 5.7)
moins le nombre de fois ot le tracé de L,.q(¢’“*) coupe 1’axe [—o0o, —1] en allant vers le haut.

Interprétation du tracé Le tracé de L,,,q4(¢’“T*) pour wT} allant de —7 & +7 peut étre interprété
comme I’image du cercle unité par la fonction L,,,q(z) (voir figure 5.6). Le cercle unité est décrit
par z = e/“Ts pour wT} allant de —7 a +.
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wT= mod

wT =
s

-15 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
15 -1 -05 0 05 1 15

-4 i 1 1 1
-1 0 1 2 3 4

FI1G. 5.6 — Contour (gauche) et tracé de Lmod(ej”TS) pour w7 allant de —7 a 4+ (droite)

)

F1G. 5.7 — Comptage du nombre d’entourement
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20 T T T T
15 1
15 10} .
1 joT L (1 rejE)
e s mod
5 - -
0.5 1 L
Z
mod( )
0 { — o :
1+rel®
-0.5
_5 - .
-1
15 | | | | | -10f .
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
_15 - .
-20 i i i i
-5 0 5 10 15 20

FIG. 5.8 — Contour avec indentation (gauche) et tracé de Lmod(ej‘”TS) pour w7 allantde —m a +7
(droite)
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Cas ou L,,,4(z) a des poles sur le cercle unité (hyp. 2 non satisfaite) Prenons le cas ot ily a
plusieurs pdles sur le cercle de centre O et de rayon 1, par exemple [ pdles en 1 :

1

Lpod(2) = ——— Lo(z

d( ) (Z o 1)[ 0( )

sans pOle sur cercle unité
Linoa(z) n’est pas défini pour z = 1. Le contour est alors modifié pour éviter le point z = 1. Pour
cela, on introduit dans le contour (figure 5.8) un demi cercle de centre (1, 0) et de rayon r < 1
d’équation :
z=1+re §e[-Z, 2]

On étudie alors I’image de ce demi cercle par la fonction de transfert L,,,q(z) avec r — 0 :

Lioa(1+re??) ~ Le 1 Ly(1) 0 €[5, 2]

15+ ; :
cas 2 s .. casl

10 / - i

1 1 1 1 — L. . 1 1 1 1

-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

FIG. 5.9 — Tracé de L,,,q(e’“™*) pour wTj allant de —7 & +7

Quandr—>0,r%—>oo:
1. [ =1 :un demi cercle de rayon infini : c’est le cas illustré figure 5.8 ;
2. [ = 2 : un cercle de rayon infini ;
3. [ = 3 : un cercle et demi de rayon infini, etc..

Par exemple, pour [ = 1, il y a alors deux cas possibles (voir figure 5.9) :

1. cas 1 : le demi cercle est a droite : le nombre d’entourement du point (—1, 0) n’est pas
modifié par ce demi cercle ;

2. cas 2 :le demi cercle est a gauche : le nombre d’entourement du point (—1, 0) est augmenté
de 1 du fait de ce demi cercle.
Pour savoir dans quel cas on se trouve, il suffit de rechercher le point d’intersection du cercle a
I’infini avec I’axe des abscisses, ce qui revient & calculer Ly, qq(147ei?) = 2739 Lo(1) pour 6 = 0.
Si Ly(1) > 0 alors le demi cercle est a droite, sinon, il est a gauche.
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5.3 Marges de stabilité

Dans ce qui suit, la fonction de transfert en boucle ouverte obtenue par la mise en série du

R(z)

transfert 5(2) et de la fonction de transfert correspondant au procédé réel (et non connu) est

notée Lce(2).

KLmod(Z) >

FIG. 5.10 — Bouclage de la fonction de transfert K L,,,q4(z)

Marge de gain Le premier type d’erreur entre L,,,q(2) et Ly . (2) qui est classiquement considéré
est une erreur portant sur le gain statique de la fonction de transfert L,..;(z). On suppose que, en
réalité, le systeme s’exprime comme :

Lreel(z) = KLmod(Z)

avec K > 1. La question est de savoir s’il existe une valeur de K a partir de laquelle le systeme
bouclé représenté figure 5.10 se met a osciller, voire est instable et si oui de la déterminer.

Pour simplifier, supposons la fonction de transfert L,,,q4(z) stable ; par suite, d’apres le critere
de Nyquist, son diagramme de Nyquist (voir a titre d’exemple figure 5.11) ne doit pas recouvrir ni
encercler le point (—1, 0). Si le tracé recouvre le point (—1, 0), sans I’entourer, le systéme bouclé
est un oscillateur de pulsation propre wigy (valeur de la pulsation pour laquelle L,,,q(e/“1507) =
—1). Si le tracé entoure le point (—1, 0) alors le systeme en boucle fermée est instable.

Quel est Ie lien entre le tracé de L,,,oq(e’“?*) pour wT allant de — a +7 et celui de Lyqq (€747)
quand K > 17 Rappelons que pour une pulsation w, la distance entre le point représentant le
nombre complexe Li,q(e’“7*) et le point 0 est donnée par le module |L,,,q(¢?“7*)|. Par suite, le
tracé de L,..;(e*T+) est obtenu 2 partir du tracé de L,,,q(¢’“7*) par une homothétie! de centre 0
et de rapport K.

Pour quelle valeur de K, le tracé peut-il recouvrir le point (—1,0) ? D’apres la figure 5.11,
le point du tracé qui peut recouvrir le point (—1,0) apres transformation par I’homothétie est le

point?> A. Pour cela, si on pose

1
AG = distance(O, A) 1)

il suffit que K = AG. AG est appelée la marge de gain (supérieure)°.

'Une homothétie de centre 0 et de rapport K est une application linéaire qui a tout point M associe le point M’
tel que W = KOM.

2A est le point d’intersection du tracé de L,,,q(e/“T*) avec le segment entre les points O et (—1,0) exclus.

3De la méme facon, on peut définir la marge de gain inférieure : si, avec K < 1, on diminue le gain K, i partir de
quelle valeur de K le systeme bouclé devient instable : cette marge peut étre définie si le tracé de la boucle ouverte
Limod(e7T) coupe I’axe des abscisses entre —oc et —1, ce qui n’est pas le cas dans 1’exemple considéré. Dans le cas
ol I’on peut définir une marge de gain inférieure, on parle de stabilité conditionnelle.
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Diagramme de Nyquist

-15
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-1 -0.5 0 0.5 1 15
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FIG. 5.11 — Marges de stabilité dans le diagramme de Nyquist
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La relation (5.1) permet de déterminer graphiquement la marge de gain. Il est possible de la
déterminer directement a partir de la fonction de transfert L,,,q(z). En effet, si la pulsation wygg

est telle que arg(Li,oq(e71%07+) = —180° et telle que | Ly,oq(e’1%07%)| < 1 alors
AG = L (5.2)
o |Z;nqod(6juq807;) ’ ’

Pour calculer 1a marge de gain, on calcule donc la pulsation w;gy puis, a partir de la relation (5.2),
la marge de gain est déterminée.

Marge de phase Parallelement a I’erreur sur le gain, il est généralement considérée une erreur
sur la phase du systeme, c’est-a-dire que I’on considere qu’il existe une différence entre la phase
du modele et la phase du systeme réel. On recherche la plus petite valeur de I’erreur sur la phase
qui peut provoquer la déstabilisation du systeme en boucle fermée représenté figure 5.5. Une
erreur sur la phase de #, indépendante de la pulsation w, entre L,,,q et L,..; veut dire que I’on peut
passer du tracé de Lmod(ej‘“TS) au tracé de Lreel(ej‘”TS) par une rotation de centre 0 et d’angle 6.
D’apres la figure 5.11, le tracé de L,,,q4(jw) sera ramené sur le point (—1, 0) si § = —Ad. AP
est appelée marge de phase. Mathématiquement, si la pulsation w, est telle que |L(e/“T)| = 1 et
qu’elle est unique* alors

AD® = arg(L(e?**%)) 4 180°. (5.3)

Pour calculer 1a marge de phase, on calcule donc la pulsation w, puis, a partir de la relation (5.3),
la marge de gain est déterminée.

Marge de retard Autant I’erreur sur le gain peut s’interpréter physiquement, autant il est diffi-
cile de le faire dans le cas de I’erreur sur la phase puisqu’il n’existe pas de fonction de transfert
rationnelle a coefficients réels dont le gain est €gal a 1 et dont la phase vaut une valeur constante
et arbitraire (sauf choix particuliers pour cette constante). Par contre, la marge de phase permet
de définir la marge de retard. La marge de retard est donnée par la plus petite valeur n,__. du
retard telle que le systeme rebouclé sur z~"mmaz L,,,,4(2) soit instable. Tout systeme rebouclé sur
27" Limoa(2), avec n < n, . sera alors stable. La marge de retard peut donc se définir (et se
calculer) comme :

. . A
ns,.. = partie entiere + 1.
weT

Marge de module Un autre type d’interprétation peut &tre donné pour les marges de stabilité.
On suppose que le systeme est relativement bien connu méme s’il y a des erreurs : par suite, si on
peut superposer le tracé de la boucle ouverte L,,,4(e’“7*) obtenue 2 partir du modele du systeme
sur le tracé de la boucle ouverte Lreel(ej‘”TS) du systeme réel, les deux tracés, bien que différents,
seront relativement proches. Le passage du tracé de la boucle ouverte L,,oq(€’“?*) au tracé de la
boucle ouverte L, (e?“T) peut étre vu comme une (légere) déformation du tracé de L,,q(e’“7*).
Si le tracé de L,,oq(e?“T*) est suffisamment éloigné du point (—1, 0), il y a peu de chance que
le tracé de L,..;(¢’“T*) le recouvre ou I'encercle. Si donc L,,,q(e?“7+) satisfait les conditions du
critere de Nyquist alors L,.;(e/“7#) les satisfera aussi, ce qui garantit la stabilité¢ du systeéme en
boucle fermée réel. Les marges de stabilité peuvent ainsi €tre vues comme des “distances’” entre

48%ils existent plusieurs pulsations w! telles que |Lpoq(e7¢T=)| = 1 alors A® = inf;{arg(Lmoq(e’<T<))} +
180°
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le tracé de L0q(e?*™*) et le point (—1, 0). Assurer la robustesse revient a assurer que le tracé de
Lynoa(€?“1+) est & une distance raisonnable (suffisamment grande) du point (—1, 0).

Il serait donc plus adéquat de mesurer directement la plus petite distance® entre le point (—1, 0)
et le tracé de la fonction de transfert en boucle ouverte L,,q(e/“?*). C’est ce que 1’on appelle la
marge de module, notée AM. Elle peut se déterminer graphiquement a partir de la figure 5.11 a
1’aide d’un compas dont la pointe serait piquée sur le point (—1,0) : I’écartement du compas serait
augmenté jusqu’a tracer un cercle tangent au tracé de la fonction de transfert en boucle ouverte
Lnoq(e7*T+). Le rayon du cercle obtenu correspond alors a la marge de module.

On peut aussi la déterminer directement a partir de la fonction de transfert L,,,q(z). Pour une
pulsation w, la distance entre le point (—1, 0) et le point défini par L,,,q(e’*™*) est donnée par
11 4 Linoa(e?#)]. Par suite,

AM = inf, |1+ Lyea(e?T)

1
- 1
Ssu -
X 11+ Lonoa(€T)
S N
sup |S(e’")|

ou X est la fonction de sensibilité définie par :

1

Y(z) = T o Looald)’

Exemple de calcul des marges Soit, avec T, = 1s, la fonction de transfert :

0.216327%(1 — 0.01z71)?
Linea(2) = == g5y

1. On peut lire la marge de gain sur le diagramme de Nyquist (voir figure 5.13) : ¢’est I'inverse
de la distance entre le point 0 et le point d’intersection du tracé de Lmod(ej“’TS) avec 1’axe
des abscisses entre (—1,0) et 0. On obtient 2 soit 6d 3. On peut la lire sur le diagramme de
Bode (voir figure 5.14) : il faut d’abord déterminer la pulsation w gy pour laquelle la phase de
Lnoq(e7150T+) soit de —180 degrés. La marge de gain est alors 1’inverse de |L,,oq(e“1507)
soit AG = 6dB.

2. Pour la marge de phase, elle peut €tre lue par exemple avec un rapporteur sur le diagramme
de Nyquist, soit environ 60 degrés. Une lecture plus précise peut étre faite a partir du dia-
gramme de Bode : on détermine la pulsation w,. pour laquelle | L,,,q(e’“?*)| = 1. La marge
de phase en degré est alors donnée par 180 + arg(L,,.q(e?“<T*)), soit A® = 61 degrés pour
w. = 0.47 radians par seconde.

9

3. La marge de retard est obtenue comme la partie entiere de la marge de phase en radians
(1.06 radians) sur la pulsation w, (0.47 radians) plus 1, soit 3. Par suite, avec un retard
supplémentaire dans la boucle de deux périodes d’échantillonnage, le systeme bouclé reste
stable ; avec un retard de trois périodes d’échantillonnage, le systeme bouclé est instable.

3La distance entre un point M et une courbe C est la plus petite distance(M, N) quand le point N décrit la courbe
C.
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FIG. 5.12 — Module de ¥(e/“?+) et diagramme de Nyquist de la fonction de transfert en boucle
ouverte Lyoq(z)

4. La marge de module peut étre lue sur le diagramme de Nyquist (voir figure 5.13) : c’est la
plus petite distance entre le point (—1, 0) et le tracé de L,,oq(e’“#). On obtient ici AM =
0.45. On peut le lire aussi sur le diagramme de bode la fonction de sensibilité .. La valeur
maximale de |3(e?“7)| est de 7 dB. Par suite, AM vaut —7 dB soit 0.447.

Interprétation de la marge de module On suppose que L,,,q(2) est stable. Si le tracé de
Lymoq(€7“T*) n’entoure pas le point (—1, 0) et ne le recouvre pas, le passage du modele au systéme
réel n’entraine pas de déstabilisation si

we o] L) — L") <Nt Loa )] 5.4

erreur entre BO réelle et BO modele a la pulsationw

— Une condition suffisante est donnée par la marge de module AM : si Lreel(ej“’TS) est telle
que

|Lreel(ejLUTs) - Lmod(eijs) <AM

alors la stabilité de la boucle fermée réelle est assurée. Cela vient du fait que AM =
inf, |1+ Lyoq(e?T*)

— Pour les pulsations w telles que Ly,qq(e’“"*) proche de -1, I'inégalité (5.4) sera satisfaite que
Si |Lyeer(67°T5) — Lppoa(e7“T#)| petit : le modele doit étre proche du systeéme réel pour ces
pulsations-la.
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15 T T T T T

0.5

-15 i | i i i
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

~0.216322(1 — 0.01z1)?

FIG. 5.13 — Diagramme de Nyquist de L,,,q4(z) = 10517

Diagramme de Bode de Lmud(z)
5 - - —— - -

Magnitude (dB)
L
@

.
T T T T TT

Phase (deg)

270 2 . 1 ! 0
10 10 10

—2/1 —132
FIG. 5.14 — Diagramme de Bode de L,,,q4(2) = 0'216?5 _((} 52(_)i());z )
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Magnitude (dB)

FIG. 5.15 — Diagramme de Bode (module) de ¥(z) = ﬁ
mod

FIG. 5.16 — Marges de stabilité dans le diagramme de Nyquist
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— L’inégalité (5.4) peut se réécrire :

T 1 1
Yw e [0, =1, . < - .
|: T5:| |1 + Lmod<6JWTS)| |Lreel(eijs) - Lmod(ejWTS”

(")

(5.5)

Aux pulsations w pour lesquelles | Lycei(e7“7*) — L,,0q(e7T*)|, c’est-a-dire I’erreur entre le
modele et le systeme réel, est grande, il faut donc que |X(e?“7+)| soit petit.

5.4 Analyse de la fonction de sensibilité >(z)

%(2)
- Lnoa(2) l,

FIG. 5.17 — ¥(2) comme bouclage d’une fonction de transfert L,,,q(z)

La fonction de sensibilité >(z) s’analyse pour

1
" T+ Lynoa(2)
— la robustesse : d’apres la section précédente, pour assurer que le tracé de L,,oq(e’7*) soit
loin du point (—1,0), on doit assurer |X(e/~?*)]| le plus petit possible (voir figure 5.17 ainsi
que la figure 5.12);
— la performance : ¥(z) = T,,.,(2) (voir figure 5.18). Pour rejeter une échelon de perturba-
tion, il faut |¥(1)| = 0, pour rejeter une perturbation sinusoidale a la pulsation wy, il faut

~—
™

—
N

~—

Y*(2)

|S (/0o s)| = 0.
Y
LT UG+ J 0.6 [ BE ] %) L Y ()
+

-1 B
TE ) PO—SEN 0 %)

FIG. 5.18 — Boucle fermée avec X(z)

< 1. Est-ce possible ?

Dans tous les cas, on a intérét a avoir VwT, € [0, 7], |X(e/*T%)

La réponse est non En effet, si L,,,4(2) est stable alors on démontre que :

i

T.

5 20logy | S(e’")| dw = 0. (5.6)

0
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Interprétation : si on représente }Z(ej“’TS)‘ en décibels en fonction de w, avec une échelle linéaire
pour I’axe des abscisses, I'intégrale (5.6) est égale a 1’aire délimitée par |Z(ej‘”TS) en décibels
pour w1 € [0, 7. L’aire délimitée au dessus de 0 dB doit étre égale a I’aire délimitée au dessous
de 0 dB. Par suite, si pour certaines pulsations w, |¥(e/*7+)| < 1 alors forcément pour d’autres
pulsations @, |X(e?*T+)| > 1. On parle d’effet “matelas d’eau”. Ce phénomene est illustré figure
5.19. On ne peut donc pas avoir : YwT € [0, 7, |2(e/7:)| < 1.

Il est donc nécessaire de faire un compromis en fonction de la pulsation considérée w entre la
robustesse et la performance (rejection de perturbation).

Bode Diagram

g

S -0 -~

2 y — P =AY

S —20 |- — P (@ Y=1-072" i
I+ ¢ -1 -1

s Pc(z ) =1-0.85z

—40 I I I I I I
0.5 1 15 2 25 3

Frequency (rad/sec)

Step Response

— P YH=A™Y
¢ -1 -1

08| — - PC(Z )=1-0.7z -

P(z Y =1-0.852"

Amplitude

I
0 5 10 15 20 25 30
Time (sec)

FIG. 5.19 — Module de X(e/“*) et réponses indicielles pour différents polyndmes caractéristiques
P.(z71)

Si Lynea(2) est instable alors

g

~

¢ 201logyq ’E(ej“’TS) dw > 0.

J

Dans ce cas-1a, la situation est donc pire !
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Chapitre 6

Commande d’une bille sur rail

6.1 Description du procédé

FIG. 6.1 — Bille sur un rail

Le procédé étudié se compose d’une barre rigide portant un rail, mobile autour d’un axe hori-
zontal, et d’une bille roulant sur ce rail.

L’inclinaison de la barre est assurée par un moteur a courant continu, lié a la barre par un en-
grenage entrainant un systeme de cables. Le moteur est asservi en position par un correcteur ana-
logique local (correcteur Proportionnel Dérivé). Le signal commandé de cette boucle d’asservisse-
ment est la position angulaire du rail. Les capteurs utilisés sont un potentiometre de précision qui
délivre une tension proportionnelle a 1I’angle de rotation de la barre et une dynamo tachymétrique
qui fournit une tension proportionnelle a la vitesse de rotation du moteur.

On cherche a déterminer le réglage de correcteurs numériques pour stabiliser la bille a la
position voulue sur le rail. Le signal de commande est une consigne d’inclinaison de la barre. La
sortie commandée est la position de la bille sur le rail.

Les signaux d’entrée - sortie varient sur une plage 0 - 10V. Le point de fonctionnement choisi
correspond a une position de la bille au centre du rail, celui-ci étant en position horizontale. Cette

105
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F1G. 6.2 — Bille sur un rail

position correspond a un point de fonctionnement de 5V en entrée (commande du rail) et en sortie
(position de la bille).

6.2 Modélisation du procédé

G ot (p) >

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Correcteur P.D.

FIG. 6.3 — Boucle locale d’asservissement en position du moteur

Le modele de la fonction de transfert en boucle fermée de la boucle locale (voir la figure 6.3)
peut étre considérée comme un gain de 1. D’autre part, pour ce qui est du procédé lui méme, on
dispose d’un modele physique simple :

avec a = 1, 7238.
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— 4 K(z) B.O.Z Gnot(p) Glp) —T

Correcteur P.D.

FI1G. 6.4 — Systeme commandé par calculateur numérique

Le systeme commandé total est représenté figure 6.4. On travaillera avec une période d’échantillonnage
de T, =0,1s.

6.3 Cabhier des charges

On va chercher a satisfaire le cahier des charges suivant.

1. Les signaux de référence considérés sont des échelons. La variation de la position réelle de
la bille doit tendre vers la valeur de 1’échelon, sans erreur statique notable, avec un temps
de réponse (par exemple temps du premier maximum) de I’ordre de deux a trois secondes
et un dépassement le meilleur possible.

2. Un signal de perturbation en forme d’échelon en entrée du systeme doit étre rejeter, le plus
rapidement possible (temps de rejet de 1’ordre de 5 a 6 secondes).

3. Les signaux de commande doivent étre d’amplitude la plus faible possible (commande de
I’ordre de 1 volts). Les commandes admissibles sont compris entre —5 volts et +5 volts.

4. Le correcteur doit assurer des bonnes marges (par exemple une bonne marge de module).

6.4 Modele du procédé

En continu, d’apres la section 6.2, le systeme a commande s’écrit :

IR
yt) = [a o}[i;g”

Le transposé avec bloqueur d’ordre O donne :
ank+1) ] [1 T [ zi(k) L
{mg(kﬂ—l)} - [0 BIECIMENRY

oo = Tao]| o
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Ce qui donne : 2(q — 1)?y(k) = aT?(q + 1)u(k) soit A(z) = 2(z — 1)? et B(z) = aT?(z + 1).

6.5 Analyse d’un correcteur RST
On a mis au point un correcteur (avance de phase) sous la forme RST :
R(z) = 14(z —0.95)

z—04
T(z) = 12.13(z —0.9423)

nn
—
N
N——
Il

Alors P.(z) = A(2)S(2) + B(2)R(z) = (2 — 0.9423) (2% — 1.337z + 0.5461).

Etude de la poursuite d’échelon

B(:)T(z) _  0.1045(: + 1)(2—0.9423)  _ 0.1045(z + 1)

Tyey(2) = =
v—y(2) Py(z) (z—0.9423)(22 — 1.337z + 0.5461) (22 — 1.337z + 0.5461)

A quelle dynamique correspondent les racines du polyndéme 2% — 1.337z + 0.5461, c’est-a-dire
pulsation propre wy et amortissement £ ? On a vu que XXXX
— Régime permanent :
— Régime transitoire : On a vu précédemment que le dénominateur de la fonction de transfert
discrete correspond d’un systeme du second ordre de pulsation propre wy et d’amortissement
¢ est donné par 22 4+ a1z + as avec

— ay = —2e 0T cos(y/1 — 2w Ty)

—ay = 672£w0TS
d’ou

§wo = _QLTS In(az) =3.025 et cos(y/1—&wyT}) = _2?/1672

. — o . L oy - .. . .
Par suite, \/1 — £2wy = T arccos( 2\/a_2) = 4.4. Ainsi, wy = 5.34 rad/s et { = 0.57. Ce

qui correspond, d’apres les formules (2.4) et (2.5) a D1 = 0.11 et t,,,4, = 0.75s.

Step Response

Amplitude

FIG. 6.5 — Réponse indicielle de T-_,,,
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Etude du rejet de perturbation d’entrée

T _ B(2)S(z) 0.008619(z + 1)(z — 0.4)
n—y(2) = P.(z) (2 —0.9423)(2% — 1.3372 + 0.5461)

Etude du rejet de perturbation de sortie

T, _,(2) = A(2)S(2) _ (z—1)2*(z —0.4)
v Pu(z) (- 0.9423)(z% — 1.337z + 0.5461)

Step Response Step Response

0.9

109

0.8

0.6

0.4

Amplitude
Amplitude

0.2

-0.2-

-0.4

Time (sec)

FIG. 6.6 — Réponse indicielle de T, ., (gauche) et de T, ., (droite)




