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L’objectif de ce document est de présenter une introduction aux méthodes de réglage de lois de com-
mande par 1’utilisation des outils classiques de 1’automatique fréquentielle. Malgré leur dge vénérable,
elles sont encore largement utilisées dans 1’industrie y compris dans des domaines de haute technologie.
Par exemple, 1’algorithme qui gere I’arrét des rames de métros sur la nouvelle ligne automatique numéro
14 a Paris a été obtenu par leur mise en ceuvre. Leur inconvénient est de demander une certaine expertise
de la part du designer et de ne pas permettre de traiter aisément la commande de systémes avec plusieurs
actionneurs et plusieurs sorties a asservir.
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Chapitre 1

Le cahier des charges dans le domaine
fréquentiel

1.1 Introduction

signaux de perturbation

Prdbdihed

signaux de commande — SYSTEME [~ signaux de sortie

Prvbeibed

signaux mesurés

FI1G. 1.1 — Systeme a commander

Le but Les signaux a commander doivent étre proches de signaux désirés (ou signaux de référence ou de
consigne) bien que le systeme soit soumis a des signaux de perturbations non contrdlables et assez souvent
non mesurés. Ce sont les objectifs de performance. Pour cela, on doit appliquer des signaux de commande
(en général, ils doivent appartenir & un certain ensemble) a I’entrée du systeme par I’intermédiaire d’ac-
tionneurs, calculés a partir des signaux mesurés par les capteurs et des signaux de référence. Les signaux
mesurés peuvent étre entachés de bruits de mesure. L’objectif est donc de mettre au point I’algorithme qui
permette de construire le signal de commande a partir du signal mesuré (loi de commande). Cette loi de
commande va étre réalisée par un correcteur. Dans la suite du document, seul le terme de correcteur sera
utilisé.

Le cahier des charges doit contenir la définition de ’ensemble des signaux désirés. Le choix des
actionneurs/capteurs dépend de cela. Le choix des actionneurs définit un ensemble de signaux admissibles
(tenant compte par exemple de la saturation des actionneurs). Rien ne garantit a priori qu’avec le choix
initial des objectifs de performance, des actionneurs et des capteurs un correcteur existe.

La démarche

1. Pour commander un systeme, il est nécessaire de connaitre son comportement c’est-a-dire le lien
entre les différents signaux d’entrée (commande, perturbations, bruits) et les différents signaux de
sortie (sortie 2 commander, mesure). Cette connaissance prend la forme d’un modele mathématique
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bydydiadd

2 SYSTEME [~

bidiviaiy

CAPTEURS [——} signaux de bruit

Frvbiiied

ACTIONNEURS

F1G. 1.2 — Systéme a commander

quantitatif, acquis par identification et/ou modélisation physique. Il doit s’accompagner d’informa-
tions sur les classes de signaux susceptibles d’étre appliqués en entrée (perturbations, bruits).

2. 1l faut ensuite écrire le cahier des charges permettant de définir I’ensemble des signaux de sortie
désirés, I’erreur que 1’on peut tolérer entre les signaux réels de sortie et les signaux désirés, I’ensemble
des signaux de commande qui est admissible, I’ensemble des signaux de perturbation, etc...

3. La derniere étape est la recherche de I’algorithme (loi) de commande qui satisfasse le cahier des
charges pour le modele mathématique représentant le systeme (synthese). Il ne faut alors pas oublier
que le but est que le cahier des charges soit vérifié sur le systeme bouclé réel et pas simplement sur le
modele manipulé. Assurer la robustesse du correcteur consiste a essayer d’avoir le plus de garanties
a priori sur le bon fonctionnement du correcteur lorsqu’il est mis en ceuvre sur le systeme réel.

Un schéma trés général de correcteur est présenté figure 1.3. Le systéme a commander G est soumis a
des signaux de perturbation mesurés vy ou non-mesurés ve. On cherche a faire suivre par la sortie z le signal
de référence y*. Pour cela, le signal y est mesuré par un capteur avec un bruit w. Le correcteur C' admet
donc comme entrée le signal de référence r, le signal de mesure bruité y + w et la perturbation mesurée v;.

U1 ()
x | l
Yy u Lz,
c G Y

e

F1G. 1.3 — Systéme en boucle fermée général

Afin d’illustrer le réglage de lois de commande dans le domaine fréquentiel, nous allons considérer le
schéma classique en boucle fermée représenté figure 1.4, qui est beaucoup plus simple.

Remarque Dans de nombreux cas, le probleme de commande consiste a développer un correcteur discret qui
sera programmé sur un calculateur numérique afin de commander un procédé continu via un convertisseur analo-
gique/numérique (pour les mesures) et un bloqueur + convertisseur numérique/analogique (pour les commandes a
appliquer) (voir figure 1.5). Il est a noter que les méthodes efficaces d’ Automatique se concentrent généralement sur
deux problémes :

1. synthese d’un correcteur discret pour un procédé discret (approche “tout discret”) ;

2. synthese d’un correcteur continu pour un procédé continu (approche “tout continu’).

Ces deux approches ne traitent donc pas du “vrai” probléme qui est (dans un nombre important de cas) la commande
d’un systéme continu par un correcteur numérique. Cela est di au fait que le “vrai” probleme est actuellement un
probleéme ouvert.
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FIG. 1.4 — Systeme en boucle fermée illustratif

référence sortie
" CAN commande CNA [ act. [ systeme -

CAN ] capteur

FIG. 1.5 — Probleme de I’asservissement d’un systéme continu par un correcteur numérique

Le cours va se focaliser sur la commande des systemes décrits pour un modele linéaire invariant continu par
des correcteurs linéaires invariants continues, dans le prolongement du cours sur les asservissements de licence L3.
Une autre approche possible serait la mise au point d’un correcteur discret pour le systéme a commander décrit par
un modele discret. Les deux approches ont leurs avantages et leurs inconvénients. L’option du “tout continu” est
néanmoins ici préférée a I’option du “tout discret” pour les deux raisons suivantes.

1. La grande majorité des systemes physiques a commander sont par nature continus : les parametres de leurs
modeles continus ont donc un sens physique. La discrétisation mene a un modele dont les parametres ont perdu
ce sens physique. Il est normal de préférer le modele dont les parametres ont un sens physique, notamment dans
un contexte industriel. Un systéme sera d’autant plus efficacement commandé que 1’on réussit a comprendre
son comportement physique.

2. La seconde raison est que les méthodes présentées dans ce document utilisent de facon intensive 1’approche
fréquentielle. Pour les spécifications fréquentielles, il est plus aisé de travailler sur les modeles continus. Ce-
pendant, il est possible de synthétiser un correcteur discret a partir d’un modele discret en utilisant les méthodes
de synthese continues. Pour cela, on utilisera une transformation qui lie modele en temps continu et modele en
temps discret (ce point est développé en Annexe, section 5.4, page 98).

Dans le schéma représenté figure 1.4, il s’agit de faire suivre dans la mesure du possible par la sortie
du systéme y(t) un signal de référence y*(t) appartenant a un ensemble bien défini. L’erreur de suivi de
trajectoires est désignée par €(t) = y*(t) — y(t). La facon dont la sortie du systeme suit la trajectoire de
référence y*(t) peut étre exprimée par le fait que €(¢) doit appartenir a un ensemble bien déterminé.

Cette spécification doit &tre réalisée malgré la présence de perturbations v(t) qui agissent sur le systeéme
(par exemple en entrée de celui-ci) et des bruits w(t) sur la mesure de la sortie y(¢). Méme si les pertur-
bations et/ou les bruits ne sont pas mesurés, on sait par contre a priori que ces signaux appartiennent a des
ensembles déterminés.

De plus, la commande u(t) appliquée doit étre raisonnable par rapport a 1’application considérée (elle
ne doit pas solliciter de facon trop importante les actionneurs). Ici encore, cela revient a dire que 1’on a
défini pour u(t¢) un ensemble admissible : le correcteur doit assurer que u(t) appartient bien a cet ensemble.

Cela constitue les objectifs de performance. Ils se traduisent tous par le fait que pour des signaux
d’entrée y*(t), v(t) et w(t) appartenant & des ensembles bien définis, un correcteur est recherché tel que les
signaux de sortie y(t) et u(t) appartiennent a des ensembles correspondant aux spécifications du cahier des
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charges.

Une propriété nécessaire (mais en général loin d’étre suffisante) est la stabilité du systeme en boucle
fermée : pour des signaux d’entrée y*(t), w(t) et v(t) d’amplitude finie, les signaux du systéme (e(t), u(t))
sont aussi d’amplitude finie.

La formalisation mathématique du cahier des charges passe par la définition de 1’ensemble des signaux
d’entrée possibles et de I’ensemble des signaux de sortie désirés pour le systeme bouclé.

1.2 Etude dans le domaine fréquentiel

D’apres la discussion précédente, le cahier des charges peut contenir quatre classes de spécifications :

Suivi de trajectoires de référence (consignes) il s’agit d’étudier I’influence du signal de référence y*(t)
sur le signal d’erreur €(t) ;

Rejet/atténuation de signaux de perturbation il s’agit d’étudier I’influence du signal de perturbation
v(t) sur le signal d’erreur €(t) ;

Atténuation des bruits de mesure il s’agit d’étudier I’influence des signaux de bruit w(t) sur le signal de
commande u(t) et sur le signal de sortie y(¢) (en général, le systeme a commander G est un systeme
passe-bas, ce qui fait qu’il est plus impératif d’étudier I’influence du bruit w(t) sur u(t) que sur y(t)) ;

Commande modérée il s’agit d’étudier I’influence des signaux de référence y*(¢) et du signal de pertur-
bation v(t) sur le signal de commande u(t) ;

Une autre spécification qui est absolument nécessaire de prendre en compte est que la stabilité du systéme
bouclé doit étre assurée.

u ! ‘ v —+ €
y* §+ . Q& + - G Yy
| : S

FIG. 1.6 — Systeme en boucle fermée illustratif

Si on considere le schéma classique d’un systeme G bouclé par un correcteur C' (voir la figure 4.3), on
y voit naturellement apparaitre les signaux d’entrée apparaissant dans le cahier des charges :

— la consigne y*(t) ;

— la perturbation en entrée du systeme v(t) ;

— le bruit de mesure w(t)
ainsi que les signaux de sortie :

— D’erreur de suivi de référence €(t) = y*(t) — y(t);

— la commande w(t) délivrée par le correcteur C.
Or, en notant 7', la fonction de transfert du signal d’entrée x vers le signal de sortie y, on a les relations
suivantes entre les sorties et les entrées du systeme! :

€p) = Typ—e®)Y* (D) + Tomse(®)V (D) + T (p)w(p)
Up) = Tp—u@)Y*®)+ Tomu(p)V(p) + Tw—u(p)w(p)

IPar convention, la transformée de Laplace d’un signal est notée par une lettre majuscule : parfois, par simplicité, cette conven-
tion ne sera pas toujours appliquée dans ce document.

(1.1)
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1 P . . ST
1. Tyre(p) = TEGPICw) est souvent notée S(p) et appelée fonction de sensibilité~ ;
(

_Gp)C(p) . . . - .
2. Tyey(p) = T+ G0 C o) est souvent notée T'(p) et appelée fonction de transmission (car elle relie
al

I’entrée de consigne r a
car on a la relation

a sortie y). Elle est aussi nommée fonction de sensibilité complémentaire

S(p) + T(p) = 1 n G(p)C(p)

[+ CECH)  1+GE0E

3. Tome(p) = G(p)S(p);

4. Ty —u(p) = C(p)S(p);

5. Tw—u(p) = =C(p)S(p);

6. Tw—e(p) =T(p);

Il est possible (et conseillé) d’étudier chacune des spécifications indépendamment les unes des autres.
Ceci est pleinement justifié par le Théoreme de Superposition qui est valable ici car les systemes que
nous étudions sont tous linéaires stationnaires. Ce théoreme permet d’affirmer que 1’influence de plusieurs

signaux d’entrée non nuls sur les signaux de sortie est égale & la somme des influences de chacun des
signaux d’entrée pris individuellement. Par exemple, prenons

e(p) = S(P)Y"(p) + G(P)S(P)V(p) + T(P)W (p)-
1. Le terme S(p)Y ™ (p) représente I’erreur de suivi de référence dans le cas sans perturbation (V (p) =
0) et sans bruit (W (p) = 0);
2. G(p)S(p)V (p) représente I’erreur de régulation a 0 (Y*(p) = 0) dans le cas sans bruit (W (p) = 0);
3. T'(p)W (p) représente I’effet du bruit sur la sortie dans le cas d’une régulation a 0 (Y*(p) = 0) et
sans perturbation (V' (p) = 0).

Chaque spécification peut donc étre étudiée en examinant les fonctions de transfert reliant les signaux
d’entrée et de sortie concernés :

Spécifications H fonctions de transfert associées ‘ notations usuelles ‘
suivi de trajectoires de référence Tyr—e(p) S(p)
rejet/atténuation de perturbation Ty—e(p) G(p)S(p)
atténuation des bruits sur commande || Ty (p) —C(p)S(p)
atténuation des bruits sur sortie Tw—e(p) T(p)

commande modérée Ty —u(p), To—u(p) et Ty—u(p) | C(p)S(p) et T(p)

Sur I’utilisation du domaine fréquentiel Avant d’étudier cette spécification, il est intéressant de discuter
de I'un des intéréts de travailler dans le domaine fréquentiel plutdt que dans le domaine temporel. Par
exemple, pour un ensemble de signaux de référence y*(t), on désire que la sortie correspondante y(t), ou
de facon équivalente, I’erreur de suivi de référence €(t), ait certaines caractéristiques. Les signaux y* () et
€(t) étant respectivement 1’entrée et la sortie d’un systéme dynamique (le systeéme en boucle fermée), le
signal €(t) est obtenu par le produit de convolution de la réponse impulsionnelle de ce syst¢me dynamique
avec ’entrée y*(t) :

e(t) = /0 Tyr—e(t — 1)y (T)drT.

2Ce nom n’est pas du tout lié a I'intérét de cette fonction pour I’étude du suivi de trajectoire. Il vient de son intérét dans 1’étude
de la robustesse. Cela sera développé dans la suite du document, notamment page 72.
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La relation entre ces deux signaux dans le domaine temporel est donc trés complexe et difficilement exploi-
table. Par contre, si on prend la transformée de Fourier des signaux, on a une relation beaucoup plus simple :
e(jw) = Tyr—e(jw)Y*(jw). Ici, la formalisation du cahier des charges consiste, pour un ensemble de si-
gnaux de référence y*(t) donné, a trouver qu’elles doivent étre les contraintes que doit satisfaire Tyx_.(jw)
pour obtenir un ensemble de signaux de sortie €(t) désirés. 11 s’agit donc de traduire des caractéristiques
temporelles en caractéristiques fréquentielles.

Pour un signal y*(¢), on peut le relier a sa transformée de Fourier Y*(jw) par :

+o0o ) +oo ) s
y*(t) _ Y*(jw)ejwtdw _ / ly*(jw)|e](wt+arg(Y (]“’)))dw.

— 00 — 00

Un signal peut donc étre vu comme la somme (infinie) pondérée de signaux sinusoidaux : pour chaque
pulsation w, |Y*(jw)| apparait comme le “poids” du signal sinusoidal de pulsation w dans le signal y* ().
Qualitativement, on peut distinguer les signaux sinusoidaux “lents”, c’est-a-dire de pulsation w faible, et les
signaux sinusoidaux “rapides”, ¢’est-a-dire de pulsation w grandes. Suivant les valeurs du poids |Y™*(jw)|,
le régime transitoire de y*(¢) sera plus ou moins “rapide” (voir figure 1.7). Le signal de sortie €(t) peut

eyl

Module (dB)
A
5
T
/
|

Amplitude

Phase (deg)

0 L I I I | -180 L L — ===
[ 1 2 3 4 5 6 10 10 10 10

Temps (sec) Pulsations (rad/sec)

FIG. 1.7 — Signal y*(¢) et sa transformée de Fourier Y*(jw)

aussi s’exprimer comme :

+o0o

(1) = / le(jew)[eF@HHara(eioN) g,
—0o0

Sachant que €(jw) = Ty (jw)Y*(jw), il est intéressant de connaitre la réponse fréquentielle T« (jw)

afin d’essayer de prévoir ce que sera le signal de sortie €(¢) pour un signal d’entrée y*(t). La réponse

fréquentielle d’une fonction de transfert est souvent représentée graphiquement sous forme de :

Diagramme de Bode représentation du module de T»_..(jw) exprimé en dB et noté |Tys_..(jw)|ap =
20log |Ty»—.c(jw)| en fonction du logarithme de la pulsation log(w) et représentation de la phase
de Ty»—.c(jw), notée arg(T,—.(jw)), en fonction du logarithme de la pulsation log(w). Voir la
section 5.3 page 91 de I’annexe pour un rappel sur le tracé des bodes asymptotique ;

Diagramme de Nyquist représentation dans le plan complexe (partie réelle en abscisse et partie imaginaire
en ordonnée) du nombre complexe Ty« (jw) pour w variant de —oo a +00;

Diagramme de (Black) Nichols représentation du nombre complexe 7)»_.(jw) pour w variant de 0 a
+o00 dans un plan ou I’axe des abscisses correspond a la phase (arg(7y~—.(jw))) exprimée en degrés
et I’axe des ordonnées correspond au module (|7}« (jw)|) exprimée en décibels.
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La figure 1.8 représente ces différents diagrammes obtenues sous Matlab par les commandes bode,

nyguist et nichols pour un systeme du second ordre. Notez que seul le diagramme de Bode fait

apparaitre explicitement la pulsation® w.

Bode Diagrams Nyquist Diagrams

—10F B L LA

30k 4

Imaginary Axis

—051

Phase (deg); Magnitude (dB)

15k

Pulsation (rad/sec) Real Axis

Nichols Charts

Gain (dB)

—so|- 4

~100 - . . . 4

-120p i i i i i i i i |
-180 -160 -140 -120 -100 -80 -60 -40 -20 0

Phase (deg)

F1G. 1.8 — Diagramme de Bode, Nyquist et Nichols de

1
(jw)? Jw
e = 41
100 +O’610 *

Nous allons maintenant examiner chaque spécification en commencgant par la stabilité.

1.3 Stabilité

Une notion trés importante est celle de stabilité interne. Une boucle fermée est dite stable de facon
interne si toutes les fonctions de transfert du systéme en boucle fermée produisent des sorties bornées
(e(t) et u(t) sur la figure 4.3) a partir d’entrées d’amplitude bornée (y*(t), b(t) et w(t)). Ainsi, d’apres
ce qui a été vu précédemment, pour qu’il y ait stabilité interne, il faut que les fonctions de transfert S(p),
T(p), G(p)S(p) et C(p)S(p) soient simultanément stables (pdles a partie réelle strictement négative). Il est
d’autre part possible de démontrer qu’il y a stabilité interne si et seulement si la fonction de transfert S est
stable et s’il n’y a pas de compensations pdles-zéros instables entre le systeéme G et le correcteur C'.

En Anglais, le terme “frequency” désigne a la fois la fréquence (unité Hertz) et la pulsation (unité radians par seconde). Seule
I’indication explicite de I’unité permet de les différencier.
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Exercice Soit un procédé “dérivateur”, c’est-a-dire avec au moins un zéro en 0 :

G(p) = pF(p)

avec F'(0) # oo. Montrer que dans le cas ou le systeéme est commandé par un correcteur proportionnel
intégral, le systeme bouclé ne peut pas €tre asymptotiquement stable.

1.4 Spécification de Performance 1 : suivi de trajectoires de référence (consignes)

Le suivi est d’autant mieux assuré que 1’erreur €(t) = y*(t) — y(t) est proche de zéro pour les signaux
de référence qui nous intéressent. Le signal d’erreur €(t) va étre caractérisé d’une part par son régime
permanent et d’autre part, par son régime transitoire. Pour cela, on va considérer plusieurs classes de
signaux d’entrée :

1. échelons;
2. rampes, paraboles, etc. ;
3. sinusoides ;

4. signaux définis par le module de leur transformée de Fourier.

1.4.1 Etude du régime permanent pour les différentes classes de signaux

Etude du suivi de signaux en forme d’échelons Pour 1’étude de la réponse a des entrées en forme

d’échelons d’amplitude A (de transformée de Laplace* Y*(p) = %), on fait appel au théoreme de la valeur
finale.

Théoreme 1.4.1 (Théoreme de la valeur finale) Si rous les poles de pe(p) sont dans le demi plan de
gauche (axe imaginaire exclu) alors

li =i .
Jim e(t) Jimy pe(p)

Par son application, on a :

A
lim €e(t) = lim pe(p) = im pTy« _c(p)— = ATy+_(0).
(t) = lim pe(p) = lim pTy—c(p) yr—e(0)

t—-4o00

Si I’objectif est d’assurer que ’erreur de suivi de trajectoires €(t) tend vers 0 quand ¢ tend vers I’infini, on

doit donc avoir | [Tyx—(0)| = 0|, c’est-a-dire que Tyy~_..(p) contient au moins un zéro en zéro.
Si |Tyr—e(0)| # 0 = €stqt alors

tlzgloo G(t) = Estat-

€stat €St appelé erreur statique.

Etude du suivi de signaux en forme de rampes, etc. Pour des entrées en forme de rampes de pente a,
onaY*(p) = “%. Supposons que T,«_.(p) contienne au moins un zéro en zéro : d’apres ce qui précede,

cela revient a dire que le systeéme en boucle fermée est capable de suivre des signaux de référence en forme
d’échelons. Dans ce cas-1a, nous sommes dans le cas de I’application du théoreme de la valeur finale :

Ty*—>e (p) .

lim e(t) = lim pe(p) = lim pTy« .
(t) pe(p) = lim pTy—c(p) L —

t—+o00 p—0

4Sur les transformées de Laplace des signaux élémentaires, voir annexe, page 87.



G. SCORLETTI VERSION PROVISOIRE DU 20 FEVRIER 2007 13

Cette limite est égale a zéro dans le cas ot Ty~ _.(p) contient au moins deux zéros en zéro. Si Ty~ _.(p) ne
contient qu’un seul zéro alors

lim €(t) = €trai
t oo ( ) trainage

Ty* —€ (p)

avecC €trainage = @ liHlp—>0 D

. €trainage €St appelé erreur de trainage.

Pour les signaux dont la transformée de Laplace s’écrit Y*(p) = %, avec k > 3 (pour k = 3, ona un

signal en forme de parabole), le systeme en boucle fermée sera capable de suivre ces signaux s’il est déja
capable de suivre les signaux d’ordre £ — 1. En faisant le méme raisonnement que précédemment, I’ erreur
de suivi tendra vers 0 si Ty« _.(p) contient au moins k zéros en zéro.

Etude du suivi de signaux en forme de sinusoides Dans le cas d’un signal de référence sinusoidal y*(¢)
d’amplitude A et de pulsation propre wy (y*(t) = Asin(wpt)), ona:

wo
Y*p) = A2
() p? + Wi

Nous ne sommes plus dans les conditions d’application du théoreme de la valeur finale car a priori la
fonction pe(p) a deux pdles sur I’axe imaginaire en +jwg. Cependant, on sait que la réponse (dite har-
monique) d’un systtme dynamique stable a un signal sinusoidal tend vers le régime permanent suivant :
€(t) = A|Ty—c(jwo)| sin (wot + arg(Ty—c(jwo))) . Par suite, pour assurer un suivi de référence parfait

de ce signal (t liin e(t) = 0), il est nécessaire d’avoir | |Ty~_.¢(jwo)| = 0}, ce qui revient a dire que les
—T 00

nombres complexes conjugués +jwy sont zéros de Tyy»_..(p). Sinon on peut essayer de rechercher une
erreur faible d’amplitude maximale €4y, en imposant | Ty . (jwo)| < €gin.

Supposons que 1’on cherche a assurer le suivi de signaux de référence sinusoidaux dont les pulsations
propres appartiennent a I'intervalle [w7"", w{@®]. Si on voulait assurer un suivi parfait de tous ces signaux,
il serait nécessaire que la fonction de transfert T}« (p) posseéde des zéros en +jwy, pour toute valeur de
wo appartenant a I’intervalle [w{"", wi'*], soit un nombre infini de zéros. Ce n’est pas possible car nous
ne considérons que les fonctions de transfert admettant un nombre fini de zéros et de p6les. Dans ce cas-la,
il est donc impossible d’obtenir un suivi parfait de signaux de référence. Par contre, en essayant d’imposer
Vw € [wi™™, wi®®] |Tye—c(jwo)| < €sins il est possible d’obtenir une erreur faible d’amplitude bornée par

€sin-

Etude du suivi de signaux définis par le module de leur transformée de Fourier Pour un signal y*(¢),
on peut le relier a sa transformée de Fourier Y*(jw) par :

+o0o
() = / Y ()t oV o)) g

— 00

Un signal peut donc étre vu comme la somme (infinie) pondérée de signaux périodiques : pour chaque
pulsation w, |Y*(jw)| apparait comme le “poids” du signal périodique de pulsation w dans le signal y*(¢).
Le signal de sortie €(t) peut aussi s’exprimer comme :

e(t) = / le(jw)|e? Witare(eGw)) g,

—0o0

Comme [e(jw)| = [Ty —c(jw)Y*(jw)| = [Ty —e(Gw)|[Y*(jw)
facon a obtenir un certain |e(jw)| connaissant |Y™*(jw)|.

, il est possible de choisir | Ty« (jw)| de
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1.4.2 Etude du régime transitoire

Le suivi est d’autant mieux assuré que 1’erreur €(t) = y*(t) — y(t) est proche de zéro pour les signaux
de référence qui nous intéressent. Le “proche de zéro” est relatif a la “taille” du signal d’entrée. D’apres la
discussion précédente, on peut par exemple définir un signal €(¢) faible comme appartenant a un ensemble
défini par :

E = {e(jw) tel que |e(jw)| < €supA} (1.2)

avec €4y Un scalaire positif faible et oil A caractérise la “taille” du signal d’entrée (par exemple, I’amplitude
de I’échelon). 11 s’agit ici de normaliser 1’erreur € avec une grandeur caractéristique du signal d’entrée y*.

Par exemple, dans le cas oit le signal de référence est un signal en forme d’échelon, (Y*(p) = %) :

Y, |e(jw)] < espAd == VY, |Ty*_,€(jw)j%|§esup/1
(1.3)
— W, ’Ty*—w(]’w)’ SGSUPUW|

On peut donc exprimer que 1’on recherche un signal d’erreur €(t) appartenant a un certain ensemble pour
un signal de référence donné y*(¢) par une contrainte sur le module de la fonction Ty»_.(jw). En fait, si

A

on considére n’importe quel signal y*(t) tel que |Y*(jw)| < Tl alors

Voo, \Tyme(jw)j%gesupA — Vw, [Ty —e(jw)F(jw)] < espA

Par suite, le signal &(t) tel que €(jw) = Ty (jw)Y*(jw) satisfait |é(jw)| < €sypA : pour ces signaux-1a,
on a donc aussi la propriété désirée pour le signal d’erreur €(t).

Remarque Cela suggere donc de généraliser la démarche précédente. Dans les méthodes fréquentielles, la
caractérisation d’un ensemble de signaux b(t) se fait via leur spectre fréquentiel. Pour cela, on introduit une fonction
de la pulsation w, W;(w), qui est positive. On peut alors définir un ensemble de signaux comme

{B(jw) tel que [B(jw)| < Wy(w)} (1.4)

ou encore comme

{B(jw) tel que |B(jw)| < (1.5)

)
Wy(w) |
Par commodité, la premiere définition est utilisée pour définir les ensembles de signaux d’entrée (en I’occurrence, ici,
y*(t)) et la seconde pour définir les ensembles de signaux de sortie du systéme bouclé (en I’occurrence, ici, €(t)).

Dans notre cas précis, on a le signal d’entrée y*(jw) qui peut étre défini par I’introduction d’une fonction de w,
W, telle que, pour les signaux de référence y* qui nous intéressent, nous avons :

R = {Y*(jw) tel que |Y*(jw)| < Wi (w)} (1.6)

avec W,.(w) = ﬁ Pour le signal d’erreur ¢, on désire qu’il appartienne a un ensemble défini par :

£— {e(]’w) tel que |e(jw)| < Wel(w)}

avec We(w) = ﬁ
sup

Par suite, la sortie vérifiera la spécification désirée si, pour tout signal de référence y* € R, on a e(jw) =
Ty e (Jw)Y*(jw) € €, c’est-a-dire si :

Yyt (jw) € R, Yw, le(jw)| < Wel(w) = VY (jw) ER, Vw, |Ty(jw)Y*(jw)| < Wel(

w)

Wsl(w) (1.7)

= Vw, Ty (jw)W,(jw)| <

1

= W, [Ty (jw)| < W (w)We(w)®
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Le tracé de la fonction

)= W oW

en fonction de la pulsation w est appelé gabarit fréquentiel. L'inégalité précédente s’interpréte donc comme une
contrainte sur la forme du module de la réponse fréquentielle de la fonction de sensibilité T «_... Pour que la
spécification de suivi de trajectoire soit satisfaite (c’est-a-dire que y* € R = € € &), le correcteur C' doit étre
tel que le module de la fonction de transfert T}« _, . soit inférieur au gabarit défini par 2(w). Dans le cas d’un suivi de
référence en échelon, Q(w) = €5ypw.

[SGo)l

10 10° 10°

FIG. 1.9 — Tracé du module de la fonction de transfert Tj« .

La forme de la fonction de transfert 7y~_.. présentée sur la figure 1.9 est relativement typique. La

pulsation wg, telle que Q(wg,) = 1 est importante car wf, = %. Au plus elle est importante, au plus on

peut garantir que |e(jw)| est faible pour toute pulsation w.

Le régime transitoire de la réponse temporelle y(¢) d’un systéme a une consigne y*(¢) en échelon est
(entre autres) caractérisé par un ou plusieurs indicateurs de rapidité et d’amortissement (voir la figure 1.10) :

le temps de montée ¢, : temps nécessaire pour que la sortie y(t) passe de 10 % a 90 % de la valeur finale ;

le temps du premier maximum ¢,,,, : dans le cas ol la réponse a un dépassement non nul, temps pour
lequel se produit le premier dépassement ;

le temps d’établissement ¢, : temps a partie duquel la sortie y(¢) reste inférieure a +5% de la valeur
finale ;

le dépassement en % D;% : la valeur maximale de la sortie y(¢) divisée par la valeur finale de y(t) et
exprimée en %.

La rapidité peut étre définie par le temps de réponse qui, en fonction du probleme considéré, peut étre
définie par ’'un des trois temps précédemment introduits (temps de montée, temps du premier maximum ou
temps d’établissement). Dans la suite, par convention et sauf mention contraire, le temps de réponse sera
défini par le temps de montée.
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1.4 T T T T T

121 T 1
i Dl%

y@®

0.8 1

0.4 B

0.2 B

0 =-—» 0.03 0.06 0.09 0.12 0.15 0.18

FIG. 1.10 — Caractéristique du régime transitoire de la réponse a un échelon

Le régime permanent est lui caractérisé par I’ erreur statique (relative), ¢’est-a-dire la différence entre la
valeur de I’échelon de référence y*(t) et la valeur finale du signal de sortie y(¢) ramenée sur la valeur finale
de I’échelon y*(t).

La réponse temporelle figure 1.10 correspond au diagramme de Bode de la fonction de transfert Ty«
tracée figure 1.9. Quels liens peut-on établir entre ces deux tracés ?

Deux caractéristiques importantes du tracé du module de T3+ _.(jw) sont la pulsation de coupure wg
et la bande passante wg de la fonction de transfert 7«_... Elles sont définies comme les pulsations pour

lesquelles respectivement’ le module de Ty coupe 1 et \%2 (soit —3 dB).

Pour comprendre leur intérét, examinons 1’exemple suivant.

Exemple : commande d’un moteur a courant continu par un gain proportionnel On considere 1’as-
servissement de position d’un moteur a courant continu décrit par le modele suivant :

k
Gmodele (p) =

S S 1.8
p(rip+1) (19

avec k =41,25et 1 = ﬁ Le correcteur recherchée est un gain proportionnel C'(p) = k¢ a déterminer.

Avec ce correcteur, le systeme bouclé présente-il une réponse a un échelon avec une erreur statique
nulle ? Pour cela, on calcule la fonction T« _..(p) = S(p) :

p(nip+1)
Ty*ﬂe(p) = 2 c*
np-+p+ kk

Cette fonction de transfert contient un z€ro a la pulsation nulle : I’erreur statique sera donc nulle, pour toute
valeur® de k°.

>On suppose qu’il n’y en a qu’une mais ce n’est qu’une hypothése permettant de simplifier I’explication.
%0n vérifie d’autre part que cette fonction de transfert est stable pour k¢ > 0.
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On décide de considérer différentes valeurs de k¢ : k¢ € {1 1,78 3,16 5,62 10}. Pour chaque
valeur, sont représentés figure 1.11 les modules des réponses fréquentielles de Ty»—..(p) = S(p), de
Tyr—y(p) = T'(p) et les réponses (temporelles) associées a un échelon. Noter la présence d’un zéro en
0 dans la fonction de transfert Ty»_.(p) se traduit par un tracé de |Ty~_.(jw)| présentant une pente de
+20dB/décade en basses pulsations’. On observe que pour des valeurs de k¢ croissantes, la bande passante

module de S(jw) en dB

résonnance

ok
pente de

-20

L
10" 10° 10° 10! 10° 10°

Pulsations (rad/s) Pulsations (rad/s)

Réponse a un échelon de réference

- y(®)
£(t) e

\ . KC=1

L
KE=10 0 0.03 0.06 0.09 0.12 0.15 0.18

I I I I I
0 0.03 0.06 0.09 0.12 0.15 0.18 temps (sec.)

FIG. 1.11 — Réponses fréquentielles et temporelles de Ty« . (p) et de T+, (p)

ws augmente. Simultanément, le temps de réponse a un €chelon de Ty« _,, = T" diminue. En fait, w§ et wg
sont généralement d’assez bons indicateurs de la rapidité du systeme. Une régle de cuisine est que wg et wg

7Si nécessaire (et si cela n’a pas déja été fait) revoir les régles du tracé de Bode asymptotique en annexe, page 91.
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sont inversement proportionnels au temps de montée® ¢,,. Ceci est une régle empirique utile pour la mise

au point de correcteurs mais ce n’est pas une relation mathématique et rigoureuse”. Noter aussi le lien entre
la valeur du pic de resonance de [Ty~ (jw)| = |T'(jw)| et du dépassement de la réponse a un échelon
correspondante : au plus |7« (jw)| présente un pic de résonance important, au plus le dépassement est

important.

module (dB)

y(t)

modules de S(jw) et de S, (j)

Modules de [T(jw)| et de |T, (jw)|

Modules (dB)

TGl

I
0

-90 - ~ "
10 10 10
Pulsations (rad/sec)

Réponse & un échelon

14

121 / <

0.8 +
0]
0.6~ I

041

02/

I
015

0.18

I
0.06 0.09 012

Temps (sec.)

Pulsations (rad/sec)

FIG. 1.12 — Réponses fréquentielles et temporelles de S(p) et de S1(p)

~

Remarque Le caractere “recette de cuisine” du lien entre la rapidit€ et la pulsation w$ doit étre nuancé.

En effet, comme on peut le voir sur la figure 1.9, wg > wq

8Dans le cas d’une fonction de transfert T« _, du second ordre :

on a le temps du premier maximum ¢4 qui est relié a wg par la relation :

Ty —y(p)

~

wo

€su

P+ 26wop +wh

. Une borne €4, faible sur I’erreur

Pour un second ordre bien amorti (un coefficient d’amortissement de 1’ordre de 0, 7), on a alors ’ordre de grandeur suivant

tmw$ ~ 3.
°Sauf dans des cas trés particuliers.
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|e(jw)] se traduit donc par une pulsation w§ importante.

Pour bien comprendre le caractere qualitatif de ce qui précede, on a représenté sur la figure 1.12 les
réponses fréquentielles et temporelles de deux fonctions Ty«_..(p) = S(p) et Tyl*ﬂe (p) = Si(p) qui ont
méme bande passante w, mais dont I’'une (S1(p)) est plus rapide que ’autre (S(p)). Cela s’explique par le
fait qu’en basse pulsation (w < ws), on a |1 (jw)| < |S(jw)|. Il ne faut donc pas réduire I’interprétation
du tracé de |Tyy»_.(jw)| a la simple détermination de w ou de wg : une rapidité importante correspond a

des gains tres faibles en basses pulsations pour Ty+_.¢(p).

Enfin, il faut noter que pour les pulsations faibles, |7}« _.(jw)| < 1. Par suite, comme Ty+_. +
Tys—y = 1,0na|Ty—y(jw)| ~ 1. Comme T}, est la fonction de transfert reliant le signal de consigne
y* et la sortie y, cela va permettre un bon suivi de signaux de référence présentant un contenu spectral im-
portant en basse fréquence. Pour cela, on s’est assuré que la fonction de transfert T3« qui relie le signal
de référence y* a I’erreur de suivi de trajectoires € ait un module faible quand le module de la transformée
de Fourier du signal de référence est important.

Exercice On désire vérifier qu’un systéme en boucle fermé semblable a celui de la figure 4.3, page 75,
suit des signaux de référence en forme d’échelon et en forme de sinusoide pour toute pulsation propre wg
appartenant a I’intervalle [2, 4] rad/s. Donner I’allure du module de S(jw) correspondante. Justifier.

Suivi de référence en forme de rampe Le raisonnement précédent peut étre appliqué au cas d’un signal
de référence en forme de rampe en prenant cette fois-ci W, (w) = <5 (voir la figure 1.13), ce qui donne
w

un gabarit Q(w) = €gypw?. Le module de la fonction de sensibilité S(jw) présente alors une pente de
+40dB/dec en basses pulsations (voir sous figures a droite). Une atténuation plus forte du module en
basses pulsations (cas correspondant aux sous figures du bas) correspond a un régime transitoire présentant
un temps de réponse plus faible.

Exemple d’un suivi de référence en forme de sinus Le raisonnement précédent peut étre appliqué au
cas d’un signal de référence en forme de sinusoide a la pulsation wy en prenant cette fois-ci W, (w) =

Awg Esup|wh — |
lws — w?|’ wo
que [T'(jwo)| = 1.

ce qui donne un gabarit défini par Q(w) = (voir la figure 1.14). On peut noter

1.5 Spécification de Performance 2 : rejet/atténuation de signaux de pertur-
bation

Apres avoir étudié le suivi de signaux de référence y*(t), on considére le probleme du rejet de la
perturbation v(t). On suppose que le signal de référence est 0 (dans ce cas-1a, on parle de probleme de
régulation) et on souhaite rejeter I’effet de la perturbation sur la sortie y(¢) (ou de fagon équivalente sur
I’erreur de suivi de trajectoire €(t)).

Pour cela, on utilise la méme approche que précédemment. La seule différence est qu’au lieu de
considérer T}, la fonction de transfert qui relie le signal de référence y*(t) a I’erreur de suivi de tra-
jectoires €(t), on considere la fonction de transfert 7, = G.S qui relie le signal de perturbation v(¢) a
I’erreur de suivi de trajectoires €(¢). En faisant (strictement) le méme raisonnement que précédemment, on
arrive a la conclusion que la perturbation sera atténuée si

1

Ty—e(jw)| < W (1.9)

ou la fonction W, définit I’ensemble B des signaux de perturbations de la facon suivante :

B = {V(jw) tel que [V (jw)| < Wy (w)} (1.10)
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FIG. 1.13 — Suivi d’un signal en forme de rampe pour le moteur commandé par C(p) = 6% (haut)

et par C'(p) = 12
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et ot la fonction W, définit I’erreur de suivi de trajectoire. De la méme fagon que précédemment, on peut
faire le raisonnement qualitatif suivant. Sur les gammes de pulsations ol le module de la transformée de
Fourier du signal v(¢) est important, pour assurer une bonne atténuation (voire un rejet) des perturbations,
le module de la fonction de transfert G.S doit y étre faible.

1.6 Spécification de Performance 3 : atténuation des bruits de mesure.

Le bruit de mesure w est un signal dont le module de la transformée de Fourier est important dans
les hautes pulsations. Comme précédemment, on peut définir un ensemble de signaux de bruits WV par
Iintroduction d’une fonction W, telle que :

W = {W (jw) tel que [W (jw)| < Wa(w)} (1.11)

ou Wy, est une fonction de transfert passe-haut. Pour assurer I’atténuation de 1’effet des bruits sur la com-
mande et sur la sortie du systeme, il faut donc que T, _,,,, la fonction de transfert qui relie le bruit de mesure
w a la commande u et T',_., la fonction de transfert qui relie le bruit de mesure w a la sortie du systéme y
soient faibles en module pour la gamme des hautes pulsations. La forme générale des fonctions de transfert
T'w—u et Tyy—y est donc celle de fonctions de transfert passe—baslo.

1.7 Spécification de Performance 4 : commande modérée

Un autre point important mentionné précédemment est que la commande ne doit pas €tre trop forte.
Pour définir cela, on peut introduire une fonction W,, telle que les signaux de commande u désirables
appartiennent a I’ensemble U/ avec

U = {U(jw) tel que [U(jw)| < } (1.12)

1
W (w)
Or,

Up) = Typ—u®@)Y*(®) + Tw—u(p)W (p) + Ty—u(p)V (p) (1.13)

Par suite, par exemple, pour éviter une influence trop grande du bruit de mesure w(t) sur la commande, les
gains de la fonction de transfert 7;,_,,, = C'S doivent étre limités dans les hautes pulsations, donc la fonc-
tion de transfert C'S doit avoir la forme d’un transfert passe-bas. Cela peut se formaliser mathématiquement

par le fait que :
1

Wy (w) Wy (w)

De plus, par rapport aux signaux de référence, les commandes ne doivent pas €tre trop fortes, c’est-a-dire
que :

|Tw—u(Jw)| < (1.14)

| Ty —u(Jw)| < (1.15)

Wy (W)W (w)”

Ces aspects seront développés dans la sous section 3.1.4.
1.8 Exemple de I’analyse de I’asservissement d’un moteur a courant continu
On considere 1’asservissement de position sur un moteur a courant continu (voir figure 1.15). Celui-ci

consiste a agir sur I’entrée d’un amplificateur alimentant un moteur a courant continu afin d’asservir la
position d’une poulie entrainée par le moteur via un réducteur. La position désirée est appelée “signal de

'%0n peut d’ores et déja noter que les fonctions de transfert Ty, .., et Tw_, ne sont pas indépendantes : To—,(p) =
G(p)Tw—u(p)- 1l faut donc faire attention a la cohérence des contraintes qui sont imposées sur les différentes fonctions de transfert.
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référence . Um Q J sortie asservie
—— correcteur amplificateur moteur réducteur

mesure

capteur

FIG. 1.15 — Asservissement en position d’un moteur a courant continu

référence”. Pour cela, la position réelle de la poulie est mesurée et utilisée pour la commande. Le transfert
G(p) est donné par :

19(*6679 +1)

Le correcteur utilisé est donné par :

4,20 x 10° (p+20)(p + 69, 76) 1

C .
®) p p*+454p+1,1x10°p+ 1015

Les quatre fonctions de transfert en boucle fermée S, GS, C'S et T sont représentées figure 1.16. Que
peut-on interpréter ?

Pour étudier le suivi de trajectoire de référence, il est nécessaire d’examiner le tracé du module de
la fonction de transfert 7}, soit S. Le module de la fonction de sensibilité¢ S(jw) présente une pente
de +40 dB/dec pour les pulsations faibles. Cela veut dire qu’elle posséde sans doute deux zéros en 0. Par
suite, le systeme en boucle fermée est capable de suivre des signaux de référence en forme d’échelon (erreur
statique nulle) et en forme de rampe (erreur de trainage nulle). Le module |S(jw)| coupe I’axe 0 dB a la
pulsation de ~ 54 rad/s. Par suite, le temps de réponse sera de 1’ordre de ¢, ~ 5%[ ~ 50 ms. On constate
effectivement ce comportement temporel en simulation (voir la figure 1.17).

Le rejet de perturbation en entrée du moteur peut étre étudié par I’examen du tracé du module de la
fonction de transfert qui lie la perturbation v(¢) a I'erreur de suivi de trajectoire €(t), T, = GS. En
basses pulsations, il présente une pente de +20dB/dec. Par suite, il contient sans doute un zéro en 0.
En conséquent, le systeéme en boucle fermée est capable de rejeter des perturbations en forme d’échelon.
L’examen de la courbe sur la gamme de pulsations pour laquelle le module est important donne une idée
de I’amplitude de I’effet de la perturbation sur la sortie (amplification supérieure a 2) ainsi que du temps de
rejection (de I’ordre de 0, 2 s) (voir figure 1.18).

L’examen des modules des fonctions de transfert C'S et T permet de constater que ce sont des fonc-
tions de transfert passe-bas, ce qui permet d’assurer 1’atténuation de I’effet des bruits sur la commande (la
fonction de transfert C'S relie le bruit w(¢) a la commande u(t)) et sur la sortie du systeme (la fonction de
transfert 7 relie le bruit w(t) a la sortie y(t)). De plus, la résonance que présente le module de la fonction
de transfert T" permet d’estimer le dépassement de la sortie du systéme pour un signal de référence en forme
d’échelon.

1.9 Exercices

1.9.1 Réponses fréquentielles et temporelles d’un systeme en boucle fermée

On consideére un moteur a courant continu asservi en position par un correcteur a un degré de liberté.
Trois correcteurs, correspondant a trois cahiers des charges différents, ont été€ mis au point. Sur les figures
1.19, 1.20 et 1.21, on a tracé les modules de quatre fonctions de transfert : T)«_,. = S ou S représente la
fonction de sensibilité (en haut, a gauche), T;,_. = G'S (en haut, a droite), T)»,, = C'S (en bas, a gauche)
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F1G. 1.16 — Exemple de fonctions de transfert en boucle fermée
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reponse a un echelon reponse a une rampe
14 T T T 04 T T T
1ol | 0.35[
0.3}
l -
0.25f
0.8} -
0.2}
061 -
0.15}
0.4} .
0.1}
0.2 1 0.05f
0 Il Il Il 0 Il Il Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0 0.1 0.2 0.3

FIG. 1.17 — Suivi de trajectoires de référence

Suivi d un echelon de reference puis rejet d une perturbation en echelon
4 T T T T T T T

0 I I I I I I I I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

F1G. 1.18 — Rejet d’une perturbation en échelon de 1
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et T, = T ouT représente la fonction de sensibilité complémentaire (en bas, a droite). D’autre part, pour
les trois correcteurs, les réponses temporelles des systemes en boucle fermée a un échelon de référence et a
un échelon de perturbation ont été simulées : voir les figure 1.22, 1.23 et 1.24.

Malheureusement, on ne sait plus quelles réponses fréquentielles correspondent a quelles réponses tem-
porelles (par exemple, les réponses fréquentielles de la figure 1.19 ne correspondent pas forcement aux
réponses temporelles de la figure 1.22).

Pour chaque figure représentant les réponses fréquentielles d’un systéme en boucle fermée déterminer
la figure représentant les réponses temporelles correspondantes. Chaque choix devra étre impérativement
justifié avec au moins trois arguments : au moins 1 basé sur le tracé de |S(jw)|, au moins 1 basé sur le tracé
de |C'(jw)S(jw)| et au moins 1 basé sur le tracé de |G (jw)S(jw)|.

10 40
0 20
-10 : 0
-20 -20
-30 : -40
-40 -60
-50 0 2 4 —80 0 2 4
10 10 10 10 10 10
-10 50
-20
0
-30
-50
-40
-100
-50
-60 . . . -150 5 > 4
10 10 10 10 10 10

[T (i)

F1G. 1.19 — Tracés fréquentiels numéro 1

1.9.2 De la dépendance des spécifications d’un cahier des charges

On considere la commande d’un systéme G(p) par un correcteur a un degré de liberté C(p) (voir la
figure 1.25).

1. Le correcteur C'(p) a été mis au point afin d’assurer le suivi de référence en forme de sinusoides de
pulsation propre wg. Permet-il forcement d’assurer le rejet asymptotique de perturbations en forme
de sinusoides de pulsation propre wy, en sortie du systeme ? Justifier en deux mots votre réponse.

2. Le correcteur C'(p) a été mis au point afin d’assurer le suivi de références en forme d’échelon sans er-
reur statique. Permet-il forcement d’assurer le rejet asymptotique de perturbations en forme d’échelon
en entrée du systeme ? Justifier en deux mots votre réponse.
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20 20

| | |

[} B N

o o o o
| | |

(o] B N

o o o o

10° 107 10* 10° 107 10*
[S(ieo)] |G(w)S(jw)]

10 20
0 0
-10 ~ -20
-20 -40
-30 » -60
-40 -80

-50 . . . -100 5 B 4

10 10 10 10 10 10

[K(je)S(je)| [TGw)

F1G. 1.20 — Tracés fréquentiels numéro 2

10 10
0 0
-10 -10
-20 -20
-30 -30
_40 0 2 4 _40 0 2 4
10 10 10 10 10 10
40 10
0
20
-10
0 -20
20 -30
-40
-40
-50
_60 0 2 4 _60 0 2 4
10 10 10 10 10 10
|K(ic)S(w)|

F1G. 1.21 — Tracés fréquentiels numéro 3
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Réponse a un échelon de référence et a un échelon de perturbation

121

rtie y(t)
o
w

.o 0.6
2
0.4
0.2
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
temps t
25
20
= 15
=1
3 10f
f=4
©
€ 5
£
o
© 0
_5 [
-10 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
temps t
F1G. 1.22 — Réponses temporelles numéro 1
Réponse a un échelon de référence et a un échelon de perturbation
3 T T T T T T T
2.5
2
B
215
5]
12}
1
0.5
0 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
temps t
1.5
1
€ os
()
2
S 0
£
§-05
-1
-15 | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
temps t

F1G. 1.23 — Réponses temporelles numéro 2
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Réponse a un échelon de référence et a un échelon de perturbation

10 T T T T T T T T T
8 —
s 6
2
3 ar
2 -
0 | | | | | | | | |
0 0.1 02 03 0.4 05 06 07 0.8 0.9 1
temps t
0.5 T T T T T T T T T
_. of 4
1
[}
2
S -0.51 .
£
£
Q
o
_1 -
-15 | | | | | | | | |
0.1 02 03 0.4 05 06 07 0.8 0.9 1
temps t
F1G. 1.24 — Réponses temporelles numéro 3
b b
7" p— J—
+ - -
) C G y

F1G. 1.25 — systeme bouclé avec un correcteur a un degré de liberté

1.10 Quelles performances peut-on spécifier ?

Vérifier le cahier des charges revient donc a tester, si pour les fonctions définissant les signaux de
référence (W,.), de perturbation (W3) et de bruit (W,,) et les fonctions de transfert définissant les signaux
d’erreur de suivi de trajectoires (W,) et de commande (17,), les conditions suivantes sont satisfaites :

1.

2.

4.
5.

Suivi de trajectoires de référence |1,«_,. < =777
) | y (]W)| > Wg(w)Wr(w)

Rejet de perturbations |T,_.(jw)| < W ;

. Atténuation des bruits |7}, ., (jw)| < W :
Commandes modérées |1, (jw)| < W ;
etc..

ce qui revient de fagon équivalente a vérifier que le module des différentes fonctions de transfert en boucle
fermée satisfont un gabarit dépendant des signaux d’entrée et de sortie considérés. Dans le cas ou 1’on
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recherche un correcteur C' tel que le systeéme en boucle fermée vérifie les contraintes ci-dessus (c’est-a-
dire le cahier des charges), rien ne garantit qu’elle existe. Avant la mise au point du correcteur, il est donc
important de se demander si les spécifications du cahier des charges sont réalistes pour le systeme considéré,
c’est-a-dire, essayer de s’assurer a priori qu’il existe un correcteur qui satisfasse le cahier des charges.

Tout d’abord, il existe des relations entre les différentes fonctions de transfert en boucle fermée, ce qui
implique que les différentes spécifications du cahier des charges ne sont pas indépendantes les unes des
autres. Il sera donc nécessaire de faire des compromis entre les différentes spécifications. Ces relations (ou
contraintes) sont de plusieurs natures.

Contraintes algébriques entre les différentes fonctions de transfert Les différentes fonctions de trans-
fert en boucle fermée sont reliées par des relations algébriques. Par exemple, en notant en gras les fonctions
de transfert en boucle fermée, on a les relations!! : Ty e+ Tysy =1, Ty_c = GTy+_ (lafonction de
transfert 7', est le produit de la fonction de transfert Ty« _.. par la fonction de transfert G' qui est donnée
a priori car c’est le modele du systeme a commander : par suite on ne peut pas, a travers le choix de C
modeler Ty« et Ty_,. de facon indépendante), Ty+_.,, = GTyx_.y, etc..

Contraintes sur la forme du module des fonctions de transfert en boucle fermée Sur ce sujet, les
résultats sont assez nombreux mais malheureusement assez techniques et spécifiques. On va donc juste en
présenter quelques uns afin d’en donner un apergu. La fonction de sensibilité S a été la plus étudiée. La
formule de P’aire stipule que si la différence de degrés entre le numérateur de la fonction de transfert en
boucle ouverte GC' et son numérateur est d’au moins'? 2 alors

+o0 k
/D In|S(jw)ldw = = > Re(p)

=1

ou p; sont les poles instables de la fonction de transfert en boucle ouverte GC'. Par suite, pour un systéme
stable en boucle ouverte, I’aire délimitée par la fonction In |S(jw)| sera nulle. Sur la figure 1.26, le module
de la fonction de sensibilité est tracé avec une échelle linéaire en abscisse, ce qui permet de mieux apprécier
I’égalité des aires + (aire de la surface au dessus de 1’axe 0dB délimité par le tracé de In |S(jw)|) et — (aire
de la surface au dessous de I’axe 0 d B délimité par le tracé de In |S(jw)|). Ce phénomene apparait de fagon
flagrante figure 1.11 ol sont représentés en haut a gauche les diagrammes de Bode de plusieurs fonctions
de sensibilité S. On constate que lorsque 1’aire en dessous 1’axe 0 dB augmente, 1’aire au dessus augmente
aussi. Attention, comme 1’axe des abscisses est en échelle logarithmique, on n’a pas sur cette représentation
égalité des aires.

Si, de plus, une contrainte est rajoutée sur la bande passante!? :

. We 1+k
Vw > we >wi, [T(jw)] <6 ‘*
w

avec 3 < % k> 0etVw < wi, |S(jw)| < o < 1 alors le module de la fonction de sensibilité présente un
pic au dessus de 0 dB pour w € [w1, w,]. Par suite, le module de la fonction de sensibilité ne peut pas étre
dans ce cas-la inférieur a 0 dB.

Contraintes liées aux zéros instables La présence d’un zéro instable z, dans la boucle ouverte GC
limite la performance, notamment le temps de réponse pour le suivi de trajectoire en forme d’échelon par
le systeéme en boucle fermée. Ce point sera développé dans la partie synthése de correcteur du document.

"1 Ces formules ne sont valables que dans le cas considéré ici, ¢’est-a-dire un correcteur a un degré de liberté.

12Cette hypothese est faible puisqu’en général le systéme 4 commander et son correcteur sont passe bas (degré relatif au moins
de 1 pour chaque).

3On oblige en fait le module de la fonction de sensibilité complémentaire 7" 2 décroitre avec une pente minimale en hautes
pulsations.
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module de $S(jw)$ en dB

Pulsation (rad/s)

FIG. 1.26 — tracé de |S(jw)| en fonction de w

Liens entre la boucle ouverte et les fonctions de transfert en boucle fermée Les liens entre la fonction
de transfert en boucle ouverte GC' et les fonctions de transfert en boucle fermée ont été mis en avant trés
tot en Automatique fréquentielle classique. En effet, la fonction de transfert en boucle ouverte dépend de
fagon linéaire de C alors que les fonctions de transfert en boucle fermée sont des fonctions non-linéaires
de C'. Dans la perspective de régler “a la main” un correcteur C, il est intéressant d’essayer de traduire les
spécifications du cahier des charges comme des contraintes sur la fonction de transfert en boucle ouverte
méme si elles ne s’expriment pas naturellement comme cela. Dans de nombreux cas, afin de remplir le
cahier des charges, pour les basses pulsations, on a |G(jw)C(jw)| > 1 et pour les hautes pulsations,
on a |G(jw)C(jw)| < 1. Hautes et basses pulsations sont définies par rapport a la pulsation de coupure
w4, c’est-a-dire la pulsation pour laquelle |G (jw.)C (jwe)| = 1. Les basses (resp. hautes) pulsations
correspondent alors a w << w, (resp. w >> we).
Par exemple dans le cas de la fonction S, puisqu’en basses pulsations |G(jw)C(jw)| > 1,0ona:

S69)| = T ageeas ~ Ghaeaa < &

De méme en hautes pulsations, puisque |G(jw)C(jw)| < 1,ona:

. 1 N
S0 = T aGmoGe) ~

En conclusion, le réglage de le correcteur C' permet de “modeler” la fonction S en basses pulsations mais
pas en hautes pulsations.

En procédant de méme pour les autres fonctions de transfert en boucle fermée, on obtient le tableau 1.1
(voir aussi la figure 1.27). Ce tableau est trés intéressant car il met en évidence qu’en basses pulsations,
T et C'S sont indépendants de le correcteur C' et qu’en hautes pulsations, ce sont S et G.S qui le sont. Dans
le choix des gabarits, cela devra étre explicitement pris en compte.

“Pour simplifier sa définition, on suppose qu’elle est unique.
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GS = G(1+GO)!

v

enBP: S ~ (GO)! enBP:GS ~ (O)~! —
enHP: S ~ 1 enHP: GS ~ G
CS =C(1+GC)! T =GC(1+GC)~L
enBP:CS ~ (G)~! enBP: T ~ 1
enHP:CS ~ C enHP: T ~ GC

Independant du correcteur
Fonction du correcteur

Dépassement > 0dB non contraignable

ONO

F1G. 1.27 — Liens entre fonctions BO et fonctions BF (Laure Rossignol(©))

] Fonction H Basses pulsations \ Hautes pulsations
|G (jw)C(jw)] >1 <1
. 1
SR Rl el e cm) !
. . 1 .
GaSG) | ~etmy |~ 166w
. . 1 .
|C(jw)S(jw)| ~ 1G] ~|C(jw)
T (jw)| ~1 ~ |G (jw)C(jw)]

TAB. 1.1 — Liens entre fonctions BO et fonctions BF quand |G(jw)C(jw)| > 1 pour les basses pulsations
et |G(jw)C(jw)| < 1 pour les hautes pulsations
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1.11 En résumé

Les spécifications temporelles du cahier des charges ont été transformées en spécifications fréquentielles
qui se traduisent naturellement par des contraintes sur les modules des différentes fonctions de transfert en
boucle fermée. Il faut noter qu’a titre illustratif, on a considéré des fonctions de transfert particulieres, en
considérant par exemple une perturbation en entrée du systéme et pas de perturbation en sortie. Néanmoins,
I’approche présentée s’applique sans difficultés particulieres dans des cas de figure différents.

Le plus important reste de comprendre le fil directeur de 1’approche :

1. Définir les entrées importantes pour le probleme considéré ; elles peuvent étre de 3 types : signaux de
référence, signaux de perturbation et signaux de bruit ;

2. Définir les sorties importantes par rapport au cahier des charges : en général, I’erreur de suivi de
trajectoires et/ou la commande en entrée du systeme ;

3. Décrire I’ensemble des signaux d’entrée et de sortie correspondant aux spécifications du cahier des
charges considéré ; cette description est effectuée par le choix des différentes fonctions W, définissant
les ensembles de signaux d’entrée et de sortie ;

4. En déduire des “gabarits” sur le module des fonctions de transfert du syst¢éme en boucle fermée.

Pour un certain nombre de spécifications, il est possible de traduire les contraintes portant sur les fonc-
tions de transfert en boucle fermée en contraintes portant sur les fonction de transfert en boucle ouverte.
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Chapitre 2

Stabilité et robustesse du systeme bouclé

Gmod

FI1G. 2.1 — Modele G,,,,q en boucle fermée avec le correcteur C

Le correcteur C' a été déterminé a partir d’un modele G,,,,q du systéme physique réel G,..;. La boucle
fermée correspondante, représentée figure 2.1 est donc stable et vérifie un certain nombre de spécifications
de performance. La question est de savoir si, lorsque le correcteur asservira le systeéme réel G,...;, le systeme
en boucle fermée (voir figure 2.2) sera stable et si les spécifications de performance seront aussi assurées.

Greel

F1G. 2.2 — Systéme réel G,...; en boucle fermée avec le correcteur C'

L’étude de la robustesse du correcteur C' consiste a essayer d’obtenir le maximum de garanties pour
que cela soit effectivement le cas. Pour cela, on considére une famille de fonctions de transfert dont le
modele nominal G, en constitue le “centre”. On suppose que I’on est capable de choisir cet ensemble
de telle facon qu’il contienne le systeme réel G,..;. Par suite, si la stabilité et la performance du systeme
bouclé sont démontrées pour tous les éléments G de cette famille, alors elles le seront forcément pour le
systeme réel. Dans le cas ol le correcteur assure la stabilité pour tous les éléments de la famille, on parle
de robustesse en stabilité ; dans le cas ol le correcteur assure en plus les spécifications de performance,
on parle de robustesse en performance. Dans ce chapitre, on va rappeler les marges de stabilité qui sont
habituellement définies en Automatique fréquentielle classique.

35
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2.1 Critere de Nyquist

L’étude de la robustesse en stabilité est principalement basée sur ’utilisation du critére de Nyquist.
Il permet de ramener I’étude de la stabilit¢ d’un systetme en boucle fermée a I’étude de certaines ca-
ractéristiques de la réponse fréquentielle de la fonction de transfert en boucle ouverte.

Jr

L(jw) -

FIG. 2.3 — Bouclage d’une fonction de transfert L,;,,q(jw)

Critere de Nyquist (cas monovariable) Dans le cas ot la fonction de transfert L(jw) ne posséde pas de
poles imaginaires purs, le systéme bouclé SISO! représenté figure 2.3 est stable si et seulement si le tracé
de la fonction de transfert L(jw) dans le plan complexe quand w va de —oo a +00 ne passe pas par le point
(=1, 0) et I’encercle (dans le sens inverse des aiguilles d’une montre) un nombre de fois égal au nombre
de poles instables de L(jw).

Remarque Dans le cas ou le transfert possede des poles imaginaires purs, le critere précédent s’ applique apres
une modification technique qui ne sera pas développée ici. Pour plus de détails, voir les livres de base sur 1I’automa-
tique fréquentielle classique (par exemple [?]).

F1G. 2.4 — Comptage du nombre d’encerclement

Remarque Dans la mise en ceuvre du critere de Nyquist, la difficulté pratique principale est de compter correc-
tement le nombre d’encerclement du point (—1, 0). Une astuce est de le déterminer en comptant le nombre de points
d’intersection du tracé de L(jw) avec la demi-droite [—oo, —1] de I’axe des abscisses. Le nombre d’encerclements
du point (—1, 0) est obtenu en retranchant au nombre de fois ol le tracé de L(jw) coupe cette demi-droite en étant
orienté vers le bas le nombre de fois ot le tracé de L(jw) coupe cette demi-droite en étant orienté vers le haut.

Cas particulier et important : L(p) est stable (critere du revert) Dans le cas ou la fonction de transfert
L(p) est stable, le critere se simplifie fortement. On parle alors du critere du revert. Il suffit de vérifier que
le tracé de L(jw), quand w croit, laisse le point (—1, 0) sur sa gauche pour assurer la stabilité du systeéme
bouclé. Si, en plus, I’argument de la fonction de transfert L(jw) est égale a —180° que pour une seule
pulsation wigpe, la stabilité du systéme bouclé est assurée par le fait que | L(jwisee)| < 1.

Contrairement a ce que suggere 1’énoncé du critere de Nyquist, son principal intérét applicatif n’est pas,
en général, de vérifier a partir de la boucle ouverte si le systeme en boucle fermée correspondant est stable

'Single Input, Single Output : 2 une entrée et une sortie.
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ou non. On peut en effet aisément déterminer si le systéme en boucle fermée est stable en calculant ses
poles. L’intérét du critere de Nyquist est autre et double. Dans le contexte de la recherche d’un correcteur
C qui stabilise un systeme G, le critére de Nyquist appliqué a . = C'G permet de choisir graphiquement C'
de facon a assurer la stabilité du systeme bouclé. L’autre grande application est d’étudier pour un systeéme
bouclé stable ses marges de stabilité. Nous allons ici I’appliquer dans cette optique. Ce qui est remarquable,
c’est que le critere de Nyquist est 1’outil central de 1’étude de la robustesse que ce soit en Automatique
fréquentielle classique ou avancée.

2.2 Marges de stabilité classiques

La premiére erreur entre le modele G,,,q €t le systeme réel G,...; qui est classiquement considérée est
une erreur portant sur le gain statique de la fonction de transfert G...¢;(p). On a supposé que :

Gmod(p) = KmodH(p)

ou H (p) est une fonction de transfert de gain statique égal a un et, en réalité, le systeéme s’exprime comme :

Greel (p) = KreelH(p)~

Supposons qu’en réalité K, .ce; > K04 Le systéme est commandé par le correcteur C'(p) = 1. La fonction

From: U(1)
T
1 i
05 1
g
Z. o i
= w=0
_05 — -
LGw): .-
_1 — -
I I I I I
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

) . . 0,4
FIG. 2.5 — Tracé du Nyquist de la fonction de transfert L(p) = P B

de transfert en boucle ouverte est alors donnée par L(p) = G(p). A titre illustratif, un tracé de Nyquist est
représenté sur la figure 2.6 dans le cas ou :

L(p) 0,4

AP+t
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Nichols Chart
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FIG. 2.6 — Tracé du Nichols de la fonction de transfert L(p)

La question est de savoir pour quelles valeurs de K,...; le systeme bouclé représenté figure 2.3 va se
mettre a osciller, voire devenir instable. La fonction de transfert L(p) est stable ; par suite, d’apres le critere
de Nyquist, son tracé de Nyquist (représenté figure 2.6) ne doit pas recouvrir ni encercler le point (—1, 0).
Si le tracé recouvre le point (—1,0), sans ’encercler, le systeme bouclé est un oscillateur de pulsation
propre wigp (valeur de la pulsation pour laquelle L(jwigp) = —1). Si le tracé entoure le point (—1, 0) alors
le systeme en boucle fermée est instable.

Que se passe-t-il quand le gain K est modifié ? Rappelons que pour une pulsation w, la distance entre
le point représentant le nombre complexe L(jw) et le point 0 est donnée par le module |L(jw)]|. Par suite,
quand le gain K varie de K o4 & K cel, le tracé de L(jw) est transformé par une homothétie? de centre 0

et de rapport %. Pour quelle valeur de K., le tracé peut recouvrir le point (—1,0) ? D’apreés la figure
2.6, le point du tracé qui peut recouvrir le point (—1,0) apreés transformation par I’homothétie est le point®
A. Pour cela, si on pose

1

AG=—
¢ distance(O, A)

2.1)
il suffit que Ky ee; = KimoaAG. AG est appelée la marge de gain (supérieure)*.

La relation (2.1) permet de déterminer graphiquement la marge de gain. Il est possible de la déterminer
directement a partir de la fonction de transfert L(p). Si la pulsation wigg est telle que arg(L(jwigy) =

>Une homothétie de centre 0 et de rapport o est une application linéaire qui a tout point M associe le point M’ tel que
OM' = aOM.

3A est le point d’intersection du tracé de Lmoq(jw) avec le segment entre les points O et (—1, 0) exclus.

“De la méme facon, on peut définir la marge de gain inférieure : si Kycei < Komoa, 2 partir de quelle valeur de K. le systéme
bouclé devient instable : cette marge peut étre définie si le tracé de la boucle ouverte L(jw) coupe I’axe des abscisses entre —oo
et —1, ce qui n’est pas le cas dans 1’exemple considéré. Dans le cas ou 1’on peut définir une marge de gain inférieure, on parle de
stabilité conditionnelle.
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—180° et telle que | L(jwigo)| < 1 alors

1
AG= ———. 2.2)
| L(jwiso)|
Dans un premier temps, on calcule donc la pulsation wygg puis, a partir de la relation (2.2), la marge de gain
est déterminée.

On a ainsi démontré la stabilité du systéme en boucle fermée pour tout systeme G(p) tel que :

G(p) € {G(p) | IK € [Kmod: KimodAG[, G(p) = KH(p)}.

Parallelement a I’erreur sur le gain, il est généralement considérée une erreur sur la phase du systeéme,
c’est-a-dire que 1’on considere qu’il existe une différence entre la phase du modele et la phase du systeéme
réel, c’est-a-dire un scalaire 6 tel que :

Vw, arg(Gmed(jw)) — arg(Greer(jw)) = 0

soit .
Vw, Greel(jw) = e_JeGmod(jw)'

On recherche la plus petite valeur de 1’erreur 6 sur la phase qui peut provoquer 1’oscillation du systéme
en boucle fermée. Une erreur sur la phase de 6, indépendante de la pulsation w, entre G, €t Gy veut
dire que I’on peut passer du tracé de L,,,q(jw) au tracé de L,eq(jw) par une rotation de centre 0 et
d’angle 0. D’apres la figure 2.6, le tracé de L;,,q(jw) sera ramené sur le point (—1, 0) si ¢ = Phi. Cette
quantité, notée AP, est alors appelée marge de phase. Mathématiquement, si la pulsation w, est telle que
|L(jwe)| = 1 et qu’elle est unique’ alors

AP = arg(L(jw.)) + 180° (2.3)

Pour calculer la marge de phase, on calcule donc la pulsation w, puis, a partir de la relation (2.3), la marge
de gain est déterminée.

Autant I’erreur sur le gain pouvait s’interpréter physiquement, autant il est difficile de le faire dans le
cas de D'erreur sur la phase puisqu’il n’existe pas de fonction de transfert rationnelle a coefficients réels
dont le gain est égal a 1 et dont la phase vaut une valeur constante et arbitraire (sauf choix particuliers pour
cette constante). Par contre, la marge de phase permet de définir la marge de retard. La marge de retard est
donnée par la plus petite valeur AR de la constante de retard 7 telle que le systeéme rebouclé sur e~ L(p)
soit oscillant. Tout systeme rebouclé sur e~ P L(p), avec 7 < AR sera alors stable. La marge de retard peut

donc se définir (et se calculer) comme :
AD
AR = .

We

Un autre type d’interprétation peut étre donné pour les marges de stabilité. On suppose que le systeme
est relativement bien connu méme s’il y a des erreurs : par suite, si on peut superposer le tracé de la
boucle ouverte L,,,q(jw) obtenue a partir du modele du systéme sur le tracé de la boucle ouverte L,¢c;(jw)
du systeme réel, les deux tracés, bien que différents, seront relativement proches. Le passage du tracé de
la boucle ouverte L;,,q(jw) au tracé de la boucle ouverte L,..;(jw) peut étre vu comme une (Iégére)
déformation du tracé de L,,,,q(jw). Dans le cas de la marge de gain, on a supposé que cette déformation
était une homothétie ; dans le cas de la marge de phase, cette déformation était une rotation.

Si le tracé de L,,,q(jw) est suffisamment éloigné du point (—1, 0), il y a peu de chance que le tracé de
Ly eei(jw) le recouvre ou I’encercle. Les marges de stabilité peuvent ainsi étre vues comme des “distances”
entre le tracé de L,,,q(jw) et le point (—1, 0). Par exemple, pour la fonction de transfert en boucle ouverte :

~0,07(p+17,5)(p+2)

L
®) p(p* +0,4p + 4)
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Nyquist Diagrams

From: U(1)
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FIG. 2.7 — Tracé du Nyquist de L(p)

on a le tracé représenté sur la figure 2.7. D’apres le tracé, la marge de gain est infinie et la marge de phase
est supérieure a 90°. Ces marges semblent fabuleuses : néanmoins, si le second coefficient du dénominateur
0,4 est remplacé par 0, 152, le systeme bouclé sera un oscillateur pur (voir la figure 2.8). Les marges de gain
et de phase ne sont donc pas adéquates pour mesurer 1’influence du coefficient de la fonction de transfert
considéré.

11 serait donc plus adéquat de mesurer directement la plus petite distance® entre le point (—1, 0) et le
tracé de la fonction de transfert en boucle ouverte L(jw). C’est ce que I’on appelle la marge de module,
notée AM. Elle peut se déterminer graphiquement a partir de la figure 2.6 a 1’aide d’un compas dont la
pointe serait piquée sur le point (—1,0) : I’écartement du compas serait augmenté jusqu’a tracer un cercle
tangent au tracé de la fonction de transfert en boucle ouverte L(jw).

On peut aussi la déterminer directement a partir de la fonction de transfert L(p). Pour une pulsation w,
la distance entre le point (—1, 0) et le point défini par L(jw) est donnée par |1 + L(jw)|. Par suite,

AM = inf, |1+ L(jw)| = 11 - suplsl(jw)\
SUp ——————— w
w |14+ L{jw)|

ou S est la fonction de sensibilité.

En conclusion, la marge de gain correspond a une incertitude sur le gain du systéeme, indépendamment
de la pulsation w, donc a un type tres spécifique d’incertitude. La marge de phase s’interprete difficilement,
si ce n’est par la définition de la marge de retard (soit un autre type d’incertitude tres spécifique). Enfin,
si la marge de module mesure correctement la distance entre le point (—1, 0) et le tracé de la fonction de
transfert en boucle ouverte, elle n’a pas a priori d’interprétation en terme d’incertitude, d’erreur entre le
modele et le systeme réel

>S’ils existent plusieurs pulsations w? telles que |L(jw?)| = 1 alors A® = inf;{arg(L(jw’)) + 180°}
SLa distance entre un point M et une courbe C est la distance(M, N') minimale quand N décrit la courbe C.
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Nyquist Diagrams
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Chapitre 3

Synthese de correcteurs

Comme cela a été vu dans le chapitre 1, les spécifications du cahier des charges se formalisent naturel-
lement par des contraintes portant sur des fonctions de transfert du systemes en boucle fermée. La stabilité
est assurée par le fait que toutes les fonctions de transfert en boucle fermée sont stables. Pour assurer la
performance, il est nécessaire de contraindre le module de la réponse fréquentielle de fonctions de transfert
en boucle fermée. Par exemple, dans le cas d’une spécification de suivi de trajectoires, on considere les
fonctions de transfert Ty« (p) = T'(p) et Ty« —.c(p) = S(p).

Notre objectif est ici de rechercher un correcteur C'(p) qui satisfasse le cahier des charges. Comme ces
fonctions dépendent non linéairement du correcteur C'(p) que I’on cherche a mettre au point :

et T(p) = G(p)C(p)

_ 1
Sp) = mrapew T+G(PC (/)

une recherche “manuelle” de C'(p) de facon a satisfaire ces contraintes peut étre trés complexe, méme dans
le cas d’une structure simple pour le correcteur C(p).

Exemple On reprend I’exemple d’un moteur a courant continu commandé par un gain proportionnel (voir
page 22). On désire régler le gain k° de facon a garantir un certain suivi de trajectoire. Dans cet exemple 1a,
on a vu que la fonction de transfert S(p) s’écrivait :

p(mip+1
S(p) = —Bmp+l
np° +p+ kk

St wy/TEw? +1
jw)| = .
V (kke — 1w?)? 4+ w?

Par suite, modifier |S(jw)| en agissant sur k¢ n’est pas direct, méme dans le cas trés simple d’un correcteur
proportionnel.

L’idée fondamentale des méthodes de syntheése de correcteurs en automatique fréquentielle classique
consiste a transformer ces contraintes portant sur des fonctions de transfert du systéme en boucle fermée en
contraintes portant sur la fonction de transfert du systéme en boucle ouverte L(p) = G(p)C(p), en utilisant
les liens qui existent entre les fonctions de transfert en boucle fermée et la fonction de transfert en boucle
ouverte.

Exemple (suite) Reprenons I’exemple ci-dessus. Dans ce cas-1a, nous avons

k.
w\/Tfuﬂ—kl

43

[L(jw)| = K
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La dépendance de |L(jw)| en fonction de k€ est linéaire. Il est donc facile de choisir k¢ pour modifier
|L(jw)| dans un certain sens.

Ces contraintes sur la fonction de transfert en boucle ouverte sont traduites sur une ou plusieurs représentations
graphiques (diagrammes de Bode, de Nyquist et/ou de Black Nichols). C’est I’ utilisation de ces représentations
graphiques qui rend ces méthodes extrémement attractives.

La premiere étape est donc de rechercher les contraintes que doit satisfaire la fonction de transfert en
boucle ouverte L(p) = G(p)C(p) pour que le cahier des charges soit rempli. La seconde est de trouver
effectivement C(p) qui permet a la boucle ouverte L(p) de satisfaire ces contraintes.

3.1 Spécification de la performance sur la boucle ouverte

La question est de savoir ce que le correcteur C'(p) doit vérifier afin de remplir le cahier des charges.

3.1.1 Stabilité

Comme cela a été vu dans le chapitre 2, I’application du critere de Nyquist permet de relier la stabilité
du systeme en boucle fermée au tracé de la fonction de transfert en boucle ouverte (voir la section 2.1). Il
est donc nécessaire de trouver un correcteur C'(p) telle que la fonction de transfert en boucle ouverte L(p)
satisfasse le critere de Nyquist.

Par exemple, dans le cas ou la fonction de transfert L(p) est stable et ou 1’argument de la fonction de
transfert L(jw) est égale a —180° pour une seule pulsation wigge, la stabilité du systeme bouclé est assurée
par le fait que | L(jwisoe)| < 1.1l faut donc alors choisir C'(p) tel que :

1

C(jwigee)| < ———m—.
| (] 180 )| ’G(]w180°>‘

3.1.2 Performance 1 : suivi de référence

L’approche est d’abord détaillée dans le cas de signaux de référence en forme d’échelon avant de
considérer d’autres classes de signaux.

Régime permanent Le régime permanent de la réponse a un échelon est caractérisé par I’erreur statique.
D’apres le chapitre 1, I’erreur statique est nulle si 7»_..(p) posseéde au moins un zéro en zéro. Or, dans

notre cas :
1

T 1+ G(p)C)

En écrivant C(p) et G(p) comme le rapport de deux polyndmes :

Ty—e(p) = S(p)

00 = e = OO =Gt

on a
deng(p)denc(p)

Ty*_>e (p) - deng(p)denC(P) + numg (p)numc (p) .

Il faut donc que soit le dénominateur de C'(p) soit le dénominateur de G(p) s’annule en zéro, ¢’est-a-dire
que C(p) ou G(p) contient au moins un intégrateur.

Exemple de la commande du moteur a courant continu Dans ce cas-1a, le systéme a commander G(p)
contient déja un intégrateur : il n’est donc pas nécessaire que C(p) en contienne un pour assurer le suivi de
référence en forme d’échelon.
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Régime transitoire Il est caractérisé par la rapidité (temps de réponse) et le dépassement. Notons que
pour assurer une erreur statique nulle, la fonction de transfert L(p) contient au moins un intégrateur. Par
suite, en basses pulsations, on a nécessairement

|L(jw)| ~ > 1

jw|™
ou 3 est une constante et nn; le nombre d’intégrateurs de L(p). D’apres le tableau 1.1, cela assure que

1 ™
~Y

L)l B

Le tracé de |S(jw)| présente ainsi une pente de +20 x n; dB/décade en basses pulsations.

1S(Gw)] ~

e La rapidité de la réponse est donnée par les pulsations wg ou w§ (pulsations pour lesquelles |S(jwg)| =

% et |S(jwg)| = 1). Ces pulsations sont du méme ordre de grandeur que la pulsation de coupure w,. qui

est définie par |L(jw,.)| = 1!, tout en étant en général différentes. Cela peut se voir graphiquement dans le
plan complexe représenté sur la figure 3.1. En effet, notons que

v
|L(jw) — (=D’

c’est-a-dire que |S(jw)| est I'inverse de la distance entre le point (—1, 0) et le point L(jw). Par suite, pour
la pulsation wg, le point L(jwg) est a une distance 1 du point (—1, 0). D’autre part, par définition, L(jw.)
est a une distance de 1 du point 0. Par suite, d’apres la figure 3.1, les pulsations w,. et wg sont proches mais
en général différentes. On aura égalité dans le cas d’une marge de phase de 45°.

1S(jw)| =

Nyquist Diagrams

|1+L ()]

IL Gl
-05F ;

Imaginary Axis

-15}

| | |
-2 -1.5 -1 -0.5 0 05 1
Real Axis

FIG. 3.1 — Nyquist de L(jw)

"Par simplicité, on la suppose unique.
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Dans le chapitre 1, nous avons vu que le temps de réponse variait de fagon inverse avec la pulsation wf .

On peut faire la méme observation pour la pulsation w,. De facon générale, cela implique que le réglage du
temps de réponse du systeme en boucle fermée se fait en modifiant la pulsation de coupure w,. de la fonction
de transfert en boucle ouverte L(jw). Plus la pulsation w, est élevée, plus le temps de réponse est faible.
La pulsation w, est donc imposée par le cahier des charges afin d’obtenir une certaine rapidité pour le
systéme bouclé. Pour s’assurer que w, est effectivement la pulsation de coupure, le correcteur C'(p) doit
étre choisi tel que :
1

|C(jwe)| = GG

o) el wl 0G| 1

Gw)l

e Le dépassement de la réponse a un échelon peut étre obtenu en examinant la résonance (valeur maxi-
male du module) de la fonction de transfert 7}« ., qui vaut 7" dans notre cas. Comment déterminer sa valeur
a partir du tracé de la fonction de transfert en boucle ouverte ?

Pour cela, il faut utiliser I’abaque de Black dans le plan de Nichols. L’intérét de cet abaque est de
permettre d’obtenir le module et la phase de

. L(jw)
TUw) =15 L)
en fonction du tracé de L(jw). Pour cela, des courbes iso gain et iso phase pour 7'(jw) sont représentées
dans le diagramme de Nichols (voir la figure 3.2). Pour une pulsation w, I’intersection du tracé de L(jw)
avec une courbe iso gain donne la valeur du module de 7'(jw). Par exemple, sur la figure 3.2, pour la
pulsation w, a partir du point "0, étiqueté par L(jw), la boucle ouverte L(jw) correspond |T'(jw)| =
0, 25dB. Pour limiter le dépassement, il est nécessaire de limiter la valeur maximale de |7'(jw)|. A Iaide

40

cdurbes iso phase T ! ! ! !
e - 0dB. . . .
) : - courbes isogain T
301 : i
201 \‘ » B
-=1dB
g 101 -
= -3dB
‘©
O] a Lo
g =~ or ~6{dB
S e s
<
g
) -10} —-12 dB
20 Il : —2p dB
_30 - -
—40 : P ! N | ‘ | : 1 . - 1 : 140 dB
-350 -300 -250 -200 -150 -100 -50 0

Open-Loop Phase (deg)

FIG. 3.2 — Black Nichols de L(jw)

du diagramme de Nichols, il est possible de régler C'(jw) pour arriver a ce résultat.
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Depassement pour un échelon en fonction de I'amortissement
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F1G. 3.3 — Relation entre la marge de phase de la boucle ouverte et le dépassement de la réponse a un
échelon de la boucle fermée

Dans le cas trés particulier ol le systtme L(jw) est une fonction de transfert du second ordre (ce qui
est le cas de la fonction représentée sur la figure 3.2), du type :

k

) p(rp+1)
la valeur maximale de |7"(jw)| est obtenue pour la pulsation w. (pulsation pour laquelle |L(jw.)| = 0dB).
Dans ce cas la, spécifier un certain dépassement pour la réponse temporelle, soit une certaine valeur pour
la résonance de 7" (valeur maximale du gain |7'(jw)|) revient a fixer la phase de L(jw,), ¢’est-a-dire a fixer
la marge de phase A®. Par exemple, pour avoir la valeur maximale de |T'(jw)| de ’ordre de 3 d B, on doit
avoir arg(L(jw)) = —138°. Dans ce cas-la, le correcteur C(p) doit étre choisi tel que arg(C(jw.)) =
—arg(G(jw.)) — 138°.

Dans le cas trés particulier ou le systéme L(jw) est une fonction de transfert du second ordre, il est
ainsi possible de relier directement la marge de phase au dépassement en % (voir la figure 3.3).

Remarque 1l est possible d’utiliser I’abaque de Black pour déterminer le module et la phase de S(jw) a
partir du tracé de I’inverse de la fonction de transfert en boucle ouverte L(jw). Cela vient du fait que :

L Lw)!
S(]w)—w.

Vis-a-vis de S(jw), L(jw)~! joue le méme rdle que L(jw) vis-a-vis de T(jw).
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3.1.3 Performance 2 : rejet de perturbations d’entrée en échelon
La démarche est la méme que dans le cas du suivi de référence, sauf qu’au lieu de considérer la fonction

de transfert en boucle fermée T« .. = S, on considere la fonction de transfert T,_,. = G'S.

Régime permanent Quand le temps ¢ tend vers I’infini, ’erreur tend vers 0 (erreur asymptotique nulle)
si Ty—(p) posséde au moins un zéro en zéro. Or, dans notre cas :

Tome(p) = G(0)S(P) = 1 é}(%)cr(p)
soit
numge(p)denc(p)

Ty—e(p)

~ deng(p)denc(p) + nume(p)numc (p)’

Pour annuler ’erreur asymptotique, il faut donc que soit le dénominateur de C(p) ou soit le numérateur
de G(p) s’annule en zéro, c’est-a-dire que soit C'(p) contienne un intégrateur ou soit G(p) contienne un
dérivateur.

Exemple de la commande du moteur a courant continu Dans cet exemple, le systéme a commander
G (p) n’est pas dérivateur : il est donc nécessaire que C'(p) contienne un intégrateur pour assurer le rejet
asymptotique d’une perturbation en forme d’échelon.

Régime transitoire Nous nous plagons dans le cas ot le systeéme a commander G (p) n’est pas dérivateur
et ot le correcteur C'(p) contient un intégrateur : on aura en basses pulsations |L(jw)| > 1. D’apres le

tableau 1.1, .

|C(jw)l
otl 3 est une constante. La derniére équivalence vient du fait que C/(p) contient un intégrateur. Par suite, le
tracé de |G (jw)S(jw)| présente une pente de + 20 dB/décade en basses pulsations.

|G(jw)S(Gw)] ~ ~ Blwl 3.1

Comme dans le cas du suivi de référence, la rapidité du rejet est donnée par 1’étendu de la gamme
de pulsations sur laquelle |G(jw)S(jw)| < 1. D’apres I’équivalence (3.1), elle correspond, en premiére
approximation, a la gamme de pulsations pour laquelle |C'(jw)| > 1. Le rejet est d’autant plus rapide que
cette gamme de pulsations est importante. On peut par exemple la caractériser par la pulsation wcC telle que
|C(jwS)| = 1, avec pour w € [0, WS, |C(jw)| > 1 et pour w > W, |C(jw)| < 1.

3.1.4 Limitation de la commande
Remarque préliminaire Dans le cas de suivi de référence en échelon et/ou de rejet de perturbation en

échelon, on déduit de la discussion précédente qu’en basses fréquences, on a |L(jw)| > 1.

Limitation de la puissance de la commande pour le suivi de référence On désire limiter la puissance de
commande nécessaire au suivi de référence. En notant S,,(jw) la densité spectrale de puissance du signal?
u, on a la puissance du signal v qui est donnée par :

lim : t)2dt ! +OOS jw)d
Tgrolo T /_g U( ) B % —o0 U<jw) N
1 Foo N )
= - ‘Ty*—m(]w)’ Sy*(]w)dw
—0o

28, (jw) est 1a transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation moyennée de w(t) :
2%
Ry(7) = lim u(t)u(t — 7)dt.

T— o0 T
2
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Par suite, pour limiter la puissance de commande, il est nécessaire que pour toute pulsation w, les gains
| T~ (jw)| soient faibles. Dans notre cas, Tyy»—., = C'S

Est ce possible en basses pulsations ? Comme en basses fréquences |L(jw)| > 1, d’apres le tableau 1.1,

ona: )

Cjw)S(jw)| ~ ———.

CUDSEN™ e
Dans cette gamme de pulsations, la fonction de transfert est indépendante du correcteur C'(p) : il n’est donc
pas possible d’agir sur celui-ci pour limiter les gains |1y« (jw)]|.

Peut-on le faire en hautes pulsations ? Tres caricaturalement, on peut choisir C'(p) de fagon a avoir soit
|L(jw)| > 1, soit |L(jw)| < 1. La premiere possibilité correspond au cas ci-dessus ot la fonction de
transfert T}« _,,, est indépendante de C'. D apres le tableau 1.1, le second cas mene a

[C(jw)S(Gw)| ~ |C(Gw)l-

Par suite, limiter les gains |T,~_,,(jw)| en hautes pulsations revient a choisir C'(p) de gains faibles en
hautes pulsations. Puisque L(jw) = G(jw)C(jw), cela est cohérent avec le fait d’avoir |L(jw)| < 1.

En conclusion, pour limiter la puissance de commande du suivi de référence, il est nécessaire de limiter
les gains du correcteur en hautes pulsations, ¢’est-a-dire pour des pulsations supérieures a la pulsation de
coupure w,. Cela entraine qu’en hautes pulsations | L(jw)| < 1.

Limitation de la commande pour le rejet de perturbations Le méme raisonnement peut étre fait, en
remplagant la fonction de transfert 7'« _.,, par la fonction de transfert 7',_.,, = 7. Il est laiss€ au lecteur. La
conclusion est similaire a la conclusion précédente : pour limiter la commande du rejet de perturbation, il
est nécessaire de limiter les gains du correcteur en hautes pulsations.

3.1.5 Influence des bruits

Influence des bruits sur la commande En se placant dans un contexte déterministe, les bruits sont
des signaux hautes pulsations c’est-a-dire que si on considere la densité spectrale de puissance du bruit
Sw(jw), son influence est importante pour une pulsation w haute et faible pour une pulsation w faible.
Comme S, (jw) = |[Tw—u(jw)|?Sw(jw), I'influence des bruits est limitée si |1}, (jw)| est faible de
fagon prioritaire en hautes pulsations. Or T,—,,, = C'S. Nous avons précédemment vu qu’en basses pul-
sations cette fonction de transfert était indépendante du correcteur C'. Par contre, en hautes pulsations,
|C(jw)S(jw)| ~ |C(jw)|. La limitation de I’influence du bruit est donc assurée si les gains du correcteur
C sont faibles en hautes pulsations.

Influence des bruits sur la sortie Le méme raisonnement peut étre fait ici. Notons cependant qu’en
hautes pulsations, on a :
Ty (Jw)| ~ |G(Gw)[|C(jw)]-

Or, un procédé physique est généralement passe-bas ( |G (jw)| faible en trés hautes pulsations). I en résulte
que méme si le correcteur a des gains importants en haute pulsation |C(jw)| > 1 (ce qui n’est pas sou-
haitable si on veut limiter la puissance de commande), les bruits n’influence pas notablement la sortie du
systeme si |C(jw)||G(jw)| < 1. Par contre, comme cela a été vu précédemment, si en haute pulsation
|C(jw)| > 1, leur action se fera ressentir sur la commande.

3.1.6 Marges de stabilité

Il n’y a pas de formule magique qui permette de donner ce que doit étre la valeur des marges (par
exemple marge de gain AG), valable aussi bien dans le cas ol ’on commande le niveau d’eau d’un réservoir
de W.C. que dans le cas ou I’on commande le déplacement de la fusée Ariane. Des valeurs typiques pour la



50 CHAPITRE 3 SYNTHESE

marge de gain sont de I’ordre de 6 d B au moins mais on peut trouver des applications pour lesquelles une
valeur plus faible est convenable. Les marges de stabilité peuvent €tre importantes sur deux aspects :

1. dans tous les cas, la robustesse, ce qui correspond a leur définition ;

2. dans un certain nombre de cas, le comportement temporel du systeme, comme cela sera illustré dans
ce qui suit.

Marge de gain  On suppose fixée une borne inférieure AG/,, ¢ sur la marge de gain. Comment choisir le
correcteur C'(p) de fagon a assurer que AG > AGipy ?

Si la pulsation wygg est telle que arg(L(jwigy)) = —180° et telle que |L(jwigo)| < 1 alors d’apres la

définition de la marge de gain,
1

|G (jwis0)|IC (jwiso)]”

( Notons que w1gg dépend du réglage de C'.) Par suite C va étre réglé tel que :

AG

1
AGin|G(jwiso)|

|C (jwigo)| <

Marge de phase La marge de phase est définie a partir de la pulsation de coupure w, :

AP = arg(L(jw.)) + 180°. (3.2)
Notons que la pulsation de coupure est fixée de facon a assurer une certaine rapidité (temps de réponse), ce
qui revient a fixer |C(jw,)|.

Pour assurer que la marge de phase est supérieure 8 A®;), ¢, on doit, d’apres la relation (3.2), avoir

arg(C(jwe)) < Ad;,p — arg(G(jw.)) — 180°.

Marge de retard Dans le cas ou il y a une seule pulsation de coupure w,, la marge de retard AR est

égale a %)—? Par suite, ayant fixée la pulsation de coupure w, il est simple de choisir une marge de phase

compatible avec la marge de retard.

3.1.7 En résumé

Le réglage du correcteur permettant le suivi de référence et le rejet de perturbations en forme d’échelon
doit respecter les contraintes suivantes :
1. C(p) doit contenir un intégrateur pour assurer qu’en régime permanent
(a) D’effet de la perturbation sur la sortie est nul (si le systtme G n’est pas dérivateur)?
(b) T’erreur statique pour un échelon de référence est nulle (si le systeme G n’est pas intégrateur)
2. En régime transitoire, pour obtenir la rapidité du :

(a) suivi de référence : il est nécessaire d’assurer une pulsation de coupure w, :

CGwe)l = 1o

oc)] et Ywe 0, we], |C(jw)]>

1
G (jw)|”
(b) rejet de perturbation : il est nécessaire d’assurer une pulsation de coupure wcc :

|C’(jwcc)| =1 et Ywe]|0, wcc], |C(jw)| > 1.

3Dans le cas d’un systéme G dérivateur, on ne peut pas utiliser un correcteur C' intégrateur : pourquoi ?
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3. En régime transitoire, pour limiter le dépassement du suivi de référence en échelon, C' doit étre choi-
sie de fagon a limiter la résonance de 1" ; pour cela, il est nécessaire d’utiliser le tracé de G(jw)C (jw)
dans le diagramme de Nichols associé a I’abaque de Black.

4. Pour assurer la stabilité, G(jw)C(jw) doit vérifier le critere de Nyquist : pour cela, il est commode
de représenter le tracé de G(jw)C'(jw) dans le diagramme de Nyquist. Dans le cas ot la fonction de
transfert est stable en boucle ouverte, il suffit de s’assurer que :

1

CJwigee)| < ———.
| (.] 180 )‘ ’G(]w180°)|

Notez que wygpe dépend du choix du correcteur C'(jw).

5. Pour assurer les marges de stabilité :

I ; 1
(a) marge de gain : |C'(jwigo)| < AG |G lonso)]

(b) marge de phase (et de retard) : arg(C'(jw.)) < AP — arg(G(jw.)) — 180°.
sans oublier la marge de module.

6. Pour limiter la commande et diminuer 1’influence des bruits, les gains de C devront étre faibles en
hautes pulsations.

Discussion Plusieurs contraintes sur C' peuvent étre conflictuelles. Par exemple, vouloir augmenter la
rapidité du systéme bouclé (diminuer le temps de réponse a un échelon de référence et/ou le temps de rejet
d’une perturbation) revient 2 augmenter les pulsations w, et w<. Si ces pulsations sont trop importantes,
elles peuvent correspondre a des pulsations pour lesquelles le niveau du bruit w est important ce qui entraine
1’apparition d’un effet des bruits sur la commande important. Le choix de w, et w$ est donc conditionné
par la présence des bruits. On peut faire aussi la méme remarque quant a la puissance de la commande :
pour augmenter la rapidité du systéme bouclé, il va étre nécessaire de dépenser une puissance de commande
plus importante. On voit apparaitre ici un compromis du type rapport qualité/prix : rapidité/puissance de
commande.

Remarque Si on examine I’allure du gain de la fonction de transfert L(jw) en fonction de la pulsation w,
on constate que les gains sont grands en basses pulsations et faibles en hautes pulsations.

Les contraintes que doit satisfaire le correcteur C' étant déterminées, il reste a le trouver ! Le probleme
étant assez complexe, il est nécessaire de le rechercher en procédant par étapes. Dans un premier temps, il
faut choisir la structure du correcteur (correcteur proportionnel, proportionnel intégral avec ou sans avance
de phase, etc..) et dans un second temps, régler les différents parametres du correcteur (valeur a donner au
gain proportionnel dans le cas d’un correcteur proportionnel, etc..).

Cette démarche demande un certain doigté et va étre illustrée sur un exemple. Cet exemple va aussi
nous permettre de passer en revue les différentes structures de correcteurs.

3.2 Structures de correcteurs élémentaires

Rappelons que les correcteurs considérés sont des correcteurs a un degré de liberté, c’est-a-dire de la
forme (voir le schéma 3.4) :
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clp) ———

FIG. 3.4 — Correcteur a un degré de liberté

3.2.1 Proportionnel : C(p) = k¢

Le signal de commande u(t) est simplement proportionnel a I’erreur de suivi de trajectoire €(). Le
parametre a régler est le gain k€.

La fonction de transfert en boucle ouverte s’écrit alors L(p) = k°G(p). Comment agit k¢ sur les
représentations graphiques de L(jw) (voir la figure 3.5) ?

Bode Diagrams Nyquist Diagrams

p— ] 20|
— K 6w

Phase (deg); Magnitude (dB)
|
3
Imaginary Axis

distance(O,A)/distance(O,B)=K*

I
? ? -25
10 10 5

L L L L L L L L
-35 -3 -25 -2 -15 -1 -05 0

Pulsations (rad/sec) Real Axis

Nichols Charts

40 T
— 1G(w)
— K GG
abaque de Black
30 0,25dB ]

-40 4 L L L L I I I
-180 -170 -160 -150 -140 -130 -120 -110 -100 -90

FIG. 3.5 — Réponses fréquentielles de L(jw) = k°G(jw) et de G(jw)

Dans le diagramme de bode, le tracé de |L(jw)|4p en fonction de la pulsation w se déduit du tracé de
|G (jw)|ap par une translation de 20log,, (k). De plus, arg(L(jw)) = arg(G(jw)).
Dans le diagramme de Nyquist, le tracé de L(jw) se déduit du tracé de G(jw) par une homothétie* de

“Une homothétie de centre 0 et de rapport o est une application linéaire qui 2 tout point M associe le point M’ tel que
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centre 0 et de rapport k€.
Dans le diagramme de Nichols, le tracé de L(jw) se déduit du tracé de G (jw) par une translation suivant
I’axe des ordonnées de 20 log; (k).

Exemple du moteur a courant continu  On considere 1’asservissement de position d’un moteur a courant
continu décrit par le modele suivant :

k

RN

3.3)

_ _ 1
aveck =23betT = 66

9

Le cahier des charges associé est :

1. Les signaux de référence sont des échelons. La position réelle de la poulie doit tendre vers la valeur
de I’échelon, sans erreur statique.

2. L’évolution de la position réelle de la poulie peut, en réponse a un signal de référence, présenter un
dépassement. Celui-ci doit rester inférieur a 20% de la valeur finale de 1’échelon (voir figure 1.10).

3. Le temps de réponse doit étre le plus faible possible. Le temps de réponse est mesuré par le temps du
premier maximum (voir figure 1.10).

4. Le correcteur doit aussi fonctionner sur le systeme réel, pas simplement sur le modele ! Pour cela, on
demande une marge de phase d’au moins 45 degrés.

Peut-on remplir le cahier des charges ?
La spécification 1 (erreur statique nulle) sera remplie car le systtme G(p) contient un intégrateur.

Pour assurer la stabilité’, il suffit de choisir k¢ tel que k¢ < Ik De plus, pour assurer une

1
|G (jwiso
marge de gain d’au moins AGj,y, il est nécessaire de choisir £ tel que

1

k< - .
AGin |G (jwiso)]

Application numérique : on calcule d’abord la pulsation wigg. La fonction de transfert G(p) ayant deux
poles stables (et aucun zéro), arg(G(jw)) tends asymptotiquement vers —180° pour w qui tend vers co. Par
suite, wigg = +00. Or |G(joo)| = 0. Par suite, la borne supérieure sur k¢ est +0o0. En conclusion, pour
toute valeur (positive) de k¢, le systeme bouclé sera stable. De plus, la marge de gain sera infinie.

Examinons maintenant le temps de réponse a un échelon. 1l est fixé par le choix de la pulsation w,. Par
définition, w, est pulsation de coupure si |L(jw.)| = 1 et Vw € [0, w.] |L(jw)| > 1 soit

. . 1
|C(jwe)| = 1GGwd)] ( Bl et Ywe 0, w], [|C(jw)l=> 1G(j)]
1

On doit donc prendre k¢ GGl pour satisfaire la premiere condition. Est ce que la seconde est
)

— IGGwl
satisfaite ? Il faut noter que |G(jw)| est une fonction décroissante de la pulsation w. Par suite,
Vwe [0, wel,  [GGw)| = |G (jwe)l-

Donc
1
G(jw)
En conclusion, pour augmenter la rapidité, ¢’est-a-dire augmenter la pulsation de coupure we, il suffit d’aug-
menter k€.

Yw € [0, we], £°>

OM’ = aOM.
Sspécification implicite du cahier des charges.
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Cependant, lorsque 1’on augmente k¢, le tracé de la boucle ouverte L(jw) = k°G(jw) dans le plan de
Nichols est translaté vers le haut. Pour assurer un dépassement raisonnable, il faut que la tracé de L(jw) ne
coupe pas des courbes iso gain 1" de trop grande valeur, ce qui exclut de choisir k€ trop grand. Le tracé de la
boucle ouverte L(jw) pour k¢ = 1 sur le diagramme de Nichols est indiqué sur la figure 3.6. Pour k¢ =
le tracé tangente la courbe iso gain T' 6 dB. La réponse temporelle a un échelon de référence montre un

- s

Réponse a un échelon d’amplitude 1

Nichols Charts de L(jo) pour différents k® c
141 ook

K°=0,5

Amplitude
v

3dB P
6dB- AD (k°=0,25) 7

Open-Loop Gain (dB)
\

I
0 0.03 0.06 0.09 0.12

L L L L L L L
-200 -180 -160 -140 -120 -100 -80

Open-Loop Phase (deg)

Temps (sec.)

FIG. 3.6 — Réponse fréquentielle de L(jw) et temporelle de T’

dépassement trop important.
On décide donc de diminuer la valeur de k¢ de facon a tangenter la courbe iso gain T’ 3 d B. On obtient

k¢ = 0,5. D’apres la courbe temporelle, le dépassement reste encore important. On décide donc de diminuer
la valeur de k€ de facon a tangenter la courbe iso gain 1" 1 dB. On obtient k¢ = 0, 25.

Le dépassement devient alors inférieur 2 20%. La pulsation de coupure est de 47,8 rad/s. En aug-
mentant 1égeérement le gain k¢, il est possible de diminuer un peu le temps de réponse tout en gardant un

dépassement inférieur a 20%.
A T’aide de Matlab, on obtient un résultat satisfaisant pour k¢ = 0,34, ce qui correspond a une

résonance de 1" de 1,8 dB. Le dépassement est de 20 % et le temps du premier maximum ¢4, est de 0,05 s
(voir la figure 3.6). La pulsation de coupure de la boucle ouverte correspondante est w. = 607ad/s. Notons
que wetmazr ~ 3, ce qui est caractéristique d’une fonction de transfert en boucle ouverte du second ordre.

Remarque Comme nous sommes dans le cas particulier oul L(jw) est une fonction de transfert du second
ordre, la pulsation de coupure peut se déduire du temps de réponse désiré par la relation wetimer ~ 3.
La spécification de dépassement peut étre transformée en contrainte sur la marge de phase a I’aide de la
figure 3.3.

Quelle marge de phase va-t-on obtenir avec ce choix de k¢ ? Par définition de la marge de phase A®,

arg(L(jw.)) = AP — 180°.

Puisque arg(L(jw.)) = arg(G(jwc)), on aura : AP = 180° + arg(G(jw.)). Dans notre cas, le choix de
la pulsation de coupure w, fixe donc a la fois le temps de réponse a un échelon et la marge de phase. Pour

avoir une marge de phase supérieure a A®;, r, on doit prendre w, telle que
180° + arg(G(jwe)) = A®jy .

La fonction arg(G(jw)) étant décroissance avec la pulsation w, cette relation donne donc une borne supérieure

sur la pulsation w,. qu’il est possible d’obtenir. Pour la valeur de k¢ = 0, 34 pour laquelle le dépassement
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était satisfaisant, on peut lire directement sur le diagramme de Nichols la valeur de la marge de phase :
A® = 48°. Cette valeur est largement satisfaisante.

Le probléme d’une commande proportionnelle est qu’elle ne permet pas de filtrer les hautes pulsations
(puisque ce n’est pas un transfert passe bas), donc de limiter I’influence des bruits.

En conclusion, pour ce probleme particulier, le réglage de k¢ fait apparaitre la recherche d’un compro-
mis entre :

1. la rapidité du suivi d’échelon, d’autant plus importante que k“est grand ;

2. la marge de phase et le dépassement du suivi d’échelon, d’autant meilleurs que k€ est petit.

3.2.2 Proportionnel Intégral

Exemple du moteur a courant continu (suite) On rajoute au cahier des charges le rejet de perturbations
en forme d’échelon. La rapidité du suivi d’échelons est donnée par le temps du premier maximum : ty,q,; =
75 ms.

D’apres la discussion de la section 3.1, le correcteur doit nécessairement contenir un intégrateur. La
structure la plus simple qui contienne cela est :

_ K

C(p) p

Comment régler ce correcteur pour assurer la stabilité du systeme en boucle fermée ? Pour cela, exami-
nons la phase de L(jw) = G(jw)C(jw) : arg(L(jw)) = —90° + arg(G(jw)). Ce déphasage de —90° est
introduit par I'intégrateur de C'(p). Comme la phase de G(jw) varie entre —90° et —180°, celle de L(jw)
varie entre —180° et —270° : le tracé de L(jw) recouvrira ou entourera le point (—1, 0) (voir figure 3.8).
La boucle fermée sera donc instable.

401
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FIG. 3.8 — Diagramme de Nichols de %G(jw) avec k¢ = 0,01

Pour éviter le point (—1, 0), il est nécessaire de choisir C'(p) telle que la phase de la fonction de transfert
en boucle ouverte L(jw) augmente au voisinage de la pulsation de coupure w,.. Pour cela, on introduit dans
le correcteur C'(p) un zéro stable (a > 0) :

C(p) = k22,
p

On obtient un correcteur Proportionnel Intégral (P.I.) ot il est nécessaire de régler deux parameétres a et k°.
L’introduction du zéro en —a permet d’augmenter la phase de C'(jw) aux alentours de la pulsation w = a
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Bode Diagrams

Phase (deg); Magnitude (dB)

Frequency (rad/sec)

FIG. 3.9 — Diagramme de Bode d’un correcteur Pl avec k¢ = 10eta = 1

(voir figure 3.9). Cet effet d’avance de la phase permet de diminuer voire de compenser le déphasage de
—90° pour les hautes pulsations. 11 va étre mis a profit pour que le tracé de la fonction de transfert en boucle
ouverte L(jw) = G(jw)C(jw) évite le point (—1, 0). Au plus le parametre a est choisi petit au plus 1’effet
d’avance de phase sur le tracé de la fonction de transfert en boucle ouverte est important (voir la figure 3.10)
permettant de contourner le point (—1, 0) permettant d’obtenir des marges de stabilité plus importantes et
de limiter la résonance du gain de 7.

Le parametre k¢ va étre réglé afin de fixer la bande passante w, permettant d’obtenir un certain temps
de réponse pour le suivi d’un échelon.

Quelle va étre I’influence de a sur le rejet de perturbation, pour une valeur donnée de k¢ ? Rappelons

que :
| Ty—e(jw)| = |G(jw)S(jw)| ~ ]C’(ljw)] (en basses pulsations)

Le rejet de perturbation sera d’autant plus rapide que |C'(jw)]| est important sur une large gamme de pulsa-
tions w. Or, pour k€ fixé, au plus a est important, au plus |C'(jw)| est important sur une gamme de pulsations
plus large (voir la figure 3.11). Les réponses temporelles confirment ce résultat (voir figure 3.12). De facon
qualitative, quand a devient petit (tend vers 0), le correcteur PI “dégéneére” en un correcteur proportionnel
(inapte a rejeter des perturbations échelon en entrée).

En résumé, le réglage du parametre a résulte de la recherche d’un compromis entre :
1. larapidité du rejet de perturbation en échelon, d’autant plus importante que a est grand ;

2. la marge de phase et le dépassement du suivi d’échelon, d’autant meilleurs que a est petit.

Mise en ceuvre pour la commande du moteur Dans le cas d’un correcteur proportionnel, le systéme
en boucle ouverte L(p) était d’ordre 2, ce qui a permis a travers le choix de la marge de phase de régler
le dépassement et, bien sir, d’obtenir une certain marge de stabilité. La pulsation de coupure a permis de
régler le temps de réponse.

Dans le cas d’un correcteur Proportionnel Intégral, le systéme en boucle ouverte L(p) est d’ordre 3. Par
suite, le dépassement ne peut pas étre réglé a travers le seul choix de la marge de phase. Il est nécessaire
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Diagramme de Bode de L(jw)
- From: U(1)
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FIG. 3.10 — Diagramme de Nichols et de Bode de la boucle ouverte avec PI k¢ = 1072 et différentes valeurs

de a

Diagramme de Bode
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Phase (deg); Magnitude (dB)

a=0,01
A

a=1

-100 1 1 1 1 1

10" 10° 107 10" 10° 10"

Pulsations (rad/sec)

F1G. 3.11 — Diagramme de Bode d’un correcteur Pl avec k° = 10eta = 0,01, a =0,1eta =1

10
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Suivi d’'un échelon de référence
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F1G. 3.12 — Réponses temporelles du systeme bouclé, correcteur P1. k¢ = 0,2eta =1eta =4,5

d’examiner le tracé de L(jw) sur le diagramme de Nichols : en fonction des courbes iso gain 7" intersectées
et/ou tangentées, le dépassement sera plus ou moins important. Les parametres k¢ et a vont &tre réglés de
facon itérative

1.
2.

3.

choix initial de a et de k€

examen des tracés fréquentiels de la boucle ouverte (Bode et Nichols), des réponses temporelles et
fréquentielles des fonctions de transfert en boucle fermée

si le cahier des charges n’est pas rempli, reréglage de a et/ou k¢ et retour a 1’étape 2

Pour trouver un choix initial de a et de k¢ pas trop stupide, on peut faire comme si le systéme en boucle
ouverte était du second ordre en fixant la marge de phase A® et la pulsation de coupure w, pour remplir
les spécifications temporelles. On prend donc w, = ﬁ% = 40 rad/s et A® = 48°. Par définition de la

marge de phase :

arg(C(juwr)) = —180° — ang(G(jw.)) + AD

Notons que k¢ n’intervient pas dans cette équation. Or

arg(C(jw.)) = —90° + arctan(%) et arg(G(jw.)) = —90° — arctan(rw,)

D’ou arctan(%) = A® + arctan(Tw,), soit

We
= = §,59.
. tan(arctan(rw.) + A®P)

D’autre part, w, est une pulsation de coupure si |G (jw.)C(jw.)| = 1, ce qui donne :

wg T2w2 +1

ky/w? + a?

k¢ = =0,19.



Module (dB)

Phase (deg)

60 CHAPITRE 3 SYNTHESE

Réponse & un échelon de référence pour deux réglages de Pl

14 T T T T

~ a=7,865etk®=0,19

sortie y(t)

L L L L L
0 01 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7
Temps (sec)

FIG. 3.13 — Réponse temporelle avec la commande PI initiale et apres reréglage

Malheureusement, avec ce réglage de PI, le dépassement est trop important (voir la figure 3.13).

On décide donc de rerégler le PI a I’aide de Mat 1 ab. On aboutit itérativement sur le choix de parametre
k¢ = 0,18 et a = 4,7 (voir la figure 3.14 pour comparer le correcteur PI initial et la correcteur PI final).
D’apres la figure 3.15, les spécifications de rapidité et de dépassement du cahier des charges sont respectées.

Diagramme de Nichols

Diagramme de Bode

-120

-150

-180

100
- c i — a=47etk’=0,18
4=78656tk =019 sol — a=7,865etk®=0,19 ||
a=4,7etk=0,18 eor 1
)
Bl |
= 0-dB. ..
(]
o )
2gr - .. -1dB.
S| !
i . =t ~.~3dB
§_ N -6 dB
- a=47etk=0,18 Ol : ~12-dB
-20 -20d8]
40+ —4.0 dB‘
-60 |- —éO dB;
10° -80 ! i . —80dB
Pulsations (rad/sec) -360 -315 -270 -225 Opeit8oop Phasgs(deg) —-90 -45 0

FIG. 3.14 — Diagramme de Nichols et de Bode de la boucle ouverte avec la commande PI initiale et apres
reréglage

Les marges de stabilité sont correctes (marge de phase de 54° et de gain supérieure a 40 d B).
3.2.3 Avance de phase

Exemple du moteur a courant continu (suite) On cherche un correcteur permettant d’augmenter la
rapidité du suivi d’échelons (f,,4, = 30ms) tout en permettant le rejet de perturbations en forme d’échelon.
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sortie y(t)
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F1G. 3.15 — Diagramme de Nichols de la boucle ouverte et réponse temporelle de la boucle fermée avec la
commande PI finale

Une telle performance était-elle possible avec les structures de commande précédemment considérées ?
Grossierement, un temps de réponse de 30 ms correspond a une pulsation de coupure w,. de I’ordre de

ﬁ = 100rad/s. Peut-on régler une correcteur proportionnel (intégral) assurant une telle bande passante
)
tout en assurant la stabilité du systeéme en boucle fermée ainsi que les marges de stabilité ?

Dans le cas d’un correcteur proportionnel, pour assurer une pulsation de coupure w, de 100 rad/s, il

faut choisir : )
k¢ = ——
G (juwe)]
soit k¢ = 0, 77. La marge de phase correspondante est donnée par 180° + arg(G(jw.)) soit 33, 8°, ce qui
est trop faible. Le dépassement a un échelon de référence est alors supérieur a 20%.

Peut-on obtenir mieux avec un correcteur proportionnel intégral ? La phase d’un correcteur Propor-
tionnelle est nulle ; celle d’un correcteur Proportionnel Intégral est strictement comprise entre —90° et 0°.
Par suite, le remplacement d’un correcteur P par un correcteur PI va diminuer la phase de la fonction de
transfert en boucle ouverte L(jw) et donc mener a une marge de phase plus faible.

En conclusion, les structures P ou PI ne permettent pas de remplir le nouveau cahier des charges car
elles ne permettent pas d’obtenir (au moins) une marge de phase correcte.

Comme base de départ, on va conserver la structure PI car le correcteur doit nécessairement posséder
un intégrateur pour assurer le rejet de référence en forme d’échelon. A cette base, on va adjoindre une (ou
plusieurs) avance(s) de phase, c’est-a-dire une fonction de transfert de la forme :

Tip+1

Hip)= - = (3.4)

avec 7] > To, ce qui donne pour le correcteur la structure suivante :

_kp-i-a nip+1

C )
() p Top+1

Un exemple d’avance de phase H (p) est représenté figure 3.16 sous forme d’un diagramme de Bode. Une
fonction transfert avance de phase introduit deux effets :
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Diagramme de Bode

40 ——rrrrr
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301
20

10+
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FIG. 3.16 — Diagramme de Bode d’une avance de phase, 73 = 100 et 5 = 1

1

1. une augmentation du gain |H (jw)| a partir de la pulsation =-;

1 1

2. une augmentation de la phase qui intervient grosso modo entre les pulsations 7 ety

a laquelle I’augmentation de la phase est maximale est donnée par
1
Wang = —-
o TIT2

A cette pulsation, la phase ®,,, de I’avance de phase est telle que

La pulsation

3.5

29

. T — T

m@@=;+;:2+r (3.6)
T2

Une simple étude de fonction permet de constater que ®,,, est une fonction croissante du rapport %
Elle est comprise entre 0° et +90° exclus.

A partir des relations (3.5) et (3.6), il est ais€ d’exprimer 77 et 72 en fonction de la pulsation wg,,4 et
la valeur de I’avance de phase maximale +®,, , ce qui est d’un grand intérét pratique :

1 1+ sin(®,,)
Waug \[ 1 — sin(Pyy,)

o [T sin(®n)
T Waug 1+ 51n(<1>m)

T = et 7

Remarque Les relations (3.5) et (3.6) se déterminent a partir des calculs suivants.

arg(H (jw))

arg(Tijw + 1) — arg(mjw + 1)
= arctan(mw) — arctan(mew)

La pulsation a laquelle la phase atteint maximum est calculée en dérivant I’expression de la phase de H par
rapport a la pulsation w :

N . 1T wr—1
(arg(H(jw)) = (7-2 1)(1+(7_1w)22)(1+(7_2w)2)



VERSION PROVISOIRE DU 20 FEVRIER 2007 63

Par suite, en annulant la dérivée, on obtient la pulsation \/7_177_ D’autre part,
172

sin(®p) = sin(arctan(\/%)) cos(arctan(|/22)) — cos(arctan(\/%)) sin(arctan(\/%))
= fn_
\/ \/1 ) \/ 140 \/1 + 2

T —T2
T1 + T2

De I’utilisation d’une avance de phase Un filtre a avance de phase est principalement utilisé pour son
effet “avance de phase” sur une gamme de pulsations données. Par exemple, dans le cas de la commande
du moteur a courant continu, I’introduction dans la boucle ouverte d’'une avance de phase peut permettre
d’améliorer la marge de phase AP en augmentant la phase de la boucle ouverte a la pulsation w,. Pour
cela, on peut par exemple, régler I’avance de phase de facon a ce que 1’augmentation maximale ®,,, de la
phase intervienne a la pulsation wq,g = we. Ceci n’est pas une regle mais une possibilit€ : on peut étre
amené a modifier les parametres de 1’avance de phase de fagcon a prendre en compte d’autres spécifications
(dépassement en % dans le cas de systéme en boucle ouverte d’ordre supérieur a 2, marge de gain, etc..) en
se basant sur les tracés fréquentiels de Bode, de Nichols, etc...

Mise en ceuvre pour la commande du moteur Comme dans le cas du réglage du correcteur PI, on va
essayer de déterminer un premier jeu de parametres (k¢, a, 71, 72) en considérant que la fonction de transfert
en boucle ouverte L(p) est d’ordre 2. Celui-ci sera alors itérativement amélioré de fagon a remplir le cahier
des charges.

Pour le parametres a, on reprend celui qui a été déterminé dans le cas du réglage d’un correcteur PI
(a = 4,7). L’avance de phase est d’abord réglée de facon a obtenir une certaine marge de phase. Dans le
cas du correcteur PI, la marge de phase de 54° avait permis d’assurer une bonne robustesse en contribuant
a I’obtention d’un dépassement raisonnable. On choisit de régler I’avance de phase maximale a la pulsation
We (Waug = We). Py, va étre calculé de fagon a obtenir la marge AP désirée.

arg(G(jw)) + arg(C(jw)) = —180° + AP 3.7
avec
arg(C(jw.)) = arg (kcﬂ'f]: a,) + P, = —90° + arctan(ﬁ) + P,
arg(G(jwe)) = —90° — arctan(Twe).

L’équation (3.7) mene alors a :

o, = AD — arctan(w ) + arctan(Tw,).
a
Pour w. = 100 rad/s, A® = 54° et a = 4,7, on obtient ®,, = 22,9°, ce qui donne 71 = 0,0151 et
79 = 0,0066. Le gain k€ est alors obtenu tel que |G (jw.)C(jw.)| = 1, ce qui donne :

wZ\/TQng + 1y /Tiw? + 1

ke = —0,5.
kyvw2 + a2\/TEw? +1

Itérativement, sous Mat 1ab, le correcteur Proportionnel Intégral avec Avance de Phase est reréglé :

1
(p+10,25) gl t1

1
p 1
18850

C(p) = 0,471
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Suivi de référence et rejet de perturbation en échelon
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F1G. 3.17 — Réponse temporelle a un échelon de référence et de perturbation

Voir les figures 3.18, 3.17 et 3.19 pour examiner les réponses temporelles et fréquentielles avec le correcteur
initial et le correcteur final obtenu apres reréglage. Apres reréglage, les marges de stabilité obtenues sont
A® = 54,2° et AG = o0 (voir figure 3.18). La rapidité et le dépassement pour un échelon de référence
respectent le cahier des charges : t;q: = 29,6ms, % D1 = 16% (voir la figure 3.17). Ces valeurs sont
cohérentes avec les tracés fréquentiels des gains de Tyx—.(jw) = S(jw) et de Tyr—y(jw) = T(jw).
On peut noter que le rejet de perturbation est plus rapide avec le correcteur final qu’avec le correcteur
initial. Cela peut se voir temporellement (voir la figure 3.17), sur le module de la fonction de transfert
Ty—e(jw) = G(jw)S(jw) (en basses pulsations, les gains sont plus faibles pour le second correcteur que
pour le premier) et directement sur les gains de C'(jw) (voir la figure 3.19, en bas a droite : les gains du
second correcteur sont en basses pulsations plus faibles que ceux du premier correcteur).

3.2.4 Filtre cloche

Exemple du moteur a courant continu (suite) On cherche maintenant un correcteur permettant le suivi
de trajectoires sinusoidales de pulsation wg avec une erreur relative d’amplitude inférieure 2 5 x 1076 dans
le cas ol wy = 3rad/s et inférieure a 5 x 1073 pour wy € [2,7, 3,33]. D’autre part, on désire toujours
assurer le suivi de trajectoires en forme d’échelon ainsi que le rejet de perturbations d’entrée en forme
d’échelon sans imposer un régime transitoire précis (rapidité, dépassement).

D’apres la section 1.4 du chapitre 1, on doit donc avoir
1. pour wy = 3rad/s, | Ty—(jwo)| <5 x 1076
2. pourwy € [2,7, 3,33], |Ty+—e(jwo)| < 5x 1073

Or, puisque Ty»—.¢(jwo) =

1 . . . , .
T G(jwo)c(jw()),pouravmr|Ty —e(jwo)| < 1, il faut que |G (jwo)C (jwo)| >

1, ce qui permet d’obtenir 1’équivalent suivant :

1
G (jwo)C (jwo)|

Ty —e(jwo)] ~ |
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Diagramme de Bode
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Diagramme de Nichols
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FIG. 3.18 — Fonction de transfert en boucle ouverte L(jw) (Bode a gauche et Nichols a droite)
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FIG. 3.19 — Module de Ty« .. = S en haut a gauche, de T, = G'S en haut a droite, de Ty»_,, = T en

bas a gauche et de C' en bas a droite
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Donc pour assurer (a peu pres) que |7y« —.¢(jwo)| < 7, on peut rechercher C(p) tel que

1
|G (jwo)l
avec 1 = 5 x 107% pour wy = 3rad/s et pourn = 5 x 1073 pour wy € [2,7, 3,33)].
1. Comme |G (jwo)| = 78,25 pour wy = 3rad/s, on doit avoir |C(jw)| > 2,56 x 103
2. comme pour wy € (2,7, 3,33], |G(jwo)| > 70,4, on doit avoir |C'(jwo)| > 2, 84.

|C(jwo)| =

Pour assurer le suivi de références et le rejet de perturbations en échelon, on va choisir comme base le
correcteur Proportionnel Intégral déterminé dans la sous section 3.2.2 :

4,5
Cp) = 0,182 22

Avec ce correcteur, on a :
1. pour wy = 3rad/s,ona |C(jwp)| = 0,335
2. pour wy € [2,7, 3,33],ona |C(jwy)| <0,3614.

Par suite, le gain de C'(jw) n’est pas suffisant pour les pulsations concernées. Pour rajouter du gain a ces
pulsations, on va introduire un filtre “cloche” dans le correcteur.

Filtre cloche Etant donnés
1. 0< épar <€e<1
2. 0 < wihm < waer

un filtre cloche est une fonction de transfert F'(p) telle que

1' |F(] /w(r)mn max)’ — Emax

2. |F(GO) =1, lime_ioo |F(jw)| =1
1
€

3. Yw € [wi™™, wie], |F(jw)| >

Un exemple est présenté figure 3.20. Le filtre cloche permet donc d’obtenir un gain important a une pulsa-
tion donnée wy, un gain relativement important pour un intervalle de pulsations centré logarithmiquement
sur cette pulsation et enfin un gain proche de 1 en basses pulsations et en hautes pulsations.

Un filtre cloche peut &tre défini par un filtre d’ordre 2 :

p + €maz QP + wWo

mazx man
o= (wo — %o ) 1-— 6
€ 1- 6m(m

Mise en ceuvre sur le moteur Pour assurer des gains suffisants aux pulsations importantes on introduit
dans le correcteur un filtre cloche, ce qui donne :

mzn max
wo

p+45 p+0&p+wm2n (T)nam
P p +€maz06p+wmm (T)na:c

C(p) =0,18

avec w()”m =2,7,wy"™ = 3,333, €maz = 10~% et € = 10~L. Avec ce correcteur, on a :
1. pour wy = 3rad/s, ona |C(jwo)| = 3,35 x 10°
2. pour wy € [2,7, 3,33],ona |C(jwy)| > 3,11
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Filtre cloche
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FIG. 3.20 — Filtre cloche wi*™ = 10 rad/s, w§*** = 100 rad/s, €maz = 10~* et € = 1072

Diagramme de Bode

Gm=-21.354 dB (at 6.7418 rad/sec), Pm=43.95 deg. (at 37.668 rad/sec)
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FIG. 3.21 — Réponses fréquentielles de la fonction de transfert en boucle ouverte L(jw)
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ce qui est largement suffisant pour assurer le suivi de trajectoires de référence sinusoidales. A partir des
réponses fréquentielles de la fonction de transfert en boucle ouverte G(jwp)C(jwo), on vérifie que ce
correcteur assure la stabilité du systéme en boucle fermée ainsi que des marges de stabilité correctes (voir
la figure 3.21). Le systéme en boucle fermée est satisfaisant que ce soit dans le domaine fréquentiel (voir
figure 3.22) ou temporel (voir la figure 3.23). En particulier, on constate bien que les erreurs de suivi de
trajectoires pour des sinusoides d’amplitude 1, de pulsations wy = 3rad/s et wy = 2, 7rad/s sont celles
demandées par le cahier des charges.

(3 Réponse a une sinusoide de pulsation propre W, = 3radls
15 T T T T T

-140

0.5 1 15 2 25 3 3.5
Temps en secondes

Commande

0.02 T
0.015
0.01

0.005

-0.005

-0.01

10”

B o N 2 N -0.015 1 1 L L | | L
10 10 10 10 10 0 05 1 15 2 25 3 35

Pulsations (rad/sec) Temps en secondes

F1G. 3.22 — Réponses fréquentielle et temporelle en boucle fermée

3.2.5 Filtre passe bas

Tous les types de correcteurs C'(p) examinés précédemment sont propres sans &tre strictement propres
(les degrés du numérateur et du dénominateur sont égaux). Par suite, en hautes pulsations, |C(jw)| est
équivalent a un gain constant. Or, pour assurer 1’atténuation des bruits et la limitation de la commande,
nous avons vu (sous sections 3.1.4 et 3.1.5) que |C'(jw)| doit étre faible en hautes pulsations. En général,
on recherche dans cette gamme de pulsations une décroissance de |C'(jw)| en fonction de w (on parle de
“roll-off”’) de —20 x n,dB/dec avec n, > 1:

Clil~

Le correcteur PI + Avance de Phase développé section 3.2.3 est modifié par 1’introduction d’un filtre
passe bas du premier ordre. Les parametres du PI et de I’avance de phase sont l[égerement modifiés. Les
gains du correcteur sont ainsi plus faibles en hautes pulsations : I’amplitude de la commande nécessaire au
suivi de trajectoires en échelon est réduite au départ (voir la figure 3.24).

3.2.6 Une remarque en guise de conclusion

Les différentes structures ont été présentées a travers le réglage d’un correcteur pour la commande d’un
moteur a courant continu, a titre d’illustration. Les discussions qui ont été faites ne constituent pas une
méthodologie a proprement parler. Elles ne doivent pas non plus étre considérées comme un recueil de
recettes de cuisine. Leur seule ambition était de comprendre la démarche qui peut étre adoptée pour traiter
un probleme de réglage de correcteurs. Lorsqu’un nouveau probléme de réglage de lois de commande est
abordé, cette démarche doit étre reprise.
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Erreur de suivi de trajectoire pour la référence r(t) = sin(wo t) avec W, = 3rad/s
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FIG. 3.23 — Evolution de I’erreur de suivi de trajectoires €(¢) dans les cas ol wy = 3rad/s et ot wy =
2,7rad/s
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Le processus de réglage d’un correcteur peut étre alors décrit par la figure 3.25.

— Cahier des charges
Spécifications temporelles
Robustesse
o~ Gabarits sur les modules des
. f transferts BF
l \ | 1
= ! !
g T~ , |
| Gabarit sur transfert BO |
=S | |
l l
| |
| l |
l Choix structure du correc- |
l teur |
| |
| |
l l
| |
' | Réglage paramétres du }
| correcteur |
| |
| |
| |
l l
| |
} Analyse du correcteur }
| |
| |
| | |
| |
| Oui Non |
STOP = OK |
|

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Automatique classique

F1G. 3.25 — Processus de réglage en automatique fréquentielle classique

3.3 Correcteur a deux degrés de liberté (de I’intérét de la rétroaction)

La structure du correcteur considéré jusqu’a maintenant est celle d’un correcteur a un degré de liberté
(voir la figure 3.26, a gauche). Néanmoins, il est possible de synthétiser des lois de commande qui sont des
correcteurs a deux degrés de liberté (voir la figure 3.26, a droite). L’ objectif de cette section est de discuter
de I’intérét de cette structure de correcteur.

Parmi les spécifications du cahier des charges, considérons la spécification 1 (suivi de trajectoire de
référence), la spécification 2 (rejet de perturbations non mesurées en entrée du systeme) et la spécification
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Clp) —4 v | Fp) Clp) —4

FIG. 3.26 — Correcteur a un degré de liberté (gauche), Correcteur a deux degrés de liberté (droite)

de robustesse. Pour simplifier les développements, le raisonnement est fait sur les systémes monovariables.

Dans un premier temps, supposons qu’on ne cherche a remplir que la spécification 1 : il n’y a pas de
signal non mesuré de perturbation a rejeter et le modele représente parfaitement le systeme réel (G,0q =
Greer)- La recherche du correcteur doit permettre de calculer la commande w a appliquer en entrée du
systeme telle que y soit le plus proche possible du signal de référence y*. Si le modele est parfaitement

. . 5 . . * -1 _ mforward  «
connu, inversible et d’inverse stable, en appliquant u = Fy* avec F' = G mog» Onauray = 1- R

avec T j;zward = 1. On est dans le cas d’un suivi idéal de référence. Dans cette structure de commande, v ne
dépend pas de y (pas de boucle de rétroaction (feedback)) : on a une structure de commande par anticipation
(feedforward). En conclusion, pour assurer seulement la spécification 1, une structure de commande boucle

ouverte est suffisante. Cette spécification seule ne justifie donc pas I’utilisation d’une boucle de rétroaction.

Supposons maintenant que le modele ne représente pas parfaitement le systeme réel (G 04 # Greel)- Si
on utilise alors la structure de commande précédente, on aura en sortie du systeme Yy ce; = GreelG,;}) WV F
y*, soit encore
-1
Yreel — Ymod = (G'reel - Gmod)GmOdy*-
En exprimant le lien entre G,.¢e; et Gyoq par une incertitude multiplicative (Gree; = (I + A)Ginod), On @

d . , .. . .
Yreel — Ymod = ATTJ; o “"“y*. En conclusion, cette structure ne permet pas d’assurer le suivi de trajectoire

en présence d’incertitudes.
Dans le cas d’une commande par rétroaction négative, u = C(y* — y), ce qui donne, avec le modele :

Gmodo *

=_-— = T *.
Ymod 1+ Gmodcy modlY

Si on applique le correcteur sur le systeme réel, on obtient :

(1 + A)GmodC .

= = T *.
Yreel 1+ (1 + A)Gmodcy reelY
Par suite,
Yreel — Ymod = (Treel - Tmod)y*
— (1 + A)GmodC __GuoaC *
1 + (1 + A)Gmodc 1 + Gmodc Y
ACGmOd y*
(1 + Gmodcv)(1 + (1 + A)CTYmodCy)
= SreelATmody*
avec Sy la fonction de sensibilité :
1
Sreel == .
1+ (1 + A)GmodC
Dans le cas d’un correcteur par anticipation, on a donc : Y,eel — Ymod = ATy{fO’;lwardy* et dans le cas d’un

correcteur par rétroaction :
Yreel — Ymod = SreelATmody*- (38)
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La quantité d’incertitude sur la fonction de transfert entre I’entrée de référence et la sortie est ainsi mul-
tipliée par un facteur S,..; dans le cas d’un correcteur par rétroaction, pour les pulsations pour lesquelles
|Sreer(jw)| < 1. Elle est donc réduite dans la bande de fréquence ol le module de S est inférieur a 1.
En conclusion, pour assurer le suivi de trajectoire en présence d’incertitudes sur le systéme a commander
(robustesse), une structure de commande par rétroaction est nécessaire.

Concentrons nous maintenant sur la spécification de rejet de perturbation non mesurée en entrée du
systeme. Si la sortie du systeme n’est pas mesurée, on ne dispose d’aucune information sur la perturbation :
la fonction de transfert qui lie 1a perturbation a la sortie du systeme est (G, qui est indépendante du correcteur.
Par suite, un correcteur par simple anticipation ne permet pas de la rejeter.

Si on considere un correcteur par rétroaction, la fonction de transfert qui lie la perturbation d’entrée
a la sortie du systeme est GS = 1—%% Par suite, C' doit étre synthétisé de facon a rejeter 1’effet de
la perturbation sur la sortie du systeme. Si en plus, on désire suivre un signal de référence alors on doit

GC

contraindre la fonction de transfert qui lie le signal de référence a la sortie du systeme soit 1" = TLac
Enfin, le suivi de trajectoire sera robuste si S(jw) = e (]i)) o) est de module inférieur a 1 d’apres

la relation (3.8).

Remarque L’origine du terme “fonction de sensibilité S” apparait ici. Le gros intérét de la structure de com-
mande par rétroaction c’est de permettre de “désensibiliser” le systeéme bouclé, c’est-a-dire d’assurer le respect du
cahier des charges malgré des différences entre le systeme et son modele ou encore des variations au niveau des
caractéristiques du systtme commandé GG. Dans une certaine mesure, le comportement du systéme en boucle fermé
est invariant, c’est-a-dire n’évolue pas lors de variations au niveau du systtme commandé G. Le terme “sensibi-
lité” suggere qu’un systeéme bouclé a un comportement invariant par rapport a de faibles variations de certaines
des caractéristiques de G. Cette propriété a été introduite dans un contexte particulier par Black dans les années 30 et
généralisée par Bode dans les années 40. Elle est basée sur le fait que, dans le cas d’une boucle de rétroaction négative
(pour des rappels sur la différentielle logarithmique, voir la section 5.5, page 103) :

G(p) 1 dG(p)

dT(p) _ dG(p) _
1+G(p)C(p) 1+G(p)C(p) G(p)

T(p) G

—C(p) = S(p)

On doit donc choisir C' (le degré de liberté) de facon a remplir des spécifications boucle fermée (robus-
tesse et rejet de perturbation) (cela est naturel d’apres la discussion précédente) et des spécifications boucle
ouverte (suivi de référence) (cela I’est beaucoup moins car, seule présente, cette spécification peut etre rem-
plie par un correcteur par anticipation). D’ou I’idée de combiner les deux structures de commande avec le
correcteur a deux degrés de liberté (F et C) : u = C(Fy* — y) (voir figure 3.26, a droite). Le “degré de
liberté” C' est recherché de fagon a remplir prioritairement les spécifications de rejet et de robustesse, puis,
dans la mesure ou cela n’entre pas en conflit avec les deux spécifications précédentes, la spécification de
suivi de trajectoire. Enfin, C étant déterminé, F’ est recherché de fagon a remplir au mieux la spécification
de suivi de référence. En effet, dans le cas d’un correcteur a deux degrés de liberté, la fonction de transfert
entre le signal de référence r et la sortie y du systeme s’écrit :

GC
F—
1+GC



Chapitre 4

Commande par modele interne

Lors du processus de réglage décrit dans le chapitre précédent (voir la figure 3.25), des difficultés
peuvent apparaitre lors du passage d’une étape a I’autre. Comme cela a été vu dans le chapitre précédent,
sauf cas particuliers, la traduction des spécifications temporelles (temps de montée, amortissements, etc..)
du cahier des charges en contraintes (appelées gabarits) sur les modules des fonctions de transfert en boucle
fermée est basée sur des relations qualitatives, des regles approchées, etc.. Il en est de méme de la traduction
des gabarits sur les modules des fonctions de transfert en boucle fermée en gabarits sur la fonction de
transfert en boucle ouverte L ou sur le correcteur C. La conséquence est qu’un correcteur mis au point de
facon a respecter les gabarits sur la fonction de transfert en boucle ouverte L ne respecte pas forcement le
cahier des charges de départ. De cela découle le caractere itératif de la mise au point du correcteur C'.

La méthode présentée dans ce chapitre vise a s’ affranchir du passage des gabarits sur les modules des
fonctions de transfert en boucle fermée en gabarits sur la fonction de transfert en boucle ouverte L, ce
qui revient a éliminer une source de difficultés. Pour cela, le correcteur est directement déterminé afin de
respecter les gabarits sur les fonctions de transfert en boucle fermée.

Cette méthode est basée sur une structure particuliere de correcteur appelé “correcteur par modele
interne”. Dans sa forme élémentaire, présentée dans la section 4.1, elle ne peut s’appliquer que pour la
commande de systemes asymptotiquement stables. Une fagon de contourner ce probleme sera présentée
dans la section 4.2. Enfin, pour étre cohérent avec la premiere partie du cours, la méthode est présentée
pour les systemes continus. Elle peut néanmoins étre mis en ceuvre mutatis mutandis pour les systemes
échantillonnés.

4.1 Commande par modele interne

On suppose que le procédé G est asymptotiquement stable. La structure par modele interne est décrite
figure 4.1. Le correcteur par modele interne est constitué par le modéle du procédé a commander G(p)
ainsi que d’une fonction de transfert Q)(p) a déterminer de fagon a satisfaire le cahier des charges. Avant de
discuter de son choix, la motivation d’une structure aussi étrange est présentée.

4.1.1 Justification de la structure de commande par modele interne

Regardons ce qui se passe avec cette structure de commande dans le cas ou le modele représente par-
faitement le systeéme et qu’il n’y a pas de perturbation en entrée (et en sortie) du systeme. D apres la figure
4.1, on aura alors y,,,q(t) = y(t) et dans le signal de la boucle de rétroaction 7(t) = 0. Cette structure
de commande se comporte donc comme une commande par anticipation. Dans la section 3.3 du chapitre
précédent, nous avons vu que ce type de correcteur est parfaitement adapté a la poursuite, en I’absence de
perturbations non mesurées et dans le cas ou le modele représente parfaitement le systéme a commander.
Dans le cas o 'une de ces deux hypotheses n’est pas vérifiée (perturbation et/ou modele “imparfait”), on
aura Y,moq(t) # y(t) et dans le signal de la boucle de rétroaction 7(t) # 0. Cette structure de commande se
comporte donc comme une commande par rétroaction. Nous avons vu dans la section 3.3 que 1’'usage d’une
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Correcteur modele interne " systéme a commander
e :
y* i+ fu + y
S—o— e - G —
¢ +——0 i
Ymod n
—_———
modele

F1G. 4.1 — Structure d’un correcteur par modele interne

commande par rétroaction ne se justifie que dans ce cas-la. La structure de commande par modele interne
est donc tout a fait pertinente.

4.1.2 Lien de la structure de commande par modele interne avec la structure de commande
a un degré de liberté

Correcteur modele interne systéme a commander

F1G. 4.2 — Structure d’un correcteur par modele interne

On peut simplement montrer que le systeme bouclé représenté figure 4.1 est équivalent au systéme
bouclé représenté sur la figure 4.2. On est ainsi ramené au schéma classique d’un correcteur a un degré de

liberté, représenté figure 4.3 avec C' = % Il s’agit donc d’une réécriture du correcteur : sous cette

forme-1a, la détermination de C' est obtenue a travers la détermination de la fonction de transfert ().
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FIG. 4.3 — Systéeme en boucle fermée

4.1.3 Propriétés de la structure par modele interne

A partir du schéma figure 4.1, on peut calculer les différentes fonctions de transfert en boucle fermée

intéressantes :

Ty*—>e =1-GQ Ty*—>y =GQ Ty*—»u =Q

Tye = G(l - GQ) Ty = GQ
Comme, par hypothese, G (p) est stable, les différentes fonctions de transfert en boucle fermée seront stables
si et seulement si la fonction de transfert Q(p) est choisie stable.

Ce qui est frappant ici est que les fonctions de transfert en boucle fermée sont des fonctions affines de

la “variable” (. Rappelons que si on exprime les fonctions de transfert en boucle fermée en fonction de C,
la dependance est non linéaire puisque :

1 _ _GC __cC
Ty*—’ﬁ - 1&6‘0 Ty*—’y - 1égc Ty*—»u = 1¥GC
Tye = 1+GC Tyou = T+GC

Il est beaucoup plus simple de comprendre les conséquences sur les fonctions de transfert en boucle fermée
d’un changement dans le choix de la fonction de transfert () que de comprendre les conséquences d’un
changement dans le choix de la fonction de transfert C. D’autre part, la stabilité du systeme bouclé est
garantie par le choix d’une fonction de transfert QQ(p) stable. Quand on recherche le correcteur C(p), il est
nécessaire d’obtenir la fonction de transfert en boucle ouverte qui satisfait le critere de Nyquist, ce qui est
beaucoup plus difficile.

Tout cela suggere donc de faire un “changement de variable” en remplagant la recherche de la fonction
de transfert C'(p) par celle de Q(p). Ce changement de variable est-il licite ? La réponse est oui. En effet,
on peut démontrer qu’il existe une bijection entre 1’ensemble des correcteurs C' pour lesquels le systeme en
boucle fermée 4.3 est stable et I’ensemble des fonctions de transfert stable. Plus précisément,

— pour tout correcteur C' tel que le systeme bouclé 4.3 est stable, il existe un fonction de transfert stable

Q(p) telle que C = % ;
— Réciproquement, pour toute fonction de transfert Q)(p) stable, le systeme en boucle fermée représenté

figure 4.3 est stable pour C' = %Q

En conclusion, rechercher un correcteur remplissant un cahier des charges pour le systeme bouclé peut se
réduire a rechercher la fonction de transfert Q(p).

Toutes ces propriétés intéressantes vont étre mises a profil dans la sous section suivante pour la mise au
point d’un correcteur sur un exemple simple.

4.1.4 Mise au point d’un correcteur par modéle interne sur un exemple simple

On considere un procédé du premier ordre :

On désire mettre au point un correcteur assurant



76 CHAPITRE 4 MODELE INTERNE

1. Les signaux de référence considérés sont des échelons. Le signal de sortie y doit tendre vers la valeur
de I’échelon, sans erreur statique.

2. La réponse de y a I’échelon de référence ne présente pas de dépassement et est caractérisée par un
temps de monté de 1’ordre de 371 secondes avec 7 < 7.

3. Les perturbations d’entrée en échelon sont rejetées.

4. L’amplitude du signal de commande doit étre limitée.

Spécification 1 La poursuite est assurée si
Ty*HG(O) =0 soit Ty*ﬁy(O) =1.

Comme Ty»..(0) =1 — G(0)Q(0) et Ty, (0) = G(0)Q(0), la poursuite sera assurée si Q(0) = L
Dans notre exemple, cela revient a choisir Q(p) tel que Q(0) = %

Spécification 2  Elle serait réalisée si :

1

Typ) = .

Comme T« ., (p) = G(p)Q(p) etque 71 < T, celarevient a vouloir compenser dans la fonction de transfert

Ty*—y(p) le pole en —% pour le remplacer par un pole en —Tll. Cela est obtenu avec :
1 7p+1
Q(p) - ?7‘1]34‘ 1'

Le facteur % permet d’assurer que Q(0) = %

Spécification 3 Le rejet de perturbation échelon en entrée du procédé sera assuré si 7, (0) = 0. Comme
Ty—e(0) = G(0)(1 — G(0)Q(0)), cette propriété est effectivement assurée.

Spécification 4 La limitation de la commande sera assurée si la fonction de transfert T+, (et donc ici
le correcteur C) est une fonction de transfert passe-bas. Or T+, = Q) et

1 7p+1
Q(p) - ?7‘1]04- 1'

Cette fonction de transfert n’est pas passe bas puisque quand la pulsation w tend vers infini, |Q(jw)| ~

KLﬁ' On décide donc de modifier la fonction de transfert ()(p) en introduisant une fonction de transfert

passe bas du premier ordre :
1 p+1 1
Qlp) =+ :
Krnp+1mp+1

On a toujours Q(0) = % : la spécification 1 est donc toujours assurée. Examinons la spécification 2. On a

alors :
1 1

Tip+1mp+1°

Pour assurer que la réponse indicielle de cette fonction de transfert présente toujours un temps de montée

Troy (p) =

d’environ 37y, il est nécessaire de choisir 7 tel que 7 < 71 : le pdle en — 7_% est alors dominant par rapport

au pole en —T% (voir rappel sur les poles dominants en annexe page 103). Cependant, au plus 7> est choisi
grand au moins les gains en hautes pulsations de la fonction de transfert en boucle fermée T« _,,, et donc
du correcteur C' seront important avec pour corollaire d’augmenter la puissance du signal de commande et
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FIG. 4.4 — Fonctions de transfert en boucle fermée sur I’exemple premier ordre
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la sensibilité du correcteur au bruit de mesure. Il est donc nécessaire de faire un compromis au niveau du
choix de 7o.

Sur la figure 4.4 sont représentées les fonctions de transfert en boucle fermée pour K = 10, 7 = 1
seconde, 7; = 0.1 seconde et 7o = (.01 seconde. Sur le tracé du module de 7}« en fonction de w on peut
noter :

— une pente de +20 dB/decades en basses pulsations, ce qui est cohérent avec un gain statique nul pour

la poursuite ;

— une pulsation de coupure d’environ 20 rad/s, ce qui est cohérent avec le temps de réponse en boucle

fermée (environ 0.25 secondes) ;

— un maximum de 0.5 dB/decades, ce qui assure AM = —0.5 dB soit 0.94 > 0.5 soit une marge de

module excellente.
Sur le tracé du module de 7y~_,, on peut noter I’absence de pic de résonance, ce qui est cohérent avec
un dépassement nul pour la réponse indicielle de Ty~_.,. Le rejet de perturbation est bien assuré (pente
de 420 dB/decades sur le tracé du module de T),_,.. Enfin, T;,_,. est bien une fonction de transfert passe-
bas. Le comportement en poursuite se retrouve sur les simulations temporelles (voir figure 4.5). Le rejet de

Step Response
1 T T T

08 -

0.6 - -

Amplitude

04 —

02 -

0 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Time (sec)

modele interne premier ordre 1= 1 T,= 107

0.8 T T T T T

Amplitude

0 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Time (sec)

F1G. 4.5 — Réponse temporelle (y haut et u bas) exemple premier ordre

perturbation est assuré, voir figure 4.6. Cependant, le temps de rejet de perturbation est lent (3s), a comparer
avec le temps de réponse a un échelon de référence (0.3s). Cela peut s’interpréter a partir de 1’expression
de la fonction de transfert en boucle fermée suivante :

_ plmmep+ (11 + 7))
To—y(p) = (rp+ 1)(mip + 1)(mop + 1)

Le pole “lent” en —% (pdle dominant) de G(p) n’est pas compensé dans la fonction de transfert T}, :
c’est lui qui donne un temps de réponse de 3s. Ce pdle est donc le pdle dominant de la fonction de transfert
Toy(p)-

D’autre part, il est intéressant de calculer les marges de stabilité classiques a partir par exemple du
diagramme de Nichols de la fonction de transfert en boucle ouverte L(p) = G(p)C(p) (voir la figure 4.7).
On obtient une marge de phase de 85 degrés et une marge de gain infini, ce qui est excellent.
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FIG. 4.6 — Réponse temporelle a une perturbation
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FIG. 4.7 — Boucle ouverte exemple premier ordre
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Examinons le correcteur que 1’on a obtenu :

Q(p) B T p+1/7 1

T1-GPRp) Km+mn) p 20
T1 + T2

C(p)

(voir le diagramme de Bode représenté figure 4.8). On a donc obtenu un PI filtré par un premier ordre, struc-
ture qui aurait été naturellement obtenue en appliquant la méthode présentée dans le chapitre précédent. Ce
qui distingue celle-ci de la méthode par modele interne n’est donc pas le résultat obtenu mais la démarche
qui a été empruntée pour y aboutir.

K modele interne premier ordre = 1 T,= 1072

40 — T

30+ . i : Lol Lol N

20— -

10+ -

Magnitude (dB)
o
T
1

-10} =

Phase (deg)
A
o
T
1

g0 = il il T |
107 107 10° 10" 10° 10° 10*

Frequency (rad/sec)

FIG. 4.8 — Correcteur C'(p) exemple premier ordre

Bilan

— La stabilité du systeme en boucle fermée est plus simple a assurer par la méthode du modele interne
que par la méthode présentée chapitre 3 (dans le premier cas, () doit étre choisi stable, dans le second
on choisit C' de facon a ce que le tracé de la fonction de transfert en boucle ouverte satisfait une
condition d’entourement du point —1).

— La dynamique de poursuite peut étre simplement rendue plus rapide que pour le procédé non corrigé
par compensation de(s) pole(s) le(s) plus lent(s) de G(p).

— Ce n’est pas forcement vrai pour la dynamique de rejet de perturbation.

— Les marges de stabilité doivent étre vérifiées a posteriori (apres) la mise au point du correcteur.

— Le correcteur finalement obtenu peut étre parfois d’ordre important, d’ot une plus grande complexité
d’implantation.
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4.2 Commande par modele interne pour les procédés instables

Cy

F1G. 4.9 — Systéme en boucle fermée

Quand le procédé est instable, 1’idée est dans une premiere étape de mettre au point un premier cor-
recteur Cp(p) dont 1’objectif est de stabiliser le procédé, en assurant éventuellement la dynamique désirée
pour le systeme en boucle fermée, voir la figure 4.9. Un tel correcteur peut étre par exemple obtenu en
utilisant les méthodes exposées dans le chapitre précédent. Ce correcteur Cp(p) admet comme “signal de
référence” uq. Ce signal de référence pour le correcteur Cy(p) est le signal de commande du correcteur
C4(p). Ce correcteur admet pour signal de référence, le signal de référence physique y* et construit a partir
du signal de mesure y le signal de commande u; qui est le signal de référence pour le correcteur C(p). Le
correcteur finalement obtenu est alors représenté figure 4.10. On parle de “correcteur cascade”. Le signal
de commande de ce correcteur est le signal u.

Ce second correcteur C'; (p) est mis au point par la méthode du modele interne pour le “procédé” Ty (p)
constitué du correcteur Cp(p) rebouclé sur le procédé G(p) et défini par :

G (p)Co(p)

Tolp) = +G(p)Co(p)

On aura donc :

B Q(p)
AP = T mam

ol Q(p) est la fonction de transfert stable a déterminer pour satisfaire le cahier des charges.

ur + Co U

C

F1G. 4.10 — Correcteur final

On peut démontrer que dans le cas ou le correcteur Cy est stable, il est possible d’écrire tous les correc-
teurs stabilisant le procédé G(p) sous la forme précédente, présentée figure 4.10, avec un choix particulier
de Q(p). Dans ce cas de figure, I’emploi de cette structure de commande n’est donc pas limitatif.

Cette démarche va maintenant étre mise en ceuvre pour la commande du moteur a courant continu.

Exemple moteur CC Cet exemple est repris avec pour cahier des charges :
— assurer la poursuite d’échelon de référence, sans erreur statique ;
— dépassement de 5% et temps du premier maximum de 30 ms ;
— rejet de perturbation en échelon a I’entrée du moteur ;
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— limitation de la commande.

Nous avons vu dans la section 3.2.1 que le moteur peut étre stabilisé par un gain proportionnel k¢ = 0.2.
Nous choisissons Cy(p) = 0.2. Dans ce cas-la,on a:

soit une fonction de transfert du second ordre avec une pulsation propre wy = 62.7 rad/s et un coeffi-
cient d’amortissement ¢ = 0.53. D’apres la figure 3.3, ce coefficient d’amortissement correspond a un
dépassement d’environ 15%. De plus, ce correcteur assure des marges de stabilité correctes.

Le correcteur C (p) est maintenant recherché par la méthode du méthode interne. Pour cela, on considére
le schéma représenté figure 4.11. Les différentes fonctions de transfert peuvent étre calculées. Du schéma4.11,

Correcteur a implanter

Y*(p) + Ui(p) + |
— O QW ; ;
+ +

Colp) G(p) e}

F1G. 4.11 — Systeme en boucle fermée

on peut écrire les équations suivantes :

G(p)C
Y(p) = H@%U@HHG@M@V@
C G(p)C
10) = Treiam ) T S
_ Q(p) *
R ERIIDCTI N
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_G(p)Colp) — 1 etenélimi couat
En posant Ty(p) = T+ Gp)Co®) et So(p) = N0 et en éliminant Uy (p) entre les équations
précédentes, on obtient :
Ty —y(P) Ty—y(p)

———
Y(p) = Q®To(p) Y*(p) +G(p)So(p)(1 —Q(p)To(p)) V(p)
Ulp) = Qp)Co(p)So(p)Y*(p) —To(p)(Q(p)So(p) + 1) V(p)
~—_———

Ty*—»u(p) Tv—u (p)

Spécification de poursuite On veut assurer que |7« (0) = 1|. Pour cela, Q(0) = #@) soitQ(0) =1
Si on choisit Q(p) = 1 alors Ty~_.,(p) est une fonction de transfert du second ordre de pulsation propre
wo = 62.7 rad/s et de coefficient d’amortissement &y = 0.53. On a ainsi un dépassement de 15% et

T
tmar = ————— = 73ms.

wovV 1-— f2

Le cahier des charges nécessite un dépassement de 5% et un temps du premier maximum de 30 ms. D’apres
la figure 3.3, un dépassement de 5% correspond a un amortissement {; = 0.7. De plus, un temps du premier
maximum de 30 ms nécessite une pulsation propre de wy; = 146.6 rad/s. En choisissant

26 +1
wo

Povag v

P
2
W,
Qlp) = =3
Wi "y

onabien Q(0) = let

1
Tys—y(p) = e PR
) + 2§d7 +1
wd wd

Spécification de rejet de perturbation Comme 7),_..(p) = G(p)So(p)(1 — Q(p)To(p)), on aura bien
Ty—e(0) = 0. Le rejet d’échelon est bien assuré.

Spécification de commande Ona:

Ty—u(p) = Q(p)Co(p)So(p)-

Les fonctions de transfert Q(p), Co(p) et So(p) ne sont pas passe-bas. La fonction de transfert T}« ., (p)
n’est donc pas passe-bas. Il est donc nécessaire d’introduire un filtre passe bas dans la fonction de transfert
() par exemple du premier ordre. Un bon compromis est obtenu avec un constant de temps 79 = %
secondes. On a ainsi :

p—Q + 260+ 1
wo “o
2

1
P,
d d
Le correcteur C(p) s’écrit alors :
2
P+ 250— +1
w2 wo
C1(p) = wi—2

p(p + 28awq)



84 CHAPITRE 4 MODELE INTERNE

Le correcteur final (représenté figure 4.10) est défini par les équations :

U(p) = Co(p)C1(p)Y*(p) — Co(p)(1+ C1(p))Y (p)

Il s’agit d’un correcteur a deux degrés de liberté. La fonction de transfert en boucle ouverte correspondant
au systeéme en boucle fermé représenté figure 4.9 est donc donnée par L(p) = G(p)(1 + Co(p)Ci(p)). Les

y-e
10 . __ System: untitled1
CoLLlin D UL Frequency (rad/sec): 174

Magnitude (dB): 2.38

g g :
= -10 Y 1
o o
2 2
> -20 >
© ]
= =
-30
40 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10

Frequency (rad/sec) Frequency (rad/sec)

10

Magnitude (dB)
Magnitude (dB)

10" 10° 10° 10* 10° 10°

Frequency (rad/sec) Frequency (rad/sec)

F1G. 4.12 — Fonctions de transfert en boucle fermée sur I’exemple moteur CC

spécifications de performance du cahier des charges sont satisfaites, voir les figures 4.12, 4.13 et 4.14. A
partir de la figure 4.12, on détermine une marge de module AM = —2.38dB et a partir de la figure 4.15,
une marge de phase A® = 46 degrés et une marge de gain AG = 22.6dB.

Enfin, la partie du correcteur qui est dans la boucle de rétroaction (14 Cy(p)C1(p)) est représenté figure
4.16 : il est assez proche d’un correcteur PI avec avance de phase.
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Step Response
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T
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0.03

Time (sec)

modele interne moteur CC
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15

Amplitude

FIG. 4.13 — Réponse temporelle (y haut et u bas) exemple moteur CC
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FIG. 4.14 — Réponse temporelle a une perturbation
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BO modele interne moteur CC

MODELE INTERNE

60

a0

Open-Loop Gain (dB)

\‘ N | - Il - | . .\

.0dB-

S oldB
~3dB
~6-dB

1248

20 dB)

-360 -315

F1G. 4.15 — Boucle ouverte exemple moteur CC

50 ;

-270 -225 -180 -135
Open-Loop Phase (deg)

Bode Diagram

Magnitude (dB)

T T T

Phase (deg)

| | |

107 10°

FIG. 4.16 — Diagramme de Bode de 1 + Cy(p)C1(p)
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Chapitre 5

Annexe

5.1 Transformée de Laplace de signaux élémentaires (Eric Magarotto(c))

|

wn/1=¢

ft) t20 [ZO] = F))
6(t) impulsion unité (Dirac) 1
1(t) échelon unité %
1(t — 1) éch. unité retardé de T e*ppf
1(t) — 1(t — 7) impulsion rect. 1—?0‘1’7
: 2
" o
o—at Iﬁ
e T
tne,at (p:g)
T t_jt — W
e a)t (pra)(pb)
e ) (D)
% <1 + é(be‘at : ae_bt)) m
_p @ — 1
B (1a—( 1(at i 1)) ) —t—
1 — zo(lera)2
M1 G S N =5
@t[e +(e(a—b)t—1)_pt ] W
a=tiia=c) ~ etja=h) * @a-a | Grapheid
sin(wot) pﬁowg
cos(wot) m
e~ % sin(wot) (pﬂ;)}igﬂ%
e~ cos(wot) %
sin(wot + ¢) %“W
\/#:“’3 sin(wot + 0) 6 = arctan (%) pgigg
1 — cos(wot) 1)(1);7—5(18)
L__e—Cwntgin (wnt 1-— (2) m
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5.2 Systemes du premier ordre et du second ordre

Systemes du premier ordre

Un systeme du premier ordre de gain statique K (sans z€ro) est défini par la fonction de transfert :

Réponse temporelle a un échelon 7 est appelée constante de temps. Le temps de monté T, est le temps
au bout duquel la sortie du systéme atteint 95 % de la valeur finale. Pour un systtme du premier ordre
T,, = 37 (voir la figure 5.1). D autre part, le sortie du systéme atteint 63 % de la valeur finale en 7
secondes. Ces expressions découlent du fait que la sortie du systeme est donnée par :

t

y(t) = K(1— e 7).

Step Response

From: U(1)
15 T

K
95% K

Amplitude
To: Y(1)

I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Time (sec.)

F1G. 5.1 — Réponse d’un systeme du premier ordre

Emplacement du pole Le pdle se situe en —%. La distance au point 0 est inversement proportionnelle a
la constante de temps 7.

Systeme du second ordre

Un systeme du second ordre de gain statique unité (sans zéro) est défini par la fonction de transfert :

1
p ? p
(2) 42l o
wo wo

Réponse temporelle a un échelon La réponse temporelle & un échelon d’un systeme du second ordre est
définie par deux parametres (voir la figure 4.3) qui sont directement liés a la valeur de la pulsation propre
wo et de I’amortissement & :

G(p) =
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Dépassement :
__ 7€
Di=e V1-€ (5.1)

Temps du premier maximum :
0

by = ——— (5.2)

woy/ 1 — &2

Ces caractéristiques sont obtenues a partir de 1’expression de la réponse indicielle y(¢) en fonction du

temps :
e—&wot

yt)=1- \/17_752005 (wot\/@_ ¢)

Reponse d'un systeme du second ordre

14F T T T 3

12 Depassement 7

0.8

Amplitude

0.6

0.4

0.2

1 1 \
0 0.5 1 15 2

temps du premier

. Time (sec.)
maximum

FIG. 5.2 — Réponse d’un second ordre

Emplacement des poles Pour 0 < £ < 1, les poles sont complexes conjugués et se situent en —&wgy +
Jjv/1 = &%wy (voir leur représentation dans le plan complexe, figure 5.4). De plus, on a cos(f) = &.

Un choix intéressant est de choisir un amortissement & de 0, 7, ce qui correspond a un dépassement de
5 % d’apres la relation (5.1). Dans le plan complexe, ils sont alors représentés sur les deux bissectrices.
Enfin, wy est selectionné pour obtenir un certain temps de montée en utilisant la relation (5.2).

Réponse fréquentielle : Diagramme de Bode Pour w < wy, on a |G(jw)|sp = 0dB et arg(G(jw)) =~
0°. Pour w > wp, on a |G(jw)|sp ~ —40log(w) + B et arg(G(jw)) = —180° si £ > O et arg(G(jw)) ~
1807 si £ < 0. Par suite, pour w < wy, le tracé du module |G (jw)|qp est approché par une droite horizontal,
4 0dB et celui de la phase par une droite horizontale a 0°. Pour w >> wy, le tracé du module |G (jw)|qp est
approché par droite de pente —40 dB/decade et celui de la phase par une droite horizontale a 180° si £ < 0
eta —180° si & > 0. Voir la figure 5.10 pour le tracé de transferts du second ordre avec différentes valeurs

possibles de I’amortissement £ pour une méme pulsation propre wg = 10. Pour £ < %, le tracé du module

L, . 1 N . — ) . _ L
présente un maximum de wie a la pulsation wp+/1 — 2£2. De plus, on a |G(jwo)| 2"
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Step Response

Amplitude

Time (sec.)

F1G. 5.3 — Réponses temporelles de fonctions de transfert du second ordre

Im‘

X
cos(8) = ¢ wo

0 / |

Re

><n‘
FI1G. 5.4 — Pbles d’une fonction de transfert du second degré

Bode Diagrams

Phase (deg); Magnitude (dB)

ksi=0,01

-100 -

-150 -

Frequency (rad/sec)

FI1G. 5.5 — Diagramme de Bode de fonctions de transfert du second ordre
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Réponse fréquentielle : Diagrammes de Nyquist et de Black-Nichols Voir les tracés sur les figures 5.6
etS.7.

Nyquist Diagrams

ksi=0,01

Imaginary Axis

i i i i i i i i i i
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25
Real Axis

F1G. 5.6 — Diagramme de Nyquist de fonctions de transfert du second ordre

5.3 Tracé asymptotique de diagrammes de Bode

Rappeler les régles permettant de tracer un diagramme asymptotique de Bode peut sembler incongru.
En effet, la plupart des logiciels de calcul scientifique généraux (comme Mat 1lab) permettent de tracer
un diagramme de Bode en une fraction de seconde. En fait, 'intérét de connaitre ses régles réside dans la
capacité a analyser un diagramme de Bode. Apres avoir rappeler les reégles de tracé de diagramme de Bode,
des exercices sont proposés en fin de section. Ils consistent a partir d’un diagramme de Bode a ébaucher la
fonction de transfert correspondante.
Etant donnée une fonction de transfert réelle rationnelle G (jw) = |G(jw)|el 28(GU%) | le diagramme de
Bode consiste a

1. représenter le module de G(jw) exprimé en dB et noté |G(jw)|qp = 20log |G(jw)| en fonction du
logarithme de la pulsation log(w) ;

2. représenter la phase de G(jw), notée arg(G(jw)), en fonction du logarithme de la pulsation log(w) ;
Propriété 1 Dans le cas ou G(jw) = G1(jw) - - Gy (jw), on a

L [G(jw)las = [G1(jw)las + - + |Gr(jw)las ;

2. arg(G(jw)) = arg(G1(jw)) + - - + arg(Gr(jw)) ;

3. |G(jw)Hap = —|G(jw)lap etarg(G(jw) ') = — arg(G(jw)).
Propriété 2 : relation de Bode entre le gain et la phase Dans le cas d’une fonction de transfert sans

pole et zéro instables, a une variation du gain |G (jw)|sp & une pulsation donnée de 20 x N correspond une
variation de la phase arg(G(jw) a cette pulsation de 90° x V.
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Nichols Charts

ksi=0,01

20

—20F

—40F

Open-Loop Gain (dB)

—60F

-80 - :180dB

=100 : . 100 dB

-120- . o ) ) : : . —+120dB
-350 -300 -250 —200 -150 -100 -50 0
Open-Loop Phase (deg)

F1G. 5.7 — Diagramme de Black Nichols de fonctions de transfert du second ordre

Les propriétés précédentes peuvent étre mises a profit pour faire un tracé approché du diagramme de Bode.
Les propriétés 1. et 2. permettent de réduire le tracé du diagramme de Bode du transfert :

o () )

G(jw) = K x (jw)™F x - m — . (5.3)
[TGwn + D] ((i‘:) + 2@% + 1)
p q

a la combinaison des tracés de diagrammes de Bode de :
1. K x (jw)™*
2. (jur +1)*

SN2 . +1
3. <<iii) +2gmj,fn+1> .

N2 .
La propriété 3. permet de relier le tracé des diagrammes de Bode de K x (jw)k, (Jwr+1)et ((3):) + 26,22 + 1)

Wm

N2 . -1
aceux de K (jw)_k, (jwr +1)"Let ((i:) + 257”% + 1) :

Dans ce qui suit, on considere que w > 0.

Diagramme de Bode de G(jw) = K x (jw)™". Comme |G(jw)|az = 20log(K) — 20k log(w), le tracé

du module |G(jw)|4p est une droite de pente —20 x k dB par décades. Comme arg(G(jw)) = —90° x k,
la phase est indépendante de la pulsation. Voir la figure 5.8 dans le cas d’un intégrateur (k = 1 et K = 1).

Diagramme de Bode de G(jw) = 7. Pour wr < 1, ona [G(jw)|ap ~ 0dB et arg(G(jw)) =

0°. Pour wr > 1, on a |G(jw)|ap ~ —20log(w) — 20log(|7]) et arg(G(jw)) ~ +90%i 7 < 0 et
arg(G(jw)) ~ —90° si 7 > 0. Pour w < I%I’ le tracé du module |G (jw)|4p est approché par une droite

horizontale, a 0dB et celui de la phase par une droite horizontale a 0°. Pour w >> ﬁ, le tracé du module
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Bode Diagrams

—20 dB/decade

10 10 10

Frequency (rad/sec)

F1G. 5.8 — Diagramme de Bode d’un intégrateur : %

Bode Diagrams

10

—20 dB/decade

10" 10° 10" 10°

Frequency (rad/sec)

F1G. 5.9 — Diagramme de Bode d’une fonction de transfert du premier ordre :

0,1
0,1p+1
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|G (jw)|ap est approché par droite de pente —20 dB/décade et celui de la phase par une droite horizontale

a90? siT <0Oeta—90° si7 > 0. Voir la figure 5.9 pour le tracé du transfert ; ?1771“‘

1

Lo 2+2§qu—“5+1
0°. Pour w > wp, on a |G(jw)|sp ~ —40log(w) + B et arg(G(jw)) =~ —180° si £ > 0 et arg(G(jw)) ~
1807 si & < 0. Par suite, pour w < wy, le tracé du module |G (jw)|qp est approximé par une droite horizon-
tale, a 0d B et celui de la phase par une droite horizontale a 0°. Pour w >> wy, le tracé du module |G (jw)|qap
est approximé par droite de pente —40 dB/décade et celui de la phase par une droite horizontale a 180° si
& < 0Oeta—180°si & > 0. Voir la figure 5.10 pour le tracé de transferts du second ordre avec différentes

valeurs possibles de 1’amortissement ¢ pour une méme pulsation propre wo = 10. Pour ¢ < -, le tracé du

\/5’
. . 1 « . — 2 . _ i
module présente un maximum de /1 a la pulsation wy+/1 — 2£2. De plus, on a |G (jwy) 2"

Diagramme de Bode de G(jw) = Pourw < wp,ona |G(jw)|ap ~ 0dBetarg(G(jw)) ~

Bode Diagrams

ksi = 0,01
ksi=0,1

ksi=1

ksi = 0,01

Phase (deg); Magnitude (dB)

-100 -

-150

10° 10" 10

Frequency (rad/sec)

F1G. 5.10 — Diagramme de Bode de fonctions de transfert du second ordre

Regles sur le tracé approché du diagramme de Bode d’une fonction de transfert

Etape 1 Mettre la fonction de transfert sous la forme (5.3) ;

Etape 2 Tracer le module asymptotique en basses pulsations : il est de pente 20 x (+k) dB par décade et
passe pour w = 1 par le point 20 log(K).

Etape 3 Cette asymptote est tracée jusqu‘a la premiere “cassure”, c’est-a-dire la plus petite des valeurs
‘71”, [ Wm etwo. La pente de la droite est alors incrémentée de +£1 ou de +2 suivant que la cassure
corresponde a un terme du premier ordre au numérateur ou au dénominateur ou encore a un terme du
second ordre au numérateur ou au dénominateur. Effectuer de facon itérative cette opération pour les

“cassures’ suivantes.
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Etape 4 Tracer la phase asymptotique en basses pulsations : elle est constante et égale a 90° x (+k).

Etape 5 Cette asymptote est tracée jusqu’a la premiere cassure, c’est-a-dire la plus petite des valeurs ﬁ,

T[> Wm etwo. La valeur de la phase est alors incrémentée de +90° ou de £180° suivant que la cassure
P

corresponde a un terme du premier ordre au numérateur ou au dénominateur, stable ou instable ou
encore a un terme du second ordre au numérateur ou au dénominateur, stable ou instable. Effectuer

de facon itérative cette opération pour les ’cassures” suivantes.

5.3.1 Exemple

On considere 1la fonction de transfert :

B 40(p + 10)
G@%_@+4mxﬁ+nﬁp+n
soit »
(== +1)
Glp) = —— :
(—— +1)(p°+0,8p+ 1)

400

Cette fonction a un zéro réel en —10, un pole en —400 et deux poles complexes conjugués de pulsation
propre w; = 1 rad/s et d’amortissement £; = 0,4. Comme elle n’a pas de pdle ni de zéro en 0, le tracé
asymptotique en basse pulsation du module est une droite de pente 0 et d’abscisse le gain statique de la
fonction de transfert exprimée en dB soit 0 dB ; le tracé de la phase est une droite de pente 0 et d’abscisse
0 degré.

A partir de la pulsation w = w; (pulsation propre des deux pdles complexes conjugués), la pente du
tracé asymptotique en basses pulsations du module est diminuée de —40d B /dec (on obtient ainsi une pente
—2). Du fait de la relation de Bode entre la phase et le gain, le tracé asymptotique en basses pulsations
de la phase est une droite de pente 0 et d’abscisse —180 degrés. A partir de la pulsation 10 rad/s (qui
correspond au zéro en —10), la pente du tracé asymptotique du module est augmentée de +20dB/dec (on
obtient ainsi une pente —1) ; le tracé de la phase est une droite de pente 0 et d’abscisse —90 degrés. A partir
de la pulsation 400 rad/s (qui correspond au pdle en —400), la pente du tracé asymptotique du module est
diminuée de +20dB/dec (on obtient ainsi une pente —2) ; le tracé de la phase est alors une droite de pente
0 et d’abscisse —180 degrés.

On obtient ainsi le tracé représenté figure 5.11 : en gras, le tracé asymptotique et en traits tirés le tracé
du bode obtenu par la fonction bode de Mat lab.

5.3.2 Exercices

Ex.1 Tracer le diagramme de Bode asymptotique de la fonction de transfert :

p+a
mm:p@+@

avec 0 < a < b.

Ex. 2 Evaluer la fonction de transfert associée au diagramme de Bode représenté figure 5.12.
Nota Bene : dans cette série d’exercices, on demande simplement d’évaluer les transferts représentés sans
essayer de les déterminer exactement.

Ex.3 Evaluer la fonction de transfert associée au diagramme de Bode représenté figure 5.13.

Ex. 4 Evaluer la fonction de transfert associée au diagramme de Bode représenté figure 5.14.
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Bode Diagram

Magnitude (dB)

Phase (deg)
1
©
S
T
I

135 . . NG . P . Lol DN 4

~180 b i L S N F " =
10 10° 10 10 10 10
Frequency (rad/sec)

_ . _ 40(p + 10)
FIG. 5.11 — Diagramme de Bode de la fonction de transfert G(p) = (+ 400)(192 +0,8p+1)

Bode Diagrams

Phase (deg); Magnitude (dB)

-50

-100

-150

1 1 1

107 107 10° 10° 10" 10°

Frequency (rad/sec)

F1G. 5.12 — Diagramme de Bode d’une fonction de transfert a déterminer
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Bode Diagrams

-60

-80

-100

50

Phase (deg); Magnitude (dB)

-50

-100

-150

107 107 10° 10° 10 10°

Frequency (rad/sec)

F1G. 5.13 — Diagramme de Bode d’une fonction de transfert a déterminer

Bode Diagrams

Phase (deg); Magnitude (dB)

Frequency (rad/sec)

FIG. 5.14 — Diagramme de Bode d’une fonction de transfert a déterminer
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Bode Diagrams

Phase (deg); Magnitude (dB)

Frequency (rad/sec)

F1G. 5.15 — Diagramme de Bode d’une fonction de transfert a déterminer

Ex. 5 Evaluer la fonction de transfert associée au diagramme de Bode représenté figure 5.15.

5.3.3 Solution des exercices

0,1p—1
Ex.2 &7

—4  (=10p+1)(0,01p+1)
Ex.3 10 p(_o_01£+1)(_0.(§)01p+1)

—2  p*+0,1p+1
Ex.4 10 (TR TR
(10) + ’ 10+

2
p“+0,01p+1
Ex.5 oot

5.4 Synthese de correcteurs numériques par les méthodes de synthese conti-
nues

Dans de nombreux cas, le probleme de commande consiste a développer un correcteur discret qui
sera programmé sur un calculateur numérique afin de commander un procédé continu via un convertisseur
analogique/numérique (pour les mesures) et un convertisseur numérique/analogique (pour les commandes
a appliquer) (voir figure 5.16). Il est a noter que les méthodes efficaces d’ Automatique se concentrent
généralement sur deux problémes :

1. syntheése d’un correcteur discret pour un procédé discret (approche “tout discret”) ;
2. syntheése d’un correcteur continu pour un procédé continu (approche “tout continu”).

Ces deux approches ne traitent donc pas du vrai probléme qui est (dans un nombre important de cas) la
commande d’un systeme continu par un correcteur numérique. Cela est dii au fait que le vrai probleme est
actuellement un probleme ouvert.
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référence R sortie
"| CAN commande CNA [ act. [* systeme

CAN [+ capteur

FIG. 5.16 — Probleme de I’asservissement d’un systeme continu par un correcteur numérique

De plus, les méthodes de synthese de lois de commande reposent sur 1’utilisation d’un modele. Dans
le cas ot celui-ci est obtenu par identification, il est en général discret et dans le cas ou il est obtenu par
application des lois de la physique, il est en général continu.

u(kTy) u(t) y() y(KT)

bloqueur d’ordre 0 G

FIG. 5.17 — Echantillonnage d’un systéme continu

Par contre, I’application des méthodes d’automatique fréquentielle nécessite un modele continu et mene
a un correcteur analogique (fonction de transfert continue) ce qui ne permet pas de répondre a notre
probléme. Une premiére fagon de procéder est de mettre au point sur le modele continu un correcteur
continue puis de I’approcher par une fonction de transfert discrete. L’ inconvénient d’une telle approche est
de ne pas prendre en compte de facon directe lors de I’étape de synthese du correcteur le fait que le systeéme
sera échantillonné bloqué. Le correcteur numérique obtenu peut présenter des performances dégradées par
rapport au correcteur analogique de départ. Par suite, méme dans le cas ol le modele du procédé est continu,
il est important de travailler sur un modele échantillonné bloqué.

Une facon de contourner le probleme est de se demander s’il n’est pas possible de transformer un
modele discret en un modele équivalente ayant I’aspect d’'un modele continu. Ce dernier sera appelé dans
la suite “modele continu équivalent”. Par équivalent, il faut comprendre que :

1. le modele continu équivalent est stable si et seulement si le modele discret I’est ;
2. les réponses fréquentielles des deux modeles coincident au moins en basses pulsations.

Enfin, le modele continu équivalent aura I’aspect d’un modele continu s’il peut s’écrire comme une fonction
rationnelle a coefficients réels d’un variable complexe notée w. Ici, w joue le role de la variable de Laplace
p d’un “vrai” transfert continu.

La transformation qui accomplit cela est la transformation bilinéaire ou transformation de Tustin. Elle
consiste a remplacer dans la fonction de transfert discréte la variable z par une expression rationnelle en w :

Ts
1+ —w
—2n
1— 2w

2

La fonction de transfert (pseudo) continue sera obtenue en remplagant dans la fonction de transfert discrete
z par cette expression en fonction de w. Le transfert fréquentiel correspondant est obtenu en remplacant w
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par jv ou v est ’analogue de la pulsation w. Elles sont reliées par :

2t wTy
V= — 11 .
T, ™y

Comme en basses pulsations, v ~ w (voir figure 5.18), les réponses fréquentielles seront proches en basses

pulsations. Par contre, les réponses différent en hautes pulsations. A la valeur w = Tl correspond la valeur
S

vV = +00.

Tracé dev en fonction de & pour TSZO,lS Tracé dev en fonction de w pour TS=0,1s (échelle Iogm)

200 ! !

107 -

10 |
> 100

10

F1G. 5.18 - Tracé de v = Tl tan wg 5 (échelles logarithmique a droite)
S

Sous Mat 1ab, la fonction c2d, avec I’option ’ tustin’ permet de réaliser une telle transformation.

Exemple Soit le systeme continu défini par le modele :

1
Gp)=——.
®) p(p+1)
Avec une période d’échantillonnage T = 0, 1s, le modele discret correspondant a I’échantillonné-bloqué

obtenu par c2d est alors :
~0,0048374(z + 0,9672)

Galz) = =1 —0.9043)

Par application de la transformation bilinéaire, on obtient le modele continu équivalent au modele discret :

—4.1625 x 1075 (w 4 1200)(w — 20)
w(w + 0.9992)

Gac(w) =

On retrouve bien un pole stable comme dans le modele discret. Noter que G et GG4. n’ont pas la méme ex-
pression ! Les réponses fréquentielles de G, G4 et G4, sont représentés figure 5.19. Voir aussi la figure 5.20.

Mise en ceuvre pour la synthese de correcteurs numériques Cette transformation va étre utilisée
pour synthétiser un correcteur discret en utilisant les méthodes de synthese continue de la fagon suivante.
Dans le cas ou le modele du systeme a commander est continu, le modele discret correspond au systeéme
échantillonné/bloqué est calculé de facon a disposer d’un modele prenant en compte 1’échantillonnage et
le bloquage (commande Matlab c2d). A partir de ce modele discret un modele continu équivalent est
obtenu (commande Mat lab d2c). En se basant sur ce modele , un correcteur “continu” (équivalent & un
correcteur discret) peut étre mis au point par des méthodes de syntheése continue. Le correcteur numérique
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Bode Diagram G(®
G, K
_ G, v
& 4
=2
[
=}
3 4
=
[e2
[ —
= T~ i
-100 Il L Il
_90 —
-135 T
=)
Q
=2
o -180 N
2]
©
=
o
-225 7
-270 & L L PR S | L L PSS | =
10" 10° 10" 10°

Pulsation (rad/sec)

F1G. 5.19 — Réponses fréquentielles de G, G4 et Gy,
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———— 2 10°
E El 1% 10° | 3

5
o g
S r k| >10" | .
2 2
£ z
g
&
F E 1% 10° 5
L L L L L ™
= ® § § 8 g s 107 ! !
T ] T 10" 10° 10* 10°
(ap) ainpow (Bap) aseud

Diagramme de Bode de G, (e’ T

Module (dB)

-135

-180

Phase (deg)

-225

10 10 10 10
Pulsation  (rad/sec)

F1G. 5.20 — En bas a droite, diagramme de Bode de G4, en haut a droite transformation appliquée a 1’axe
des pulsation pour obtenir le diagramme de Bode de G4, en haut & gauche
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correspondant est alors obtenu par la transformation inverse (commande Matlab c2d!) (voir la figure

5.21).
discrétisation Transformation
R ) o modele “continu”
modele continu > modele discret > équivalent
bloqueur ordre 0 bilinéaire

synthése
continue

Transformation .

teur discret - correcteur “continu
correcteur discre équivalent
inverse

F1G. 5.21 — Synthese continue de le correcteur discrete d’un systéme continu

5.5 Différentielle logarithmique

Différentielle logarithmique On appelle différentielle logarithmique d’un variable y la quantité :
dy
Yy

Elle correspond a la différentielle de la variable In(y). Les propriétés sont :

5.6 Notion de poles dominants

Exemple Soit la fonction de transfert :

1
G pr—
P = D+
avec 71 > To. Les deux poles —i et —= peuvent étre représentés dans le plan complexe (voir figure

5.22). On peut la décomposer comme la somme de deux premiers ordres :

1 1 B T 1
(7'1—7’2) (T1p+1) (7’1—7’2) (T2p+ 1)

Gc(p) =

La réponse indicielle de G(p) sera donc la somme de la réponse indicielle de
B (7’1 7; 7’2) (7’1p+ 1)
G T 7T
— (7'1_*7— G ESY comme 77 > 79, sa réponse indicielle est plus rapide que la réponse indicielle

de la fonction de transfert précédente. De plus sa valeur finale sera plus faible.

comme 71 > T2, sa réponse indicielle est plus lente que la réponse indicielle de
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. .. A
1maginaire

1 1 réel
T2 1

FIG. 5.22 — Péles de G.(p)

T1/(T1 — T2)
Tip+ 1

—71o/(T1 — T2)
Top + 1

F1G. 5.23 — Réponse indicielle par décomposition parallele

ANNEXE
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Par suite, le temps de réponse global sera donné par la premicre fonction de transfert qui est la plus
lente (voir la figure 5.23), c’est-a-dire par le pdle qui est le plus proche du point 0. Par suite, la dynamique
de G(p) est donnée par le (ou les) pdles les plus proches de 0 appelés poles dominants.

! Avec la bonne option



