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1. Introduction

Les applications industrielles sont plus que jamais au coeur des enjeux actuels
de l'automatique. Ce renouveau est lié a 'augmentation constante des exigences de
qualité et de performance des systémes asservis et I'exigence de plus en plus forte du
“meilleur compromis”.

Les cahiers des charges d'asservissements industriels sont de plus en plus com-
plexes et serrés. Tout cela a pour conséquence dans bien des cas d’invalider I'hypo-
thése de linéarité : les effets non linéaires des systemes ne sont plus négligeables, ou
méme s'ils le sont, des correcteurs non linéaires sont souvent nécessaires pour satis-
faire aux exigences de performance. Enfin, il faut prendre en compte dans le processus
de synthése I'évolution ou I'ajustement permanent du cahier des charges.

Face a cela, I'Automatique fréquentielle apparait comme un outil incontournable,
méme si les outils classiques, généralement basés sur des critéres graphiques et dé-
veloppés des années 30 aux années 60 ne sont pas adaptés pour traiter de problémes
aussi complexes.

L'automatique fréquentielle a subi une profonde mutation depuis le début des
années 80, ce qui se traduit par une activité de recherche trés dynamique dans ce
domaine. Le moteur de cette mutation est I'optimisation. L'optimisation a remplacé
I'utilisation des critéres graphiques qui ont permis, par leur simplicité, de populariser
'automatique fréquentielle.

L'idée essentielle de cette nouvelle approche, et sans aucun conteste son succes
actuel, est avant tout liée au fait qu’elle s’appuie sur les principes qui ont fait le suc-
cés de I'approche classique tout en I'étendant & I'ensemble des classes de systémes
usuellement considérés par les ingénieurs.

L'objectif de ce papier est de montrer que, sous la forme de logiciels de Conception
assistée par ordinateurs, des outils basés principalement sur I'optimisation, étendant
largement les critéres graphiques tout en gardant leur simplicité, sont en cours de
développement. Leur ambition est d’aborder les enjeux industriels actuels.

2. Automatique fréquentielle : un peu d’histoire

Face a ces défis, I’Automatique fréquentielle apparait comme un outil incontour-
nable. L'automatique fréquentielle est une branche importante de I'Automatique en
tant que science de I'ingénieur, qui est trés ancienne puisque ces origines remontent
aux années 30.
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Automatique fréquentielle classiqueDes années 30 aux années 50, se développa
l'automatique fréquentielle “classique” : on peut citer, par exemple, les travaux de
Black [BLA 34], Nyquist [NYQ 32], Bode [BOD 45], Horowitz [HOR 63]. Cela cor-
respond grossiérement a ce qui est couramment enseigné lors de la formation initiale
des ingénieurs. Ceci est assez paradoxal quand on sait qu’elle se base sur la théorie
des fonctions d’une variable complexe, une théorie trés profonde et subtile qu'on ne
peut pas demander aux ingénieurs de maitriser. En fait, le succes de I'automatique fré-
quentielle est lié au développement d’'outils de mise en ceuvre que I'on peut appliquer
sans maitriser la théorie des fonctions d'une variable complexe. Il s’agit d’outils utili-
sant des criteres graphiques basés sur des représentations fréquentielles (diagrammes
de Bode, Black, Nyquist) et nécessitant la manipulation de schema-blocs (préférés
a la manipulation d’équations). Le réglage d'asservissement de systémes, en général
monovariables, se fait “a la main” avec un fort recours au savoir faire. Dés les ori-
gines, les avantages de la boucle de rétroaction (rejet de perturbations non mesurées
et robustesse) ont mis en avant.

Approche entrée/sortieTres tot (années 60/70) I'extension de I'analyse de la stabilité

des systémes bouclés développée en automatique fréquentielle, des systéemes linéaires
stationnaires aux systémes non linéaires non stationnaires est entreprise : on peut citer
les travaux de Sandberg [SAN 65], Zames [ZAM 60, ZAM 66] , Safonov [SAF 80].

Elle est basée sur la théorie des opérateurs. Face au succées des outils de 'automa-
tique classique, la motivation est d’offrir aux ingénieurs des outils équivalents mais
pour les systémes non linéaires. Beaucoup de résultats d’ordre en général théorique
sont obtenus, avec, dans quelques cas, des outils (toujours graphiques) accessibles a
I'ingénieur : voir, par exemple, le critére du cercle ou le critere de Popov. Cet axe de
recherche décline a la fin des années 70, peut-étre a cause de la difficulté a obtenir des
outils accessibles alors que c’était une des motivations de départ.

Théorie de la robustessé.es années 80 ont vu émerger une théorie de la robustesse
des systemes linéaires stationnaires a partir des résultats de I'analyse des systemes
non linéaires par I'approche entrée sortie (comme par exemple le théoreme du pe-
tit gain ou le lemme de Kalman Yakubovich Popov). Evoquée par Zames en 1966
[ZAM 66] : “One of the broader implications of the theory here concerns the use of
functional analysis for the study of poorly defined systems. It seems possible, from
only coarse information about a system, and perhaps even without knowing details
of internal structure, to make useful assessments of quantitative behduits’par
Safonov [SAF 80]), il faudra attendre la fin des années 70 et le début des années 80
pour que cette idée soit véritablement exploitée (Safonov [SAF 80]). L'accent est alors
mis sur I'analyse de la robustesse des systémes linéaires stationnaires multivariables
[ZAM 81, DOY 81, SAF 81b]) donnant naissance adanalyse [DOY 82b]k,, ana-

lysis [SAF 82]). Cette avancée s’est basée sur un cadre mathématique rigoureux. Ce
qui est remarquable, c’est qu’au dela de la formalisation des spécifications de robus-
tesse, ce cadre propose aussi une formalisation pertinente des spécifications de per-
formance (proposée par Zames [ZAM 81]), formalisation respectant les concepts de
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base de 'automatique fréquentielle classiq@est cette formalisation qui est a I'ori-

gine de I'approchd{ ... Elle doit son nom & I'utilisation de la nornié., (pondérée).

Dans cette approche, la synthése de la loi de commande est obtenue par la résolution
d’'un probleme d’optimisation ouvrant la voie a I'utilisation d’outils de conception as-
sistée par ordinateur en automatique fréquentielle, en complément (voire parfois en
remplacement pour des problémes pratiquement inaccessibles aux outils classiques)
du “réglage a la main” de l'automatique classique. Dans cette approche, le cahier des
charges est placé au centre : comment régler I'asservissement d'un systeme multiva-
riable de fagon a remplir un cahier des charges ? quels sont les compromis entre les
différentes specifications ?

Optimisation convexe et informatiqueUn outil de conception assistée ne peut étre
intéressant que dans la mesure ou l'algorithme de synthése est efficace. Au début des
années 90, I'optimisation convexe, notamment I'optimisation convexe sous contraintes
LMIs (Linear Matrix Inequality), s’est fortement développée du fait de I'intérét de ces
problémes d’optimisation en Automatique [BOY 94], des forts progrés au niveau de
leur résolution [NES 93] et de la puissance de calcul de plus en plus importante pour
un co(t de plus en plus faible. Nous verrons dans le fil de ce papier que cette classe de
problémes d’optimisation occupe une place centrale dans les avancées récentes (posté-
rieures aux années 80) de I'automatique fréquentielle, comparable a celle des criteres
graphiques dans I'automatique fréquentielle classique. Le premier apport important
de l'informatique a l'automatique fréquentielle a été la possibilité d’obtenir rapide-
ment des tracés graphiques. Avec I'optimisation convexe, apparait le second progrés
important : synthéese rapide de lois de commande en mettant & profit la puissance de
calcul disponible.

Approche entrée/sortie : le retour Grace a I'émergence de I'optimisation LMI, on

est devenu capable de mettre en ceuvre un grand nombre des résultats de I'analyse
entrée/sortie de la stabilité des systémes non linéaires. Par suite, les travaux des années
60/70 ont été repris vers le milieu des années 90 (voir par exemple des travaux de
Megretsky [MEG 97]).

Commande robuste non linéairedevant le succeés a la fois sur les aspects théoriques

et pratiques de la commande robuste, une extension aux systémes non linéaires a été
proposée [FRO 95, FRO 99, FRO 01]. La démarche adoptée est trés similaire a celle
de la commande robuste linéaire. Notamment, une formalisation rigoureuse du cahier
des charges respectant les concepts de bases de I'automatique fréquentielle classique
a été proposeée : elle est basée sur l'utilisation de la norme incrémentale (pondérée),
proposée comme extension de la nortkhg pondérée.

3. CAO en Automatique fréquentielle : la commandeH ., comme exemple

A la base de la commandé,, se trouve l'article de Zames de 1981 [ZAM 81].

1. La limitation fondamentale de I'automatique fréquentielle classique est liée a I'absence d’'une
formalisation rigoureuse du cahier des charges
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Dans cette section, nous allons illustrer le fait que la commadhdeest la principale
méthode de Conception Assistée par Ordinateur de '’Automatique Fréquentielle. On
peut la qualifier de méthode :

1) néo classique : les concepts sous jacents sont ceux de I'automatique fréquen-
tielle classique. La principale différence est que la commaligerepose sur une
formalisation mathématique rigoureuse du probléme.

2) post moderne : les outils utilisés sont basés sur les outils de I'approche moderne
(représentation d'état, LQG,..).

Nous allons d’abord illustrer le lien entre la synthésg et la synthése fréquen-
tielle classique. La présentation adoptée est tres informelle : I'objectif est de discuter
simplement des problemes plus que de les présenter rigoureusement. Une telle pré-
sentation semble nécessaire du fait, par exemple, que l'intérét de la syrthese
basée sur le modelage de fonctions de transfert en boucle fermée n’est pas toujours
largement reconnu (voir par exemple [AST 00]). Pour des documents introductifs a la
synthésefl,, voir par exemple les cours [DUC 94, DUC 99, DAM 01, SCO 01], le
livre [MAC 89, SKO 96] ainsi que la thése [FON 95] ; pour des exemples de mise en
ceuvre, voir par exemple [FON 94, FER 96, FER 99].

La figure 1 illustre le processus de conception de lois de commande en auto-
matique fréquentielle classique et en Automatique fréquentielle néo classique (com-
mandeH ). Il est commenté sur un exemple.

3.1. CAO en automatique fréquentielle a travers un exemple

On consideére le systéme en boucle fermée représenté figure 2. On désire mettre au
point un correcteur monovariablé qui assure une certaine rapidité pour la réponse
y(t) a un échelon de référencé), avec une limitation du dépassement et une erreur
statique nulle (voir la figure 3).

Dans I'approche fréquentielle, la premiére étagtage “Gabarits sur les modules
des transferts BF” (Boucle Fermée) sur la figurg dst de traduire (approximative-
ment) cette spécification en contraintes sur les modules des fonctions de transfert en
boucle fermée (voir la figure 4) :

1) S(jw) qui relier(jw) & I'erreur de suivi de trajectoirgjw) : pour des réfé-
rences en écheloh$S(jw)| doit présenter une pente de20dB/decades en basses
pulsations avec des gains suffisamment faibles pour assurer la rapidité et une erreur
statique faible ;

2) T'(jw) qui relier(jw) a la sortiey(jw) : la valeur maximale d¢I'(jw)| peut
étre limitée pour essayer de contraindre le dépassement.

Enfin pour assurer une bonne robustesse vis-a-vis d'incertitudes multiplicatives
inverses (marge de module), la valeur maximaléigw)| doit étre contrainte.
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Cabhier des charges
Spécifications temporelles
Robustesse

! !

Gabarits sur les modules des tral
ferts BF

Calcul du correcteur

Gabatrit sur transfert BO

Analyse du correcteur

—

teur

,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Automatique néo-classique

Choix structure du correc

—

recteur

Réglage paramétres du car-

Analyse du correcteur

“+ STOP |«

,,,,,,,,,,,,

Automatique classique

Figure 1. Liens entre Automatique fréquentielle classique et néo classigug (

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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Figure 2. Systéme en boucle fermée

¥

Figure 3. Réponse a un échelon de référenatamplitudel désirée

1SGwl [TGw)l

10 10 10° 1010° 10 10 10

Figure 4. Tracé de|S(jw)| et de|T (jw)|
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| Fonction || Basses pulsations Hautes pulsations
| 1GGEGW >1 | <1 |
5G| ~ rEgoRGE) ~1
GUSG |~ &pim] ~ |G (jw)|
KG)SG |~ 1@im ~ K (jw)]
T (jw)| ~1 ~ |Gjw)K (j)|

Tableau 1.Liens entre fonctions BO et fonctions BF quaadjw) K (jw)| > 1 pour
les basses pulsations € (jw) K (jw)| < 1 pour les hautes pulsations

Ainsi, les spécifications du cahier des charges se formalisent naturellement par des
contraintes portant sur les modules des fonctions de transfert du systéme en boucle
fermée.

Notre objectif est ici de rechercher un correctétifp) qui satisfasse le cahier
des charges. Les méthodes d’automatique fréquentielle classique reposent sur une re-
cherche manuelle de la loi de commariiép). Comme ces fonctions dépendent non
linéairement du correcteut (p) que I'on cherche a mettre au point :

G(p)K
S() = R & T0) = ot

une recherche “manuelle” d€(p) de facon a satisfaire ces contraintes peut étre trés
complexe, méme dans le cas d’une structure simple pour le corrdctelr

L'idée fondamentale des méthodes de synthese de lois de commande en automa-
tique fréquentielle classique consiste a transformer ces contraintes portant sur des
fonctions de transfert du systéme en boucle fermée en contraintes portant sur la fonc-
tion de transfert du systéme en boucle ouvéfte) = G(p) K (p), en utilisant les liens
qui existent entre les fonctions de transfert en boucle fermée et la fonction de transfert
en boucle ouverfe Lintérét est quel.(p) est une fonction linéaire d& (p).

L'étape suivante du processus de conception est donc de rechercher les contraintes
que doit satisfaire la fonction de transfert en boucle ouvk(tey) = G(jw)K (jw)

2. Ces contraintes sur la fonction de transfert en boucle ouverte sont traduites sur une ou plu-
sieurs représentations graphiques (diagrammes de Bode, de Nyquist et/ou de Black Nichols).
C'est I'utilisation de ces représentations graphiques qui rend ces méthodes extrémement attrac-
tives.
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pour que le cahier des charges soit rem@iape “Gabarit sur transfert BO” (Boucle
Ouverte) sur la figure JI(voir la figure 5).

ILGw)I

30,

Module (dB)

=120,

Phase (deg)

-150= ! -
10 10 10

Figure 5. Tracé du|L(jw)]

Une fois que celles-ci sont déterminées, le correctéjw) doit étre recherché
manuellement de fagon a ce qli¢jw) les satisfassent. La tache est facilitée par le
fait que L(jw) est une fonction linéaire d& (jw). Cette recherche se fait a l'aide du
diagramme de Bode, du diagramme de Black, etc.. de la fonction de trab§fent

Pour cela, il est nécessaire de choisir une structure adaptée pour la loi de com-
mande étape “Choix de la structure du correcteur” sur la figuré tomme par
exemple :

1) Proportionnel Integral

pta
K(p) = kF=

2) Proportionnel Integral Avance de Phase

:kcp+a Tip+1
p Tp+1

K(p)

3) etc.

La structure étant déterminée, les parameétres du correcteur doivent étre réglés de
facon a ce que la fonction de transfert en boucle ouviftes) remplisse le cahier
des chargesétape “Réglage des parameétres du correcteur” sur la figuyeck qui
revient, par exemple,
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1) pour le Proportionnel Integral, & choigiret k¢ ;
2) pour le Proportionnel Integral Avance de Phase, a chejdif, ; etr.

Il est enfin impératif de vérifier si le correcteur obtenu remplit bien le cahier des
charges initial €¢tape “Analyse du correcteur” sur la figure) 1S’il n'est pas véri-
fié alors soit il n'existe pas de correcteur remplissant le cahier des charges, soit un
mauvais choix a été fait & 'une des étapes du processus de conception :

1) mauvaise traduction des spécifications temporelles du cahier des charges en
contraintes sur les fonctions de transfert en boucle fetmée

2) mauvaise traduction des contraintes sur les fonctions de transfert en boucle fer-
mée en contraintes sur la fonction de transfert en boucle odverte

3) mauvais choix de structure pour le correcteur;
4) mauvais choix de parameétres pour le correcteur.

Vue I'abondance des possibilités, sans un bon savoir-faire et de la patience, il est donc
difficile de clairement identifier pourquoi le correcteur obtenu ne remplit pas le cahier
des charges, ou le processus de conception doit étre repris et enfin comment il doit
étre modifié.

La synthésefl,, est née de la recherche d'un outil qui, a partir des contraintes
sur les modules des fonctions de transfert en boucle fermée, recherche directement
s'il existe un correcteuf(p) telle que les fonctions de transfert en boucle fermée
satisfassent les contraintes sur leur module et, si oui, fournit un tel correétape (
“Calcul du correcteur” sur la figure ). Avec un tel outil, si I'algorithme ne fournit
pas de correcteur, c’est que soit il n’existe pas de correcteur remplissant le cahier des
charges, soit que la traduction des spécifications temporelles du cahier des charges en
contraintes sur les fonctions de transfert en boucle fermée est mauliaéserésulte,
d’une part, une considérable simplification du processus de conception et, d’autre part,
la possibilité de réellement tester I'existence d’'un correcteur vérifiant le cahier des
charges.

Comment cela pourrait-il étre possible ? Si on est capable de représenter les gaba-
rits fréquentiels sur les modules des fonctions de transfert en boucle feige)|
et |T(jw)| par l'inverse du module de fonctions de transfé¥ (jw)| et [W5(jw)|,
appeléepondérations(voir figure 6) alors la vérification des gabarits s’écrit :

. 1 iw 1
S(iw)| € s et VYw, |T < oo
Vw, [S(jw)| < W1 ()] € o TGl W3 (jw)l

3. Rappelons que le passage des unes aux autres est assez approximatif.
4. ldem.
5. ldem.
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ISGw)l TGw)l
10 . :

«— W, ()]

!

WG]

-5t

10}

-15}

10 10 10° 1010° 10 10

Figure 6. Tracé de|S(jw)| et de|T (jw)|

c'est-a-dire, en introduisant la définition derlarme H., d’'une fonction de trans-
fert stable F'(p) qui est donnée pér

[Flloc = sup |F(jw)] [1]
we(0, oo
ona
HWISHOO <1 et HW3T||00 <L [2]

Chaque pondération contient le modeéle des signaux appliqués a l'entrée de la fonc-
tion de transfert en boucle fermée et le modéle des signaux que I'on veut avoir a sa
sortie. Par exemple, dans le cas de la fonction de sensiBilisece = Sr, on peut
définir 'ensemble des signauxpar la fonction de transfei¥,. tel que :

{r(jw) tel que|r(jw)| < [W;(jw)|}- (3]

et 'ensemble des signaux de soipar la fonction de transfef. telle que :

1
W) } | y

{e(jw) tel que|e(jw)| <
On aura alor$¥; = W.W,..
6. Dans le cas d'une matrice de fonctions de transfert, on a :

[Flloc = sup ]Omaz(F(jW))

we€[0, co

ol omq. désigne la valeur singuliere maximale.
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Complexité Taille n du probléme
10 \ 20 \ 30 \ 40 \ 50
ns 0,0ls| 0,08s 0,27 s 0,64 s 1,25 s
10 s 1,33 mn 4,50 mn 10,67 mn 20,83 mn
A 0,01s | 10,24 s 2,91h 124, 3 jours 348, 7 ans
10 s 2,84 h 121,4 jours | 348,7ans | 3,49 x 10° ans

Tableau 2. Exemple de temps de calcul en fonction de la complexité et de la taille du
probléme (tiré de [DOY 95])

On a donc ici un critéere mathématique (les conditions (2)) qui indique si le cahier
des charges traduit par des contraintes fréquentielles est vérifié. Reste maintenant a
trouver I'algorithme qui permet de tester s'il existe un correct€uel que le critére
(2) soit satisfait et si oui de le calculer.

3.2. De la nécessité d’un algorithme “efficace”

Si I'on dispose d’un tel algorithme, le processus de conception de la loi de com-
mande reste par nature itératif du fait du passage assez approximatif des spécifica-
tions temporelles du cahier des charges aux contraintes sur le module des fonctions
de transfert en boucle fermée. Par suite, il est nécessaire de disposer d’un algorithme
de calcul du correcteur efficace. Par efficace, il faut comprendre que l'algorithme se
termine normalement en un temps raisonnable (généralement en un temps qui est une
fonction polynomiale d’'une grandeur caractéristique du probléme de commande) sur
un résultat déterminé. Par exemple, on désire rechercher une loi de commande pour
un systéme d’ordre par I'exécution d’un algorithme. Le temps que va mettre sa ré-
solution sur un ordinateur est fonction de la tailelu systéme a commander. Les
problémes considérés comme faciles (faible complexité) seront ceux pour lesquels le
temps de résolution est une fonction polynomiale de la taille du probléme (par exemple
une fonction em?), ceux qui seront considérés comme difficile seront ceux pour les-
quels le temps de résolution est une fonction exponentielle de la taille du probleme
(par exemple une fonction &t). Dans le tableau 2 sont indiqués les temps de calcul
correspondant a différentes valeursrdelans les deux cas. Il est clair que la réso-
lution des problémes difficiles meéne rapidement a des temps de calcul rédhibitoire
(par exemple supérieurs a plusieurs milliers d’'années). Il estimportant de noter que la
complexité d’'un probléme est intrinséque, c’est-a-dire indépendante par exemple des
évolutions technologiques des ordinateurs : 'augmentation de la rapidité de calcul des
ordinateurs ne sera jamais suffisante pour mener a des temps de calcul réalistes.
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3.3. Retour & I'exemple

On recherche donc une loi de commaurddg) telle que et le systéeme bouclé (voir
figure 2) soit stable et que :
[WiSlloe <1 et [[W5T] < 1. [5]

ce qui peut se réécrire : trouvéf(p) telle que :

1) le systéme en boucle fermée est stable

2) Vw, ’W1(jw)1 ¥ G(ji))K(jW)‘ =1

G(jw)K (jw)
1+ Gjw)K(jw)

3) Ve, ]vvg(jw) ‘ <1

Les deux dernieres conditions peuvent étre vues comme un probléme d’optimi-
sation particulier appelé probleme de faisabilité ou la variable d’optimisation est la
fonction de transfer( (jw). Malheureusement, elles ne sont pas convexds @uw).

3.4. Quelques notions d’optimisation

Un probléme d’optimisation peut s’écrire sous la forme :

min  f(§)
cec (6]

ou( est I'ensemble des contraintgsest la variables d’optimisatior €st de dimen-

sion finie quand C R™), la fonctionf (avecf(£) € R) est I'objectif ou la fonction

de colt. L'ensembl€ des contraintes peut étre défini par un ensemble d’inégalités

et d’égalités. Si leur nombre est fini et&est de dimension finie alors on parle de
problemes d’optimisation de dimension finie. Un probléme d’optimisation particulier
(mais important) est lprobleme de faisabilité trouver¢, s'il existe, tel quet € C.

En automatique, cela peut correspondre a rechercher un correcteur qui satisfasse les
spécifications d’un cahier des charges.

Dans le cas général, la résolution par un algorithme est un probléme “compliqué”.
Pourquoi ? Treés grossierement, a partir d’'un point inlialles algorithmes efficaces
disponibles recherchent un minimum local. Si la fonctfoadmet plusieurs minima,
le résultat va dépendre du point initi@l Un cas trés intéressant est celui ou il n’existe
gu'un seul minimum local (minimum local = minimum global) : indépendamment du
point initial, le minimum global sera alors atteint. Cette propriété est obtenue dans le
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cas ouf est une fonction convexe et dliest convexe : on parle alorsapitimisation
convexe

Un certain nombre de classes de problémes d’optimisation convexe de dimension
finie admettent des algorithmes de résolution efficaces :

Programmation linéaire la fonction f est affine erf etC est défini par un systéme
d’équations et d'inégalités linéaires &n

Programmation quadratique la fonctionf est quadratique convexe getC est dé-
fini par un systéeme d’équations et d'inégalités linéaireg.en

Optimisation LMI lafonctionf est affine e§ etC = {¢ € R™ |vVz € R"\{0}, 2T F(¢&)z >
0} avecF (&) 2 Fy+ >t & F;, ol lesF; sontm matrices symétriques don-
nées deR"*", i = 0,...,m. Cette contrainte est appeléentrainte Inéga-
lité Matricielle Affineou contrainteLMI”. Notation F'(¢) > 0. Le symbole
> 0 signifie définie positive. Les problémes d’optimisation convexe sur des
contraintes LMI ne sont résolus numériguement de fagon efficace que depuis
le début des années 90 [NES 94, VAN 96]. Ceci est le résultat d'une avancée
en optimisation convexe vers la fin des années quatre vingt. Des boites a outils
ont été développées dans les logiciels généraux de calcul scientifique (voir par
exemple sous Scilab [NIK 95] et sous Matlab [El 95, GAH 95, LAB 02]) pour
traiter cette classe de problémes d’optimisation.

La figure 7 illustre les liens entre ces différents problemes. Des trois classes de pro-
blémes, la troisiéme est la plus générale : son intérét fondamental pour la résolution
des problémes d’Automatique a été mis en avant au début des années 90 [BOY 94].

3.5. Retour a I'exemple

Le probléme (5) se formule donc comme un probléme de faisabilité, a priori non
convexe. Pour mettre le probléme sous une forme convexe, on utilise la paramétri-
sation de Youla (voir par exemple [MAC 89, BOY 91, COL 97, HBA 02]) qui définit
I'ensemble de tous les correcteurs stabilisant un systeriieut correcteur stabilisant
s’écrit comme une transformation linéaire fractionnaire bien déterminée (c’est-a-dire
ici une fonction rationnelle) e, fonction de transfert stable :

K(p) = (Y(p) = M(p)Q(p))(X(p) — N(p)Q(p)) "

7. Les LMils (Linear Matrix Inequality) sont en fait des AMIs (Affine Matrix Inequalities). Bien
gu'impropre, le terme LMI a été néanmoins choisi pour des raisons historiques : il s’agit du
sigle utilisé par Willems dans [WIL 71].
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Optimisation Convexe

Optimisation LM

Programmatior

Quadratique Programmation Linéaire

Figure 7. Différentes classes d’optimisation convexe

ouX(p),Y(p), M(p) etN(p) sont déterminés a partir d&(p). En faisant varie€)(p)
sur I'ensemble des fonctions de transfert stables, 'ensemble des correcteurs stabilisant
le systéeme? est obtenu.

La propriété fondamentale de cette paramétrisation des correcteurs stabilisant est
que lorsque I'on exprime les fonctions de transfert en boucle fermée en fonction du
parameétre), on obtient des fonctions qui dépendeiffinementde Q. Par exemple,
dans I'exemple précédent, dans le cag:bést stable, on peut obtenir :

Sp)=1-G{P)Q[p) et T(p)=G({p)Q»)

Par suite, en remplacant la variable d’optimisatigrpar la variable d’optimisation
Q, on obtient :

TrouverK (p) telle que : TrouverQ(p) telle que :

1) Boucle fermée stable

1+ G(jw)K (jw)

Bonne nouvelleChaque contrainte du probléme de droite définit un ensemble convexe
en@. Comme lintersection d’ensembles convexes est convexe, ceci est donc un pro-

1) @ stable
. 1 <
2) Yw, ‘Wl(j”)m‘ <1 2) Vw, [W1(jw)(1+ G(jw)Q(jw))| < 1
3) Vo, ‘Wg(jw) Gljw)K(jw) ‘g 1 3) Y, [Ws(jw)Q(jw)| < 1
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bléme d’optimisation convexe. Le probléme de droite est donc un probléme d’optimi-
sation (faisabilité) convexe.

Mauvaise nouvellell est convexe mais de dimension infinie :

1) la variable d’optimisationf) appartient a un ensemble de dimension infinie (en-
semble des fonctions de transfert)

2) le nombre de contraintes d’optimisation est infini : par exemple, la contrainte 2.
est définie pour tout.

Sous cette forme-1a, le probléme d’optimisation (faisabilité) ne peut espérer qu'une
résolution approchée : typiqguemety,va étre recherché dans un sous espace de di-
mension finie de I'espace des fonctions de transfert stables et telle que les conditions
2. et 3. ne sont satisfaites que pour un nombre fini de pulsations. Cela permet d’appro-
cher la solution par la résolution de problémes d’optimisation de dimension finie mais
de grande dimension. Un autre défaut est que le correcteur obtenu peut étre d’ordre
importante. L'idéal serait de trouver une solution sous la forme d’un probléme d’opti-
misation convexe de dimension finie.

Que faire ? Dans un premier temps, on peut considérer un cas de figure simplifié :
une seule contrainte sur la fonction de transfert en boucle feffige trouver K (p)
telle que :

1) Boucle fermée stable

1
TFGG0KGo) | St

On parle alors de synthés®no critere on cherche a satisfaire une seule spécification
de performance. On est alors ramené au probléme de symthgs&oit le systeme

2)Vw, |Wi(jw)

K

Figure 8. Probléme sous forme standard

P. Le problemeH ,, standard s’écrit :

1) Etant donnéy > 0, existe-il une loi de commandg telle que
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- le systeme bouclé représenté figure 8 et Mdté K soit asymptotiquement
stable

NP * Koo < 1

2) Si oui, construire une loi de commandgassurant pour le systéme en boucle
fermée les deux propriétés précédentes.

Pour obtenir une formulation de dimension finie du probleme, la démarche est
de passer en représentation d’état. D'une part, pour un ordre donné, le correcteur est
alors paramétrisé par les matrices de sa représentation d'état (soit un nombre fini de
variables de décision). D'autre part, un résultat fondamental, le lemme borné réel (cas
particulier du lemme de Kalman Yakubovitch Popov [POPPY8&s années 60 permet
de transformer la vérification de la contraintes 2. (qui doit étre vraie pour toute pul-
sationw) en la résolution d’'un probléme d’optimisation de dimendiare. En deux
mots, soitH = D + C(pI — A)~! B une fonction de transfert stable décrite par une
représentation d’état minimale. Alors

TrouverP > 0 telle que

Vo, [H(w)| <y ATP+ PA+CTC PB+CTD ] _,
BTp+ DTC DTD —~2[ | =
[7]

Le second probléme est un probléme d’optimisation (faisabilité) LMI (donc convexe)
dont la variable d’optimisation egt (donc de dimension finie). Ce résultat est fon-
damental dans la recherche de formulations sous forme de problémes d’optimisation
de dimension finie. De plus, il permet de comprendre le lien entre les critéres gra-
phiques et I'optimisation LMI. Vérifier quew, |H (jw)| < -y peut étre effectué en
regardant si le diagramme de Nyquist Heest inclus dans le disque de centre O et
de rayony (voir la figure 9). La pratique de I'automatique fréquentielle classique est
basée sur I'examen des tracés fréquentiels. Ce résultat met en avant la possibilité de
rechercher certaines propriétés des tracés fréquentiels par la résolution d’'un probleme
d’optimisation de dimension finie. Ceci est a la base des avancées de I'automatique
fréquentielle moderne.

Pour notre probléme, en se basant sur cette formulation, une solution au probléeme
de synthésdi, a été donnée [GAH 94] sous la forme d’'un probléme d’optimisation
convexe sous contrainte LMI, de dimension finie.

Une condition équivalente a (7) peut étre obtenue sous la forme d’'une équation
de Riccati [ZHO 95]. A partir de cette formulation, pour une classe moins générale de
systémeP?, une autre solution au probléme de synthBisea été proposée [DOY 89]

8. Le lemme de Kalman Yakubovitch Popov a été introduit pour I'analyse de la stabilité des sys-
temes linéaires stationnaires rebouclé sur des non linéarités statiques : ceci illustre le role joué
dans la commande robuste par les outils développés pour I'analyse des systéemes non linéaires

dans les années 70.
9. Ce qui est en général peu limitatif en pratique !
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Diagramme de Nyquist

Imaginary Axis

-1 -08 -06 -04 -0.2

Figure 9. Vérification graphique de l'inégalitéw, |H(jw)| < 1 a partir du dia-
gramme de Nyquist d& (jw)

sous la forme de résolutions d'une série d’équations de Riccati. La résolution numé-
rique est plus efficace que pour la premiére solution. Historiquement, la solution par
équations de Riccati est antérieure a la solution par optimisation LMI. Cependant,
la démarche adoptée pour I'obtenir est beaucoup moins générale et beaucoup moins
transposable & d’autres problemes contrairement a la premiéere solution.

Revenons a notre exemple de départ, c’est-a-dire un nombre de spécifications de
performance supérieur a un : trouv€(p) telle que :

1) Boucle fermée stable

G(jw)K(jw)
I+ GUw)K(jw)

3) v, ]vvg(jw) ‘ <1

On parle de synthesaulti critere (on cherche a remplir plusieurs criteres de per-
formance). A partir de la solution du probleme de synthBsg, on peut essayer de
rechercher une solution exprimable comme un probléme d’optimisation de dimension
finie suivant deux axes :

1) reprendre les grandes idées de la démonstration du probléme de synthese
(mono critéere) H,, et les mettre en ceuvre sur le probleme de synthése multi
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critere (voir par exemple [CHI 96]). Le probléme d’optimisation obtenu basé sur
une condition nécessaire et suffisante est atmns convexePour éviter une ré-
solution difficile, il est en général nécessaire de considérer des conditions qui ne
sont que suffisantes mais qui se formulent comme des probléemes d’optimisation
convexe [CHI 96, FOL 97, SCH 97, MAG 99, PEA 00] (par exemple, par restriction
du probléme d’optimisation non convexe de départ). Par suite, sile probléme d’optimi-
sation n'admet pas de solution, cela n’'indique pas que le probléeme de départ n'admet
pas de solution : il n'a pas été “démontré” qu'il n’existe pas de correcteur remplissant
le cahier des charges. On parle alors de “conservatisme”.

2) se ramener a un probléme de synthése mono critére dont on peut garantir que
la solution satisfait le probléme de synthése multi critére initial [FON 95]. Pour cela,
dans notre exemple, on considére le probleme : troAvesl que

WS
Iz .= i

Du fait des propriétés de la normié.. 1%, on a (8)= (2), c’'est-a-dire s'il existe un
correcteurk’ qui satisfait (8) alors elle satisfait (2). De plus, c’est un cas particulier du
probléme de synthédé,, qui se formule comme un probléme d’optimisation convexe
de dimension finie.

Devant cette alternative, quel choix effectuer ? On peut donner deux éléments de
réponse, le premier dans le cas général, le second dans I'exemple considéré.

Pour un ingénieur automaticien, la seconde approche apparait plus intéressante
que la premiére. En effet, dans la premiere, le conservatisme apparait au niveau du
probléme d'optimisation lui-méme. Cela veut dire que dans sa mise en ceuvre pra-
tique, I'ingénieur automaticien devra avoir de bonnes notions d’optimisation, un cer-
tain savoir faire dans ce domaine, ce qui rend l'outil peu accessible. Dans la seconde
approche, le conservatisme apparait au niveau de la formulation du probléme d’au-
tomatique lui-méme. Pour résoudre cette difficulté, I'ingénieur est amené a modifier
la traduction dans le domaine fréquentiel du cahier des charges. Par suite, lors de
la mise en ceuvre, il n'est pas nécessaire qu'il connaisse et travaille sur le probléme
d’optimisation utilisé. Dans I'optique de disposer d’un outil de conception facilement
accessible a un ingénieur automaticien, cette approche est plus pertinente.

D’autre part, dans I'exemple considéré, la seconde approche n’est pas si “conservati-
ve” que cela. Notons que :

2

H [ T ] HOO = sup /[ IV1 () SGo) P + [Wa (je) T

10. La normeH, d'une matrice de fonctions de transfert est supérieure a la néfmede
chacun des éléments de la matrice.
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W1Sleo = sup,, [W1(jw)S(jw)| et [WsTlee = sup,, [Ws(jw)T (jw)|. Pratique-
ment, pour de larges gammes de pulsationiV; (jw)S(jw)| et|Ws(jw)T (jw)| ne
sont pas proches simultanémentldet donc la contrainte

VIWL(jw)S(w)2 + W3 (jw)T(jw)[? < 1

et les deux contraintedV; (jw)S(jw)| < 1 et |Ws(jw)T(jw)| < 1 peuvent étre
vérifiées simultanément sans difficulté. Les satisfaire simultanément peut étre difficile

pour des gammes de pulsation limitées. Par suite, remplacer (2) par (8) n’est pas trés
limitatif. Il faut noter que ce raisonnement est essentiellement basé sur un savoir-faire

en automatique fréquentielle et non en optimisation.

3.6. Morale de cette histoire

La synthése? ., se base sur :

1) I'utilisation des concepts fondamentaux de I'automatique fréquentielle clas-
sique : le cahier des charges peut se traduire comme des gabarits sur les modules
des fonctions de transfert en boucle fermée;;

2) une formalisation mathématique rigoureuse du probléme d’automatique (par
contraste avec I'automatique fréquentielle classique) a I'aide de ngmpondérée ;

3) la recherche d’une solution au probléme sous la forme d’'une condition néces-
saire et suffisante pour “qualifier” la difficulté du probléme : ici un probléme d’opti-
misation convexe mais de dimension infinie ;

4) si cette derniere ne dispose pas d'un algorithme de résolution efficace, recherche
de solutions basées sur des conditions qui ne sont que suffisantes (conservatisme) mais
disposant d’'un algorithme de résolution efficace en général sous forme d’optimisation
de préférence convexe et de préférence de dimension finie ; réle central joué par I'op-
timisation LMI. C’est le cas de la synthegg, qui ne traite pas du probléme posé par
Zames [ZAM 81];

5) un outil simple d'utilisation : remplacement de la manipulation des diagrammes
et autres représentations graphiques par des algorithmes d’optimisation. Les pré requis
sont ceux de I'automatique fréquentielle classique a condition de choisir, dans le cas
de solutions suffisantes, celles dont I'utilisation ne nécessite pas de connaissance en
optimisation.

Les bénéfices de la synthéBe, pour I'ingénieur sont importants :

1) une considérable simplification du processus de mise au point des lois de com-
mande : on est passé du réglage a la main a la conception assistée par ordinateur ;

2) résolution de problémes jusque la difficilement abordables : explorer rapide-
ment les compromis d’un cahier des charges, commande des systémes multivariables,
etc.;
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3) pré requis relativement limités pour sa mise en ceuvre : bagage de I'automatique
fréquentielle classique : il n'est pas nécessaire de connaitre les espaces de Hardy ou
I'optimisation convexe pour utiliser la synthegk,, !

Dans le cadre de la recherche de méthodologies, la démarche qui a abouti a la
synthéseH ., est un cas d’école pour le chercheur.

Contrairement a une idée recue, comme pour la synthHgséa performance est
un objectif fondamental de la synthégg,. L'utilisation de I'optimisation pour la
mise au point de lois de commande n’est certes pas nouvelle, voir les exemples de la
synthéseH, et de la synthése LQG. Cependant, par rapport a celles-ci, la synthése
H,. présente plusieurs avantages importants :

1) la synthésd{ ., est dans la continuité de I'automatique fréquentielle classique :
ceci permet d'utiliser le savoir faire existant des ingénieurs en automatique fréquen-
tielle pour sa mise en ceuvre.

2) En plus des spécifications de performance, elle permet d’inclure des spécifica-
tions de robustesse.

4. Théorie de la robustesse en linéaire stationnaire : des critéres graphiques a
I'optimisation

.
e

Réalité et... Ce que voit I’automaticien

Les méthodes de synthese assistée par ordinateur de lois de commande sont basées
sur un modéle du systeme & commander. Malheureusement, il est expérimentalement
plus probable d’obtenir une modélisation ou les parameétres et la structure ne sont
gu’'approximativement connus. Par essence, une modélisation ne peut pas étre cer-
taine. De plus, au cours du temps, ses caractéristiques peuvent évoluer. Cette remarque
a motivé I'introduction de la notion damille de modéled ’idée sous-jacente est que,
puisqu’il estillusoire de décrire précisément un systéme physique par un modeéle, il se-
rait fructueux de considérer une famille de modéles pouvant potentiellement contenir
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un modéle adéquat. Le terme adéquat peut paraitre obscur : il traduit simplement le fait
que le comportement du systeme est assez fidélement modélisé pour refléter correcte-
ment ses propriétés qualitatives. Il est important d'insister sur le fait qu’'un modéle ne
peut pas représenter de fagon exacte un systéme réel. En résumé, 'indéteridination
est dans la nature méme des objets physiques. Lutilisation d’'une famille de modéles
susceptible de contenir le modéle le plus adéquat constitue I'idée de base de la robus-
tesse [DOY 78, SAF 78, DOY 81, SAF 81a, SAF 81b, DOY 82a, SAF 82, FON 95].
L'analyse consiste alors a garantir une propriété sur le systeme réel (stabilité, rapidité,
etc.) en vérifiant si elle est satisfaite pour tous les éléments de la famille de modéles.

Ce concept de famille de modeéles est au centre de I'automatique fréquentielle
classique. Malheureusement, comme dans le cas de la synthése, la formalisation est
en général assez pau¥#eOn ne définit qu'un nombre limité d’incertitudes : sur le
gain (marge de gain), la phase (marge de phase) et le retard (marge de retard). A la fin
des années 70, sont apparues des classes de familles de modéles plus riches.

4.1. Robustesse vis-a-vis d’'une incertitude : introduction a travers un exemple

Un exemple de famille de modéle€es classes sont évoquées a travers un exemple
élémentaire. La premiére étape est de définir la famille de modélesZ3gitp) la
fonction de transfert décrivant exactement le systéme a commandgg.gtp) son
modéle, qui sera forcément entaché d'incertitudes. Une facon d'évaluer la différence
entre le systeme réel et son modéle est d’exprimer(gue; (p) appartient a une fa-
mille de modéles :

Greet C{G |3 A, [[Allec <8, G = Gmoa+ A}.

La quantité d’incertitude est alors évaluée par un parametrgfréed. Ce type d'in-
certitude est appeliécertitude additivé®. La difficulté ici est que seul le paramétre

B est connu. Tout ce que I'on sait sur la fonction de trangipto), c’est qu’elle est
bornée en module par. Pour garantir que le systeme réel (que I'on ne connait pas) en
boucle fermée est stable, I'idée est de démontrer que pour tout transfert/stgble

dont la normeH , est inférieure &, on a le systéme bouclé représenté sur la figure
11 qui est stable.

11. Le terme couramment employé est celui d’'incertitude. Nous pensons que le terme indéter-
mination est plus adapté. En effet, il souligne qu’un systéme ne peut étre exactement “mesuré”.
Le terme incertitude a une connotation probabiliste. Néanmoins, pour étre cohérent avec l'usage
courant, nous utiliserons dans ce mémoire le terme incertitude.

12. A I'exception notoire d’Horowitz [HOR 63].

13. De fagon générale, une famille de modeéles peut étre définie comme la transformation li-
néaire fractionnaire d’'une matrice de fonctions de transfert incertdinpar une matrice de
fonctions de transfert déterminée : plus simplement, tout systeme de la famille de modéles
s’écrit comme une fonction rationnelle én



Titre abrégé de I'article (& définir patitle[titre abrégél{titre}) 23
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Figure 10. Incertitude additive
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Figure 11. Connexion de{ S avecA

Analyse de la stabilité par le critere de NyquistPour évaluer la stabilité de cet
ensemble de systemes en boucle fermée, il faut donc appliquer le critere de Nyquist
pour toutes les fonctions de transfert en boucle ouv&#g,q(jw) + A(jw)) K (jw)
obtenues par toutes les fonctions de transfert stablgs) telle que|A(jw)| < 4.

Une condition nécessaire est que pdyrw) = 0, la condition du critere de Nyquist

soit vérifiée. Pour assurer que, pour toutes les fonctions de tradsfes), le systeme
bouclé reste stable, il suffit de vérifier que pour toutes les pulsatiohas points
(Gmod(jw) + A(jw)) K (jw) ne recouvrent pas le poift-1, 0).

Pour une pulsation donnée, I'ensemble des poirfts,,,q4(jw) + A(jw)) K (jw)
correspond & un disque de centig,.q(jw)K (jw) et de rayons| K (jw)|, quand
A(jw) décrit 'ensemble des fonctions de transfert stables dont la néfgeest in-
férieure &5. Il faut donc que ce disque ne recouvre pas le pgit, 0). Pour cela, il
suffit d’assurer que la distance entre le pdint, 0) et le pointG,,.q(jw) K (jw) est
supérieure au rayon du disque, & saybik (jw)|, soit :

K(jw) 1

Yw, |14 Gmoa(jw)K (jw)| > BIK (jw)| & Vw, 15 Grood G K () < B

SOit|| KS|e0 < % Il est intéressant de voir que le systéeme bouclé se réécrit comme la

connexion de la fonction de transféftS avec la fonction de transfeft (voir la figure
11). Le systeme bouclé est stable pour toute fonction de transfert latelée que
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Diagramme de Nyquist de G(jw)K(jow)

05

Axe imaginaire

|1+ G(jo)K(w)|

i i i i i
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1

Axe réel

Figure 12. Diagramme de Nyquist d8(jw) K (jw)

Al < B sietseulement 4jK S| < % Ceci est un cas particulier du théoréme
du petit gain.

w1 +
A

O

Figure 13. Connexion deV/ avecA
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Analyse par le théoréeme du petit gairDans la cas général, le théoréme du petit gain
“linéaire stationnaire” peut s’énoncer de la fagon suivante : la famille des systemes
(M, A) représentés figure 13 est stable pour toutes les (matrices de) fonctions de
transfert stablea telles qug|A||. < 0 si et seulement si

1
5
La plus grande valeur du scalajsdelle que les conditions du Théoreme du petit gain

sont satisfaites peut étre considérée commeroage de stabilittDans I'exemple
introductif, on aM = K S (voir figure 11).

1M ]loo <

Mise en ceuvre par optimisationPar application du lemme borné réel (voir sec-
tion précédente), tester la condition de ce théoréme peut s’effectuer par la résolu-
tion d’'un probléme d’optimisation convexe LMI, de dimension finie. Par suite, I'uti-
lisation d'un critére graphique (tracé dans le plan de Nyquist des disques de centre
K (jw)Gmoea(jw) et de rayor3| K (jw)| pour toutw et examen du tracé par rapport au
point(—1, 0)) est remplacé par un algorithme d’optimisation. L'utilisation de I'algo-
rithme d’optimisation est plus rigoureuse que I'utilisation du critére graphique puisque
les disques ne peuvent étre représentés que pour un nombre fini de pulsations

Le théoreme du petit gain : outil fondamental de I'analyse de la robustesselu-

sieurs points de vue pour démontrer la suffisance de la condjifiéfi,, < % sont

possibles :

1) démonstration directe basée sur le critere de Nyquist : c’est la démarche qui
a été suivie pour I'exemple introductif. Cela permet de présenter ce résultat comme
une extension de la définition et du calcul des marges de stabilité classiques qui sont
basées sur le critere de Nyquist.

2) application de théorémes plus généraux comme le théoréme du petit gain pro-
posée au milieu des années 60 [ZAM 66, WIL 69, DES 75] ou comme le théoréme
de séparation des graphes proposé par Safonov [SAF 80] dont l'intérét s’est récem-
ment renouvelé dans le cadre plus particulier des IQCs (Contraintes Intégrales Qua-
dratiques [MEG 97]) (voir aussi [IWA 98]).

Considérons par exemple le théoréme du petit gain proposé par Zames en 1966
[ZAM 66, DES 75]. Il propose une conditiosuffisantede stabilité pour le systéeme
constitué par la connexion uh opérateurH; avecun opérationH, (voir la figure

14)14,

La nécessité est obtenue dans le cas des systémes linéaires stationnaires par le fait
que I'on étudie la stabilité pour une famille de modél&#§ A) compléte (pour toutes
les (matrices de) fonctions de transfert stallegelles que||Al|. < ). Par suite,
méme si, pour I'étude de la stabilité de la connexion de deux opérateurs particuliers

14. Les conditions obtenues sont celles du cas linéaire stationnaire avec les ddgmnesn-
placées par Id.; gain[DES 75].
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Figure 14. Connexion deux opérateurs; et H,

(probleme initialement considéré), le théoreme du petit gain peut s'avérer trés pessi-
miste (“conservatif”), il s'avére non conservatif pour I'analyse de la robustesse pour

laquelle il est un résultat trés attractive (en fait fondamental). Cet intérét avait été trés
tét entrevu par Zames en 1966 [ZAM 66] :

“One of the broader implications of the theory here concerns the use of functional ana-
lysis for the study of poorly defined systems. It seems possible, from only coarse infor-

mation about a system, and perhaps even without knowing details of internal structure,
to make useful assessments of quantitative behavior.” (cité par Safonov [SAF 80])

Schéma blocsl’analyse des systémes est basée en automatique fréquentielle clas-
sique sur l'utilisation de schéma blocs, le plus élémentaire étant celui qui représente
la connexion du correcteur avec le systeme. Ceci est conservé dans les outils récents
de l'analyse fréquentielle. Pour appliquer le théoréme du petit gain, il est nécessaire
de se ramener a un schéma bloc constitué de deux parties interconnectées : les incerti-
tudesA d’'une part et le reste du systéme d’autre part (voir les figures 11 et 13). Dans
ce schéma-la, contrairement aux schémas élémentaires classiques, les signaux reliant
les deux blocs sont des signaux “fictifs”, c’est-a-dire sans réalité physique.

Affiner la description des familles de modéles : pondérations fréquentiellen

modele n’est généralement représentatif du systéme physique que dans une certaine
gamme de pulsations. Par suite, I'incertitude liée a la modélisatigiv) présente

une taille dépendant de la pulsation Cette “taille” peut étre définie par une fonc-

tion de transferiV(jw) stable, appelépondérationet telle quevw, |G e (jw) —
Gmod(jw)| = |A(jw)| < [Wi(jw)|. Cette écriture revient a définir 'ensemble des
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incertitudes comme I'ensemble d&$jw) = W' (jw)A(jw), Yw avec|A(jw)| < 1
(soit||Allee < 1), ce qui permet d’appliquer le théoréme du petit gain.

4.2. Cas de plusieurs incertitudes;: analyse

Un exemplell est plus probable que plusieurs incertitudes dynamiques interviennent
simultanémenén différents points de la boucle fermée : par exemple, sur les action-
neurs, sur le systeme a commander lui-méme, sur les capteurs etc (voir par exemple le
schéma représenté figure 15). Pour appliquer le théoréme du petit gain, il serait néces-

Figure 15. Incertitudes dynamiques dans une boucle fermée

saire de faire apparaitre une seule incertitude dynamique. Pour cela, on peut regrouper
les différentes incertitudes en une seule incertitdgoir la figure 16) : Le théoréme
du petit gain donne une condition nécessaire et suffisante de stabilité sur la matrice de

transfertM (|| M || < %) pour toute incertitude qui est une matrice de fonctions de

transfert bornée en norné., (HZHOo < /). Ici, l'incertitude n’est pas quelconque
puisque les termed, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 3), (3, 1) et(3, 2) sont nuls. Dans ce cas,

on parle d’'une incertitudstructurée Par suite, la condition du théoréme du petit gain
n'est plus nécessaire dans ce cas-la, elle est simplement suffisante. Si elle est vérifice
alors la stabilité est assurée pour tousdesinon, on ne peut pas conclure.

1 analysel’analyse de systémes avec plusieurs sources d’incertitude a motivé I'émer-
gence dans le contexte linéaire del&,, analyse [DOY 82a, SAF 81a]. Lk, ana-

lyse considére I'étude de la stabilité d’'une famille de modéles linéaires stationnaires
de dimension finie, avec des incertitudes de structure (dynamiques linéaires négligées)
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Figure 16. Incertidudes dynamiques dans une boucle fermée

et des incertitudes paramétriques (parameétres appartenant a des intervalles). Le pre-
mier probléme abordé par |dk,, analyse est le suivant : pour une certaine “taille”
d’incertitudes structurelles et paramétriques, la famille de systémes est-elle stable ? Le
second consiste a déterminer la taille des incertitudes que le systéeme peut tolérer avant
de devenir instable. La valeur maximale obtenue est appglée 1/ .

Des tests exacts ont été proposés dans les années quatre vingt [GAS 88]. lIs ré-
solvent le probléme en temps exponentiel, ce qui laissait présager a I'époque que le
probléme lui méme ne pouvait pas étre résolu en temps polynomial. Quelques années
plus tard, il a été effectivement démontré que la résolution exacte de ce probléeme est
NP difficile [NEM 93, BRA 94]. En général, les propriétés de stabilité d’'une famille
de modeéles linéaires ne peuvent donc pas étre efficacement vérifiées de facon exacte.
Dés que le probléme atteint une taille significative, les algorithmes de calcul exact du
wlk,, ne sont plus capables de donner une réponse en un temps de calcul raisonnable
dans le pire des cas [FER 96].
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Parallélement, des tests sous estimant I'étendue maximale de la famille des mo-
deles stables ont été propoSé&onservatisme). Un test est dit conservatif s'il dé-
montre de fagcon exacte des propriétés pour une famille de modéles corgeiant
tementla famille considérée. Parmi les formulations conservatives proposées pour
la 1 analyse, nous pouvons citer celles proposées par [DOY 82b, SAF 82, FAN 91,
SAF 93, LY 94]: elles s’écrivent comme des problémes d’optimisation (quasi) convexe
LMI. Bien que théoriguement conservatifs, pratiquement, ces tests donnent pour des
probléemes industriels des résultats encourageants [FER 96]. lIs illustrent qu’un bon
compromis entre la précision d'un test et sa difficulté de vérification peut étre obtenu.

De maniére générale, le conservatisme ne peut pas étre considéré comme rédhi-
bitoire. C’est le cas par exemple des tests LMIs pour/la, analyse. En effet, dans
le cas ou sont uniguement considérées des incertitudes dynamiques, Poolla et Tikku
ont démontré que la borne supérieure basée sur les LMIs est une comdities-
saire et suffisante de stabilité contre des incertitudes “ variant lentement ” dans le
temps [POO 95F. Le pessimisme permet donc de garantir de fagon exacte une pro-
priété désirable en pratique (intuitivement un systéme évolue toujours lentement dans
le temps). A la limite, nous pouvons méme nous interroger sur la pertinence d’'une
évaluation exacte de vis-a-vis de I'application. Cela tient a la nature topologique de
la borne supérieure du alors que leu exact est de nature algébrique [FER 95b]. Du
point de vue de I'application, le probleme dé:,, analyse peut étre donc mal posé.
De plus, cet exemple montre qu'il existe une continuité et une forte interaction entre
les outils d’analyse des systémes non linéaires et non stationnaires et ceux destinés a
I'analyse des systémes linéaires stationnaires.

15. La thése [FER 95a] propose une excellente synthése des différentes méthodes (exactes et

approchées) dg analyse, leur comparaison et leur mise en ceuvre sur un exemple industriel.
16. Dans le cas d'incertitudes sur les paramétres, Chou et Tits ont démontré que la borne supé-

rieure constitue une condition suffisante mais non nécessaire de stabilité contre des variations
des parametres bornées [CHO 95].
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Valeur singuliére structurée De fagon plus précise, on définit 'ensemble des ma-
trices complexes ayant la structure de I'incertitude considérée :

T Ay O 0 T
0
Aq
A={AecCH¥ /A=
0 &L, 0
0 0o . 0 [9]
0 0 0 5.1,
Az € Clekia (S {17 7q}
avec{ 0; €R, je{l,...,r}

k=21 ki + 22:1 Ty

Les blocs de scalaires repétes réglgeprésentent les réponses fréquentielles des
incertitudes paramétriques (incertitudes sur les parameétres du systéme a analyser). Les
blocs matrices complexes; représentent les réponses fréquentielles des incertitudes
dynamiques. La valeur singuliére structurée d’'une matrice complepar rapport a

la structureA, notéeua, est définie par :

A4 = rmEyTE =
Hna AlrelfA (@(A) / det(d — AA) =0)

=0 SIVA € A, det(I — AA) #0
[10]

Théoreme du petit gain structuré Soit la famille de systemes bouclék/, A), ou
M (p) est une matrice de fonctions de transfert stable eh@u) est une fonction de
transfert stable telle qQUA(jw) € A. La famille de systémes bouclés/, A) est
stable pour tout\, tel que||Al|., < 3 si et seulement si

Vw € [0, +od), pa(M(w)) < = [11]

R -

Le plus grand ensemble d’incertitudAspour lequel la famille de systéméss, A)
reste stable est de taille donnée par
1

sup  pa(M(jw))’
w€e[0, +00]

[12]

En général, le calcul “exact” de I'indicateurest NP difficile. Il est possible de calcu-
ler une borne supérieure et une borne inférieure de l'indicat€yar des algorithmes

17. En réalité, il en existe un certain nombre. Je ne sais pas s'il est égal a 12.
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efficaces. Par exemple, la borne supérieure la plus couramment utilisée est obtenue par
la résolution d’un probléme d’optimisation convexe sous contrainte LMI.

Lien entre la borne supérieure dey et le théoreme du petit gain a travers un
exempleSoitm une fonction de transfert stable a une entrée et a une sortie. On désire

w1 +
0

O

Figure 17. Connexion deV/ avecA

vérifier que le systéme bouclé représenté figure 17 est stable pour tout s€afaire
] — 1, 1[*8 D’apres le théoréme du petit gain structuré, une condition nécessaire et
suffisante est donnée par :

Vo, pa(mjw)) <1.

(Dans ce qui suit, on considére une pulsatiodonnée.) On dispose d’'une borne
supérieure [FAN 91" (m(jw)) telle que

pa(m(jw)) < pp” (m(jw))

ou, dans le cas particulier considéré, la borne supérieureede obtenue par la réso-
lution du probléme d’optimisation suivant :

PR (M) = min g B
B eRT
m(jw)*m(jw) + jg(m(jw) — m(jw)*) — 4% <0

Dans ce cas particulier, la borne supérieurg denne la valeur dg. Ce probleme est
un probléme de minimisation de valeur propre généralisée sous contraint& vl

18. Il s’agit en fait d’'un probléme proche de celui de la marge de gain.
19. En réalité, la matrice définissant I'inégalité est complexe. Néanmoins, il est possible de se
ramener a une matrice réelle [BOY 93].
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garantira la stabilité de la boucle fermée pour tout scalai#e— 1, 1[ si et seulement
s'il existeg € R tel que :

m(jw) m(jw) + jg(m(jw) — m(jw)*) =1 <0 [13]
ce qui est un probléme de faisabilité LMI. Essayons de donner une interprétation gra-
phique & la condition (13).

Interprétation graphique Par application du critere de Nyquist, la fonction de trans-
fert m(jw) étant stable, la famille de modélés:, ) sera stable si et seulement si
pour toute pulsation le tracé deym(jw) pourd décrivant l'intervalle] — 1, 1] ne
recouvre pas le poirit-1, 0).

Qu’'assure la condition (13) par rapport a cela? On a la propriété suivante :
Vo el -1, 1], 6°+4g(6—08)—1<0
ce qui peut se réécrire en complétant les carrés :

V6 el -1, 1], (6—jg)*(6—jg) <1+g [14]

Le segment—1, 1] estinclus dans le disque ouvert de ceriyet de rayon /1 + g2

Par suite, dans le plan de Nyquist, pour une pulsatiaonnée, le tracé dén(jw)
pourd décrivant l'intervallg —1, 1] estinclus dans le disque ouvert de ceritre:(jw)

etderayon /1 + g?|m(jw)|. Sile point(—1,0) est a I'extérieur de ce disque alors on

a la garantie que le tracé deu(jw) pourd décrivant I'intervalle — 1, 1] ne recouvre
pas le poin{—1, 0). Cette condition s’écrit :

(—1 = jgm(jw))* (=1 — jgm(jw)) > (1 + g*)m(jw) m(jw)

En développant et en simplifiant, on retrouve la condition (13) du probléme d’optimi-
sation LMI.

En résumé, le calcul de la borne supérieurg g@ur une pulsation donnée se for-
mule comme un probléme d’optimisation LMI. Ce probléme d’optimisation garantit
que le tracé dém(jw) pourd €] — 1, 1[ ne recouvre pas le poirit-1, 0). Ici en-
core apparait le lien entre critére graphique et optimisation LMI. De plus, pour garantir
cela, on recherche un disque contenant le tracédgw) pourd €]—1, 1] et excluant
le point(—1, 0). Ce disque peut s’interpréter comme le tracé a la pulsatiohtenu
par une famille de fonctions de transfert définies par une incertitude dynamique :

{L(jw) [ 3A(w), [A(jw)] <4/1+¢? et L{jw) = (jg + A(jw))m(jw)}

On a donc plongé la famille de fonctions de transfert incertédinéjw) avec une
incertitude réelle :

{L(jw) |36 €] =1, 1], L(jw) = dm(jw)}
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Figure 18. Pour une pulsationv, tracé deém(jw) pourd €] — 1, 1] et disque de
centrejgm(jw) etde rayon, /1 4 g?|m(jw)]|

dans une famille définie par une incertitude additive dynamique. La définition de cette

derniére dépend du paramétre d’optimisagohe choix de celle-ci parmi I'ensemble

de toutes les familles possibles définies par une incertitude additive est donc fait par
la résolution du probléme d’optimisation. Elle est choisie de telle fagcon a ce que, pour

la pulsatiorw, le point(—1, 0) ne soit pas recouvert.

Lien avec le théoreme du petit gainPour analyser la stabilité de la famille de mo-
deles(m, &), le théoréme du petit gain peut étre appliqué pour la pulsatibrCepen-

dant, puisque l'incertitude n’est pas dynamique, la condition obtenue est simplement
suffisante. Par application du théoréme du petit gain, on obtient :

m(jo) m(jw) =1 <0

ce qui correspond a la condition (13) awgc= 0, ce qui peut étre trés conservatif
(pessimiste). Nous allons voir que trouvgetelle que cette condition soit satisfaite
peut s'interpréter comme la recherche d’un systéme bouclé équivalent au systéme
bouclé représenté figure 17 pour lequel si c’est possible, le théoréme du petit gain
puisse s’appliquer.

20. La normeH ., est remplacée par le module de la fonction de transfert & la pulsation
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Figure 19. Réécriture de la connexiofi\/, A)

1

\/1+9g2

gure 17 de facon équivalente en faisant apparaitre explicite%detschéma obtenu
correspond a la connexion deavec

Posonsd = (0 — jg). On peut réécrire le schéema bloc représenté fi-

_ oo m(jw) 5
mijw) = 1 —jgm(jw) ‘te

il est représenté figure 19 (technique de “loop-shifting”, voir par exemple [DES 75]).

D'aprés l'inégalité (14), on &| < 1. La condition (13) assure quéi(jw)| < 1.
On est donc bien dans les conditions du théoréme du petit gain.

L'optimisation convexe a donc permis de rechercher dans une famille de schéma-
blocs paramétrisée pgrun schéma bloc équivalent au schéma bloc de départ mais
pour lequel la condition du théoréme du petit gain est satisfaite.

Remarque : autres familles d'incertitudesLes familles d’incertitudes évoquées dans
cette section sont celles qui sont le plus couramment utilisées en commande robuste
(dans le cas monovariable, incertitude “en forme de disque” pour les incertitudes dyna-
migues dans le plan de Nyquist). Néanmoins, de multiples extensions sont possibles :
incertitudes dynamiques avec une contrainte de phase (dans le cas monovariable, in-
certitude “en forme de tranche de tarte” dans le plan de Nyquist) [TIT 99] ou encore
retard incertain et borné [SCO 97b, FER 98] (dans le cas monovariable, incertitude
“en forme d'arc” dans le plan de Nyquist).



Titre abrégé de I'article (& définir patitle[titre abrégél{titre}) 35

4.3. Conclusion

Les résultats d’analyse des systémes incertains (théorie de la robustesse) résultent
du méme cheminement que ce qui a mené a la synttigse

1) Utilisation des concepts fondamentaux de l'automatique fréquentielle clas-
sique : un systéme est représenté par une famille de modéles et comme support du
raisonnement, les schéma blocs sont préférés aux équations.

2) Formalisation mathématique rigoureuse du probléme d’automatique : comme
dans le cas de la formalisation de la performance, la formalisation de la robustesse
repose sur l'utilisation de la normé., pondérée. Un méme cadre (norife, pon-
dérée) permet ainsi de traiter de la performance et de la robustesse.

3) Recherche d’'un algorithme efficace : réle de l'optimisation de préférence
convexe, de préférence de dimension finie ; notamment réle central de I'optimisation
LMI (quite a modifier la formulation du probléme).

4) Un outil simple d'utilisation : ici encore, remplacement de la manipulation des
diagrammes et autres représentations graphiques par I'utilisation d’algorithme d’opti-
misation. De plus, les pré requis sont ceux de I'automatique fréquentielle classique.

En conclusion, dans le cadre de I'automatique fréquentielle appliquée aux sys-
temes linéaires stationnaires, une forte évolution est intervenue dans les années 80.
Les concepts de base de I'automatique fréquentielle classique ont été conservés :

—le cahier des charges se traduit par des contraintes sur les modules des fonctions
de transfert en boucle fermée : notamment nécessité de la rétroaction pour le rejet de
perturbation non mesurée (objectif de désensibilisation) ;

— un systéme physique est représenté par une famille de modéles : importance de
la robustesse ;

—rble fondamental des schéma-blocs.

Une solution élégante a été apportée au défaut le plus important de I'automatique
fréquentielle qui est I'absence de formalisation mathématique précise du cahier des
charges. Cela a permis des développements théoriques importants qui ont mené a des
solutions exactes, trés souvent de complexité importante. Le cadre théorique est ac-
tuellement tres complet. Parallelement & cela, des solutions dotées d’'algorithmes effi-
caces, faisant appel a I'optimisation convexe, ont été recherchées. Elles sont basées sur
des conditions suffisantes. Du fait de ce conservatisme, elle nécessite une certaine ex-
pertise de la part de I'utilisateur. De notre point de vue, doivent étre privilégiées celles
qui nécessitent essentiellement une expertise en automatique, par rapport a celle qui
nécessite aussi une expertise en optimisation. Si le volet “théorie” a été bien cerné,
beaucoup de travail est encore nécessaire sur le volet “outils et méthodes”.
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5. Non linéaire : du séquencement de gains a la norme incrémentale
6. De I'art d’obtenir des formulations convexes : tentative d’approche

Une approche générale pour I'analyse et la commande des systémes par optimisa-
tion convexe est en train d’émerger (voir la thése [SCO 97a, SCO 98]). La méthodo-
logie proposée repose sur la démarche suivante :

1) Description du comportement d'un systéme para@graintes quadratiques

2) Modélisation d'un systéme pémterconnexion

3) Analyse des systémes par optimisation, pour la

- Stabilité :Séparation des graphes
- Performance S procédure
4) Synthese de Correcteurs par utilisation du Lemnigigiination
Description du comportement d’'un systéme par des contraintes quadratiques

Comment caractériser le comportement d’'un systéme, éventuellement non linéaire,
non stationnaire ? A une entrée donnée du systeg correspond une sortie(t)

w(t) ] =)
— . systeme| .

déterminée si on considére que I'on est capable de décrire le systéme par un modéle
unique ou méme un ensemble de sortigs si, selon le point de vue de la commande
robuste, le systeme est décrit par une famille de modéles (modéle incertain). L'en-
semble des couplds(t), w(t)) est appelé graphe. On peut alors ramener I'étude du
comportement du systéme a celui de son graphe. La question qu’on se pose est de dé-
terminer, pour un ensemble de signaux d’entrég), la famille des signaux de sortie

z(t).
L'idée est de caractériser ces ensembles par des contraintes quadratiques. Par exemple,
si on notel, 'ensemble des signaux d’énergie finie :

{w /Om w(t)Tw(t) dt < oo}

une premiére caractérisation est la stabilité : pour tout Lo, z € L%, Une ca-
ractérisation plus fine peut étre obtenue a travers;lgain stabilité : le systeme est

21. Linstabilité peut se définir & partir d&§ = {w ‘VT >0, [T wt) w(t)dt < oo}.
Un systeéme est instable si pour une entrée L, la sortiez appartient &5 \ Lo.
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Famille de modéles
ensemble des z pour un w donné

™

Sur familles de modeles
ensemble des z vérifiant contrainte quadratique

stable et de plus, on peut définir une borne sur 'amplification énergétique maximale
(Logain) i3y >0, VTw, VT >0,

/T 2(0)T2(t) dt < +? /T w(t)Tw(t) dt
0 0

Il est possible de définir une caractérisation plus fine des signaux en considérant une
contrainte quadratique en et z plus générale { X, Y, Z} dissipativité ouX < 0,Y
et Z sont trois matrices telles que :

T T
z(t) X Y z(t)
> >
wxo [P0 ] [ 71 [af o
Cette caractérisation inclue I gain stabilité et la passivité
gain L, inférieura v X = —1,Y =0etZ =21
passivitte X =0,Y =TetZ =0

Enfin une caractérisation trés fine peut étre obtenue dans le domaine fréquentiel :
{X(jw), Y (jw), Z(jw)} dissipativité, avecX (jw) < 0:

[TLET (3 W) s

—00

Cela correspond par exemple a la formalisation de la performance par I'utilisation de
la normeH,, pondérée. Dans la suite de la section, par simplicité, on considérera la
caractérisation par des propriétés{dé Y, Z} dissipativité.

Dans ce contexte-la, analyser un systeme revient a :

— Vérifier sa - gain) stabilité
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— Etudier sa “performance” & travers de la caractérisation de son comportement
par:

- la vérification d’'une propriété de dissipativité particuliére (par exemifle

ensemble des z pour un w donné

- la paramétrisation d’'un ensemble de propriétés de dissipativité

Modélisation d'un systéme par InterconnexionUne approche classique en théorie

des systemes est de modéliser les systemes (complexes) comme une interconnexion de
sous-systemes élémentaires(figure 20). Dans le cadre considéré ici, on peut définir

un systeme élémentaire comme un systéme pour lequel on a une (paramétrisation
des) propriété(s) de dissipativité. Par exemple, on peut définir 3 enseXifdey),

Y (A;) etZ(A;) tels que chaqud; est{ X,,Y;, Z;} dissipativité avecX; € X(A;),

Y, € Y(A)), Z; € Z(A;). A partir de ces ensembles, il est possible de construire 3
ensembleX(A), Y(A) etZ(A) tels queA est{X,Y, Z} dissipativité avecX €
X(A),Y € Y(A), Z € Z(A). La description est d'autant plus fine que I'ensemble

des contraintes quadratiques considérées est riche. Cependant au plus la description
serafine, au plus la complexité des critéres d’analyse et de commande sera importante.

L'analyse du systeme interconnecté revient alors a rechercher une ou plusieurs
propriétés de dissipativité vérifiées par ses entrées et ses sorties, connaissant (une pa-
ramétrisation des) propriété(s) de dissipativité de chacun de ses sous syAteetes
le “schéma” d’'interconnexiod/ (voir la figure 20).

ExempleComme exemple de systeme “complexe”, on peut citer les systémes linéaires
stationnaires d’équations :

[15]

{x(t) = AztBw
z(t) Cx+Dw

Un tel systeme peut étre vu comme l'interconnexion d’intégrateurs, le schéma d'inter-
A B ]

connexion)/ étant donné par la matrice de gains (voir la figure 2) = [ c D
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Figure 20. Modélisation par un systéme interconnecté

J
T T
A B
< | ¢ D L w_

Figure 21. Systéme linéaire stationnaire

Il est simple de trouver un ensemble de contraintes quadratiques vérifiées par les
intégrateurs. Avec une condition initiale nulle, on a :

VT >0, /Tx(t)T:'c(t) dt = %x(T)T:E(T) > 0.
0

lIs sont donc passif§(, I, 0}-dissipatifs). En introduisant une matrice définie positive
P, on peut obtenir une paramétrisation d'un ensemble de contraintes quadratiques :

T
1
VT >0, / x(t) Pi(t) dt = 5gr,=(T)TPg;(T) > 0.
0
Par suite, les signaux aux bornes des intégrateurs vérifient une famille de contraintes

quadratiques paramétrisées par la matrice définie posit(ile sont{0, P, 0}-dissipatifs).
On peut donc les considérer comme des systemes élémentaires.
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Analyse de la stabilitéLa stabilité interne du systéme interconnecté représenté figure
21 peut étre définie par le fait que I'opérateur quiaetws associe etq estL, gain
stable (voir figure 22).

P yH4 wo
My Shi

Figure 22. Stabilité interne

Les théorémes de stabilité sont basés sur la notiorsémration des graphes
[SAF 80]. Dans le cas de lgX, Y, Z} dissipativité, si

1) pour les signaux(t) etq(t) tels quep(t) = A(q(t)) :

oo [0 (3 5[] o=

2) pour les signaux(t) etq(t) tels queg(t) = My,p(t) : il existee > 0 tel que

VT > 0,/: { ggg ]T { ‘;(T g [ zgg }dt < e/(;T(p(t)Tp(th(t)Tq(t))dt

(ces deux conditions assurent que les graphées eede/,, n'ont que(0, 0) comme
point commun) alors le systéme interconnecté représenté figure 22 est internement
stable.

Théorémel a stabilité interne est assurée s'il existe € X(A), Y € Y(A) et
Z € Z(A) telles que

1 Y X I

Dans le cas ou les ensemblE$A), Y(A), Z(A) sont affines, trouvek € X(A),
Y e Y(A)etZ € Z(A) tels que la condition (16) soit satisfaite est un probléme de
faisabilité LMI (voir page 14).

LI

Exemple (suite)Puisque les intégrateurs soft, P, 0}-dissipatifs, d’aprés le théo-
réme de séparation des graphes, le systéme (20) est internement stable: skpaur
ona:

VT > 0, /OT { igg ]T [ 0 5 } { igg ]dt < —6/OT(x(t)Tx(t)+i:(t)Tx'(t))dt
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ce qui est assuré par :
ATP+ PA<O. [17]

Il suffit alors de trouver une matric® définie positive (c'est-a-dire d’exhiber une
propriété de{ X,Y, Z} dissipativité vérifiée pan) telle que la condition (17) soit
satisfaite (condition de séparation des graphes) pour démontrer la stabilité interne. On
retrouve la condition obtenue par le théoréme de Lyapunov.

Analyse de la performancelLa performance pour le systéme interconnecté, repré-
senté figure 20, peut étre définie comme la stabilité interne et une propriété de
{Xpers, Ypers, Zper s} dissipativité vérifiée par les entrées/sortiest w.

Des conditions garantissant la performance peuvent étre obtenues a parti§ de la
procédurelJAK er].

o= [ L [ S o
pourz(t), w(t), p(t) etq(t) tels que[
IR IR

est vérifiée sir > 0 tel que

Y (p, w), oo(p,w) > 701(p,w).

Théoremel e systéme est performant s'il existé € X(A), Y € Y(A) etZ €
Z(A) telles que

Z 0 yT 0
T
M 0 —X er 0 =Y, er M
R perf perf L [18]
I Y 0 X 0 I
0 —YpTeTf 0 —Zpers

Dans le cas ou les ensembl¥$A), Y(A), Z(A) sont affines, trouveK € X(A),
Y e Y(A)etZ € Z(A) tels que la condition (18) soit satisfaite est un probléme de
faisabilité LMI (voir page 14).

Exemple (suite)On cherche une condition garantissant que le systeme (2@),est
gain stable, avec ufi, gain inférieur &y (soit une propriété dé—1,0,~>I} dissi-
pativité). Puisque nous sommes dans le cas de systémes linéaires stationndiyes, le
gain correspond ala nornié,, de la fonction de transfe€(p) = D+C(pI—A)~'B
avec
IGllw = sup G(H(p))= sup o(H(jw)).
Rep)>o0 w€el0, +o0]
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Par application du théoréme précédent, on obtient : trobivetle que

ATP+PA+CTC PB+CTD
BTp 4+ DTC DTD —~2I

On retrouve la condition du lemme borné réel (cas particulier du lemme de Kalman
Yakubovitch Popov) évoqué a la section 3.

A
q p
z M M, w
M 0w

Figure 23. Systeme a commander

Synthése de correcteur$On veut connecté le systéeme interconnecté a commander
(voir figure 23) avec un autre systéme interconnecté a déterminer (correcteur) de telle
fagon a ce que le systeme bouclé (voir la figure 24) soit stallE gt 1, Yoer r, Zpery }
dissipatif entrev etz. Le systéme interconnecté a déterminer s’écrit comme la connexion

q p
Z—MMU‘—U)
y U
K
A

Figure 24. Commande d’'un systéme interconnecté

d'une matrice de gain& a déterminer et d'une copie des sous systéahi sys-
teme a commander. Le systéme en boucle fermée peut se réécrire de fagon équivalente
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comme cela est représenté figure 25. La recherche du correcteur revient a compléter
I'interconnexion du systéeme en boucle fermée. La démarche consiste a appliquer le

Figure 25. Systéme a commander

théoréme d’analyse de la performance au systéme en boucle fermée représenté figure
25. En introduisant la décomposition :

qu qu Mqu

l:]]\;[ ]\gu :| = sz ]\/[zw Mzu

Y My, My, 0

ona:
[ M, 0 My, 0 My, 0 I o
M = 0 O 0 +| 1 O K{ M 0 M
M, 0 M,y 0 M,, up yw
7 7, My

Par suite, le systéme en boucle fermée s’écrit comme la connexibh sl les sous

systéemes
- A0
A[ . A].

A partir des ensembleX(A), Y(A) etZ(A), il est possible de déterminer des en-
semblesX(A), Y(A) etZ(A). D’aprés le théoreme d'analyse de la performance,
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le systeme bouclé sera stable et performant s'il exiSte X(A), Y € Y(A) et
Z € Z(A) tels que

B [z o v' o0 B
M + M, KM, } e [ M+ MLEM, ] _
I Y 0 X 0 I,
0 _erq;rf 0 _Zperf
X Y
v 7
[19]

Dans cette inégalité, les matrices a déterminer $onX(A), Y(A) etZ(A). La
matrice ne dépendant pas de fagon affine de ces variables, le probléeme ne peut pas
s’écrire comme un probléme d’optimisation LMI (faisabilité). Cependanigreme

d’élimination [BOY 94] permet de réécrire ce probléme sous une forme équivalente
ou la matriceK a disparu.

Théorémadl existe une matricél € R**! telle que la condition (19) soit satisfaite si
et seulement si

7T J—
— 1T M X Y M | — L
w ] ez ][ e

T ~
—rlT | 3" X M |1t
M l . { or ] [ ML <0

u
n

N =<

~ ~ - 7l R
avecX,Y etZ avecMZ qui représente la matrice orthogonal de la matM:§ et:
X Y\[-z ¥v7]_,
y" z v -X |

Dans le cas considéré, les deux inégalités et la contrainte égalité associée se simplifient
de fagon a obtenir un probléme de faisabilité LMI (pour détails, voir [SCO 97a]). Une
fois ce probléme résolu, le correcteur peut étre obtenu.

Exemple (suite)Soit le systeme & commander :

#(t) = Az(t) + Byw(t) + Byu(t)
2(t) = C,x(t) 4+ D.w(t) + Dyu(t)
y(t) = Cya(t) + Dyww(?)
On recherche une loi de commande par retour d'état de méme ordre que le systeme :
{ ir(t) = Axrgx+Bry [20]
u(t) = Cgzg+Dgy

(c'est-a-dire la matricek’ = { éK gK D qui assure que :
K K
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1) le systéme bouclé est stable ;
2) la normeH, de la fonction de transfert en boucle fermée entre I'enirét la
sortiez est inférieure & (soit une propriété dé—1,0,v21} dissipativité).

L'application du théoréme présenté ci-dessus méne au résultat suivant : un tel cor-
recteur existe si et seulement s’il existe deux matriees ) telles que :

[ QAT +AQ B, QCT

[ BZ; 0 DZu ]i BZ; _’YI D,Zw [ BZ; 0 DZu ]L SO

CZQ Dzw _’7‘[

_ ) [21]
ATP+PA PB, CT
[Cy, Dyw 017 BrPp —I DI, |[C, Dy, 0], <0

i C, D., —I ]

[22]
et
P I

[ I 0 ] >0 [23]

Tester I'existence d'un correcteur qui assure un “niveau de performangefiné est

un probléme de faisabilité LMI. Tester I'existence d'un correcteur qui assure le plus
petit “niveau de performancej peut s’écrire comme un probléme de minimisation
d’'un co(t linéaire sous contrainte LMI.

7. Conclusion

Le développement de I'automatique fréquentielle répond a un besoin industriel de
méthodologies (pas forcement simplistes) basées sur des outils simples et accessibles.

Pour cela, 'automatique fréquentielle classique a développé des outils graphiques
qui, face aux exigences actuelles, ne sont plus adaptés. Des le début des années 80,
il a été proposé de développer, dans le cadre des systémes linéaires stationnaires, de
nouveaux outils. Pour cela, les concepts fondateurs de I'automatique classique ont été
conservés, cependant une formalisation du cahier des charges a été entreprise qui a
permis de bien posé le probléme. A partir de celle-ci, des outils ont été proposés sous
la forme d’algorithme d’optimisation convexe. Face a la complexité intrinséque des
probléemes et dans I'optique d'obtenir des outils efficaces et accessibles, I'accent a
été mis sur la recherche d’'un compromis entre la conservatisme des conditions sous
jacentes aux outils et la complexité des algorithme de résolution.

Dans le cadre des systemes linéaires stationnaires, la formalisation est trés avan-
cées. Beaucoup de travaux ont été faits au niveau des outils : cependant beaucoup de
travail reste a faire. On dispose maintenant d'une palette d’outils de mise au point des
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asservissements multivariables (analyse et synthése). Cependant, le tableau général
n'est pas encore acheveé.

Dans le cadre des systémes non linéaires, la méme démarche a été appliquée trés
récemment. Lintroduction de la norme incrémentale (pondérée) pour la formalisation
du cahier des charges a permis de proposer une formalisation assez compléte du pro-
bleme d’asservissement non linéaire. Les travaux au niveau des outils ont débuter :
beaucoup reste a faire! Cependant les premiers résultats obtenus avec des outils trés
conservatif sont particulierement encourageant.

concepts

formalisation

En fait, les succes de l'automatique “fréquentielle” vient de ce qu’elle se situe
au dela des clivages traditionnels : théorie/pratique, ancien/moderne, linéaire/non li-
néaire. Comme l'illustre par exemple la nécessité de la borne supérieyreaigr
assurer la stabilité face a des incertitudes dynamiques variant lentement dans le temps,
il est important d’intervenir sur les différents maillons de la chaine, des concepts au
développement et a la mise en ceuvre des outils. C'est ce qui rend sans doute I'auto-
matique fréquentielle si excitante !
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