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¹º »¼½¾ ¯½¼ ¿¯½À Á Â ½ Ã¯½ºÄ Å ¼½¾ ½¼Æ¯½¼ ÆÇÈ¿½À¼½ÀÄ½¾ ½ºÃ ÉÊºÄ¯½À¼ ËÌ¼È¼Í ÎÆÊ¼¿½ÃÃ¯ ÏÐÑÒÓ
ÔÀ¯ ¾ ÕÈ ÖÀ¯ÍÌ ÃÊÀÃ Å ¿ÊºÖ Í½ Æ½ Ã¼È×È¯¿ Í½ ÃÇØÄ½ ½Ã ÍÈºÄ ¾ È ÆÇÈ¼Ö½ Í Õ½ºÄ½¯Öº½¾ ½ºÃ Í½ ÉÊÙ
º¯Ã½À¼ Ú Û½ ¾ Ì¾Ê¯¼½ ½ÄÃ ÌÖÈ¿½¾ ½ºÃ ¿½ Ü¼À¯Ã Í½ ¿ Õ½ºÆÈÍ¼½¾ ½ºÃ ÔÀ½ ¾ ÕÈ È»»Ê¼ÃÌ ÉÊºÄ¯½À¼
Ý ¯ºÆ½ºÃ Þ¼Ê¾ ¯Êº ÏßàáÑ Ó ÍÊºÃ ¿ Õ½â½¼×½ÄÆ½ºÆ½ Í½Ä ¯ÍÌ½Ä ¾ ÕÈ ÌÃÌ Í ÕÀº½ È¯Í½ ½ÄÄ½ºÃ¯½¿¿½ Ú
ãÀ Õ¯¿ ¾ ½ ÄÊ¯Ã ÍÊººÌ ¯Æ¯ Í½ ¿½À¼ ½ä»¼¯¾ ½¼ ÃÊÀÃ½ ¾ È ÆÊºÄ¯ÍÌ¼ÈÃ¯Êº »ÊÀ¼ ¿È ÆÊººÈ¯ÄÄÈºÆ½
ÄÆ¯½ºÃ¯åÔÀ½ Á ¿È ¾ ÌÃÇÊÍ½ ÔÀ½ Â ÕÈ¯ »À È»»¼½ºÍ¼½ Í Õ½Àä ½Ã ÃÊÀÃ½ ¿È ¿¯æ ½¼ÃÌ ÔÀ Õ¯¿Ä ÊºÃ ÄÀ ¾ ÕÈÆÙ
ÆÊ¼Í½¼ Ú

ç½ ÄÊÀÇÈ¯Ã½¼È¯Ä ÌÖÈ¿½¾ ½ºÃ ½ä»¼¯¾ ½¼ ÃÊÀÃ½ ¾ È ÆÊºÄ¯ÍÌ¼ÈÃ¯Êº Å ¿ ÕÌÖÈ¼Í ÍÀ Ò¼ÊÜ½ÄÄ½À¼ ÉÊÙ
ÇÈ¾¾½Í É ÕÎÈÈÍ ÔÀ¯ Á ¾ ÕÈèÈºÃ Ã¼ÈºÄ¾ ¯Ä ¿È »ÈÄÄ¯Êº Í½ ¿ ÕÑÀÃÊ¾ÈÃ¯ÔÀ½ ½º Í½Àä ¯Ø¾ ½ ÈººÌ½
Í½ ¿ Õ¹àÎßÙÛÈ½º Á ¾ ÕÈ ÈÆÆÀ½¯¿¿¯ ÈÀ Ä½¯º Í½ ÄÊº ¿ÈæÊ¼ÈÃÊ¯¼½ Ú ç½ ¼½¾ ½¼Æ¯½ ÉÊºÄ¯½À¼ ç½ÈºÙÒ¯½¼¼½
Ý ¯¿¿È Á é ¯¼½ÆÃ½À¼ ÍÀ ÐÑÎêÙßàáÑ »ÊÀ¼ ¿ ÕÈÆÆÀ½¯¿ ÃÊÀÂ ÊÀ¼Ä ÈÖ¼ÌÈæ¿½ ÈÀ Ä½¯º ÍÀ ÐÑÎêÙßàáÑ
Í½ ÉÊºÃ»½¿¿¯½¼ Ú ç Õ½ä»¼¯¾ ½ ÃÊÀÃ½ ¾ È Ö¼ÈÃ¯ÃÀÍ½ Å ç½ÈºÙÒ¯½¼¼½ êÈÀ¾ ½ Á ë È×¯½¼ Ð¯Ã¼¯ÆÊ ½Ã
Ò¯½¼¼½Ùì ¿¯× ¯½¼ É È¿ÈÃ½¼¼½ Í½ ¿ Õíº¯ÃÌ Í½ á½ÆÇ½¼ÆÇ½ ß¼¼¯ÖÈÃ¯Êº ÍÀ Û¹ÉÑËá¹Þ ÉÊºÃ»½¿¿¯½¼
»ÊÀ¼ ¿½À¼ ½ºÄ½¯Öº½¾ ½ºÃ Í½ ¿ ÕÇèÍ¼ÈÀ¿¯ÔÀ½ ½Ã ¿½À¼ È¯Í½ ÆÊºÄÃÈºÃ½ ÆÊºÆ½¼ºÈºÃ ¿È »È¼Ã¯½ Í½ ¿È
ÃÇØÄ½ ÆÊºÄÈÆ¼Ì½ Å ¿È ÆÊ¾¾ÈºÍ½ Í½Ä ÆÈºÈÀä Í Õ¯¼¼¯ÖÈÃ¯Êº Ú

ç½ Ã¯½ºÄ Å ¼½¾ ½¼Æ¯½¼ Ë ¯¿¿½Ä éÀÆ Á Ò¼ÊÜ½ÄÄ½À¼ Å ÎíÒ¹Ð¹Û Á ½Ã ÐÀÆ éÀÖÈ¼Í Á é ¯¼½ÆÃ½À¼ Í½
á½ÆÇ½¼ÆÇ½ Å ¿ ÕßàÒË Á Í½ ¾ ÕÈ×Ê¯¼ ÜÈ¯Ã ¿ ÕÇÊºº½À¼ Í ÕîÃ¼½ ¼È»»Ê¼Ã½À¼Ä Í½ ¾Êº Ã¼È×È¯¿ Ú ç½ ¿½À¼
ÄÀ¯Ä Ã¼ØÄ ¼½ÆÊººÈ¯ÄÄÈºÃ »ÊÀ¼ ¿½ Ã½¾»Ä ÔÀ Õ¯¿Ä ÊºÃ ÆÊºÄÈÆ¼Ì Å ¿È ¿½ÆÃÀ¼½ Í½ Æ½ ¾ Ì¾Ê¯¼½ È¯ºÄ¯
ÔÀ½ »ÊÀ¼ ¿½À¼Ä ÆÊ¾¾½ºÃÈ¯¼½Ä ½º¼¯ÆÇ¯ÄÄÈºÃÄ ÔÀ¯ ÊºÃ ÆÊºÃ¼¯æÀÌ Å ¿È åº¯Ã¯Êº Í½ Æ½ÃÃ½ ÃÇØÄ½ Ú
ç½ ¼½¾ ½¼Æ¯½ × ¯×½¾ ½ºÃ ¾ ½ÄÄ¯½À¼Ä êÊÀÃÈïæ éÈÇÇÊÀ Á Ò¼ÊÜ½ÄÄ½À¼ Å ¿ Õíº¯×½¼Ä¯ÃÌ ÒÈÀ¿ ÎÈæÈÃ¯½¼
Í½ ðÊÀ¿ÊÀÄ½ Á ½Ã ÛÇ¼¯ÄÃ¯Èº éÀæÀÆ Á Ò¼ÊÜ½ÄÄ½À¼ Å ¿ Õíº¯×½¼Ä¯ÃÌ Í½ ÛÈ½º ½Ã é ¯¼½ÆÃ½À¼ Í½ ¿ ÕíÞá
ÎÆ¯½ºÆ½Ä Á Í½ ¾ ÕÈ×Ê¯¼ ÜÈ¯Ã ¿ ÕÇÊºº½À¼ Í½ ÜÈ¯¼½ »È¼Ã¯½ ÍÀ Â À¼è Í½ ÃÇØÄ½ Ú

ÛÇÈÆÀº ÄÈ¯Ã ÔÀ½ ¿½ ÆÇ½¾ ¯º ÔÀ¯ ¾ Øº½ Å ¿È ÃÇØÄ½ ½ÄÃ ¿ÊºÖ ½Ã »ÈÄÄ¯ÊººÈºÃ ½Ã ÔÀ½ ¿½ ÄÊÀÙ
Ã¯½º ¼½ñÀ Í½ ÃÊÀÃ½ » ½¼ÄÊºº½ ½ÄÃ È»»¼ÌÆ¯Èæ¿½ Ú ç½ ÄÈ¯Ä¯Ä Æ½ÃÃ½ ÊÆÆÈÄ¯Êº »ÊÀ¼ ¼½¾ ½¼Æ¯½¼ ÃÊÀÃ½Ä
Æ½¿¿½Ä ½Ã ÃÊÀÄ Æ½Àä ÔÀ¯ ¾ ÕÊºÃ È¯ÍÌ ½Ã ½ºÆÊÀ¼ÈÖÌ Á ½º »È¼Ã¯ÆÀ¿¯½¼ É ¯òÈ Á ÞÈæ¼¯Æ½ Á É ÈÃÇ¯½À Á
ËÀèÁ ÉÊºÍÇ½¼ Á ÒìÉ Á Ñó½Í¯º½ Á ÐÈÀ¼½ Á Î¯¾ Ê ½Ã ËÀ¯¿¿ÈÀ¾½ Ú
¹ºåº Á Â ½ ÄÈ¿À½ ¿½ Ã¼È×È¯¿ ÈÍ¾ ¯º¯ÄÃ¼ÈÃ¯Ü ¯º½ÄÃ¯¾ Èæ¿½ ÈÆÆÊ¾»¿¯ »È¼ ðÇÌ¼ÌÄÈ Á ÛÌÆ¯¿½ ½Ã ÛÇ¼¯ÄÙ
Ã¯º½ Ú
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� ,�V� /PWRS.XU1 K1 /R �PKUQS.V� K1 WVK /1¡ � Ú ÒÊÄ¯Ã¯Êº ÍÀ »¼Êæ¿Ø¾ ½ Á ÜÊ¼¾À¿ÈÃ¯Êº Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú   Ú Ú ÒÊÀ¼ÔÀÊ¯ ¼ÌÍÀ¯¼½ ! Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú   Ú Ú£ áÌÍÀ¯¼½ Àº ¾ÊÍØ¿½ »ÊÀ¼ ¿È ÆÊ¾¾ÈºÍ½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú  Ú Ú� ¹ä½¾»¿½ ÈÆÈÍÌ¾ ¯ÔÀ½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú  Ú Ú" ÛÊ¾»¿½ä ¯ÃÌ ½Ã ¾ ¯Ä½ ÈÀ »Ê¯ºÃ Í ÕÀº½ ¿Ê¯ Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú � Ú Ú" Ú ãÀ½¿ÔÀ½Ä ¾ ÊÃÄ ÄÀ¼ ¿È ÆÊ¾»¿½ä ¯ÃÌ È¿ÖÊ¼¯ÃÇ¾ ¯ÔÀ½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú " Ú Ú" Ú£ Ð½Ä È»»¼ÊÆÇ½Ä ÆÊººÀ½Ä Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú " Ú£ áÌÍÀÆÃ¯Êº »ÊÀ¼ Í½Ä ½ºÄ½¾æ¿½Ä Í½ Ä¯ÖºÈÀä Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú # Ú£ Ú ¹ä½¾»¿½ Í½ »ÊºÍÌ¼ÈÃ¯Êº Í½ ÄÊ¼Ã¯½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú $ Ú£ Ú£ Û¿ÈÄÄ¯åÆÈÃ¯Êº Í½Ä ¾ ÌÃÇÊÍ½Ä ½ä ¯ÄÃÈºÃ½Ä Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £  Ú� Ð½Ä Í¯âÌ¼½ºÃÄ ½ä½¾»¿½Ä ÌÃÀÍ¯ÌÄ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £ Ú� Ú ¹ä½¾»¿½ Í½ ÎÈÜÊºÊ× ½Ã È¿ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £� Ú� Ú£ Ð Õ½ä½¾»¿½ ÍÀ ðË¹à Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £" Ú� Ú� Ð Õ½ä½¾»¿½ ÍÀ æ¯½Ü Í½ Ãè» ½  Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £�
% JR�RQSP�.¡RS.V� KU 0�V� / W1 K1 �PKUQS.V� K1 WVK /1¡ %&
£ Ú Ò¼Êæ¿Ø¾ ½Ä Í ÕÊ»Ã¯¾ ¯ÄÈÃ¯Êº '() Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £*
£ Ú£ ÞÊ¼¾ È¿¯ÄÈÃ¯Êº ÍÀ »¼Êæ¿Ø¾ ½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £$

£ Ú£ Ú á½¾È¼ÔÀ½ ÄÀ¼ ¿È ÆÊºÍ¯Ã¯Êº Í½ ¼ÈºÖ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú � 
£ Ú£ Ú£ ÛÊºÄÃ¼ÀÆÃ¯Êº Í ÕÀº ¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú � 

£ Ú� Ð Õ½¼¼½À¼ ÈæÄÊ¿À½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú �£
£ Ú� Ú êÊ¼º½ ¯ºÜÌ¼¯½À¼½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú �£
£ Ú� Ú£ á½ÆÇ½¼ÆÇ½ Í½ ¿È ÄÊ¿ÀÃ¯Êº Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú �£
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£ Ú� Ú� ÛÈÄ »È¼Ã¯ÆÀ¿¯½¼Ä Í½ ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Ê»Ã¯¾ È¿½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú ��
£ Ú� Ú" É¯º¯¾ ¯ÄÈÃ¯Êº ÍÀ ¼ÈºÖ Å

γ
åäÌ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú ��

£ Ú� Ú" Ú Ñ¿ÖÊ¼¯ÃÇ¾ ½ ½Ã »¼Ê»¼¯ÌÃÌÄ »¼¯ºÆ¯»È¿½Ä Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú ��
£ Ú� Ú" Ú£ ÛÊºÍ¯Ã¯ÊºÄ ÄÀ5 ÄÈºÃ½Ä Í½ ÍÌÖÌºÌ¼½ÄÆ½ºÆ½ ÍÀ ¼ÈºÖ Í½  »È¼

ÆÊºÍ¯Ã¯ÊºÄ '() Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú �#
£ Ú� Ú" Ú� Ñ»»¿¯ÆÈÃ¯Êº Å ¿È ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í ÕÀº ¾ÊÍØ¿½ Í½ æ¯½Ü Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú �*

£ Ú� Ú� Ð¯¾ ¯ÃÈÃ¯Êº Í½ ¿ Õ½¼¼½À¼ ÈæÄÊ¿À½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú �6
£ Ú" Ð Õ½¼¼½À¼ ¼½¿ÈÃ¯×½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú " 

£ Ú" Ú íº ¯ºÃÌ¼îÃ »È¼Ã¯ÆÀ¿¯½¼ »ÊÀ¼ ¿ ÕÈ»»¼Êä ¯¾ ÈÃ¯Êº ½º ¾ÊÍÀ¿½ ½Ã ½º »ÇÈÄ½ Ú " 
£ Ú" Ú£ Ò¼Ê»¼¯ÌÃÌÄ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú "�
£ Ú" Ú� á½ÆÇ½¼ÆÇ½ Í ÕÀº½ ÄÊ¿ÀÃ¯Êº Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú "�
£ Ú" Ú" Ð¯¾ ¯ÃÈÃ¯Êº Í½Ä ½¼¼½À¼Ä ÈæÄÊ¿À½Ä ½Ã ¼½¿ÈÃ¯×½Ä Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú "�

£ Ú� ¹¼¼½À¼ ¼½¿ÈÃ¯×½ »ÊºÍÌ¼Ì½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú "#
£ Ú# áÌÄÀ¾ Ì Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú "*

7 HSUK1 K1 /L1��1U� R� ¡V/U1 8�� Ú ßºÃ¼ÊÍÀÆÃ¯Êº Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú "6� Ú£ á½»¼ÌÄ½ºÃÈÃ¯ÊºÄ ÌÔÀ¯¿¯æ¼Ì½Ä Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú "6� Ú£ Ú ¹ºÄ½¾æ¿½Ä ÆÊ¾¾ÈºÍÈæ¿½Ä Á ÊæÄ½¼×Èæ¿½Ä »ÊÀ¼ Í½Ä Ä¯ÖºÈÀä
L2
æÊ¼ºÌÄ Ú � � Ú£ Ú£ ÛÊ¾¾ÈºÍÈæ¯¿¯ÃÌ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú � � Ú£ Ú� ìæÄ½¼×Èæ¯¿¯ÃÌ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú �"� Ú£ Ú" ð¼ÈºÄÜÊ¼¾ ÈÃ¯ÊºÄ ÌÔÀ¯¿¯æ¼Ì½Ä Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú �#� Ú� ð¼ÊºÆÈÃÀ¼½ ÌÔÀ¯¿¯æ¼Ì½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú # � Ú� Ú Ò¼Ê»¼¯ÌÃÌÄ Í½ ¿È Ã¼ÊºÆÈÃÀ¼½ ÌÔÀ¯¿¯æ¼Ì½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú # � Ú� Ú£ Þ¯º½ÄÄ½ Í½ ¿È æÊ¼º½

H∞

ÍÈºÄ £ ÆÈÄ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú #� Ú� Ú� É¯Ä½ ½º 9À×¼½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú #£� Ú� Ú" ¹ÃÀÍ½ Í½Ä ½ä½¾»¿½Ä Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú #�� Ú� Ú" Ú ¹ä½¾»¿½ Í½ ÎÈÜÊºÊ× ½Ã È¿ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú #�� Ú� Ú" Ú£ ¹ä½¾»¿½ ÍÀ ðË¹à Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú #�� Ú� Ú" Ú� ¹ä½¾»¿½ ÍÀ æ¯½Ü Í½ Ãè» ½  Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú #*� Ú� Ú� Ò½¼ÃÀ¼æÈÃ¯Êº Ä¯ºÖÀ¿¯Ø¼½ »ÊÀ¼ ¿È ÆÊºÄ½¼×ÈÃ¯Êº ÍÀ ÖÈ¯º ÄÃÈÃ¯ÔÀ½ Ú Ú Ú Ú #6� Ú� Ú� Ú Ò½¼ÃÀ¼æÈÃ¯Êº Ä¯ºÖÀ¿¯Ø¼½ ÍÈºÄ Àº½ ¼½»¼ÌÄ½ºÃÈÃ¯Êº ÌÔÀ¯¿¯æ¼Ì½ #6� Ú� Ú� Ú£ áÌÄÀ¾Ì Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú * � Ú" áÌÍÀÆÃ¯Êº »È¼ ¿È ºÊ¼¾ ½ Í½ : Èºò½¿ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú *� Ú" Ú éÌåº¯Ã¯ÊºÄ ½Ã »¼Ê»¼¯ÌÃÌÄ »¼¯ºÆ¯»È¿½Ä Í½ ¿È ºÊ¼¾ ½ Í½ : Èºò½¿ Ú Ú Ú Ú Ú *� Ú" Ú£ àÊ¼¾ ½ Í½ : Èºò½¿ ½Ã È»»¼Êä ¯¾ ÈÃ¯Êº Ê»Ã¯¾ È¿½ L∞

Í ÕÀº Ã¼ÈºÄÜ½¼Ã ÄÃÈæ¿½ *�� Ú" Ú� Ò¼¯ºÆ¯» ½ Í½ ¿È ÍÌ¾ ÊºÄÃ¼ÈÃ¯Êº Æ¿ÈÄÄ¯ÔÀ½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú *$� Ú" Ú� Ú Ð½ ;Ñ¿¿Ù»ÈÄÄ ½¾æ½ÍÍ¯ºÖ ; Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú *$� Ú" Ú� Ú£ ÛÈ¼ÈÆÃÌ¼¯ÄÈÃ¯Êº Í½Ä Ã¼ÈºÄÜ½¼ÃÄ ;È¿¿Ù»ÈÄÄ ; Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú *6� Ú" Ú� Ú� Ñ»»¿¯ÆÈÃ¯Êº ÈÀ ÆÈÄ ÄÊÀÄÙÊ»Ã¯¾ È¿ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú $ � Ú" Ú� Ú" ÒÈ¼È¾ ÌÃ¼¯ÄÈÃ¯Êº Í½Ä ÄÊ¿ÀÃ¯ÊºÄ ÄÊÀÄÙÊ»Ã¯¾ È¿½Ä Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú $£� Ú" Ú� Ú� É¯Ä½ ½º 9À×¼½ ÍÈºÄ ¿½ ÆÈÄ ÄÊÀÄÙÊ»Ã¯¾ È¿ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú $£� Ú" Ú� Ú# éÌ¾È¼ÆÇ½ ÍÈºÄ ¿½ ÆÈÄ Ê»Ã¯¾ È¿ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú $�� Ú" Ú� Ú* ÒÈ¼È¾ ÌÃ¼¯ÄÈÃ¯Êº ½Ã ¾ ¯Ä½ ½º 9À×¼½ ÍÈºÄ ¿½ ÆÈÄ Ê»Ã¯¾ È¿ Ú Ú Ú $�� Ú" Ú" áÌÍÀÆÃ¯Êº »ÈÄ Å »ÈÄ »È¼ ¿È ºÊ¼¾ ½ Í½ : Èºò½¿ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú $�� Ú" Ú� êÊ¼º½ ÄÀ»Ì¼¯½À¼½
H∞

ÄÀ¼ ¿ Õ½¼¼½À¼ :Èºò½¿ÙÊ»Ã¯¾ È¿½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú $*� Ú" Ú# ¹ÃÀÍ½ Í½Ä ½ä½¾»¿½Ä Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú $*� Ú" Ú# Ú Ð Õ½ä½¾»¿½ Í½ ÎÈÜÊºÊ× ½Ã È¿ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú $*
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� Ú" Ú# Ú£ Ð Õ½ä½¾»¿½ ÍÀ ðË¹à Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú 6 � Ú" Ú# Ú� ¹ä½¾»¿½ ÍÀ æ¯½Ü Í½ Ãè» ½  Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú 6 
8 8PKUQS.V� RU ¡1�¡ K1 / L1��1U� R�¡V/U1 0 V�KP�P1 �<" Ú Ñ»»¼ÊÆÇ½ »È¼ ÍÌÆÊ¾»ÊÄ¯Ã¯Êº ¾ÊÍÈ¿½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú 6#" Ú Ú Ò¼¯ºÆ¯» ½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú 6#" Ú Ú£ É ¯Ä½ ½º 9À×¼½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú 6*" Ú Ú� ÛÊºº½ä ¯Êº È×½Æ ¿È ¾ ÌÃÇÊÍ½ Í ÕÑ ¿ÙÎÈÖÖÈÜ ½Ã È¿ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú 66" Ú£ ð¼ÊºÆÈÃÀ¼½ ÌÔÀ¯¿¯æ¼Ì½ »ÊºÍÌ¼Ì½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú 66" Ú£ Ú ÐÈ ¾ÌÃÇÊÍ½ Í½ ¹ººÄ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú  " Ú£ Ú£ ÉÌÃÇÊÍ½ Í½ Ð¯º ½Ã ÛÇ¯À Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú  "" Ú£ Ú� ÉÌÃÇÊÍ½ Í½ =ÈºÖ ½Ã È¿ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú  �" Ú£ Ú" Ñ »¼Ê»ÊÄ Í½Ä � ¾ÌÃÇÊÍ½Ä »¼ÌÆÌÍ½ºÃ½Ä Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú  *" Ú£ Ú� Ñ»»¼Êä ¯¾ ÈÃ¯Êº Ê»Ã¯¾ È¿½ ÈÀ Ä½ºÄ Í½ ¿È ºÊ¼¾ ½ Í½ : Èºò½¿ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú  *" Ú£ Ú� Ú é¯ÄÆÀÄÄ¯Êº ÖÌºÌ¼È¿½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú  $" Ú£ Ú� Ú£ ÛÈÄ Í½ »ÊºÍÌ¼ÈÃ¯ÊºÄ ÈºÃ¯ÆÈÀÄÈ¿½Ä ½Ã ¯º×½¼Ä½¾ ½ºÃ ÈºÃ¯ÆÈÀÄÈ¿½Ä  6" Ú£ Ú� Ú� ÒÊºÍÌ¼ÈÃ¯ÊºÄ ÈºÃ¯ÆÈÀÄÈ¿½Ä Å óÌ¼ÊÄ ÄÃÈæ¿½Ä Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú " Ú£ Ú� Ú" ì»Ã¯¾ ¯ÄÈÃ¯Êº ÍÀ Ã½¼¾ ½ Í¯¼½ÆÃ

Dr

Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £" Ú� ¹ÃÀÍ½ Í½Ä ½ä½¾»¿½Ä Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú "" Ú� Ú Ð Õ½ä½¾»¿½ Í½ ÎÈÜÊºÊ× Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú "" Ú� Ú£ Ð Õ½ä½¾»¿½ ÍÀ ðË¹à Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú #" Ú� Ú� ¹ä½¾»¿½ ÍÀ æ¯½Ü Í½ Ãè» ½  Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú $
< G L1��1U� �1/RS.>1 1S / LR00�V? .W RS.V� K1 /R 0-R¡1 �%�� Ú ßºÃ¼ÊÍÀÆÃ¯Êº Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £� Ú Ú ÞÊ¼¾À¿ÈÃ¯ÊºÄ Ä½¿Êº ¿È ºÈÃÀ¼½ Í½

G(p)
Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £� Ú Ú£ Ò¼ÌÄ½ºÃÈÃ¯Êº Í½ ¿ ÕÈ»»¼ÊÆÇ½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú ££� Ú£ íº ÆÈÄ »È¼Ã¯ÆÀ¿¯½¼ Í Õ½¼¼½À¼ »ÊºÍÌ¼Ì½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £�� Ú£ Ú áÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¿ Õ½¼¼½À¼ ¼½¿ÈÃ¯×½ »È¼ ¿È ¾ ÌÃÇÊÍ½ Í½ ¹ººÄ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £�� Ú£ Ú Ú Ð½ ÆÈÄ ÆÈ¼¼Ì ¾ ¯º¯¾À¾ Í½ »ÇÈÄ½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £�� Ú£ Ú Ú£ Ð½ ÆÈÄ ÆÈ¼¼Ì ºÊºÙ¾ ¯º¯¾À¾ Í½ »ÇÈÄ½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £"� Ú£ Ú Ú� Ð½ ÆÈÄ ºÊºÙÆÈ¼¼Ì Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £"� Ú£ Ú£ áÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¿ Õ½¼¼½À¼ ¼½¿ÈÃ¯×½ Ä½¿Êº ¿È ºÊ¼¾ ½ Í½ : Èºò½¿ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £�� Ú� Ð½ ÆÈÍ¼½ ÖÌºÌ¼È¿ ÍÀ »ÇÈÄ½ ¾ ÈÃÆÇ¯ºÖ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £*� Ú� Ú áÌÍÀÆÃ¯Êº Í ÕÀº Ä» ½ÆÃ¼½ Á È»»¼Êä ¯¾ ÈÃ¯Êº ½º »ÇÈÄ½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £$� Ú� Ú Ú á½¿ÈÃ¯Êº Í½ êÊÍ½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £$� Ú� Ú Ú£ Ò½¼Ä» ½ÆÃ¯×½ Ç¯ÄÃÊ¼¯ÔÀ½ @ ÄÌ¼¯½Ä Ã½¾»Ê¼½¿¿½Ä Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £$� Ú� Ú Ú� ßºÃ½¼»¼ÌÃÈÃ¯Êº ÍÀ Ã¼ÈºÄÜ½¼Ã Í½ »ÇÈÄ½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £6� Ú� Ú£ éÌ¾ È¼ÆÇ½ ÍÀ »ÇÈÄ½ ¾ ÈÃÆÇ¯ºÖ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú � � Ú� Ú� ð¼ÊºÆÈÃÀ¼½ ÌÔÀ¯¿¯æ¼Ì½ ÄÃÊÆÇÈÄÃ¯ÔÀ½ ÏêÎð Ó Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú �£� Ú� Ú� Ú áÌÈ¿¯ÄÈÃ¯ÊºÄ ÄÃÊÆÇÈÄÃ¯ÔÀ½Ä ÌÔÀ¯¿¯æ¼Ì½Ä Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú �£� Ú� Ú� Ú£ Ò¼ÌÄ½ºÃÈÃ¯Êº Í½ ¿È Ã¼ÊºÆÈÃÀ¼½ ÄÃÊÆÇÈÄÃ¯ÔÀ½ ÌÔÀ¯¿¯æ¼Ì½ Ú Ú Ú ��� Ú� Ú� Ú� É¯Ä½ ½º 9À×¼½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú �"� Ú� Ú� Ú" Ð¯½º È×½Æ ¿È ¾ ÌÃÇÊÍ½ Í½ ¹ººÄ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú �"� Ú� Ú" êÊ¼º½Ä ÄÀ¼ ¿ Õ½¼¼½À¼ Í½ ÖÈ¯º ½Ã Í½ »ÇÈÄ½ ½º ¾ÊºÊ×È¼¯Èæ¿½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú ��� Ú" ¹ÃÀÍ½ Í½Ä ½ä½¾»¿½Ä Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú �#� Ú" Ú ¹ä½¾»¿½ Í½ ÎÈÜÊºÊ× Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú �#� Ú" Ú£ ¹ä½¾»¿½ ÍÀ æ¯½Ü Í½ Ãè» ½  Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú " � Ú� ¹¼¼½À¼ ¼½¿ÈÃ¯×½ »ÊºÍÌ¼Ì½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú "�



×¯¯¯ +ø ÷õ ÿ,ù-.üý/0 1øÿú ÷õ ./ûûõ0ùø 2 õ33÷ý.õüý/0 õ-4 .õ0õ-4
� Ú� Ú áÌÍÀÆÃ¯Êº ¼½¿ÈÃ¯×½ »ÊºÍÌ¼Ì½ :Èºò½¿ÙÊ»Ã¯¾ È¿½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú "�
� Ú� Ú£ ¹äÃ½ºÄ¯Êº Í½ ¿È êÎð ÈÀ ÆÈÄ »ÊºÍÌ¼Ì Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú "#
� Ú� Ú� ¹ä½¾»¿½ Í½ ÎÈÜÊºÊ× Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú "#
� Ú� Ú" ¹ä½¾»¿½ ÍÀ æ¯½Ü Í½ Ãè» ½  Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú "6

A 8PKUQS.V� B 0C /1¡ D?P¡ �<7# Ú Ò¼¯ºÆ¯» ½ Í½ ¿ ÕÈÖ¼ÌÖÈÃ¯Êº Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú ��
# Ú Ú é¯âÌ¼½ºÃÄ Í½Ö¼ÌÄ Í½ ÆÊ¾»¿½ä ¯ÃÌ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú �"
# Ú Ú£ ÑÖ¼ÌÖÈÃ¯Êº ½Ã Ê»Ã¯¾ ¯ÄÈÃ¯Êº ÆÊº×½ä½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú ��

# Ú£ Ñ»»¼ÊÆÇ½ Í¯¼½ÆÃ½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú �$
# Ú£ Ú áÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä ½º ½¼¼½À¼ ¼½¿ÈÃ¯×½ ÄÀ¼ Àº½ ÖÈ¾¾½ Í½ »À¿ÄÈÃ¯ÊºÄ �$# Ú£ Ú£ ÎÊ¿ÀÃ¯Êº ÍÀ »¼Êæ¿Ø¾ ½ EÅ »F ¿½Ä åäÌÄG Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú �6

# Ú� ¹ÃÀÍ½ Í½Ä ½ä½¾»¿½Ä Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú #�
# Ú� Ú ¹ä½¾»¿½ Í½ ÎÈÜÊºÊ× Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú #"
# Ú� Ú£ ¹ä½¾»¿½ ÍÀ æ¯½Ü Í½ Ãè» ½  Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú ##

# Ú" áÌÄÀ¾ Ì Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú #*

�� 	���H��� ��� �H�H�I � p�JJ�KH���� LMN
& N�S�VKUQS.V� B /R QVWWR�K1 K1¡ QR�RU? K L.��.�RS.V� �&�

* Ú ßºÃ¼ÊÍÀÆÃ¯Êº Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú *
* Ú£ íº ÄèÄÃØ¾ ½ Í½ Í¯ÄÃ¼¯æÀÃ¯Êº Í Õ½ÈÀ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú *
* Ú� Ð½Ä ÌÔÀÈÃ¯ÊºÄ Í½ ÎÈ¯ºÃÙÝ½ºÈºÃ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú *�

* Ú� Ú ÉÊÍØ¿½ ÍèºÈ¾ ¯ÔÀ½ Í½ ¿ ÕÌÆÊÀ¿½¾ ½ºÃ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú *�
* Ú� Ú£ Ð½Ä ¼ÌÖ¯¾ ½Ä Í ÕÌÔÀ¯¿¯æ¼½ @ ÆÈ¿ÆÀ¿ Í½Ä ¼ÌÖ¯¾ ½Ä » ½¼¾ Èº½ºÃÄ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú *�

* Ú" ¹ÃÈ»½Ä »¼ÌÈ¿Èæ¿½Ä Å ¿È ÄèºÃÇØÄ½ Í½ ÆÊºÃ¼F ¿½À¼ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú *�
* Ú� Ý½¼Ä Àº ¾ÊÍØ¿½ Í½ Í¯¾ ½ºÄ¯Êº åº¯½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú **

* Ú� Ú ÐÈ ¿¯ºÌÈ¼¯ÄÈÃ¯Êº ½äÈÆÃ½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú **
* Ú� Ú£ ÉÊÍØ¿½ ¿¯ºÌÈ¯¼½ Í½ Í¯¾ ½ºÄ¯Êº åº¯½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú **
* Ú� Ú� ÑºÈ¿èÄ½ Í½Ä ¾ ÊÍØ¿½Ä ÊæÃ½ºÀÄ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú *$

* Ú# é½ ¿È ÆÊ¾¾ÈºÍ½ Í ÕÀº æ¯½Ü Å ¿È ÆÊ¾¾ÈºÍ½ ¾À¿Ã¯×È¼¯Èæ¿½ Í ÕÀº ÆÈºÈ¿ Ú Ú Ú Ú $ 
O JVWWR�K1 K LU� � .1 P �O7$ Ú Òß È×È¿ Í¯ÄÃÈºÃ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú $�

$ Ú£ ÑºÈ¿èÄ½ Í ÕÀº½ ÄÊ¿ÀÃ¯Êº »ÊÄÄ¯æ¿½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú $$
$ Ú� ÛÊ¼¼½ÆÃ½À¼

H∞

Í ÕÀº æ¯½Ü Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú 6 
$ Ú� Ú ÎèºÃÇØÄ½ Í ÕÀº ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼

H∞

Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú 6 
$ Ú� Ú Ú ¹ä»¼½ÄÄ¯Êº ÍÀ ÆÈÇ¯½¼ Í½Ä ÆÇÈ¼Ö½Ä ½º Ã½¼¾ ½ Í½ ÆÊºÃ¼È¯ºÃ½Ä

H∞

Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú 6 
$ Ú� Ú Ú£ íº Æ¼¯ÃØ¼½ " æ¿ÊÆÄ ÆÊ¾¾½ ÄÊ¿ÀÃ¯Êº Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú 6�

$ Ú� Ú£ É ¯Ä½ ½º Ê½À×¼½ ½Ã ÈºÈ¿èÄ½ Í ÕÀº½ ÄÊ¿ÀÃ¯Êº »ÊÄÄ¯æ¿½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú 6�
$ Ú" ìæÃ½ºÃ¯Êº Í ÕÀº ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼ Í ÕÊ¼Í¼½ ÜÈ¯æ¿½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú 66

$ Ú" Ú ÎèºÃÇØÄ½ ÄÀ¼ ¿½ ¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £  $ Ú" Ú£ áÌÍÀÆÃ¯Êº ÍÀ ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £ $ Ú� áÌÄÀ¾ Ì Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £ �
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� 9Q�S- ¡1 K LU� QV��1QS1U�
H∞

0VU� /1 QR�R/ K L.��.�RS.V� %R&6 Ú ð¼ÈºÄÜ½¼ÃÄ ¾À¿Ã¯×È¼¯Èæ¿½Ä Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £ *6 Ú Ú Ð½ ¾ÊÍØ¿½ ÍÀ ÆÈºÈ¿ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £ *6 Ú Ú£ É ÈÃ¼¯Æ½Ä Í½ Ã¼ÈºÄÜ½¼Ã Í½ ¿È æÊÀÆ¿½ Ü½¼¾ Ì½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £ 66 Ú£ ÎèºÃÇØÄ½ Í ÕÀº ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼
H∞

Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £ 6 Ú£ Ú ¹ä»¼½ÄÄ¯Êº ÍÀ ÆÈÇ¯½¼ Í½Ä ÆÇÈ¼Ö½Ä ½º Ã½¼¾ ½ Í½ ÆÊºÃ¼È¯ºÃ½Ä
H∞

Ú Ú Ú £ 6 Ú£ Ú£ ÐÈ ÄÃ¼ÀÆÃÀ¼½ ÍÀ Æ¼¯ÃØ¼½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú ££6 Ú£ Ú� É¯Ä½ ½º Ê½À×¼½ ½Ã ÈºÈ¿èÄ½ Í ÕÀº½ ÄÊ¿ÀÃ¯Êº »ÊÄÄ¯æ ¿½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú ££6 Ú� ìæÃ½ºÃ¯Êº Í ÕÀº ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼ ¼ÌÍÀ¯Ã Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £#6 Ú� Ú ÎèºÃÇØÄ½ ÄÀ¼ Àº ¾ÊÍØ¿½ Í ÕÊ¼Í¼½ ÜÈ¯æ ¿½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £#6 Ú� Ú£ áÌÍÀÆÃ¯Êº ÍÀ ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £#6 Ú" áÌÄÀ¾Ì Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £$
JV�Q/U¡.V�¡ �P�P�R/1¡ % ��

��� 
���I�� SST
5 8PKUQS.V� 0VU� K1¡ Q/R¡¡1¡ K1 ¡.��RU? %%<
Ñ Ú ¹ºÄ½¾æ¿½Ä Í½ Ä¯ÖºÈÀä ½Ã »ÊºÍÌ¼ÈÃ¯ÊºÄ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú ££�
Ñ Ú£ éÌ¾ÊºÄÃ¼ÈÃ¯Êº ÍÀ ÃÇÌÊ¼Ø¾ ½  Ú£ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú ££#

� G1WW1¡ US./1¡ %%�
ê Ú Ð½¾¾½ ¼Ì½¿ æÊ¼ºÌ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú ££6
ê Ú£ Ð½¾¾½ Í½ ÎÆÇÀ¼ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú ££6
ê Ú� Ð½¾¾½ Í ÕÌ¿¯¾ ¯ºÈÃ¯Êº Í½Ä ×È¼¯Èæ¿½Ä Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £� 
ê Ú" Ð½¾¾½ Í½ ÆÊ¾»¿ÌÃ¯Êº Í ÕÀº½ ¾ ÈÃ¼¯Æ½ ÍÌåº¯½ »ÊÄ¯Ã¯×½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £� 
ê Ú� Ð½¾¾½ Í½ ÆÊ¾»¿ÌÃ¯Êº Í ÕÀº½ ¾ ÈÃ¼¯Æ½ Äè¾ ÌÃ¼¯ÔÀ½ Í Õ¯º½¼Ã¯½ ÍÊººÌ½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú £� 
ê Ú# ÑÀÃ¼½Ä ¿½¾¾½Ä Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £� 

J IPWV�¡S�RS.V�¡ K1 K.UP�1�S¡ �P¡U/SRS¡ KU Q-R0.S�1 % %7<
Û Ú ÛÊ¾¾½ºÃÈ¯¼½Ä ½Ã ÍÌ¾ ÊºÄÃ¼ÈÃ¯Êº ÍÀ ÃÇÌÊ¼Ø¾ ½ £ Ú£ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £��

Û Ú Ú éÌ×½¿Ê»»½¾½ºÃ Í½ ¿È ÆÊºÍ¯Ã¯Êº ÏÛ Ú�Ó Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £�#
Û Ú Ú£ éÌ×½¿Ê»»½¾½ºÃ Í½ ¿È ÆÊºÍ¯Ã¯Êº ÏÛ Ú" Ó Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £�6

Û Ú£ éÌ¾ÊºÄÃ¼ÈÃ¯Êº ÍÀ ¿½¾¾½ £ Ú" Ú£ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £" 
Û Ú� éÌ¾ÊºÄÃ¼ÈÃ¯Êº ÍÀ ¿½¾¾½ £ Ú� Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £" 

I 4V�W1 K1 �R�V1/ %87
é Ú Ð ÕÊ» Ì¼ÈÃ½À¼ Í½ : Èºò½¿ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £"�

H �VK /1 63H4 %8<
� W /PW1�S¡ K1 PRQSV�.¡RS.V� ¡01QS�R/1 %8&
Þ Ú ¹ºÄ½¾æ¿½ Í½Ä ÜÈÆÃ½À¼Ä Ä» ½ÆÃ¼ÈÀä ÈÄÄÊÆ¯ÌÄ Å Àº Ä» ½ÆÃ¼½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £"$
Þ Ú£ Ò¼Ê»¼¯ÌÃÌÄ ÈÄÄÊÆ¯Ì½Ä ÈÀä ÄÊ¿ÀÃ¯ÊºÄ ½äÃ¼Ì¾ È¿½Ä Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £� 
Þ Ú� ð½ÆÇº¯ÔÀ½Ä Í½ ÆÈ¿ÆÀ¿ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £�£

Þ Ú� Ú ÛÈ¿ÆÀ¿ Í ÕÀº ÜÈÆÃ½À¼ Ä» ½ÆÃ¼È¿ Å Í¼Ê¯Ã½ ¾ ¯º¯¾À¾ Í½ »ÇÈÄ½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £�£
Þ Ú� Ú£ ÛÈ¿ÆÀ¿ Í ÕÀº ÜÈÆÃ½À¼ Ä» ½ÆÃ¼È¿ Å ÖÈÀÆÇ½ ¾ ¯º¯¾À¾ Í½ »ÇÈÄ½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú £��
Þ Ú� Ú� á½»¼ÌÄ½ºÃÈÃ¯Êº Í ÕÌÃÈÃ ÆÊ¾»ÈÆÃ½ ÈÄÄÊÆ¯Ì½ Å £ ÜÈÆÃ½À¼Ä Ä» ½ÆÃ¼ÈÀä Ú Ú Ú £��



ä +ø ÷õ ÿ,ù-.üý/0 1øÿú ÷õ ./ûûõ0ùø 2 õ33÷ý.õüý/0 õ-4 .õ0õ-4
3 JVW0/PW1�S¡ ¡U� /1¡ 1?1W0/1¡ %<<
Ë Ú ¹ä½¾»¿½ Í½ ÎÈÜÊºÊ× Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £��

Ë Ú Ú ¹¼¼½À¼ ÈæÄÊ¿À½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £��
Ë Ú Ú Ú ð¼ÊºÆÈÃÀ¼½ ÌÔÀ¯¿¯æ¼Ì½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £��
Ë Ú Ú Ú£ Ñ»»¼Êä ¯¾ ÈÃ¯Êº Ê»Ã¯¾ È¿½ ÈÀ Ä½ºÄ Í½ ¿È ºÊ¼¾ ½ Í½ : Èºò½¿ Ú £�#

Ë Ú Ú£ ¹¼¼½À¼ ¼½¿ÈÃ¯×½ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £�*
Ë Ú Ú£ Ú êÎð Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £�*
Ë Ú Ú£ Ú£ : Èºò½¿ ¼½¿ÈÃ¯Ü »ÈÄ Å »ÈÄ Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú £�$

� �VK /1 K1 � .1P K.¡Q�PS.¡P %A�
�.� /.V��R0-.1 %A<
8P¡UWP K1 /R S- ¡1 %&<
8P¡UWP K1 /R S- ¡1 1� R�� /R.¡ %&<
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ab¶·±c·± d± ef ·gh¸±
Ð½ Ã¼È×È¯¿ Í½ Æ½ÃÃ½ ÃÇØÄ½ Ä Õ½ÄÃ ÜÈ¯Ã ÍÈºÄ ¿½ ÆÈÍ¼½ Í ÕÀº½ ÆÊ¿¿ÈæÊ¼ÈÃ¯Êº ½ºÃ¼½ � ¿ÈæÊ¼ÈÙ

ÃÊ¯¼½Ä @ ¿ Õíº¯ÃÌ Í½ á½ÆÇ½¼ÆÇ½Ä ß¼¼¯ÖÈÃ¯Êº ÍÀ Û¹ÉÑËá¹Þ i ÉÊºÃ»½¿¿¯½¼ ¼½»¼ÌÄ½ºÃÌ½ »È¼
ç½ÈºÙÒ ¯½¼¼½ êÈÀ¾½ Á ë È×¯½¼ Ð¯Ã¼¯ÆÊ ½Ã Ò¯½¼¼½Ùì ¿¯× ¯½¼ É È¿ÈÃ½¼¼½ Á ¿½ ÐÈæÊ¼ÈÃÊ¯¼½ Í ÕÑºÈ¿èÄ½
Í½Ä ÎèÄÃØ¾ ½Ä ½Ã Í½ ê ¯Ê¾ ÌÃ¼¯½ ÏÐÑÎêÓ Í½ ¿ ÕßàáÑ j Í½ ÉÊºÃ»½¿¿¯½¼ È×½Æ Ý ¯ºÆ½ºÃ Þ¼Ê¾ ¯Êº ½Ã
½ºåº ¿È ÐÈæÊ¼ÈÃÊ¯¼½ Í ÕÑÀÃÊ¾ ÈÃ¯ÔÀ½ Í½ Ò¼ÊÆÌÍÌÄ ÏÐÑÒÓ Í½ ¿ ÕßÎÉáÑ k Í½ ÛÈ½º ¼½»¼ÌÄ½ºÃÌ
»È¼ ËÌ¼È¼Í ÎÆÊ¼¿½ÃÃ¯ Ú

Ð ÕÊæÂ ½ÆÃ¯Ü Í½ Æ½ÃÃ½ ÆÊ¿¿ÈæÊ¼ÈÃ¯Êº ½ÄÃ Í½ ÍÌ×½¿Ê»»½¼ Í½Ä ÊÀÃ¯¿Ä Í½ ¾ ¯Ä½ ÈÀ »Ê¯ºÃ Í½ ÆÊ¾ Ù
¾ÈºÍ½Ä ÈÀÃÊ¾ÈÃ¯ÔÀ½Ä Í½ ÆÈºÈÀä Í Õ¯¼¼¯ÖÈÃ¯Êº Ú
é½»À¯Ä Àº½ Í¯óÈ¯º½ Í ÕÈººÌ½Ä Á Í½Ä ¼½ÆÇ½¼ÆÇ½Ä ÄÊºÃ ¾ ½ºÌ½Ä ÈÀ Û¹ÉÑËá¹Þ ÉÊºÃ»½¿¿¯½¼
»ÊÀ¼ È¾ Ì¿¯Ê¼½¼ ¿È ÔÀÈ¿¯ÃÌ Í½ ¿È Ö½ÄÃ¯Êº Í½ ¿ Õ½ÈÀ Ú Î½Ä ¯ºÖÌº¯½À¼Ä ½Ã ÆÇ½¼ÆÇ½À¼Ä ÊºÃ È¯ºÄ¯ ÍÌÙ
×½¿Ê»»Ì Àº½ ÜÊ¼Ã½ ÆÊ¾»ÌÃ½ºÆ½ ÍÈºÄ ¿½ ÍÊ¾È¯º½ Í½ ¿ ÕÌÃÀÍ½ Á ¿È ¾ ÊÍÌ¿¯ÄÈÃ¯Êº ½Ã ¿È ÆÊ¾¾ÈºÍ½
Í½Ä ÆÈºÈÀä Í Õ¯¼¼¯ÖÈÃ¯Êº Ú
é½ ÜÈñÊº »¿ÀÄ ¼ÌÆ½ºÃ½ Á Å Ã¼È×½¼Ä ¿½ »¼ÊÂ ½Ã ÑãíÑ¹ ºÌ ¯¿ è È " ÈºÄ Á Àº½ ÆÊ¿¿ÈæÊ¼ÈÃ¯Êº È×½Æ
¿½ ÐÑÎê Í½ ¿ ÕßàáÑ È ×À ¿½ Â ÊÀ¼ ÄÀ¼ ¿½ ÄÀÂ ½Ã Ú
ÒÈ¼ È¯¿¿½À¼Ä Á ¿½ ÐÑÎê ½Ã ¿½ ÐÑÒ ÊºÃ Àº½ ÆÊ¿¿ÈæÊ¼ÈÃ¯Êº Í½ ¿ÊºÖÀ½ ÍÀ¼Ì½ ÄÀ¼ ¿½ ÍÌ×½¿Ê»»½¾½ºÃ
Í½ ¾ ÌÃÇÊÍÊ¿ÊÖ¯½Ä Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ Í½Ä ÄèÄÃØ¾ ½Ä Á ºÊÃÈ¾¾½ºÃ ½º ÑÀÃÊ¾ÈÃ¯ÔÀ½ Þ¼ÌÔÀ½ºÃ¯½¿¿½
½Ã ½º ÆÊºÆ½»Ã¯Êº Í½ ÄèÄÃØ¾ ½Ä Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ ÈÄÄ¯ÄÃÌÄ »È¼ Ê¼Í¯ºÈÃ½À¼ Ú

lmn ±´·µo¸
éÈºÄ ¿ ÕÈ»»¼ÊÆÇ½ ÈÍÊ»ÃÌ½ Á ¿È ¾ ¯Ä½ ÈÀ »Ê¯ºÃ Í½Ä ¿Ê¯Ä Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ Í½Ä ÆÈºÈÀä Í Õ¯¼Ù

¼¯ÖÈÃ¯Êº Ä½ ÜÈ¯Ã Å »È¼Ã¯¼ Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä ÍÌ¼¯×ÌÄ Í½ ¿ ÕÇèÍ¼ÈÀ¿¯ÔÀ½ »ÊÀ¼ ¿È ¾ÊÍÌ¿¯ÄÈÃ¯Êº Í½Ä
ÌÆÊÀ¿½¾ ½ºÃÄ Å ÄÀ¼ÜÈÆ½ ¿¯æ¼½ ÏÌÔÀÈÃ¯ÊºÄ Í½ ÎÈ¯ºÃÙÝ½ºÈºÃÓ Ú Û½ ¾ÊÍØ¿½ ½ÄÃ ºÊºÙ¿¯ºÌÈ¯¼½ ½Ã Í½
Í¯¾ ½ºÄ¯Êº ¯ºåº¯½ ÏÌÔÀÈÃ¯ÊºÄ ÈÀä ÍÌ¼¯×Ì½Ä »È¼Ã¯½¿¿½ÄÓ Á Æ½ ÔÀ¯ ½ÄÃ ¿½ ÆÈÄ Í ÕÈÀÃ¼½Ä ÄèÄÃØ¾ ½Ä
»ÇèÄ¯ÔÀ½Ä ÏÄÃ¼ÀÆÃÀ¼½Ä ¾ ÌÆÈº¯ÔÀ½Ä Á »¼ÊÆÌÍÌÄ ÃÇ½¼¾ ¯ÔÀ½Ä Á ½ÃÆÓ Ú Ð ÕÊæÃ½ºÃ¯Êº Í ÕÀº ¾ÊÍØ¿½ Í½
Í¯¾ ½ºÄ¯Êº åº¯½ »ÈÄÄ½ »È¼ ¿ ÕÀÃ¯¿¯ÄÈÃ¯Êº Í ÕÀº ÄÆÇÌ¾ È ºÀ¾Ì¼¯ÔÀ½ Í½ ¼ÌÄÊ¿ÀÃ¯Êº Ú Ñåº Í ÕÊæÃ½º¯¼

pqrstur vw xyz{|s|}~ r ��u|z��r rt vw ��s|r �wuy� vr} �yw� rt ��u�t}� �s}t|twt �yt|�sy� vr �rz{ruz{r ��u�s�~ |�wr� �s}t|twt vr} �z|rszr} vr �y x yt|�ur rt vw ����ssr~ rst
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Àº½ Ä¯¾À¿ÈÃ¯Êº ÆÊ¼¼½ÆÃ½ Á Æ½ ÄÆÇÌ¾ È »½ÀÃ îÃ¼½ ÈÄÄ½ó åº Í½ ¾Èº¯Ø¼½ Å »¼½ºÍ¼½ ½º ÆÊ¾»Ã½ ¿È
ÃÊ»ÊÖ¼È»Ç¯½ ÄÊÀ×½ºÃ ÆÊ¾»¿½ä½ ½Ã ¿È ºÊºÙÇÊ¾ÊÖÌºÌ¯ÃÌ ÍÈºÄ ¿ Õ½Ä»ÈÆ½ Í½ Æ½¼ÃÈ¯ºÄ »È¼È¾ ØÃ¼½Ä
ÇèÍ¼ÈÀ¿¯ÔÀ½Ä Ú éÈºÄ Æ½ ÆÈÍ¼½ Á ¿½Ä ¯ºÖÌº¯½À¼Ä ½Ã ÆÇ½¼ÆÇ½À¼Ä ÍÀ Û¹ÉÑËá¹Þ ÊºÃ Æ¼ÌÌ ¿½ ¿ÊÖ¯Ù
Æ¯½¿

SIC
Í½ÄÃ¯ºÌ Å Ä¯¾À¿½¼ ¿ ÕÌÆÊÀ¿½¾ ½ºÃ ÍÈºÄ ¿½Ä ÆÈºÈÀä Ú é½ »¿ÀÄ Á ¯¿ » ½¼¾ ½Ã Í ÕÊæÃ½º¯¼ Í½Ä

¾ ÊÍØ¿½Ä ¿¯ºÌÈ¼¯ÄÌÄ ÄÊÀÄ ÜÊ¼¾ ½ Í ÕÀº½ ¼½»¼ÌÄ½ºÃÈÃ¯Êº Í ÕÌÃÈÃ Ú É È¿Ç½À¼½ÀÄ½¾ ½ºÃ Á Æ½Ä ¾ÊÍØ¿½Ä
ÄÊºÃ ½º ÖÌºÌ¼È¿ Í½ Ö¼ÈºÍ½ Í¯¾ ½ºÄ¯Êº Ï»¿ÀÄ¯½À¼Ä Æ½ºÃÈ¯º½Ä Í ÕÌÃÈÃÄ »ÊÀ¼ Àº ÆÈºÈ¿Ó Ú

éØÄ ¿Ê¼Ä Á ¿½ ÆÈ¿ÆÀ¿ Í½ ¿Ê¯Ä Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ »È¼ ¿½Ä ¾ ÌÃÇÊÍ½Ä Í½ ÄèºÃÇØÄ½ È×ÈºÆÌ½Ä ÏÐãË Á
H∞

Á ½ÃÆÓ ÄÀ¼ Í½ Ã½¿Ä ¾ ÊÍØ¿½Ä » ½ÀÃ Ä ÕÈ×Ì¼½¼ ¯¾ »ÊÄÄ¯æ ¿½ È×½Æ ¿½Ä ¿ÊÖ¯Æ¯½¿Ä ÄÃÈºÍÈ¼Í Ú ãÀÈºÍ
æ¯½º ¾ î¾ ½ Æ½Ä ÆÈ¿ÆÀ¿Ä Ä½¼È¯½ºÃ »ÊÄÄ¯æ ¿½Ä Á ¿È ¿Ê¯ Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ ¼ÌÄÀ¿ÃÈºÃ½ Ä½¼È¯Ã Í½ Í¯¾ ½ºÙ
Ä¯Êº ÈÀ ¾Ê¯ºÄ ÌÖÈ¿½ Å Æ½¿¿½ ÍÀ ÄèÄÃØ¾ ½ ½Ã »È¼ ÆÊºÄÌÔÀ½ºÃ »¼ÊÇ¯æ¯Ã¯×½ Ú ì¼ Á ¯¿ ½ÄÃ ¯¾»Ê¼ÃÈºÃ
Í ÕÊæÃ½º¯¼ Í½Ä ¿Ê¯Ä Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ Í ÕÊ¼Í¼½ ¼½¿ÈÃ¯×½¾ ½ºÃ ÜÈ¯æ ¿½ Ú é ÕÀº »Ê¯ºÃ Í½ ×À½ ÜÊºÍÈÙ
¾ ½ºÃÈ¿ Á ¿½Ä ÆÈÇ¯½¼Ä Í½Ä ÆÇÈ¼Ö½Ä » ½À×½ºÃ îÃ¼½ ÖÌºÌ¼È¿½¾ ½ºÃ ¼½¾»¿¯Ä »È¼ Í½Ä ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼Ä Í½
ÆÊ¾»¿½ä ¯ÃÌ ¼È¯ÄÊººÈæ¿½ Ú é ÕÀº »Ê¯ºÃ Í½ ×À½ »¼ÈÃ¯ÔÀ½ Á ¿½À¼ ¾ ¯Ä½ ½º 9À×¼½ ½ÄÃ »¿ÀÄ Ä¯¾ »¿½
ÔÀ½ »ÊÀ¼ Í½Ä ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼Ä Í ÕÊ¼Í¼½ ¯¾ »Ê¼ÃÈºÃ Ï¯¾»¿Ì¾ ½ºÃÈÃ¯Êº »¿ÀÄ åÈæ¿½ ½Ã ¾ Ê¯ºÄ ÆÊ�Ã½ÀÄ½ Á
¼½ÃÊÀÆÇ½ »ÊÄÄ¯æ ¿½Ó Ú

Ð½ »¼½¾ ¯½¼ ÊæÂ ½ÆÃ¯Ü Í½ Æ½ ¾ Ì¾Ê¯¼½ ½ÄÃ ÍÊºÆ Í ÕÌÃÀÍ¯½¼ ¿È ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº ÍÀ ¾ÊÍØ¿½ ÍÀ ÄèÄÙ
ÃØ¾ ½ Å ÆÊ¾¾ÈºÍ½¼ Èåº Í½ ¾ ½ÃÃ¼½ ÈÀ »Ê¯ºÃ ÄÈ ¿Ê¯ Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ Ú Ð½Ä ¾ ÌÃÇÊÍ½Ä Í½ ÆÊ¾Ù
¾ ÈºÍ½ ÆÊºÄ¯ÍÌ¼Ì½Ä È »¼¯Ê¼¯ » ÊÀ¼ ¿È ÆÊ¾¾ÈºÍ½ Í½Ä ÆÈºÈÀä Í Õ¯¼¼¯ÖÈÃ¯Êº ÄÊºÃ æÈÄÌ½Ä ÄÀ¼
¿ ÕÈ»»¼ÊÆÇ½ Ü¼ÌÔÀ½ºÃ¯½¿¿½ ÏÆÊ¾¾ÈºÍ½ H∞

ÊÀ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ ¼ÊæÀÄÃ½Ó Ú ÒÈ¼ ¼È»»Ê¼Ã Å Æ½Ã ÊæÙ
Â ½ÆÃ¯Ü Á Àº½ »¼Êæ¿Ì¾ ÈÃ¯ÔÀ½ Í½ ¿È ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº ½ÄÃ È¯ºÄ¯ ÍÌ×½¿Ê»»Ì½ Ú Û½¿¿½ÙÆ¯ » ½¼¾ ½Ã Í ÕÈæÊÀÃ¯¼
Å Àº½ ÜÊ¼¾ È¿¯ÄÈÃ¯Êº ÍÀ »¼Êæ¿Ø¾ ½ ÆÊ¾¾½ Àº »¼Êæ¿Ø¾ ½ Í ÕÊ»Ã¯¾ ¯ÄÈÃ¯Êº ÍÊºÃ ¿È ÆÊ¾»¿½ä ¯ÃÌ
ÍÊºº½ Àº½ ¯ÍÌ½ Í½ ¿È Í¯5 ÆÀ¿ÃÌ ÍÀ »¼Êæ¿Ø¾ ½ Í½ ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Ú ìº »½ÀÃ È¯ºÄ¯ ÆÊºÂ ½ÆÃÀ¼½¼ ÔÀ½
¿½ »¼Êæ¿Ø¾ ½ º½ »½ÀÃ îÃ¼½ ¼ÌÄÊ¿À Å ¿ ÕÈ¯Í½ Í ÕÀº È¿ÖÊ¼¯ÃÇ¾ ½ ÈÀ Ã½¾»Ä Í½ ÆÊº×½¼Ö½ºÆ½ ¼È¯ÄÊºÙ
ºÈæ¿½ Ú Û½¿È ÄÊÀ¿¯Öº½ ¿ Õ¯ºÃÌ¼îÃ Í½Ä ºÊ¾æ¼½ÀÄ½Ä È»»¼ÊÆÇ½Ä Í½ ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Ú ê ¯½º ÔÀ½ º½ Ã¼È¯ÃÈºÃ
»ÈÄ Í¯¼½ÆÃ½¾ ½ºÃ ÍÀ »¼Êæ¿Ø¾ ½ Í½ ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä ÆÊºÄ¯ÍÌ¼Ì ¯Æ¯ Á ½¿¿½Ä ÄÊºÃ ½º ÖÌºÌ¼È¿
Í ÕÀº½ ÆÊ¾»¿½ä ¯ÃÌ È¿ÖÊ¼¯ÃÇ¾ ¯ÔÀ½ ÜÈ¯æ ¿½ ½Ã » ½¼¾ ½ÃÃ½ºÃ Í ÕÊæÃ½º¯¼ Àº½ ÄÊ¿ÀÃ¯Êº ½º ÖÌºÌ¼È¿
ÄÊÀÄ Ê»Ã¯¾ È¿½ ÏÌ×½ºÃÀ½¿¿½¾ ½ºÃ È¾Ì¿¯Ê¼Èæ¿½Ó Ú ß¿ È»»È¼È�Ã ÍÊºÆ ºÌÆ½ÄÄÈ¯¼½ Í½ ÜÈ¯¼½ Àº Ã¼ÈÙ
×È¯¿ Í½ ÄèºÃÇØÄ½ ÄÀ¼ Æ½Ä Í¯âÌ¼½ºÃ½Ä ¾ ÌÃÇÊÍ½Ä Èåº Í½ ×Ê¯¼ Ä¯ Á ÈÀ Í½¿Å Í½ ¿½À¼ È»»È¼½ºÃ½
Í¯×½¼Ä¯ÃÌ Á ¯¿ ½ÄÃ »ÊÄÄ¯æ¿½ Í½ ÍÌ×½¿Ê»»½¼ Àº »Ê¯ºÃ Í½ ×À½ Àº¯åÆÈÃ½À¼ Ú Û½ Ã¼È×È¯¿ ½ÄÃ Í ÕÈÀÃÈºÃ
»¿ÀÄ ¯¾»Ê¼ÃÈºÃ ÔÀ ÕÀº Æ½¼ÃÈ¯º ºÊ¾æ¼½ Í½ Æ½Ä ¾ ÌÃÇÊÍ½Ä Ï»È¼ ½ä½¾»¿½ Á Æ½¿¿½Ä ÔÀ¯ ÄÊºÃ ¼½¿¯Ì½Ä
Å ¿ Õ½¼¼½À¼ ¼½¿ÈÃ¯×½Ó ÄÊºÃ » ½À ÆÊººÀ½Ä ½Ã » ½À ÀÃ¯¿¯ÄÌ½Ä È¿Ê¼Ä ÔÀ Õ½¿¿½Ä ÄÊºÃ »ÊÃ½ºÃ¯½¿¿½¾ ½ºÃ
¯ºÃÌ¼½ÄÄÈºÃ½Ä Ú
ðÊÀÃ ÈÀ ¿ÊºÖ Í½ Æ½ Ã¼È×È¯¿ Á ºÊÀÄ ÌÃÀÍ¯½¼ÊºÄ ÄÀ¼ � ½ä½¾»¿½Ä Á ÍÊºÃ »È¼Ã¯ÆÀ¿¯Ø¼½¾ ½ºÃ Àº
¾ÊÍØ¿½ Í ÕÌÆÊÀ¿½¾ ½ºÃ Á ¿½Ä »ÊÃ½ºÃ¯È¿¯ÃÌÄ Í½ Í¯×½¼Ä½Ä ¾ ÌÃÇÊÍ½Ä Í½ ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº È¯ºÄ¯ ÔÀ½ ºÊÄ
ÆÊºÃ¼¯æÀÃ¯ÊºÄ ÍÈºÄ ¿½ ÍÊ¾È¯º½ Ú

éÈºÄ ¿È Ä½ÆÊºÍ½ »È¼Ã¯½ Í½ Æ½ ¾ Ì¾Ê¯¼½ Á ºÊÀÄ ºÊÀÄ ½¾»¿ÊèÊºÄ Å ÜÊ¼¾À¿½¼ ¿½Ä ÊæÂ ½ÆÃ¯ÜÄ
Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ ¼ÈÃÃÈÆÇÌÄ Å ¿È Ö½ÄÃ¯Êº Í ÕÀº ÆÈºÈ¿ Ú àÊÀÄ ÈºÈ¿èÄÊºÄ ÍÈºÄ Àº »¼½¾ ¯½¼ Ã½¾»Ä ¿È
ÆÊ¾¾ÈºÍ½ ¾ÊºÊ×È¼¯Èæ¿½ Í ÕÀº æ¯½Ü Ú ÒÈ¼ÃÈºÃ ÍÀ ¼ÌÖ¿ÈÖ½ Í ÕÀº Ä¯¾ »¿½

PI
Á ºÊÀÄ ¾ ½ÃÃÊºÄ ½º

»¿ÈÆ½ ¿½ ¼ÌÖ¿ÈÖ½ Í½ ¿Ê¯Ä Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ ÔÀ¯ ÄÈÃ¯ÄÜÊºÃ ÈÀÃÊ¾ ÈÃ¯ÔÀ½¾½ºÃ ¿½Ä ÊæÂ ½ÆÃ¯ÜÄ Í½¾ ÈºÙ
ÍÌÄ Ú ÐÈ ¾ÌÃÇÊÍÊ¿ÊÖ¯½ ÈÍÊ»ÃÌ½ ½ÄÃ æÈÄÌ½ ÄÀ¼ ¿È ÜÊ¼¾À¿ÈÃ¯Êº Í½ ÆÇÈÔÀ½ ÊæÂ ½ÆÃ¯Ü Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½
½º Ã½¼¾ ½ Í½ ÆÊºÃ¼È¯ºÃ½

H∞

Ú ÐÈ ¼ÌÄÊ¿ÀÃ¯Êº Ä½ ÜÈ¯Ã »È¼ Àº Æ¼¯ÃØ¼½
H∞

"Ùæ ¿Ê ÆÄ ÍÊºÃ ¿È ÄÊ¿ÀÃ¯Êº
Ï¿½ ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼Ó ½ÄÃ ÄÊ¿ÀÃ¯Êº Í ÕÀº »¼Êæ¿Ø¾ ½ Í ÕÊ»Ã¯¾ ¯ÄÈÃ¯Êº ÆÊº×½ä½ Í½ Í¯¾ ½ºÄ¯Êº åº¯½ Ú
Ð Õ½äÃ½ºÄ¯Êº Å ¿È ÆÊ¾¾ÈºÍ½ ¾À¿Ã¯×È¼¯Èæ¿½ Í ÕÀº ÆÈºÈ¿ ½ÄÃ ½º »È¼Ã¯½ ÜÈ¯Ã½ ½º ¼½ÆÊºÍÀ¯ÄÈºÃ ¿½
¼È¯ÄÊºº½¾½ºÃ ¾ ÊºÊ×È¼¯Èæ¿½ ¿¯Ì ÈÀä Ä» ÌÆ¯åÆÈÃ¯ÊºÄ ¾ ÈÂ ½À¼½Ä Í½ ¼½Â ½Ã Í½ » ½¼ÃÀ¼æÈÃ¯Êº ½Ã Í½
ÄÀ¯× ¯ Í½ Ä¯ÖºÈÀä Í½ ÆÊºÄ¯Öº½ Ú àÊÀÄ ¾ÊºÃ¼ÊºÄ ÆÊ¾¾½ºÃ Ä» ÌÆ¯å½¼ È »¼¯Ê¼¯ ¿ ÕÊæÂ ½ÆÃ¯Ü Í½ ÍÌÙ
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ÆÊÀ»¿ÈÖ½ Á ÔÀ¯ ¼½× ¯½ºÃ Å Í½¾ÈºÍ½¼ ¿ ÕÌÔÀ¯ÃÌ Í½ ¿È ¼Ì»È¼Ã¯Ã¯Êº Í½ ¿ Õ½ÈÀ Á ½Ã ¿ ÕÊæÃ½ºÃ¯Êº ÖÈ¼ÈºÃ¯½
Í½ ¾ È¼Ö½Ä ¾ ¯º¯¾È¿½Ä Í½ ÄÃÈæ¯¿¯ÃÌ Ú

l³�f¶µ¸f·µb¶ d� db ´�²±¶·

Ð½ ¾ Ì¾Ê¯¼½ Í½ ÃÇØÄ½ Ä½ ÍÌÆÊ¾»ÊÄ½ ½º Í½Àä »È¼Ã¯½Ä Ú

,R�S.1 �
,�V� /PWRS.XU1 K1 /R �PKUQS.V� K1 WVK /1¡ �Q-R0 .S�1 �� T Æ½ ÆÇÈ»¯Ã¼½ ¯ºÃ¼ÊÍÀ¯Ã ¿½
»¼Êæ¿Ø¾ ½ Í½ ¿È ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä ÍÈºÄ ¿½ ÆÊºÃ½äÃ½ Í½ ¿È ÆÊ¾¾ÈºÍ½ Ú Ð Õ¯ºÃ½¼ÈÆÃ¯Êº ½ºÃ¼½
Àº ÆÈÇ¯½¼ Í½Ä ÆÇÈ¼Ö½Ä »ÊÀ¼ ¿È ÆÊ¾¾ÈºÍ½ ½Ã ¿È ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä ½ÄÃ ÜÊ¼¾À¿Ì½ ÆÊ¾¾½
Àº »¼Êæ¿Ø¾ ½ Í½ ¾ ¯º¯¾ ¯ÄÈÃ¯Êº Í ÕÀº½ ºÊ¼¾ ½

H∞

»ÊºÍÌ¼Ì½ Ú Û½ ÆÇÈ»¯Ã¼½ »ÊÄÄØÍ½ ¿ Õ¯ºÃÌ¼îÃ Í½
»¼ÌÄ½ºÃ½¼ Àº½ Í¯ÄÆÀÄÄ¯Êº ÖÌºÌ¼È¿½ ÍÀ »¼Êæ¿Ø¾ ½ Í½ ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Ú ð¼Ê¯Ä ½ä½¾»¿½Ä Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä
Å ¼ÌÍÀ¯¼½ ÄÊºÃ ¯ºÃ¼ÊÍÀ¯ÃÄ @ Àº ¾ÊÍØ¿½ ¾ÊºÊ×È¼¯Èæ¿½ ÔÀ¯ »ÊÄÄØÍ½ Àº½ ÈºÃ¯Ù¼ÌÄÊºÈºÆ½ Á Àº
æ½ºÆÇ¾ È¼ò Í½ ÄèÄÃØ¾ ½ ¾À¿Ã¯×È¼¯Èæ¿½ ½Ã Àº ¾ÊÍØ¿½ Í ÕÌÆÊÀ¿½¾ ½ºÃ Å ÄÀ¼ÜÈÆ½ ¿¯æ¼½ ÍÈºÄ Àº
æ¯½Ü Í½ ÆÈºÈ¿ Í Õ¯¼¼¯ÖÈÃ¯Êº Ú

�V�WR/.¡RS.V� 1S K.¡QU¡¡.V� KU 0�V� / W 1 �Q-R0 .S�1 %� T ¿½ »¼Êæ¿Ø¾ ½ Í½ ¾ ¯º¯Ù
¾ ¯ÄÈÃ¯Êº ÄÊÀ¿½×Ì ÍÈºÄ ¿È »¼Êæ¿Ì¾ ÈÃ¯ÔÀ½ ½ÄÃ ÜÊ¼¾À¿Ì ÄÊÀÄ ¿ ÕÈºÖ¿½ Í½ ¿ ÕÊ»Ã¯¾ ¯ÄÈÃ¯Êº Ú Û½ÃÃ½
ÜÊ¼¾À¿ÈÃ¯Êº ÈæÊÀÃ¯½ ½ÄÃ ÍÌ×½¿Ê»»Ì½ ÍÈºÄ Í¯âÌ¼½ºÃÄ ÆÈÄ »È¼Ã¯ÆÀ¿¯½¼Ä Ú ÐÈ ºÊº ÆÊº×½ä ¯ÃÌ ÍÀ
»¼Êæ¿Ø¾ ½ Á ÔÀ¯ ÜÈ¯Ã Í½ ¿È ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä Àº »¼Êæ¿Ø¾ ½ ÊÀ×½¼Ã ÍÀ »Ê¯ºÃ Í½ ×À½ È¿Ù
ÖÊ¼¯ÃÇ¾ ¯ÔÀ½ Á ½ÄÃ Í¯ÄÆÀÃÌ½ Ú é½Ä ÆÊºÍ¯Ã¯ÊºÄ ÄÀ5 ÄÈºÃ½Ä Í½ ÍÌÖÌºÌ¼½ÄÆ½ºÆ½ Í½ ¿ ÕÊ¼Í¼½ Í ÕÀº
¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã ÄÈÃ¯ÄÜÈ¯ÄÈºÃ Àº Æ¼¯ÃØ¼½ Í½ ÔÀÈ¿¯ÃÌ ½º ½¼¼½À¼ ÈæÄÊ¿À½ ÄÊºÃ ÍÌ×½¿Ê»»Ì½Ä Ú ¹ºåº Á
ºÊÀÄ ¾ ½ÃÃÊºÄ ½º È×ÈºÃ ¿ ÕÈ×ÈºÃÈÖ½ Í½ ÆÊºÄ¯ÍÌ¼½¼ ¿È ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä ÈÀ Ä½ºÄ Í ÕÀº½
½¼¼½À¼ ¼½¿ÈÃ¯×½ »¿ÀÃFÃ ÔÀ ÕÈæÄÊ¿À½ Ú
HSUK1 K1 /L1��1U� R�¡V/U1 �Q-R0.S�1 7� T ºÊÀÄ »¼ÌÄ½ºÃÊºÄ ÍÈºÄ Æ½ ÆÇÈ»¯Ã¼½ ¿½Ä
Í½Àä Ã½ÆÇº¯ÔÀ½Ä ÜÊºÍÈ¾ ½ºÃÈ¿½Ä Ú ÐÈ Ã¼ÊºÆÈÃÀ¼½ ÌÔÀ¯¿¯æ¼Ì½ Á æÈÄÌ½ ÄÀ¼ Í½Ä ÆÊºÆ½»ÃÄ Í ÕÌÃÈÃ
½Ã æ¯½º ÔÀ½ º ÕÈèÈºÃ »ÈÄ ÌÃÌ ¯ºÃ¼ÊÍÀ¯Ã½ »ÊÀ¼ ¼Ì» ÊºÍ¼½ Å ºÊÃ¼½ »¼Êæ¿Ø¾ ½ Á ½ÄÃ Àº½ ÄÊ¿ÀÃ¯Êº
ÄÊÀÄ Ê»Ã¯¾ È¿½ Ú ¹º ¼½×ÈºÆÇ½ Á ¿ ÕÈ»»¼Êä ¯¾ ÈÃ¯Êº Ê»Ã¯¾ È¿½ ÈÀ Ä½ºÄ Í½ ¿È ºÊ¼¾ ½ Í½ : Èºò½¿ Á
½ÄÃ ÈæÊ¼ÍÌ½ ÆÊ¾¾½ Àº½ ¼½¿ÈäÈÃ¯Êº ÍÀ »¼Êæ¿Ø¾ ½ Í½ ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº ÈÀ Ä½ºÄ Í½ ¿ Õ½¼¼½À¼ ÈæÄÊ¿À½ Ú
ÛÇÈÆÀº½ Í½ Æ½Ä Ã½ÆÇº¯ÔÀ½Ä ½ÄÃ ¯ºÃ½¼»¼ÌÃÌ½ Å ¿ ÕÈ¯Í½ Í ÕÊÀÃ¯¿Ä Í ÕÈºÈ¿èÄ½ ¾ ÈÃ¼¯Æ¯½¿¿½ Ú

8PKUQS.V� RU ¡1�¡ K1 /L1��1U� R�¡V/U1 0V�KP�P1 �Q-R0 .S�1 8 � T ºÊÀÄ ÜÈ¯ÄÊºÄ Àº½
ÄèºÃÇØÄ½ Í½Ä Í¯âÌ¼½ºÃ½Ä ¾ ÌÃÇÊÍ½Ä Í½ ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº ÈÀ Ä½ºÄ Í½ ¿ Õ½¼¼½À¼ ÈæÄÊ¿À½ »ÊºÍÌ¼Ì½ Ú àÊÀÄ
¾ ½ÃÃÊºÄ ½º Ì×¯Í½ºÆ½ ¿½Ä Ã¼ÈºÄÜÊ¼¾ ÈÃ¯ÊºÄ ÔÀ¯ » ½¼¾ ½ÃÃ½ºÃ Í½ Ä½ ¼È¾ ½º½¼ ÈÀä Í½Àä Ã½ÆÇº¯ÔÀ½Ä
ÜÊºÍÈ¾½ºÃÈ¿½Ä ÔÀ½ ÄÊºÃ ¿È Ã¼ÊºÆÈÃÀ¼½ ÌÔÀ¯¿¯æ¼Ì½ ½Ã ¿ ÕÈ»»¼Êä ¯¾ ÈÃ¯Êº ÈÀ Ä½ºÄ Í½ ¿È ºÊ¼¾ ½
Í½ :Èºò½¿ Ú íº È»»Ê¼Ã ¯¾»Ê¼ÃÈºÃ ¼ÌÄ¯Í½ ÍÈºÄ ¿È ÜÊ¼¾À¿ÈÃ¯Êº ÆÊº×½ä½ Í½ ¿ ÕÊ»Ã¯¾ ¯ÄÈÃ¯Êº ÍÀ
Ã½¼¾ ½ Í¯¼½ÆÃ

Dr

ÍÀ ¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã Ú

G L1��1U� �1/RS.>1 1S / LR00�V? .W RS.V� K1 /R 0-R¡1 �Q-R0.S�1 < � T ÍÈºÄ Æ½ ÆÇÈÙ
»¯Ã¼½ Á ºÊÀÄ ÌÃÀÍ¯ÊºÄ ¿È ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä ÈÀ Ä½ºÄ Í½ ¿ Õ½¼¼½À¼ ¼½¿ÈÃ¯×½ Ú Ñ»¼ØÄ È×Ê¯¼ æ¯½º
»ÊÄÌ ¿½ »¼Êæ¿Ø¾ ½ Á ºÊÀÄ ¾ ½ÃÃÊºÄ ¿ ÕÈÆÆ½ºÃ ÄÀ¼ ¿È ÆÊºº½ä ¯Êº ½ºÃ¼½ Æ½¼ÃÈ¯º½Ä Í½Ä ¾ ÌÃÇÊÍ½Ä
½ä ¯ÄÃÈºÃ½Ä ½Ã ¿ ÕÈ»»¼Êä ¯¾ ÈÃ¯Êº Í½ ¿È »ÇÈÄ½ Ï»ÇÈÄ½ ¾ ÈÃÆÇ¯ºÖÓ Ú é½Ä æÊ¼º½Ä ÏÍÈºÄ ¿½ ÆÈÄ ¾ÊÙ
ºÊ×È¼¯Èæ¿½Ó ÄÀ¼ ¿ Õ½¼¼½À¼ Í ÕÈ»»¼Êä ¯¾ ÈÃ¯Êº ½º ÖÈ¯º ½Ã ½º »ÇÈÄ½ ÄÊºÃ ÍÊººÌ½Ä Ú ðÊÀÃ½Ä ¿½Ä
¾ ÌÃÇÊÍ½Ä » ½À×½ºÃ îÃ¼½ ×À½Ä ÆÊ¾¾½ ¿ ÕÀÃ¯¿¯ÄÈÃ¯Êº Í½ ¿È Ã½ÆÇº¯ÔÀ½ Í½ Ã¼ÊºÆÈÃÀ¼½ ÊÀ Í½ ¿È
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ºÊ¼¾ ½ Í½ : Èºò½¿ »ÊÀ¼ ¼ÌÍÀ¯¼½ Àº Ã¼ÈºÄÜ½¼Ã »È¼Ã¯ÆÀ¿¯½¼ ½º ½¼¼½À¼ ÈæÄÊ¿À½ Ú Ð Õ½¼¼½À¼ ¼½¿ÈÃ¯×½
»ÊºÍÌ¼Ì½ ½ÄÃ ½ºÄÀ¯Ã½ ÈæÊ¼ÍÌ½ ÄÊÀÄ ¿½ ¾ î¾½ ÈºÖ¿½ Ú

8 PKUQS.V� B 0 C /1¡ D?P¡ �Q-R0 .S�1 A� T »È¼ÃÈºÃ ÍÀ »¼¯ºÆ¯» ½ Í ÕÈÖ¼ÌÖÈÃ¯Êº Á ÔÀ¯ ¼½×¯½ºÃ
Å åä½¼ Àº½ »È¼Ã¯½ ÍÀ ¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã Á ºÊÀÄ ÜÊ¼¾À¿ÊºÄ Í½ ÜÈñÊº ÆÊº×½ä½ ¿È ¼½ÆÇ½¼ÆÇ½ ÍÀ ¾ÊÙ
ÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã ÍÈºÄ ¿½ ÆÈÄ Í½ £ »ÊºÍÌ¼ÈÃ¯ÊºÄ Ú íº½ ÜÊ¼¾À¿ÈÃ¯Êº ×Ê¯Ä¯º½ Á »ÊÀ¼ ¿ Õ½¼¼½À¼ ¼½¿ÈÃ¯×½
»ÊºÍÌ¼Ì½ Á ½º ÍÌÆÊÀ¿½ Ú àÊÀÄ »¼Ê»ÊÄÊºÄ ÍÈºÄ ¿È Ä½ÆÊºÍ½ »È¼Ã¯½ Í½ Æ½ ÆÇÈ»¯Ã¼½ Àº½ ºÊÀ×½¿¿½
È»»¼ÊÆÇ½ Í½ ¿È ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä ÄÀ¼ Í½Ä ÖÈ¾¾½Ä Í½ »À¿ÄÈÃ¯ÊºÄ Ú Û½ÃÃ½ È»»¼ÊÆÇ½ ¾ ¯º¯Ù
¾ ¯Ä½ ¿ Õ½¼¼½À¼ ¼½¿ÈÃ¯×½ Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä ÍÈºÄ Í½Ä ÖÈ¾¾½Ä Í½ »À¿ÄÈÃ¯ÊºÄ ÄÈºÄ ÜÈ¯¼½ ¯ºÃ½¼×½º¯¼ Í½
»ÊºÍÌ¼ÈÃ¯ÊºÄ Ú

,R�S.1 %
N�S�VKUQS.V� B /R QVWWR�K1 K1¡ QR�RU? K L.��.�RS.V� �Q-R0 .S�1 &� T ¿½Ä ÆÈÙ
ºÈÀä Í Õ¯¼¼¯ÖÈÃ¯Êº È¯ºÄ¯ ÔÀ½ ¿½Ä ½ºÂ ½Àä ¾ ÈÂ ½À¼Ä ¼È»»Ê¼ÃÌÄ Å ¿ Õ¯¼¼¯ÖÈÃ¯Êº ÄÊºÃ ¯ºÃ¼ÊÍÀ¯ÃÄ Ú
Ð ÕÊæÃ½ºÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä ¿¯ºÌÈ¯¼½Ä Í½ Ö¼ÈºÍ½ Í¯¾ ½ºÄ¯Êº Å »È¼Ã¯¼ Í½Ä ÌÔÀÈÃ¯ÊºÄ Í½ ¿ ÕÇèÍ¼ÈÀÙ
¿¯ÔÀ½ ½ÄÃ ½ºÄÀ¯Ã½ Í¯ÄÆÀÃÌ½ Ú íº½ ×È¿¯ÍÈÃ¯Êº Í½ Æ½Ä ¾ ÊÍØ¿½Ä ½ÄÃ »¼ÌÄ½ºÃÌ½ ÈÀÃÊÀ¼ Í ÕÀº »Ê¯ºÃ
Í ÕÌÔÀ¯¿¯æ¼½ »È¼Ã¯ÆÀ¿¯½¼ »ÊÀ¼ ¿½ÔÀ½¿ ¿½Ä ÌÔÀÈÃ¯ÊºÄ ÇèÍ¼ÈÀ¿¯ÔÀ½Ä ÄÊºÃ ¯ºÃÌÖ¼Èæ¿½Ä Ú Û½ÃÃ½ ÌÃÈ» ½
Â ÀÄÃ¯å½ Í ÕÀº½ »È¼Ã ¿½ »ÈÄÄÈÖ½ Å Àº ¾ÊÍØ¿½ Í½ Í¯¾ ½ºÄ¯Êº åº¯½ ½Ã ¾ÊÃ¯×½ Á ÈÀ ×À Í½ ¿È ÃÈ¯¿¿½
ÍÀ ¾ÊÍØ¿½ Á ¿ ÕÀÃ¯¿¯ÄÈÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä ¼ÌÍÀ¯ÃÄ »ÊÀ¼ ¿È ÄèºÃÇØÄ½ Í ÕÀº½ ¿Ê¯ Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ Ú ÐÈ
»È¼Ã¯½  ÜÊÀ¼º¯Ã Àº Ì×½ºÃÈ¯¿ Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä ¼ÌÍÀ¯ÃÄ ÍÊºÃ ¿È ÔÀÈ¿¯ÃÌ » ½ÀÃ îÃ¼½ ½ÄÃ¯¾ Ì½ Ö¼�Æ½ Å
Í¯×½¼Ä ¯ºÍ¯ÆÈÃ½À¼Ä Ú

JVWWR�K1 K LU� � .1P �Q-R0 .S�1 O� T ¿È ÆÊ¾¾ÈºÍ½ È×È¿ Í¯ÄÃÈºÃ½ Í ÕÀº æ¯½Ü ½ÄÃ »¼ÌÙ
Ä½ºÃÌ½ Ú Ð½ ÆÊ¾»¼Ê¾ ¯Ä Í½ ¼ÌÖ¿ÈÖ½ Í ÕÀº ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼ Í½ Ãè» ½

PI
½ÄÃ ÈæÊ¼ÍÌ ½Ã Àº½ ÄÊ¿ÀÃ¯Êº

½ÄÃ ÈºÈ¿èÄÌ½ ÄÀ¼ ¿½ ¾ ÊÍØ¿½ Í½ Í¯¾ ½ºÄ¯Êº ¯ºåº¯½ Ú Ñåº Í Õ¯ºÃÌÖ¼½¼ ÈÀÃÊ¾ ÈÃ¯ÔÀ½¾ ½ºÃ Àº »¿ÀÄ
Ö¼ÈºÍ ºÊ¾æ¼½ Í½ Ä» ÌÆ¯åÆÈÃ¯ÊºÄ Ã½¿¿½Ä ÔÀ½ ¿ ÕÊæÃ½ºÃ¯Êº Í½ ¾ È¼Ö½Ä ¾ ¯º¯¾ È¿½Ä Á Àº ÄÆÇÌ¾ È Í½
Ãè»½

H∞
½ÄÃ »¼Ê»ÊÄÌ Ú Ð½ ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼ ¼ÌÍÀ¯Ã ÊæÃ½ºÀ ½ÄÃ ÆÊ¾»È¼Ì ÈÀ

PI
Ú

JVWWR�K1 WU/S.>R�.R� /1 K LU� QR�R/ �Q-R0 .S�1 �� T ¿È ÄèºÃÇØÄ½ ¾À¿Ã¯×È¼¯Èæ¿½ ½ÄÃ
¼ÌÈ¿¯ÄÌ½ ÍÈºÄ ¿È ÆÊºÃ¯ºÀ¯ÃÌ Í½ ¿È ÆÊ¾¾ÈºÍ½ Í ÕÀº æ¯½Ü Ú Ð½Ä Ä» ÌÆ¯åÆÈÃ¯ÊºÄ ¾À¿Ã¯×È¼¯Èæ¿½Ä ÄÊºÃ
ÜÊ¼¾À¿Ì½Ä ÍÈºÄ ¿½ ÆÈÍ¼½ Í½ ¿È ÆÊ¾¾ÈºÍ½ Í ÕÀº ÆÈºÈ¿ ÆÊ¾»ÊÄÌ Í½ � æ¯½ÜÄ Ú ÑÀä Ä» ÌÆ¯åÆÈÃ¯ÊºÄ
Æ¿ÈÄÄ¯ÔÀ½Ä ÜÊ¼¾À¿Ì½Ä ÍÈºÄ ¿È ÆÊ¾¾ÈºÍ½ Í ÕÀº æ¯½Ü Á × ¯½ºº½ºÃ Ä ÕÈÂ ÊÀÃ½¼ Àº½ ÆÊºÃ¼È¯ºÃ½ Í½
ÍÌÆÊÀ»¿ÈÖ½ ½Ã Àº½ ÆÊºÃ¼È¯ºÃ½ Í½ ¾ È¼Ö½ Í½ ¼ÊæÀÄÃ½ÄÄ½ ¾ ¯º¯¾È¿½ Ú Ð½ ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼ ÊæÃ½ºÀ ÄÀ¼
¿½ ¾ ÊÍØ¿½ Í½ ÄèºÃÇØÄ½ Í ÕÊ¼Í¼½ ÜÈ¯æ ¿½ ½ÄÃ ¼ÌÍÀ¯Ã Ú Ð½ ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼ ÊæÃ½ºÀ ÆÊºÃ¯ºÀ½ Å ×Ì¼¯å½¼ ¿½
ÆÈÇ¯½¼ Í½Ä ÆÇÈ¼Ö½Ä Ú
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R
½ºÄ½¾æ¿½ Í½Ä ºÊ¾æ¼½Ä ¼Ì½¿Ä

R̄ R ∪ {−∞, +∞}
C

½ºÄ½¾æ¿½ Í½Ä ºÊ¾æ¼½Ä ÆÊ¾»¿½ä½Ä
C

+ (−) ½ºÄ½¾æ¿½ Í½Ä ºÊ¾æ¼½Ä ÆÊ¾»¿½ä½Ä Å »È¼Ã¯½ ¼Ì½¿¿½
> 0 (< 0)

L2

½ºÄ½¾æ¿½ Í½Ä Ä¯ÖºÈÀä Í½ ÆÈ¼¼Ì ¯ºÃÌÖ¼Èæ¿½
L∞

½ºÄ½¾æ¿½ Í½Ä ÜÊºÆÃ¯ÊºÄ
G(p) : C → Cp×m æÊ¼ºÌ½Ä ÄÀ¼ ¿ ÕÈä½ ¯¾ ÈÖ¯ºÈ¯¼½

u(t) ∈ Rn ‖u(t)‖2
T =

∫ T

0
u(t)∗u(t)dt

u(t) ∈ L2 ‖u(t)‖2 =
∫ +∞

0
u(t)∗u(t)dt

MT Ã¼ÈºÄ»ÊÄÌ½ Í½
MS�RQ1

(M)
Ã¼ÈÆ½ Í½

M
λj(M) j

Ù¯Ø¾ ½ ×È¿½À¼ »¼Ê»¼½ Í½
M

σ̄(M)
×È¿½À¼ Ä¯ºÖÀ¿¯Ø¼½ ¾ Èä¯¾À¾ Í½

M90
(M)

Ä» ½ÆÃ¼½ Í½
M

δ0(M)
ºÊ¾æ¼½ Í½ ×È¿½À¼Ä »¼Ê»¼½Ä Í½

M
ÄÀ¼ ¿ ÕÈä½ ¯¾ ÈÖ¯ºÈ¯¼½

δ+(M)
ºÊ¾æ¼½ Í½ ×È¿½À¼Ä »¼Ê»¼½Ä Í½

M
ÍÈºÄ ¿½ Í½¾ ¯ »¿Èº Í¼Ê¯Ã ÊÀ×½¼Ã

δ−(M)
ºÊ¾æ¼½ Í½ ×È¿½À¼Ä »¼Ê»¼½Ä Í½

M
ÍÈºÄ ¿½ Í½¾ ¯ »¿Èº ÖÈÀÆÇ½ ÊÀ×½¼Ã

In(M)
¿½ Ã¼¯» ¿½Ã

(δ(M), δ−(M), δ+(M))
Á ¯º½¼Ã¯½ Í½ ¿È ¾ ÈÃ¼¯Æ½

MH
(y)

½Ä» Ì¼ÈºÆ½ ¾ ÈÃÇÌ¾ÈÃ¯ÔÀ½ ÍÀ Ä¯ÖºÈ¿ y
G(p)

s
=

[
A B
C D

] ¼ÌÈ¿¯ÄÈÃ¯Êº Í ÕÌÃÈÃ Í½
G

Gr(p)
s
=

[
Ar Br

Cr Dr

] ¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã Í½
G(p)

Á Í ÕÌÃÈÃ
xr(t)

G(p)∗ GT (−p)
s
=

[
−AT −CT

BT DT

]

σj(G) j
Ù¯Ø¾ ½ ×È¿½À¼ Ä¯ºÖÀ¿¯Ø¼½ Í½ : Èºò½¿ Í½

G(p)
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RH∞

½ºÄ½¾æ¿½ Í½Ä ¾ ÈÃ¼¯Æ½Ä Í½ ÜÊºÆÃ¯ÊºÄ Í½ Ã¼ÈºÄÜ½¼Ã
¼ÈÃ¯Êºº½¿¿½Ä ÆÈÀÄÈ¿½Ä ½Ã ÄÃÈæ¿½Ä

RH∞,−

½ºÄ½¾æ¿½ Í½Ä ¾ ÈÃ¼¯Æ½Ä Í½ ÜÊºÆÃ¯ÊºÄ Í½ Ã¼ÈºÄÜ½¼Ã
¼ÈÃ¯Êºº½¿¿½Ä ÈºÃ¯ÆÈÀÄÈ¿½Ä ½Ã ÄÃÈæ¿½Ä

[F (p)]|+
»È¼Ã¯½ ÆÈÀÄÈ¿½ Í½

F (p)
‖G‖∞ supω σ̄(G(jω))

Ï
G(p) ∈ RH∞

Ó
P ? K

»¼ÊÍÀ¯Ã Í½ á½ÍÇ½â½¼ @
[

AP BP

CP DP

]

?

[
AK BK

CK DK

]

= · · ·

=

[
AP + BP AK(I − DP AK)−1CP BP (I − AKDP )−1BK

CK(I − DP AK)−1CP DK + CKDP (I − AKDP )−1BK

]

εP = {x, xT Px ≤ 1} ½¿¿¯»ÄÊïÍ½ ÍÌåº¯ »È¼
P = P T > 0

Ý½ÆÃÊ¼¯ÄÈÃ¯Êº Í½
M ∈ R

p×q







Mj1

Mj2ÚÚÚ
Mjq







∈ R

pq×1,∀j ∈ [1 : p]

>1Q
(M) =

Ò¼ÊÍÀ¯Ã Í½ � ¼Êº½Æò½¼ 






M11N M12N . . . M1qN
M21NÚÚÚ
Mp1N MpqN







∈ R

pm×qn
M ⊗ N =

M ∈ R
p×q Á N ∈ R

m×n
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Ð½ »¼Êæ¿Ø¾ ½ Í ÕÈ»»¼ÊÆÇ½¼ Àº ¾ÊÍØ¿½ ¿¯ºÌÈ¯¼½ ÄÃÈÃ¯ÊººÈ¯¼½ Í½ Ö¼ÈºÍ½ Í¯¾ ½ºÄ¯Êº »È¼
Àº ¾ÊÍØ¿½ Í ÕÊ¼Í¼½ »¿ÀÄ ÜÈ¯æ ¿½ È ¼½ñÀ Àº½ Ö¼ÈºÍ½ ÈÃÃ½ºÃ¯Êº ½º ÑÀÃÊ¾ ÈÃ¯ÔÀ½ Ú íº ÍÊ¾È¯º½
Í½ ¿ ÕÑÀÃÊ¾ÈÃ¯ÔÀ½ È»»½¿Ì ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä è ½ÄÃ ¾ î¾ ½ ½ºÃ¯Ø¼½¾ ½ºÃ ÆÊºÄÈÆ¼Ì Ú ÎÊº
¯¾»Ê¼ÃÈºÆ½ ½ÄÃ ¿¯Ì½ Å Í½Àä È»»¿¯ÆÈÃ¯ÊºÄ Ã½ÆÇºÊ¿ÊÖ¯ÔÀ½Ä Ú Ò¼½¾ ¯Ø¼½¾ ½ºÃ Á ½º ð¼È¯Ã½¾ ½ºÃ ÍÀ
Ä¯ÖºÈ¿ Á ¿½ ¾ÊÍØ¿½ ½º ÔÀ½ÄÃ¯Êº »½ÀÃ îÃ¼½ Àº å¿Ã¼½ Á ÄÃÈæ¿½ ÍÈºÄ ¿È ¾ ÈÂ Ê¼¯ÃÌ Í½Ä ÆÈÄ Ú Î¯¾»¿¯å½¼
Àº Ã½¿ å ¿Ã¼½ ½ÄÃ ÄÊÀÇÈ¯ÃÌ Èåº Í½ »½¼¾ ½ÃÃ¼½ Àº½ ¯¾»¿Ì¾ ½ºÃÈÃ¯Êº »¿ÀÄ È¯ÄÌ½ Ú Î½ÆÊºÍ½¾½ºÃ Á
½º ÑÀÃÊ¾ÈÃ¯ÔÀ½ Á Àº ¾ÊÍØ¿½ ¼½»¼ÌÄ½ºÃÈºÃ ¿È ÍèºÈ¾ ¯ÔÀ½ ÍÀ »¼ÊÆÌÍÌ Å ÈÄÄ½¼× ¯¼ » ½¼¾ ½Ã Í½
¾½ÃÃ¼½ ÈÀ »Ê¯ºÃ Àº½ ¿Ê¯ Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ Ú ÒÊÀ¼ Àº ½ºÄ½¾æ¿½ Í½ ¼È¯ÄÊºÄ ÍÌ×½¿Ê»»Ì½Ä Æ¯ÙÈ»¼ØÄ Á
¯¿ ½ÄÃ ÜÊºÍÈ¾½ºÃÈ¿ Í ÕÊæÃ½º¯¼ Å ¿È ÜÊ¯Ä Àº ¾ÊÍØ¿½ Ä¯¾»¿½ ÍÀ »¼ÊÆÌÍÌ ½Ã Àº½ ¿Ê¯ Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½
Í ÕÊ¼Í¼½ ¼È¯ÄÊººÈæ¿½ Ú
Ð Õ¯¾ »Ê¼ÃÈºÆ½ Í½Ä È»»¿¯ÆÈÃ¯ÊºÄ È ¾ ÊÃ¯×Ì Àº ºÊ¾æ¼½ Ã¼ØÄ ¯¾»Ê¼ÃÈºÃ Í½ Ã¼È×ÈÀä ÄÀ¼ ¿È

¾ ¯Ä½ ÈÀ »Ê¯ºÃ Í½ ¾ ÌÃÇÊÍ½Ä Í½ ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä Ú é½ ¾À¿Ã¯» ¿½Ä »Ê¯ºÃÄ Í½ ×À½ ÊºÃ
È¯ºÄ¯ ÌÃÌ »¼Ê»ÊÄÌÄ ¼½ºÍÈºÃ »È¼ÜÊ¯Ä Í¯5 Æ¯¿½ ¿È ÆÊ¾»¼ÌÇ½ºÄ¯Êº Í½ ¿½À¼ ¯ºÃÌ¼îÃ ¼½Ä» ½ÆÃ¯Ü È¯ºÄ¯
ÔÀ½ Í½ ¿½À¼ » ½¼Ã¯º½ºÆ½ ×¯ÄÙÅÙ× ¯Ä Í½ Í¯âÌ¼½ºÃ½Ä È»»¿¯ÆÈÃ¯ÊºÄ Ú àÌÈº¾Ê¯ºÄ Á ¾ È¿Ö¼Ì ÃÊÀÃ Æ½¿È Á
ÈÀÆÀº½ ÄÊ¿ÀÃ¯Êº ÄÈÃ¯ÄÜÈ¯ÄÈºÃ½ º ÕÈ ÌÃÌ »¼Ê»ÊÄÌ½ Ú àÊÀÄ ÍÌåº¯¼ÊºÄ »¿ÀÄ ¿Ê¯º Å ÔÀÊ¯ ¿½ Ã½¼¾ ½
ÄÈÃ¯ÄÜÈ¯ÄÈºÃ ÆÊ¼¼½Ä»ÊºÍ Ú
Ð ÕÊæÂ ½ÆÃ¯Ü Í½ Æ½ÃÃ½ »¼½¾ ¯Ø¼½ »È¼Ã¯½ ÍÀ ¾ Ì¾Ê¯¼½ ½ÄÃ Í½ ÆÊºÃ¼¯æÀ½¼ Å È¾Ì¿¯Ê¼½¼ ¿½À¼

ÆÊ¾»¼ÌÇ½ºÄ¯Êº Á ÈÀÄÄ¯ æ¯½º Í ÕÀº »Ê¯ºÃ Í½ ×À½ ÃÇÌÊ¼¯ÔÀ½ ÔÀ½ »¼ÈÃ¯ÔÀ½ Á ÄÈÆÇÈºÃ ÔÀ½ ºÊÀÄ
ÄÊ¾¾½Ä ½ÄÄ½ºÃ¯½¿¿½¾ ½ºÃ ¾ÊÃ¯×ÌÄ »È¼ ¿½À¼ ¯ºÃÌ¼îÃ ÍÈºÄ ¿½ ÍÊ¾ È¯º½ Í½ ¿ ÕÑÀÃÊ¾ÈÃ¯ÔÀ½ Ú é½
»¿ÀÄ Á Æ½ Ã¼È×È¯¿ ½ÄÃ Â ÀÄÃ¯åÌ »È¼ ¿È ºÌÆ½ÄÄ¯ÃÌ Í½ ¾ ½ÃÃ¼½ ½º 9À×¼½ Í½Ä ¾ ÌÃÇÊÍ½Ä Í½ ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½
¾ÊÍØ¿½Ä »ÊÀ¼ ¿½ ¼ÌÖ¿ÈÖ½ Í½ ¿Ê¯Ä Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ Í½ ÆÈºÈÀä Í Õ¯¼¼¯ÖÈÃ¯Êº Ú éÈºÄ Æ½ÃÃ½ È»»¿¯ÆÈÃ¯Êº
»È¼Ã¯ÆÀ¿¯Ø¼½ Á ¿ ÕÊæÃ½ºÃ¯Êº Í ÕÀº ¾ÊÍØ¿½ »ÈÄÄ½ »È¼ ¿È ¼ÌÄÊ¿ÀÃ¯Êº ºÀ¾Ì¼¯ÔÀ½ Í½Ä ÌÔÀÈÃ¯ÊºÄ
Í¯ÄÃ¼¯æÀÌ½Ä Í½ ¿È ¾ ÌÆÈº¯ÔÀ½ Í½Ä ·À¯Í½Ä Ú ÒÊÀ¼ Í½Ä ¼È¯ÄÊºÄ ¿¯Ì½Ä Å ¿È ÆÊº×½¼Ö½ºÆ½ ½Ã Å ¿È
ÆÊºÄ¯ÄÃÈºÆ½ ÍÀ ÄÆÇÌ¾ È ºÀ¾ Ì¼¯ÔÀ½ Í½ ¼ÌÄÊ¿ÀÃ¯Êº Í½ Æ½Ä ÌÔÀÈÃ¯ÊºÄ Á ¿½ ¾ÊÍØ¿½ Í ÕÌÃÈÃ ÊæÃ½ºÀ
ÈÀÃÊÀ¼ Í ÕÀº »Ê¯ºÃ Í ÕÌÔÀ¯¿¯æ¼½ »ÊÄÄØÍ½ Ü¼ÌÔÀ½¾¾½ºÃ Àº½ ÃÈ¯¿¿½ ¯¾ »Ê¼ÃÈºÃ½ ¸ Í ÕÀº½ ×¯ºÖÃÈ¯º½
Å Àº½ Æ½ºÃÈ¯º½ Í½ ÆÊ¾»ÊÄÈºÃ½Ä Í ÕÌÃÈÃ Ú Ð ÕÌÃÈ» ½ Í½ ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½ Ä ÕÈ×Ø¼½ ÍØÄ ¿Ê¼Ä
¯ºÆÊºÃÊÀ¼ºÈæ¿½ Ú
ÒÊÀ¼ Æ½¿È Á Àº »È¼Ã¯ »¼¯Ä »È¼Ã¯ÆÀ¿¯½¼ È ÌÃÌ ÈÍÊ»ÃÌ Ú éÈºÄ Àº »¼½¾ ¯½¼ Ã½¾»Ä Á ºÊÀÄ È¿¿ÊºÄ

Í¯ÄÆÀÃ½¼ Í ÕÀº½ ÜÊ¼¾À¿ÈÃ¯Êº ÈÄÄ½ó ÖÌºÌ¼È¿½ ÍÀ »¼Êæ¿Ø¾ ½ Í½ ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä Ê¹ ¿È
ÔÀÈ¿¯ÃÌ ÍÀ ¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã Ä½¼È ¾ ½ÄÀ¼Ì½ »È¼ Àº Æ½¼ÃÈ¯º Æ¼¯ÃØ¼½ Á ¿ ÕÊ¼Í¼½ ÍÀ ¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã
ÌÃÈºÃ åäÌ È »¼¯Ê¼¯ Ú ÐÈ ¼ÌÄÊ¿ÀÃ¯Êº Í½ Æ½ Æ¼¯ÃØ¼½ » ½ÀÃ îÃ¼½ ÜÊ¼¾À¿Ì½ Í½ ÜÈñÊº ÌÔÀ¯×È¿½ºÃ½
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ÆÊ¾¾½ ¿È ¼ÌÄÊ¿ÀÃ¯Êº Í ÕÀº »¼ÊÖ¼È¾¾½ Í ÕÊ»Ã¯¾ ¯ÄÈÃ¯Êº Ú
éÈºÄ Àº Ä½ºÄ Á Æ½ÃÃ½ ÌÆ¼¯ÃÀ¼½ ÄÊÀÄ ÜÊ¼¾ ½ Í ÕÀº »¼ÊÖ¼È¾¾½ Í ÕÊ»Ã¯¾ ¯ÄÈÃ¯Êº »½¼¾ ½Ã Í ÕÌ×ÈÙ

¿À½¼ ¿È ÆÊ¾»¿½ä ¯ÃÌ ÍÀ »¼Êæ¿Ø¾ ½ Í½ ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä »ÊÀ¼ Àº ÆÈÄ ÈÄÄ½ó ÖÌºÌ¼È¿ Ú ß¿
Ä ÕÈ×Ø¼½ ÔÀ½ ¿È ¼ÌÄÊ¿ÀÃ¯Êº ºÀ¾ Ì¼¯ÔÀ½ Í¯¼½ÆÃ½ » ½ÀÃ îÃ¼½ ÊæÃ½ºÀ½ »È¼ ¿È ¾ ¯Ä½ ½º Ê½À×¼½ Í ÕÀº
È¿ÖÊ¼¯ÃÇ¾ ½ ÍÊºÃ ¿½ Ã½¾»Ä Í Õ½äÌÆÀÃ¯Êº º Õ½ÄÃ »ÈÄ Àº½ ÜÊºÆÃ¯Êº »Ê¿èºF¾¯È¿½ Í½ ¿È ÃÈ¯¿¿½ ÍÀ
»¼Êæ¿Ø¾ ½ @ È¿ÖÊ¼¯ÃÇ¾ ½ Í½ Ãè»½ º»¼®½¾ ¿½À«Á ÍÌåº¯ ÍÈºÄ ¿È Ä½ÆÃ¯Êº  Ú Ú" Ú ß¿ ½ÄÃ Å ºÊÃ½¼ ÔÀ½ Á
»È¼ ÍÌåº¯Ã¯Êº Á ¿È ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½ ÍÊ¯Ã »ÊÀ×Ê¯¼ Ä ÕÈ»»¿¯ÔÀ½¼ Å Í½Ä ¾ÊÍØ¿½Ä Í½ Ö¼ÈºÍ½
ÃÈ¯¿¿½ Æ½ ÔÀ¯ ¾ Øº½ Å Í½Ä Ã½¾»Ä Í½ ÆÈ¿ÆÀ¿ »¼ÊÇ¯æ¯Ã¯ÜÄ ½Ã ÍÊºÆ ½ÄÃ »¼ÈÃ¯ÔÀ½¾½ºÃ ¯ºÈ»»¿¯ÆÈæ¿½ Ú
éÈºÄ Æ½ ÆÊºÃ½äÃ½ Á ÃÊÀÃ½ ÄÊ¿ÀÃ¯Êº »½¼¾ ½ÃÃÈºÃ Í ÕÊæÃ½º¯¼ Ä¯¾»¿½¾ ½ºÃ ÏÆ Õ½ÄÃÙÅÙÍ¯¼½ »È¼ Àº

È¿ÖÊ¼¯ÃÇ¾ ½ Ä Õ½äÌÆÀÃÈºÃ ½º Àº Ã½¾»Ä ÜÊºÆÃ¯Êº »Ê¿èºF¾¯È¿½ Í½ ¿È ÃÈ¯¿¿½ ÍÀ »¼Êæ¿Ø¾ ½Ó Àº½ ÄÊÙ
¿ÀÃ¯Êº ÄÊÀÄ Ê»Ã¯¾ È¿½ ½ÄÃ »¼ÈÃ¯ÔÀ½¾½ºÃ Í ÕÀº Ö¼ÈºÍ ¯ºÃÌ¼îÃ Ú éÈºÄ Æ½ ¾ Ì¾Ê¯¼½ Á ÈÀ Í½¿Å Í ÕÀº½
»¼ÌÄ½ºÃÈÃ¯Êº Í½Ä ¾ ÌÃÇÊÍ½Ä Í½ ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä Á ºÊÀÄ »¼Ê»ÊÄÊºÄ ¿½À¼ ¼Ì¯ºÃ½¼»¼ÌÃÈÃ¯Êº
ÆÊ¾¾½ ÄÊ¿ÀÃ¯Êº ÄÊÀÄ Ê»Ã¯¾ È¿½ ÍÀ »¼Êæ¿Ø¾ ½ ÖÌºÌ¼È¿ Ú
Û½ÃÃ½ ¼Ì¯ºÃ½¼»¼ÌÃÈÃ¯Êº »¼ÌÄ½ºÃ½ Àº ¯ºÃÌ¼îÃ ÔÀ¯ º Õ½ÄÃ »ÈÄ ÜÊ¼ÆÌ¾ ½ºÃ Ä¯¾ »¿½¾ ½ºÃ ÈÆÈÙ

ÍÌ¾ ¯ÔÀ½ Ú ¹º ½â½Ã Á ¿È ¼ÌÄÊ¿ÀÃ¯Êº ÍÀ »¼Êæ¿Ø¾ ½ Í ÕÊ»Ã¯¾ ¯ÄÈÃ¯Êº ÖÌºÌ¼È¿ ½ÄÃ ÜÈ¯Ã½ »È¼ Àº È¿Ù
ÖÊ¼¯ÃÇ¾ ½ ¯ÃÌ¼ÈÃ¯Ü ÔÀ¯ »È¼ÃÈºÃ Í ÕÀº »Ê¯ºÃ Í Õ¯º¯Ã¯È¿¯ÄÈÃ¯Êº ½Ã »ÊÀ¼ Àº ºÊ¾æ¼½ Í Õ¯ÃÌ¼ÈÃ¯ÊºÄ
¼È¯ÄÊººÈæ¿½ ×È ÆÊº×½¼Ö½¼ ×½¼Ä Àº½ ÄÊ¿ÀÃ¯Êº Ï»¼ÊæÈæ¿½¾ ½ºÃÓ ÄÊÀÄ Ê»Ã¯¾ È¿½ ÍÌ» ½ºÍÈºÃ ÍÀ
»Ê¯ºÃ Í Õ¯º¯Ã¯È¿¯ÄÈÃ¯Êº Ú
é ÕÀº »¼½¾ ¯½¼ »Ê¯ºÃ Í½ ×À½ Á ¯¿ ½ÄÃ ÍÊºÆ ¯ºÃÌ¼½ÄÄÈºÃ Í½ ÆÊººÈ�Ã¼½ Àº æÊº »Ê¯ºÃ Í Õ¯º ¯Ù

Ã¯È¿¯ÄÈÃ¯Êº Ú ¹º Æ½¿È Á ¿½Ä ¾ ÌÃÇÊÍ½Ä Í½ ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä Æ¿ÈÄÄ¯ÔÀ½Ä » ½À×½ºÃ ÜÊÀ¼º¯¼ Í½Ä
ÄÊ¿ÀÃ¯ÊºÄ ¯ºÃÌ¼½ÄÄÈºÃ½Ä Á Å »È¼Ã¯¼ ÍÀ ¾Ê¾½ºÃ Ê¹ ½¿¿½Ä ÊºÃ ÌÃÌ ¼Ì¯ºÃ½¼»¼ÌÃÌ½Ä ÆÊ¾¾½ ÄÊ¿ÀÃ¯ÊºÄ
ÄÊÀÄ Ê»Ã¯¾ È¿½Ä ÍÀ »¼Êæ¿Ø¾ ½ ÖÌºÌ¼È¿ Ú é ÕÀº Ä½ÆÊºÍ »Ê¯ºÃ Í½ ×À½ Á ¿È ¼ÌÄÊ¿ÀÃ¯Êº ÖÌºÌ¼È¿½ » ½ÀÃ
îÃ¼½ ×À½ ÆÊ¾¾½ Àº½ ÜÈñÊº Í ÕÈ¾ Ì¿¯Ê¼½¼ ¿½Ä ÄÊ¿ÀÃ¯ÊºÄ Æ¿ÈÄÄ¯ÔÀ½¾ ½ºÃ »¼Ê»ÊÄÌ½Ä Ú
é½ ¿È Í¯ÄÆÀÄÄ¯Êº »¼ÌÆÌÍ½ºÃ½ Á ¯¿ È»»È¼È�Ã ÔÀ½ ºÊÃ¼½ »¼ÌÊÆÆÀ»ÈÃ¯Êº »¼¯ºÆ¯»È¿½ ½ÄÃ Í½

ÆÈ¼ÈÆÃÌ¼¯Ä½¼ ¿È ÆÊ¾»¿½ä ¯ÃÌ ÍÀ »¼Êæ¿Ø¾ ½ ½Ã Í½ »¼Ê»ÊÄ½¼ Í½Ä ÄÊ¿ÀÃ¯ÊºÄ Í½ ÜÈ¯æ ¿½ ÆÊ¾»¿½ä ¯ÃÌ Á
ÍÊºÆ ½â½ÆÃ¯×½Ä Ú Ñ×ÈºÃ Í ÕÈæÊ¼Í½¼ ÍÈºÄ ¿½ ÆÇÈ»¯Ã¼½ £ ¿È ¼ÌÄÊ¿ÀÃ¯Êº ½äÈÆÃ½ ÍÀ »¼Êæ¿Ø¾ ½ Í½
¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä Á ºÊÀÄ È¿¿ÊºÄ ¯Æ¯ Í ¯ÄÆÀÃ½¼ Í½ ¿È »¼Êæ¿Ì¾ ÈÃ¯ÔÀ½ ½Ã ½º »¼Ê»ÊÄ½¼ Àº½
ÜÊ¼¾À¿ÈÃ¯Êº ÖÌºÌ¼È¿½ Ú
éÈºÄ Æ½ ¾ Ì¾Ê¯¼½ Á ºÊÀÄ ½ä»ÊÄÊºÄ Æ½Ä ¾ ÌÃÇÊÍ½Ä È»»¿¯ÔÀÌ½Ä Å ¿ ÕÊæÃ½ºÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä

Ä¯¾ »¿¯åÌÄ Í½ ÆÈºÈÀä Í Õ¯¼¼¯ÖÈÃ¯Êº Ú Ð½ Í½¼º¯½¼ ÆÇÈ»¯Ã¼½ è ½ÄÃ ÆÊºÄÈÆ¼Ì Ú

ÁÂÁ Ãb¸µ·µb¶ d� Ä³bmeh²± Å ob³²�ef·µb¶
LÆLÆL n��JÇ��� J����J� È
éÈºÄ ¿½ æÀÃ Í ÕÊæÃ½º¯¼ Àº ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼ ¯¾ »¿Ì¾ ½ºÃÈæ¿½ Á ¿È ÄèºÃÇØÄ½ Í ÕÀº½ ¿Ê¯ Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½

È×ÈºÆÌ½ Ï
H∞

Á
LQG

Á ÚÚÚÓ ÄÊÀ¿Ø×½ Í½Àä ÈÄ» ½ÆÃÄ »¼Êæ¿Ì¾ ÈÃ¯ÔÀ½Ä »¼Ê×½ºÈºÃ Í½ ¿È ÃÈ¯¿¿½ ÍÀ
¾ÊÍØ¿½ Í½ ÄèºÃÇØÄ½ Ú Ð½ »¼½¾ ¯½¼ ¼ÌÄ¯Í½ ÍÈºÄ ¿È ÆÊ¾»¿½ä ¯ÃÌ Í½Ä ÆÈ¿ÆÀ¿Ä ÈæÊÀÃ¯ÄÄÈºÃ ÈÀ ÆÊ¼Ù
¼½ÆÃ½À¼ Ú ÒÈ¼ ½ä½¾»¿½ Á ¿È ¼ÌÄÊ¿ÀÃ¯Êº ºÀ¾Ì¼¯ÔÀ½ Í½Ä ÌÔÀÈÃ¯ÊºÄ Í½ á¯ÆÆÈÃ¯ Í½ Ö¼ÈºÍ½ ÃÈ¯¿¿½
» ½ÀÃ »ÊÄ½¼ Í½ Ö¼ÈºÍÄ »¼Êæ¿Ø¾ ½Ä Ú éÈºÄ Àº Ä½ÆÊºÍ Ã½¾»Ä Á ½º ÄÀ»»ÊÄÈºÃ ÔÀ ÕÀº ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼
È¯Ã ÌÃÌ ÊæÃ½ºÀ Á ÄÈ ÃÈ¯¿¿½ ½ÄÃ ÈÀ ¾Ê¯ºÄ ÌÖÈ¿½ Å Æ½¿¿½ ÍÀ ¾ÊÍØ¿½ Í½ ÄèºÃÇØÄ½ ½Ã » ½ÀÃ »ÊÄ½¼
Í½Ä »¼Êæ¿Ø¾ ½Ä Í Õ¯¾»¿Ì¾ ½ºÃÈÃ¯Êº Ï¼½ÄÄÊÀ¼Æ½Ä ¾ ÈÃÌ¼¯½¿¿½Ä Á »¼Êæ¿Ø¾ ½Ä ºÀ¾ Ì¼¯ÔÀ½Ä ÍÈºÄ ¿½
Ã¼È¯Ã½¾ ½ºÃ Í¯Ö¯ÃÈ¿Ó Ú éÈºÄ ¿½ ÆÊºÃ½äÃ½ Í½Ä ÆÈºÈÀä Í Õ¯¼¼¯ÖÈÃ¯Êº Á ¿È ÃÈ¯¿¿½ Í ÕÀº ¾ÊÍØ¿½ » ½ÀÃ
ÈÃÃ½¯ºÍ¼½ Í½Ä Æ½ºÃÈ¯º½Ä Í ÕÌÃÈÃÄ Æ½ ÔÀ¯ ¼½ºÍ ¯ºÌ× ¯ÃÈæ¿½ ¿ ÕÌÃÈ» ½ Í½ ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Á È×ÈºÃ Í½ ÄèºÙ
ÃÇÌÃ¯Ä½¼ Àº½ ¿Ê¯ Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ Ú
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LÆLÆS � ����J� �� ������ É ��J �H ����H���
éÈºÄ ºÊÃ¼½ È»»¿¯ÆÈÃ¯Êº ÆÊºÆ½¼ºÈºÃ ¿½Ä ÆÈºÈÀä Í Õ¯¼¼¯ÖÈÃ¯Êº Á ¿½Ä ¾ ÊÍØ¿½Ä ¿¯ºÌÈ¯¼½Ä ÄÃÈÃ¯ÊºÙ

ºÈ¯¼½Ä »¼Ê×½ºÈºÃ Í½ ¿È Í¯ÄÆ¼ÌÃ¯ÄÈÃ¯Êº Í½Ä ÌÔÀÈÃ¯ÊºÄ »ÇèÄ¯ÔÀ½Ä ÄÊºÃ Í½ Ö¼ÈºÍ½ Í¯¾ ½ºÄ¯Êº Ú
ÐÈ ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä ÍÈºÄ ¿½ ÆÊºÃ½äÃ½ Í½ ¿ ÕÑÀÃÊ¾ ÈÃ¯ÔÀ½ Ä Õ¯ºÄÆ¼¯Ã ÆÊ¾¾½ Àº½ ÌÃÈ» ½
ÔÀ¯ » ½¼¾ ½Ã Í½ ºÊÀ×½¿¿½Ä Ä¯¾»¿¯åÆÈÃ¯ÊºÄ ÍÀ ¾ÊÍØ¿½ Á ¾ È¯Ä ½º Ã½ºÈºÃ ÆÊ¾»Ã½ Í½Ä ½ºÄ½¾æ¿½Ä
»ÊÄÄ¯æ ¿½Ä Í½ Ä¯ÖºÈÀä Í Õ½ºÃ¼Ì½ ÈÖ¯ÄÄÈºÃ ÄÀ¼ ¿½ ÄèÄÃØ¾ ½ Ú ¹º æÊÀÆ¿½ Ü½¼¾ Ì½ Á Æ½Ä Ä¯ÖºÈÀä ÄÊºÃ
¿Ê¯º Í ÕîÃ¼½ È¼æ¯Ã¼È¯¼½Ä Ú ß¿Ä ¼½·ØÃ½ºÃ ¿½Ä Ä» ÌÆ¯åÆÈÃ¯ÊºÄ ÔÀ½ ¿ ÕÊº ÄÊÀÇÈ¯Ã½ ¯¾ »ÊÄ½¼ ÈÀ ÄèÄÃØ¾ ½ Ú
ÐÈ ÄèºÃÇØÄ½ Í ÕÀº½ ¿Ê¯ Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ º½ ¼½ÔÀ¯½¼Ã »ÈÄ ÜÊ¼ÆÌ¾ ½ºÃ ¿½ ÆÇÊ¯ä Í ÕÀº ¾ÊÍØ¿½ ÆÊ¾»¿¯Ù
ÔÀÌ ÊÎò½$6Ë Ú Ð Õ½ä½¾»¿½ ¯¿¿ÀÄÃ¼ÈÃ¯Ü ÄÀ¯×ÈºÃ ¾ÊºÃ¼½ ¿ Õ¯ºÃ½¼ÈÆÃ¯Êº ½ºÃ¼½ ¿½ ÆÇÊ¯ä Í ÕÀº ¾ÊÍØ¿½
Ä¯¾»¿¯åÌ »ÊÀ¼ ¿È ÆÊ¾¾ÈºÍ½ ½Ã Àº ÆÈÇ¯½¼ Í½Ä ÆÇÈ¼Ö½Ä Å ¼½Ä» ½ÆÃ½¼ Ú

LÆLÆT �I��É�� H�H��� �Ç��
Ð½ æÀÃ Í½ Æ½Ã ½ä½¾»¿½ ½ÄÃ Í½ ¾ÊºÃ¼½¼ ÔÀ½ ¿½ ÆÇÊ¯ä Í ÕÀº ¾ÊÍØ¿½ Ä¯¾ »¿¯åÌ » ÊÀ¼ ¿ ÕÊæÃ½ºÙ

Ã¯Êº Í ÕÀº½ ¿Ê¯ Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ ½ÄÃ ¿¯Ì ÈÀä Ä» ÌÆ¯åÆÈÃ¯ÊºÄ ÍÀ ÆÈÇ¯½¼ Í½Ä ÆÇÈ¼Ö½Ä Ú ÛÊºÄ¯ÍÌ¼ÊºÄ
Àº ¾ÊÍØ¿½ ÍÀ »¼½¾ ¯½¼ Ê¼Í¼½

Gnominal(p) = 0.1
103p+1

½º ÄÌ¼¯½ È×½Æ Àº Ã¼ÈºÄÜ½¼Ã ÍÀ Ä½ÆÊºÍ
Ê¼Í¼½ Í½ ¿È ÜÊ¼¾ ½

Eω0(p) = 100
p2 + 2ξ ω0

10
p +

(
ω0

10

)2

100p2 + 2ξω0p + ω2
0

, ξ = 0.2

àÊÀÄ ½º×¯ÄÈÖ½ÊºÄ � ÆÈÄ »ÊÀ¼
Eω0(p)

ÆÊ¼¼½Ä»ÊºÍÈºÃ Å � ÄèÄÃØ¾ ½Ä Í¯âÌ¼½ºÃÄ ÏåÖÀ¼½  ÚÓ Ú
Ì ω0 = 10−1rad/s

@
G2(p)

Á
Ì ω0 = 100rad/s

@
G1(p)

Á
Ì ω0 = 105rad/s : G3(p)

Ú
ÛÇÈÆÀº Í½Ä � ÆÈÄ »¼ÌÆÌÍ½ºÃÄ ¼½»¼ÌÄ½ºÃ½ Àº½ ÍèºÈ¾ ¯ÔÀ½ ºÌÖ¿¯ÖÌ½ ÄÀ¼ ¿½ ¾ ÊÍØ¿½ ºÊ¾ ¯ºÈ¿
Gnominal(p)

»ÊÀ¼ ¿½ÔÀ½¿ Eω0(p) = 1
Ú

Frequency (rad/sec)
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Bode Diagrams
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0
From: U(1)

Í ýY Î  Ú Ì á½»¼ÌÄ½ºÃÈÃ¯Êº ÍÀ ¾ÊÍØ¿½ ºÊ¾ ¯ºÈ¿ ½Ã Í½ � ÍèºÈ¾ ¯ÔÀ½Ä ºÌÖ¿¯ÖÌ½Ä

íº ¾ÊÍØ¿½ Ä¯¾ »¿¯åÌ »ÊÄÄ¯æ ¿½ ½ÄÃ ¿½ ¾ÊÍØ¿½ ºÊ¾ ¯ºÈ¿ Í ÕÊ¼Í¼½  Ú ß¿ ÆÊºÄÃ¯ÃÀ½ Àº½ æÊºº½
È»»¼Êä ¯¾ ÈÃ¯Êº Í ÕÊ¼Í¼½  Í½Ä Ã¼ÈÆÌÄ Ü¼ÌÔÀ½ºÃ¯½¿Ä Í ÕÊ¼Í¼½ � Ú é½ »¿ÀÄ Á Í ÕÀº »Ê¯ºÃ Í½ ×À½
Ã½¾»Ê¼½¿ Á Æ½Ä " ¾ÊÍØ¿½Ä ÄÊºÃ Ã¼ØÄ »¼ÊÆÇ½Ä Ú éÈºÄ Æ½ ÆÈÍ¼½ Á ¿½ ¾ÊÍØ¿½ Ä¯¾»¿¯åÌ » ½ÀÃ Ä½
ÄÀæÄÃ¯ÃÀ½¼ ÈÀä � ÈÀÃ¼½Ä Ú
ÛÊºÆ½×ÊºÄ ¾ È¯ºÃ½ºÈºÃ Àº ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼ ÄÈÃ¯ÄÜÈ¯ÄÈºÃ Æ½¼ÃÈ¯º½Ä Ä» ÌÆ¯åÆÈÃ¯ÊºÄ ÄÀ¼ ¿½ ¾ ÊÍØ¿½
¼ÌÍÀ¯Ã ÏºÊ¾ ¯ºÈ¿Ó Ú
JR-.1� K1¡ Q-R��1¡ T
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Í ýY Î  Ú£ Ì áÌ»ÊºÄ½ Å Àº ÌÆÇ½¿Êº »ÊÀ¼ ¿½Ä " ÆÊºåÖÀ¼ÈÃ¯ÊºÄ

 Ú » ÊÀ¼ÄÀ¯Ã½ Í½ ¼ÌÜÌ¼½ºÆ½Ä ½º ÜÊ¼¾ ½ Í ÕÌÆÇ½¿Êº ¸
£ Ú Ã½¾»Ä Í½ ¼Ì»ÊºÄ½ Í½ ¿ ÕÊ¼Í¼½ Í½

0, 3s
½Ã ÍÌ»ÈÄÄ½¾ ½ºÃ ¯ºÜÌ¼¯½À¼ Å

20%
¸

� Ú ¼½Â ½Ã Í½ » ½¼ÃÀ¼æÈÃ¯Êº ½º ÌÆÇ½¿Êº ÄÀ¼ ¿È ÆÊ¾¾ÈºÍ½ ¸
" Ú ÍÌÆ¼Ê¯ÄÄÈºÆ½ ÍÀ ÖÈ¯º ÍÀ ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼ ½º ÇÈÀÃ½ÄÙÜ¼ÌÔÀ½ºÆ½Ä ¸
� Ú ¾ È¼Ö½Ä Í½ ÖÈ¯º ½Ã »ÇÈÄ½ ¼½Ä» ½ÆÃÈæ¿½Ä Ú

Ð½Ä Ä» ÌÆ¯åÆÈÃ¯ÊºÄ
1
½Ã

3
¯¾ »¿¯ÔÀ½ºÃ Àº½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ ¯ºÃÌÖ¼È¿½ @ »¼ÌÄ½ºÆ½ Í ÕÀº ¯ºÃÌÖ¼ÈÃ½À¼

ÍÈºÄ
K(p)

Ú ÐÈ Ä» ÌÆ¯åÆÈÃ¯Êº
2
Í¯¾ ½ºÄ¯Êºº½ ¿È »À¿ÄÈÃ¯Êº Í½ ÆÊÀ»À¼½

ωc
Í½ ¿È æÊÀÆ¿½ ÊÀ×½¼Ã½

GK
Å ¿ ÕÈ¯Í½ Í½ ¼ØÖ¿½Ä Í½ ¿ ÕÈÀÃÊ¾ ÈÃ¯ÔÀ½ Ü¼ÌÔÀ½ºÃ¯½¿¿½ Ú ßÆ¯ ωc ' 10rad/s

Ú íº ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼ Í½
Ãè» ½

PI+
å¿Ã¼½ ½ÄÃ ÄÀ5 ÄÈºÃ »ÊÀ¼ ÄÈÃ¯ÄÜÈ¯¼½ ÃÊÀÃ½Ä Æ½Ä Ä» ÌÆ¯åÆÈÃ¯ÊºÄ ÄÀ¼

Gnominal(p)
Ú ãÀ Õ½º

½ÄÃÙ¯¿ Í½ Æ½ÃÃ½ ¿Ê¯ Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ È»»¿¯ÔÀÌ½ ÈÀä ¾ÊÍØ¿½Ä Gi(p)
Á
i = 1, 2, 3

! ÐÈ åÖÀ¼½  Ú�
ÆÊ¾»È¼½ ¿½Ä Ã¼ÈÆÌÄ Í½ ê ¿ÈÆòÙà ¯ÆÇÊ¿Ä ½ºÃ¼½ ¿½Ä æÊÀÆ¿½Ä ÊÀ×½¼Ã½Ä

KGnominal

½Ã
KGi

Ú
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Í ýY Î  Ú� Ì ÛÊ¾»È¼È¯ÄÊº Í½Ä Ã¼ÈÆÌÄ Í½ ê ¿ÈÆò

Ð½ ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼
K(p)

¼½ºÍ ¯ºÄÃÈæ¿½
G1(p)

ÆÈ¼ ¿ Õ¯º·À½ºÆ½ Í½ ¿È ÍèºÈ¾ ¯ÔÀ½ ºÌÖ¿¯ÖÌ½ È»»ÈÙ
¼È�Ã ÈÀ ×Ê¯Ä¯ºÈÖ½ Í½

ωc

Ú Ð ÕÀÃ¯¿¯ÄÈÃ¯Êº Í½
Gnominal(p)

ÆÊ¾¾½ ¾ÊÍØ¿½ Í½ ÄèºÃÇØÄ½ º Õ½ÄÃ »ÈÄ
×È¿¯Í½ Ú ¹º ¼½×ÈºÆÇ½ Á ¿½Ä ÍèºÈ¾ ¯ÔÀ½Ä ºÌÖ¿¯ÖÌ½Ä ÄÀ¼ G2(p)

½Ã
G3(p)

ÄÊºÃ Ä¯ÃÀÌ½Ä ÍÈºÄ Í½Ä
ÍÊ¾È¯º½Ä Í½ Ü¼ÌÔÀ½ºÆ½Ä Ê¹ ¿È »Ê¿¯Ã¯ÔÀ½ Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ ½ÄÃ ¼½Ä» ½ÆÃ¯×½¾ ½ºÃ Ö¼ÈºÍ ÖÈ¯º ÏÆÊ¾Ù
¾ ÈºÍ½ ¯ºÃÌÖ¼È¿½ æÈÄÄ½Ä Ü¼ÌÔÀ½ºÆ½ÄÓ ½Ã ÜÈ¯æ ¿½ ÖÈ¯º Ï¼Ê¿¿ÙÊâ ½º ÇÈÀÃ½Ä Ü¼ÌÔÀ½ºÆ½ÄÓ Ú ÐÈ »¿À»È¼Ã
Í½Ä ¿Ê¯Ä Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ ÄÀ¯×½ºÃ Æ½ÃÃ½ »Ê¿¯Ã¯ÔÀ½ ¯ºÇÌ¼½ºÃ½ ÈÀ ÆÈÇ¯½¼ Í½Ä ÆÇÈ¼Ö½Ä ÊéÎ$Ë Ú ÛÊ¾Ù
»È¼ÊºÄ ¾ È¯ºÃ½ºÈºÃ ¿½Ä » ½¼ÜÊ¼¾ ÈºÆ½Ä ÄÀ¼ ¿½ ÄÀ¯× ¯ Í ÕÀº ÌÆÇ½¿Êº »ÊÀ¼

Gnominal(p)
Á
G2(p)

½Ã
G3(p)

Ú
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Í ýY Î  Ú" Ì áÌ»ÊºÄ½ Å Àº ÌÆÇ½¿Êº »ÊÀ¼ Gnominal(p)
Á
G2(p)

½Ã
G3(p)

Ú

ÐÈ åÖÀ¼½  Ú" ¾ÊºÃ¼½ ÔÀ½ K(p)
¼½¾»¿¯Ã ¿½ ÆÈÇ¯½¼ Í½Ä ÆÇÈ¼Ö½Ä »¼ÌÆÌÍ½ºÃ ÄÀ¼ ¿½Ä £ ¾ÊÍØ¿½Ä

Í ÕÊ¼Í¼½ � »¼ÌÄ½ºÃÈºÃ Àº½ ÍèºÈ¾ ¯ÔÀ½ ºÌÖ¿¯ÖÌ½ Ú Û½Ã ½ä½¾»¿½ È ¾ ÊºÃ¼Ì ÔÀ½ ¿È ÍÌÃ½¼¾ ¯ºÈÃ¯Êº
Í ÕÀº ¾ÊÍØ¿½ Í½ ÄèºÃÇØÄ½ ½ÄÃ ¿¯Ì½ Å ÄÊº ÀÃ¯¿¯ÄÈÃ¯Êº @ ¯Æ¯ Á ¾ ½ÃÃ¼½ ÈÀ »Ê¯ºÃ Àº½ ¿Ê¯ Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½
¼½¾»¿¯ÄÄÈºÃ Àº ÆÈÇ¯½¼ Í½Ä ÆÇÈ¼Ö½Ä Ú

JR-.1� K1¡ Q-R��1¡Ï�PKUQS.V�
íº ÆÈÇ¯½¼ Í½Ä ÆÇÈ¼Ö½Ä ¯ºÍÀ¯Ã Í½Ä ÌÆÇ½¿¿½Ä Í½ Ã½¾»Ä ÏÃ½¾»Ä Í½ ¾ÊºÃÌ½ Á Ã½¾»Ä Í½ ¼½Â ½Ã

Í ÕÀº½ » ½¼ÃÀ¼æÈÃ¯Êº Á æÈºÍ½ »ÈÄÄÈºÃ½ »È¼ ½ä½¾»¿½Ó ÍÌÄ¯¼Ì½Ä ÄÀ¼ ¿½ ÄèÄÃØ¾ ½ æÊÀÆ¿Ì È¯ºÄ¯ ÔÀ½
¿ Õ¯º·À½ºÆ½ Í½Ä æ¼À¯ÃÄ Í½ ¾ ½ÄÀ¼½ Ú é ÕÀº »Ê¯ºÃ Í½ ×À½ Ü¼ÌÔÀ½ºÃ¯½¿ Á Æ½Æ¯ È »ÊÀ¼ ÆÊºÄÌÔÀ½ºÆ½ Í½
ÍÊºº½¼ Í½ ¿ Õ¯¾»Ê¼ÃÈºÆ½ Å Æ½¼ÃÈ¯º½Ä ÖÈ¾¾½Ä Í½ »À¿ÄÈÃ¯ÊºÄ Ú éÈºÄ Àº ×Ê¯Ä¯ºÈÖ½ Í½ ¿È æÈºÍ½
»ÈÄÄÈºÃ½ ¿½Ä ½¼¼½À¼Ä Í½ ¾ÊÍÌ¿¯ÄÈÃ¯Êº »½À×½ºÃ îÃ¼½ Æ¼¯Ã¯ÔÀ½Ä Á È¿Ê¼Ä ÔÀ ÕÈ¯¿¿½À¼Ä ¿½À¼ ¯º·À½ºÆ½
½ÄÃ ¾ ¯º½À¼½ Ú
ÛÊ¾¾½ ºÊÀÄ ¿½ ×½¼¼ÊºÄ ÍÈºÄ ¿ ÕÈ»»¼ÊÆÇ½ »È¼ ½ºÄ½¾æ¿½ Í½ Ä¯ÖºÈÀä Á ¿ Õ¯ºÃ½¼ÈÆÃ¯Êº ¾ÊÍØ¿½ÐÆÈÇ¯½¼
Í½Ä ÆÇÈ¼Ö½Ä ×È » ½¼¾ ½ÃÃ¼½ Í½ ÍÌåº¯¼ Í½Ä Æ¼¯ÃØ¼½Ä Í½ ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Ú Û½Ä Æ¼¯ÃØ¼½Ä » ½¼¾ ½ÃÃ½ºÃ
Í ÕÊæÃ½º¯¼ Å »È¼Ã¯¼ Í ÕÀº ¾ÊÍØ¿½ Í ÕÊ¼Í¼½ Ì¿½×Ì ÄÀ»»ÊÄÌ » ½¼Ã¯º½ºÃ »È¼ ¼È»»Ê¼Ã ÈÀ ÆÈÇ¯½¼ Í½Ä
ÆÇÈ¼Ö½Ä Á Àº ¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã Ú éÈºÄ ¿ Õ½ä½¾»¿½ »¼ÌÆÌÍ½ºÃ Á ¿½ ¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã È ÌÃÌ ÆÇÊ¯Ä¯ ºÈïÙ
×½¾ ½ºÃ »ÊÀ¼ ÄÊº Ã¼ÈÆÌ Ü¼ÌÔÀ½ºÃ¯½¿ Ã¼ØÄ »¼ÊÆÇ½ Í½Ä ¾ÊÍØ¿½Ä ÈÀä ÍèºÈ¾ ¯ÔÀ½Ä ºÌÖ¿¯ÖÌ½Ä ½Ã
ÄÈºÄ Ã½º¯¼ ÆÊ¾»Ã½ Í½ ¿È »ÊÄ¯Ã¯Êº Í½ ¿È Ü¼ÌÔÀ½ºÆ½ Í½ ÆÊÀ»À¼½ Ú
ÒÈ¼ È¯¿¿½À¼Ä Á Æ½¼ÃÈ¯º½Ä ÆÈ¼ÈÆÃÌ¼¯ÄÃ¯ÔÀ½Ä ÍÀ ÄèÄÃØ¾ ½ ÄÊºÃ ÜÊºÍÈ¾½ºÃÈ¿½Ä »È¼ ¼È»»Ê¼Ã ÈÀä
Ä» ÌÆ¯åÆÈÃ¯ÊºÄ ÍÀ ÆÈÇ¯½¼ Í½Ä ÆÇÈ¼Ö½Ä Ú ¹ ¿¿½Ä ÍÊ¯×½ºÃ Ä½ ¼½Ã¼ÊÀ×½¼ ÍÈºÄ ¿½ ¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã Ú ÒÈ¼
½ä½¾»¿½ Á ¿½Ä óÌ¼ÊÄ ¯ºÄÃÈæ¿½Ä Í ÕÀº ÄèÄÃØ¾ ½ ¯¾»¿¯ÔÀ½ºÃ Àº½ ÆÊºÃ¼È¯ºÃ½ ÄÀ¼ ¿È æÈºÍ½ »ÈÄÙ
ÄÈºÃ½ ÊÞÐ$� Á ÞÉÎ  Ë Ú é½ ¾î¾½ Á ¿½Ä » F ¿½Ä ¯ºÄÃÈæ¿½Ä ÍÊ¯×½ºÃ îÃ¼½ ÆÊºÄ½¼×ÌÄ ÏÈÀ ¾Ê¯ºÄ ¿½À¼
ºÊ¾æ¼½Ó Ú

LÆLÆÑ 	��É��I ��� �� � ��� H� É���� � p��� ��� �� ����H���
Ð ÕÊæÃ½ºÃ¯Êº Í ÕÀº½ ÄÊ¿ÀÃ¯Êº Å Àº »¼Êæ¿Ø¾ ½ Í ÕÑÀÃÊ¾ ÈÃ¯ÔÀ½ » ½ÀÃ îÃ¼½ »¿ÀÄ ÊÀ ¾Ê¯ºÄ

ÆÊ�Ã½ÀÄ½ ½º Ã½¾»Ä Í½ ÆÈ¿ÆÀ¿ Ú Ð ÕÊæÂ ½ÆÃ¯Ü ÌÃÈºÃ Í½ »¼Ê»ÊÄ½¼ Í½Ä ÊÀÃ¯¿Ä Í ÕÈ¯Í½ Å ¿È ÆÊºÆ½»Ã¯Êº
»È¼ Ê¼Í¯ºÈÃ½À¼ Á ¯¿ ½ÄÃ »¼ÈÃ¯ÔÀ½¾½ºÃ ¯¾»Ê¼ÃÈºÃ Í½ »ÊÀ×Ê¯¼ ÔÀÈºÃ¯å½¼ ¿È ÆÊ¾»¿½ä ¯ÃÌ Í ÕÀº
»¼ÊÖ¼È¾¾½ ½Ã ¿½ Ã½¾»Ä Í½ ÆÈ¿ÆÀ¿ ¾ ¯Ä ½º Â ½À Ú
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é½ ¾Èº¯Ø¼½ ÖÌºÌ¼È¿½ Á Àº È¿ÖÊ¼¯ÃÇ¾½ ½ÄÃ ÍÌÆ¼¯Ã »È¼ Àº »¼ÊÖ¼È¾¾½ ÆÊºÄÃ¯ÃÀÌ Í ÕÀº½

ÄÌÔÀ½ºÆ½ åº¯½ Í Õ¯ºÄÃ¼ÀÆÃ¯ÊºÄ Ú Ð½ ¾ÊÍØ¿½ È¿ÖÊ¼¯ÃÇ¾ ¯ÔÀ½ ¿½ »¿ÀÄ ÆÊº×½ºÃ¯Êºº½¿ ½ÄÃ æÈÄÌ ÄÀ¼
¿È ÓÔ( Ï¼ÈºÍÊ¾ ÈÆÆ½ÄÄ ¾ ÈÆÇ¯º½Ó Ú ¹ ¿¿½ ÆÊºÃ¯½ºÃ ¿½Ä ÍÊººÌ½Ä Í Õ½ºÃ¼Ì½ Á ¿È ÄÊ¼Ã¯½ ÌÃÈºÃ ¿½
¼ÌÄÀ¿ÃÈÃ ÍÀ ÆÈ¿ÆÀ¿ Á Àº ºÊ¾æ¼½ ¯¿¿¯¾ ¯ÃÌ Í½ ¼½Ö¯ÄÃ¼½Ä Í½ÄÃ¯ºÌÄ ÈÀä ¼ÌÄÀ¿ÃÈÃÄ ¯ºÃ½¼¾ ÌÍ¯È¯¼½Ä Á
½Ã ¿½ »¼ÊÖ¼È¾¾½ Ú
ÐÊ¼ÄÔÀ½ ÔÀ ÕÀº È¿ÖÊ¼¯ÃÇ¾ ½ Ä ÕÈ¼¼îÃ½ Á ºÊÀÄ ÍÌåº¯ÄÄÊºÄ ÄÊº Ã½¾»Ä Í½ ÆÈ¿ÆÀ¿ ÆÊ¾¾½ ÌÃÈºÃ ¿È
ÄÊ¾¾½ Í½Ä ;ÆÊ�ÃÄ ; Í½ ÆÇÈÔÀ½ ¯ºÄÃ¼ÀÆÃ¯Êº Ú ÒÈ¼ ½ä½¾»¿½ Á Àº½ ¯ºÄÃ¼ÀÆÃ¯Êº ÏÊÀ Ê»Ì¼ÈÃ¯ÊºÓ
È¼¯ÃÇ¾ ÌÃ¯ÔÀ½ Í ÕÀº ¾ÊÍØ¿½ áÑÉ ¯¾»¿¯ÔÀ½ Àº½ Àº¯ÃÌ Í½ ÆÊ�Ã Ú ¹º »¼ÈÃ¯ÔÀ½ Á ¿½ Ã½¾»Ä Í½
ÆÈ¿ÆÀ¿ Ö¼ÈºÍ¯Ã È×½Æ ¿È ÃÈ¯¿¿½ ÍÀ »¼Êæ¿Ø¾ ½ È»»½¿Ì

m
ÏºÊ¾æ¼½ Í½ ×È¼¯Èæ¿½ÄÓ Ú àÊÀÄ Í¯ÄÃ¯ºÖÀÊºÄ

Í½Àä Æ¿ÈÄÄ½Ä Í½ »¼Êæ¿Ø¾ ½Ä Í ÕÊ»Ã¯¾ ¯ÄÈÃ¯Êº Ú
ÐÈ »¼½¾ ¯Ø¼½ ÆÊºÃ¯½ºÃ ¿½Ä »¼Êæ¿Ø¾ ½Ä Í ÕÊ»Ã¯¾ ¯ÄÈÃ¯Êº Í½ ÜÈ¯æ ¿½ ÆÊ¾»¿½ä ¯ÃÌ Ú Ò ¿ÀÄ »¼ÌÆ¯Ù

ÄÌ¾ ½ºÃ Á Æ½ÃÃ½ Æ¿ÈÄÄ½ ¼½Ö¼ÊÀ»½ ¿½Ä »¼Êæ¿Ø¾ ½Ä Í ÕÊ»Ã¯¾ ¯ÄÈÃ¯Êº ÔÀ¯ » ½À×½ºÃ îÃ¼½ ¼ÌÄÊ¿ÀÄ »È¼
Í½Ä È¿ÖÊ¼¯ÃÇ¾½Ä ÍÊºÃ ¿½ Ã½¾»Ä Í Õ½äÌÆÀÃ¯Êº ½ÄÃ Àº½ ÜÊºÆÃ¯Êº »Ê¿èºF¾¯È¿½ Ú Û½Æ¯ Ä¯Öº¯å½ ÔÀ½
¿½ »¯¼½ÙÆÈÄ Í½ ÄÊº Ã½¾»Ä Í½ ÆÈ¿ÆÀ¿

T (m)
½ÄÃ Àº½ ÜÊºÆÃ¯Êº Í½ ¿È ÃÈ¯¿¿½ ÆÊ¾»È¼Èæ¿½ Å Àº

»Ê¿èºF¾½ @ ∃k, T (m) ∼ mk Ú ìº ºÊ¾¾½ Ò Æ½ÃÃ½ Æ¿ÈÄÄ½ Ú ÐÈ »¼ÊÖ¼È¾¾ÈÃ¯Êº ¿¯ºÌÈ¯¼½ ½Ã »¿ÀÄ¿È¼Ö½¾ ½ºÃ ¿ ÕÊ»Ã¯¾ ¯ÄÈÃ¯Êº Í ÕÀº Æ¼¯ÃØ¼½ ÆÊº×½ä½ ÄÊÀÄ ÆÊºÃ¼È¯ºÃ½Ä ÐÉß ÄÊºÃ Í½Ä »¼Êæ¿Ø¾ ½Ä Í½
ºÈÃÀ¼½ ÒÚ é½Ä È¿ÖÊ¼¯ÃÇ¾½Ä ½º Ã½¾»Ä »Ê¿èºF¾¯È¿ » ½À×½ºÃ ¼ÌÄÊÀÍ¼½ ½5 ÆÈÆ½¾ ½ºÃ Æ½Ä »¼ÊÙ
æ¿Ø¾ ½Ä @ »È¼ ½ä½¾»¿½ »È¼ ¿½Ä »Ê¯ºÃÄ ¯ºÃÌ¼¯½À¼Ä Êàà 6�Ë Ú
Û½» ½ºÍÈºÃ Á Í½ ºÊ¾æ¼½Àä »¼Êæ¿Ø¾ ½Ä Í Õ¯ºÃÌ¼îÃ »¼ÈÃ¯ÔÀ½ º½ »ÊÄÄØÍ½ºÃ »ÈÄ Í ÕÈ¿ÖÊ¼¯ÃÇ¾ ½ Í½
¼ÌÄÊ¿ÀÃ¯Êº ÆÊººÀ Á Í½ Æ¿ÈÄÄ½ ÒÚ Û½Ä »¼Êæ¿Ø¾ ½Ä ÄÊºÃ ¼½Ö¼ÊÀ»ÌÄ ÍÈºÄ ¿ ÕÈÀÃ¼½ Æ¿ÈÄÄ½ È»»½Ù
¿Ì½ àÒÙÆÊ¾»¿½Ã Ú Ò ⊂ àÒÁ ½Ã ¯¿ ½ÄÃ ÄÀ»»ÊÄÌ ÔÀ½ Ò 6= àÒÁ æ¯½º ÔÀ ÕÈÀÆÀº½ ÍÌ¾ÊºÄÃ¼ÈÃ¯Êº
º Õ½ä ¯ÄÃ½ Ú íº »¼Êæ¿Ø¾ ½

A
Ä½¼È ÆÊºÄ¯ÍÌ¼Ì º»¼®½¾ ¿½À« Ä¯ ½Ã Ä½À¿½¾ ½ºÃ Ä¯ ¯¿ ½ä ¯ÄÃ½ Àº »¼Êæ¿Ø¾ ½

B
àÒÙÆÊ¾»¿½Ã Ã½¿ ÔÀ½ B

Ä½ ¼È¾ Øº½ Å
A
½º Ã½¾»Ä »Ê¿èºF¾¯È¿ Ú

ß¿ ½ÄÃ ¯¾»Ê¼ÃÈºÃ Í½ ÆÊºÄÃÈÃ½¼ ÔÀ½ ¿½Ä ¼ÌÆ½ºÃÄ »¼ÊÖ¼ØÄ Í½ ¿ ÕÊ»Ã¯¾ ¯ÄÈÃ¯Êº ÊºÃ »¼Ê»ÊÄÌ Á
Í½»À¯Ä ¿½Ä ÈººÌ½Ä 6 Á Í½Ä È¿ÖÊ¼¯ÃÇ¾ ½Ä Í½ »¿ÀÄ ½º »¿ÀÄ ¯ºÃÌ¼½ÄÄÈºÃÄ »ÊÀ¼ ¿È Æ¿ÈÄÄ½ Í½Ä »¼ÊÙ
æ¿Ø¾ ½Ä ÒÚ ß¿Ä ÈÀÃÊ¼¯Ä½ºÃ ¿½ ÆÇÊ¯ä Í ÕÀº ÆÊ¾»¼Ê¾ ¯Ä ½ºÃ¼½ ¿È »¼ÌÆ¯Ä¯Êº ÍÀ ÆÈ¿ÆÀ¿ ½Ã ¿½ Ã½¾»Ä
Í½ ÆÈ¿ÆÀ¿ »ÊÀ¼ »È¼×½º¯¼ Å Æ½ÃÃ½ ÄÊ¿ÀÃ¯Êº Ú
ÒÊÀ¼ »¿ÀÄ Í½ »¼ÌÆ¯Ä¯ÊºÄ Á ºÊÀÄ ¼½º×ÊèÊºÄ ¿½ ¿½ÆÃ½À¼ Å Àº½ Í½ÄÆ¼¯»Ã¯Êº ÍÌÃÈ¯¿¿Ì½ ½Ã Í½Ä Ê¼Í¼½Ä
Í½ Ö¼ÈºÍ½À¼ ÍÈºÄ ÊËç*6Ë ÊÀ Å Êêð 6* Á êð   Ë »ÊÀ¼ Í½Ä ¼ÌÄÀ¿ÃÈÃÄ Ä» ÌÆ¯åÔÀ½Ä Å ¿ ÕÑÀÃÊ¾ÈÙ
Ã¯ÔÀ½ Ú
ÒÊÀ¼ ¿½ ÆÈÄ Í½ ¿È ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä Á ¯¿ º Õ½ä ¯ÄÃ½ »ÈÄ Å ºÊÃ¼½ ÆÊººÈ¯ÄÄÈºÆ½ Í½ ¼ÌÄÀ¿ÃÈÃ
Í½ ÆÊ¾»¿½ä ¯ÃÌ Ú àÌÈº¾Ê¯ºÄ Á ÄÀ ¯×ÈºÃ Àº È×¯Ä ÈÄÄ½ó ÖÌºÌ¼È¿ Á ¿È ºÈÃÀ¼½ ÍÀ »¼Êæ¿Ø¾ ½ »½ÀÃ îÃ¼½
ÆÊºÂ ½ÆÃÀ¼Ì½ º»¼®½¾ ¿½À«Ú éÈºÄ Æ½ ÆÈÄ Á ¯¿ ½ÄÃ ÖÌºÌ¼È¿½¾ ½ºÃ ÈÍ¾ ¯Ä ÔÀ Õ¯¿ º Õ½ä ¯ÄÃ½ »ÈÄ Í ÕÈ¿Ù
ÖÊ¼¯ÃÇ¾ ½ ½º Ã½¾»Ä »Ê¿èºF¾ ¯È¿ ÆÈ»Èæ¿½ Í½ Ã¼È¯Ã½¼ Æ½ »¼Êæ¿Ø¾ ½ Ú Ë¼�Æ½ Å Í½Ä Ç½À¼¯ÄÃ¯ÔÀ½Ä Á
Í½Ä È¿ÖÊ¼¯ÃÇ¾ ½Ä ½º Ã½¾»Ä »Ê¿èºF¾¯È¿ ÏÆFº½ ÆÊ¾»¿Ì¾ ½ºÃÈ¯¼½ ÊËìÑ 6*Ë Á »¼ÊÂ ½ÆÃ¯ÊºÄ È¿Ã½¼Ù
ºÌ½Ä ÊË¼¯6�Ë Á ëÕ Æ½ºÃ½¼¯ºÖ ÊßÎ6�ËÓ ÆÊº×½¼Ö½ºÃ ×½¼Ä Àº½ ÄÊ¿ÀÃ¯Êº ÄÊÀÄÙÊ»Ã¯¾ È¿½ Ú Ð Õ¯ºÃÌ¼îÃ
Í½ Æ½ÃÃ½ ÄÊ¿ÀÃ¯Êº ÍÌ» ½ºÍ ÜÊ¼Ã½¾ ½ºÃ ÍÀ »Ê¯ºÃ Í Õ¯º ¯Ã¯È¿¯ÄÈÃ¯Êº Ú

� �� �8 �% G1¡ R00�V Q-1¡ QV��U1¡
éÈºÄ ¿½ ÆÊºÃ½äÃ½ Í ÕÀº½ ÄèºÃÇØÄ½ Í½ ¿Ê¯Ä Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ Í ÕÊ¼Í¼½ ¼ÌÍÀ¯Ã ÄÀ¼ Àº ¾ÊÍØ¿½

Í ÕÊ¼Í¼½ ¯¾»Ê¼ÃÈºÃ Á Àº½ Í¯ÄÆÀÄÄ¯Êº Í½Ä È»»¼ÊÆÇ½Ä »ÊÄÄ¯æ¿½Ä ½ÄÃ »¼Ê»ÊÄÌ½ ÄÊÀÄ ¿ ÕÈºÖ¿½ Í½ ¿È
ÆÊ¾»¿½ä ¯ÃÌ Ú ÐÈ åÖÀ¼½  Ú� ¾ÊºÃ¼½ ¿½Ä ×Ê¯½Ä Ã¼ÈÍ¯Ã¯Êºº½¿¿½Ä » ½¼¾ ½ÃÃÈºÃ Í ÕÊæÃ½º¯¼ Àº ÆÊ¼¼½ÆÙ
Ã½À¼ ½â½ÆÃ¯Ü Ú
¹äÈ¾ ¯ºÊºÄ Í½ »¿ÀÄ »¼ØÄ ¿½Ä Í¯âÌ¼½ºÃ½Ä »ÊÄÄ¯æ ¯¿¯ÃÌÄ È¾ ½ºÈºÃ Å Àº ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼ ¼ÌÍÀ¯Ã Ú

ÐÈ ×Ê¯½
(1)

ÃÇÌÊ¼¯ÔÀ½¾½ºÃ ÈÃÃ¼ÈèÈºÃ½ ÆÊºÄ¯ÄÃ½ ½º ¿È ÄèºÃÇØÄ½ Í¯¼½ÆÃ½ Í ÕÀº ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼ ÄÊÀÄ
ÆÊºÃ¼È¯ºÃ½ Í ÕÊ¼Í¼½ Ú ãÀ½ Æ½¿È ÄÊ¯Ã »È¼ ¿È ºÊ¼¾ ½

H2

ÊÀ
H∞

Á Æ½ÃÃ½ Ã½ÆÇº¯ÔÀ½ ½ÄÃ ¼Ì»ÀÃÌ½
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Modèle de

Modèle

dimension élevée

Synthèse 

sans contrainte d’ordre

sans contrainte d’ordre

Synthèse 

Réduction

Synthèse avec contrainte d’ordre

Loi de commande

de dimension 

réduite

(2)

(4) (1)

(5)

(3)

(6)

Réduction

Loi de commande

de dimension

raisonnable

Loi de commande

de

dimension élevée

réduit

Í ýY Î  Ú� Ì ÎèºÃÇØÄ½ Í ÕÀº½ ¿Ê¯ Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ ¼ÌÍÀ¯Ã½

Í¯5 Æ¯¿½ Á ÆÈ¼ Êº ¾ÊºÃ¼½ ÔÀ½ Æ½ »¼Êæ¿Ø¾ ½ ÖÌºÌ¼È¿ ¼½ºÃ¼½ ÍÈºÄ Àº½ Æ¿ÈÄÄ½ Í½ »¼Êæ¿Ø¾ ½Ä
Í ÕÊ»Ã¯¾ ¯ÄÈÃ¯Êº Í½ ºÈÃÀ¼½ º»¼®½¾ ¿½À« ÊÞÐ6*Ë Ú Û½ÃÃ½ ×Ê¯½ Í¯¼½ÆÃ½ º½ Ã¯½ºÃ »ÈÄ ÆÊ¾»Ã½ Í½Ä
»ÊÄÄ¯æ ¯¿¯ÃÌÄ Í½ ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº ÍÀ ¾ÊÍØ¿½ Í½ ÄèºÃÇØÄ½ È »¼¯Ê¼¯ Ú éÈºÄ ºÊÃ¼½ ÆÈÄ Á ½¿¿½ ½ÄÃ Å ÌÆÈ¼Ã½¼
ÈæÄÊ¿À¾ ½ºÃ ÍÀ ÜÈ¯Ã Í½ ¿È Í¯¾ ½ºÄ¯Êº ¯¾»Ê¼ÃÈºÃ½ Í½Ä ¾ ÊÍØ¿½Ä Í½ ÆÈºÈÀä Í Õ¯¼¼¯ÖÈÃ¯Êº Ú é½Àä
È¿Ã½¼ºÈÃ¯×½Ä Å Æ½ÃÃ½ È»»¼ÊÆÇ½ ÄÊºÃ ¾ ¯Ä½Ä ½º ×È¿½À¼ Ú
ÐÈ ×Ê¯½

(2)
»À¯Ä

(3)
½ÄÃ ¿È ¾ ÌÃÇÊÍÊ¿ÊÖ¯½ »¼FºÌ½ »È¼ Í½ ºÊ¾æ¼½Àä ÈÀÃ½À¼Ä ÊÖÛÛ6� Á ÑÐ$6 Á

ìÑ   Ë Ú é ÈºÄ Àº »¼½¾ ¯½¼ Ã½¾»Ä Á Àº ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼ Í ÕÊ¼Í¼½ Ì¿½×Ì ½ÄÃ ÄÀ»»ÊÄÌ îÃ¼½ ÆÈ¿ÆÀ¿Ì Ú ÐÈ
ÃÈ¯¿¿½ Í½ Æ½ ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼ ÍÌ» ½ºÍ Å ¿È ÜÊ¯Ä Í½ ¿È ÃÈ¯¿¿½ ÍÀ ¾ÊÍØ¿½ Í½ ÄèºÃÇØÄ½ ¾ È¯Ä ÈÀÄÄ¯ Í½Ä
Í¯×½¼Ä½Ä »ÊºÍÌ¼ÈÃ¯ÊºÄ ÈÂ ÊÀÃÌ½Ä ¿Ê¼Ä Í½ ¿ ÕÌÃÈ» ½ Í½ ÄèºÃÇØÄ½ Ú ÐÊ¼Ä Í½ ¿ ÕÌÃÈ» ½

(3)
Á ¿½ ÆÊ¼¼½ÆÙ

Ã½À¼ ½ÄÃ ¼ÌÍÀ¯Ã Í½ ¾ Èº¯Ø¼½ Å ÆÊºÄ½¼×½¼ ¿È ÄÃÈæ¯¿¯ÃÌ ½Ã Àº º¯×½ÈÀ Í½ »½¼ÜÊ¼¾ ÈºÆ½ ¼È¯ÄÊººÈæ¿½ÊÑÐ$6 Á=Û  Á ÍÝ Î$$ Á ËË6$ Á ÛÖ6# Á ÞËÝ 6 Ë Ú Û½ÃÃ½ Í½¼º¯Ø¼½ ×Ê¿ÊºÃÌ Í½¾½À¼½ Àº »¼Êæ¿Ø¾ ½
ÊÀ×½¼Ã ÏÍ½ Ãè» ½ º»¼®½¾ ¿½À«Ó ÍÈºÄ ¿½ Ä½ºÄ Ê¹ ÈÀÆÀº È¿ÖÊ¼¯ÃÇ¾½ ½5 ÆÈÆ½ º½ » ½ÀÃ Ã¼È¯Ã½¼ ¿½
»¼Êæ¿Ø¾ ½ Í½ ÜÈñÊº Ê»Ã¯¾ È¿½ Ú
ÐÈ ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼ Ã½ºÈºÃ ÆÊ¾»Ã½ Í½Ä Ä» ÌÆ¯åÆÈÃ¯ÊºÄ ½º æÊÀÆ¿½ Ü½¼¾ Ì½ Á ÜÈ¯Ã ÄÊ¯Ã
È»»½¿ ÈÀä ¯ÍÌ½Ä Í½ ¿È ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä Æ¿ÈÄÄ¯ÔÀ½Ä ÍÌ×½¿Ê»»Ì½Ä »¿ÀÄ ¿Ê¯º Á ÄÊ¯Ã ÀÃ¯¿¯Ä½
Í½Ä »¼Ê»¼¯ÌÃÌÄ Í½ ¿È ¾ ÌÃÇÊÍ½ Í½ ÄèºÃÇØÄ½ Á »È¼ ½ä½¾»¿½ »È¼ ¿È ºÊ¼¾ ½

H∞

ÊÉË6 Ë Ú Ð Õ¯ÍÌ½
½ÄÄ½ºÃ¯½¿¿½ ½ÄÃ Í½ º½ »ÈÄ ×ÊÀ¿Ê¯¼ ¼ÌÍÀ¯¼½ ¿½ ¾ÊÍØ¿½ Í½ ÄèºÃÇØÄ½ Á ¾ È¯Ä »¿ÀÃFÃ ¿½ ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼ Á
Èåº Í½ ÆÊºÄ½¼×½¼ ¿½ ¾ Èä ¯¾À¾ Í Õ¯ºÜÊ¼¾ ÈÃ¯ÊºÄ »ÊÄÄ¯æ ¿½Ä ÍÀ¼ÈºÃ ¿È ÄèºÃÇØÄ½ ÍÀ ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼ Ú
Û½ÃÃ½ È»»¼ÊÆÇ½ Ä ÕÈÍÈ»Ã½ Í¯5 Æ¯¿½¾ ½ºÃ ÈÀä ÄèÄÃØ¾ ½Ä Í½ Ö¼ÈºÍ½ Í¯¾ ½ºÄ¯Êº »ÊÀ¼ Í½Àä ¼È¯Ù
ÄÊºÄ Ú Ò¼½¾ ¯Ø¼½¾ ½ºÃ Á ¿È ÆÊ¾»¿½ä ¯ÃÌ ÍÀ ¾ÊÍØ¿½ ¯º ¯Ã¯È¿ º½ ¼½ºÍ »ÈÄ »ÊÄÄ¯æ¿½ ¿È ÄèºÃÇØÄ½ Í ÕÀº
ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼ Á ºÊÃÈ¾¾½ºÃ ¿Ê¼ÄÔÀ½ Æ½ ¾ ÊÍØ¿½ ½ÄÃ ÈÀÖ¾½ºÃÌ Í½ Í¯×½¼Ä½Ä »ÊºÍÌ¼ÈÃ¯ÊºÄ Ü¼ÌÔÀ½ºÙ
Ã¯½¿¿½Ä Ã½ºÈºÃ ÆÊ¾»Ã½ Í ÕÀº ÆÈÇ¯½¼ Í½Ä ÆÇÈ¼Ö½Ä i Ú Ñ Ã¯Ã¼½ Í Õ½ä½¾»¿½ Á Àº ¾ÊÍØ¿½ Í½ ÆÈºÈ¿ Å �
æ¯½ÜÄ ÈÀÖ¾½ºÃÌ Í½ »ÊºÍÌ¼ÈÃ¯ÊºÄ »ÊÄÄØÍ½ Àº½ ÃÈ¯¿¿½ Í½ �� ÌÃÈÃÄ ¸ ¿½Ä »¼ÊÖ¼È¾¾½Ä ÄÃÈºÍÈ¼Í
Í½ ÆÈ¿ÆÀ¿ Í½ ¿Ê¯Ä Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½

H∞
ÖØ¼½ºÃ ¾Ê¯ºÄ Í½   ÌÃÈÃÄ Ú ß¿ ½ÄÃ ÍÊºÆ ¯¾»Ì¼ÈÃ¯Ü Í½

p~ �t{�vr} vr }�st{�}r ×�sv�u�r ×yu
H∞ Ø H2 ÙÚÛ�ÜØ �Ýq ×yu r�r~×�r



# +ø ÷õ ÿ,ù-.üý/0 1øÿú ÷õ ./ûûõ0ùø 2 õ33÷ý.õüý/0 õ-4 .õ0õ-4
¼ÌÍÀ¯¼½ ¿½ ¾ÊÍØ¿½ ¯º¯Ã¯È¿ Ú é½Àä ¯Ø¾ ½¾½ºÃ Á ÆÊ¾¾½ ¿ Õ½ä½¾»¿½ »¼ÌÆÌÍ½ºÃ ¿½ ¾ ÊºÃ¼½ Á Æ½¼ÃÈ¯º½Ä
¯ºÜÊ¼¾ ÈÃ¯ÊºÄ ÍÀ ¾ÊÍØ¿½ º ÕÊºÃ ÈÀÆÀº ¯ºÃÌ¼îÃ »ÊÀ¼ ¿È ÄèºÃÇØÄ½ Í ÕÀº½ ¿Ê¯ Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ Ú Ð ÕÈÆÙ
Ã¯Êº Í ÕÀº½ ¿Ê¯ Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ ÄÀ¼ Àº ÄèÄÃØ¾ ½ ÍÌÄ½ºÄ¯æ ¯¿¯Ä½ Æ½ Í½¼º¯½¼ ÊÖÈ¾ $Ë Í Õ¯ºÆ½¼Ã¯ÃÀÍ½Ä
Í½ ¾ ÊÍØ¿½Ä »ÊÀ×ÈºÃ îÃ¼½ ºÌÖ¿¯ÖÌ½Ä ¿Ê¼Ä Í½ ¿ ÕÌÃÈ» ½ Í½ ÄèºÃÇØÄ½ Á Ï×Ê¯¼ ¿ Õ½ä½¾»¿½ »¼ÌÆÌÍ½ºÃÓ Ú
¹º ÜÈ¯Ã Á ¿ ÕÊ¼Í¼½ Í½ ¿È ¿Ê¯ Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ º ÕÌÃÈºÃ »ÈÄ ÆÊºÃ¼È¯ºÃ ½ä»¿¯Æ¯Ã½¾ ½ºÃ Á Æ½¿À ¯ÙÆ¯ ½ÄÃ
ÄÊÀ×½ºÃ ÄÀ»Ì¼¯½À¼ Å ¿ ÕÊ¼Í¼½ ¼Ì½¿¿½¾ ½ºÃ ¼½ÔÀ¯Ä »ÊÀ¼ ÄÈÃ¯ÄÜÈ¯¼½ Àº ÆÈÇ¯½¼ Í½Ä ÆÇÈ¼Ö½Ä Ê= Î6 Ë Ú
Ð½Ä ×Ê¯½Ä

(4)
Á
(5)

ÊºÃ »ÊÀ¼ æÀÃ Í½ Ä¯¾»¿¯å½¼ ¿½ ¾ ½¯¿¿½À¼ ¾ÊÍØ¿½ Í¯Ä»Êº¯æ¿½ Å ¿È ¿À¾ ¯Ø¼½ Í½Ä
ÊæÂ ½ÆÃ¯ÜÄ Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ ÄÊÀÇÈ¯ÃÌÄ Ú ðè»¯ÔÀ½¾½ºÃ Á ¿½ ¾ ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã ÍÊ¯Ã ¼½ÄÃ½¼ åÍØ¿½ ÈÀ ¾ÊÙ
ÍØ¿½ Í ÕÊ¼Í¼½ Ì¿½×Ì ÍÈºÄ ¿È æÈºÍ½ Í½ Ü¼ÌÔÀ½ºÆ½Ä ÔÀ¯ ×È ÍÌÃ½¼¾ ¯º½¼ ¿½Ä ¾ È¼Ö½Ä Í½ ÄÃÈæ¯¿¯ÃÌ ½Ã
¿È Ü¼ÌÔÀ½ºÆ½ Í½ ÆÊÀ»À¼½ Ú Û½ÃÃ½ ÌÃÈ» ½ (4)

½ÄÃ ÆÊºÂ ½ÆÃÀ¼Ì½ º»¼®½¾ ¿½À«Á È¿Ê¼Ä ÔÀ½ ¿ ÕÌÃÈ» ½ (5)Ä ÕÊ» Ø¼½ »¼ÈÃ¯ÔÀ½¾½ºÃ ½º Ã½¾»Ä »Ê¿èºF¾¯È¿Ú Û½Æ¯ » ½¼¾ ½Ã ÍÌÂ Å Í½ ¼½ºÍ¼½ »ÊÄÄ¯æ ¿½ ¿ ÕÌÃÈ» ½ Í½
ÄèºÃÇØÄ½ ÄÀ¼ Àº ¾ÊÍØ¿½ Ä¯¾ »¿¯åÌ Ú Ð½ ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼ ÊæÃ½ºÀ »½ÀÃ È×Ê¯¼ Àº½ ÃÈ¯¿¿½ ¼È¯ÄÊººÈæ¿½
½Ã îÃ¼½ ¯¾ »¿Ì¾ ½ºÃÌ

(6)
Ú Î¯ºÊº Á Àº½ ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº ÍÀ ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼ ½ÄÃ ÜÈ¯ÄÈæ¿½ »È¼ ¿È ×Ê¯½

(3)
Á ÊÀ

æ¯½º Àº ¼½ÃÊÀ¼ Å ¿È ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº ÍÀ ¾ÊÍØ¿½ ½ÄÃ »ÊÄÄ¯æ ¿½ Á ×Ê¯½
(4)
Ú Ð½ ÜÊºÆÃ¯Êºº½¾½ºÃ Í ÕÀº

ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼ » ½ÀÃ îÃ¼½ »¿ÀÄ ÍÌ¿¯ÆÈÃ Å ÄÈ¯Ä¯¼ ÏÄÀ¼ÃÊÀÃ ½º ¾À¿Ã¯×È¼¯Èæ¿½Ó ÔÀ½ ¿½ ÜÊºÆÃ¯Êºº½¾ ½ºÃ
ÍÀ ÄèÄÃØ¾ ½ Ú ß¿ ½ÄÃ ÍÊºÆ »¼ÌÜÌ¼Èæ¿½ Í½ Ä¯¾»¿¯å½¼ Àº ¾ÊÍØ¿½ »¿ÀÃFÃ ÔÀ ÕÀº ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼ ÆÈ¼
¿ Õ¯ºÃ½¼»¼ÌÃÈÃ¯Êº Í½Ä ÌÃÈÃÄ ÄÈÆ¼¯åÌÄ ½ÄÃ »¿ÀÄ Ä¯¾ »¿½ Ú
Ð½Ä È»»¼ÊÆÇ½Ä ÍÌ×½¿Ê»»Ì½Ä ÍÈºÄ Æ½ ¼È»»Ê¼Ã Ä ÕÈ»»¿¯ÔÀ½ºÃ ÈÀÄÄ¯ æ¯½º Å ¿È ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº

Í ÕÀº ¾ÊÍØ¿½ »ÇèÄ¯ÔÀ½ (3) ÔÀ ÕÅ ¿È ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í ÕÀº ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼ (2)
Ú ê ¯½º ÔÀ½ Æ½Ä È»»¼ÊÆÇ½Ä

º ÕÈÄ»¯¼½ºÃ »ÈÄ ÃÊÀÂ ÊÀ¼Ä Å ¼ÌÄÊÀÍ¼½ ×¼È¯¾ ½ºÃ ¿½ ¾ î¾½ »¼Êæ¿Ø¾ ½ Á ºÊÀÄ È¿¿ÊºÄ ¿½Ä ¯ºÃ½¼»¼ÌÃ½¼
ÆÊ¾¾½ ×¯ÄÈºÃ Å ¾ ¯º¯¾ ¯Ä½¼ Àº Æ½¼ÃÈ¯º ÆÊ�Ã ÄÊÀÄ Í½Ä ÆÊºÃ¼È¯ºÃ½Ä Á Æ½ ÔÀ¯ Ä½¾æ¿½ îÃ¼½ Àº½
ÜÊ¼¾À¿ÈÃ¯Êº Â ÀÄÃ¯åÌ½ ÈÀ ×À Í½Ä ÊÀÃ¯¿Ä ¾ ÊÍ½¼º½Ä Í½ ¿ ÕÈºÈ¿èÄ½ Í½ ¿È ¼ÊæÀÄÃ½ÄÄ½ Í½Ä ÄèÄÃØ¾ ½Ä
¾À¿Ã¯×È¼¯Èæ¿½Ä Ú

ÁÂÞ ßb³² feµ¸f·µb¶ d± ef ³àd�´·µb¶ Äb�³ d±¸ ±¶¸±²me±¸
d± ¸µ�¶f�c

éÈºÄ ¿ Õ¯ÍÌÈ¿ Á Àº ¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã ÍÊ¯Ã » ÊÀ×Ê¯¼ ¼½¾»¿ÈÆ½¼ ¿½ ¾ ÊÍØ¿½ ¯º ¯Ã¯È¿ » ÊÀ¼ Àº½ ÄèºÙ
ÃÇØÄ½ Í½ ÆÊ¼¼½ÆÃ½À¼Ä Í ÕÊ¼Í¼½ ÜÈ¯æ ¿½ Ú ÐÈ ÄÊ¼Ã¯½ Í½Ä Í½Àä ¾ÊÍØ¿½Ä ÍÊ¯Ã îÃ¼½ »¼ÊÆÇ½ »ÊÀ¼ Àº½
¾ î¾ ½ ½ºÃ¼Ì½ Ú ì¼ Æ½Ä ½ºÃ¼Ì½Ä ÄÊºÃ ½º »¼ÈÃ¯ÔÀ½ Í½Ä ÆÊ¾¾ÈºÍ½Ä ÍÌ¿¯×¼Ì½Ä »È¼ Àº ÈÆÃ¯Êºº½À¼ Á
½Ã º½ ÄÊºÃ ÍÊºÆ »ÈÄ È¼æ¯Ã¼È¯¼½Ä Ú é½ ¾ î¾ ½ ÏåÖÀ¼½  Ú#Ó Á æ ¯½º ÔÀ½ ¿½Ä » ½¼ÃÀ¼æÈÃ¯ÊºÄ ÈÖ¯ÄÄÈºÃ
ÄÀ¼ Àº ÄèÄÃØ¾ ½ º½ ÄÊ¯½ºÃ »ÈÄ ¾ ½ÄÀ¼Èæ¿½Ä ÍÈºÄ ¿È »¿À»È¼Ã Í½Ä ÆÈÄ Á Í½Ä ÆÊººÈ¯ÄÄÈºÆ½Ä È »¼¯Ê¼¯
ÄÊºÃ ÀÃ¯¿¯ÄÈæ¿½Ä @ ½ºÄ½¾æ¿½ ÈÀÔÀ½¿ ¿½ Ä¯ÖºÈ¿ p È»»È¼Ã¯½ºÃ Ú ß¿ ½ÄÃ Ü¼ÌÔÀ½ºÃ Í½ ÆÊºÄ¯ÍÌ¼½¼ Á »È¼½ä½¾»¿½ Á Í½Ä ½ºÄ½¾æ¿½Ä Í½ Ä¯ÖºÈÀä Í½ »½¼ÃÀ¼æÈÃ¯ÊºÄ ÆÊ¾¾½ Í½Ä ÔÀÈÄ¯ÙÌÆÇ½¿ÊºÄ Á ÊÀ æ¯½º
Í½Ä Ä¯ºÀÄÊïÍ½Ä ÍÊºÃ ¿È »À¿ÄÈÃ¯Êº ½ÄÃ ÆÊ¾»¼¯Ä½ ÍÈºÄ Àº ¯ºÃ½¼×È¿¿½ Ú
Û½ÃÃ½ ¼½¾ È¼ÔÀ½ ½ÄÃ ÈÀÄÄ¯ ×È¿Èæ¿½ »ÊÀ¼ ¿½Ä Ä¯ÖºÈÀä Í½ ¼ÌÜÌ¼½ºÆ½ Á ÔÀ¯ ½Àä Á æ¯½º ÔÀ½ ÆÊººÀÄ
ÄÊºÃ ÄÀÄÆ½»Ã¯æ ¿½Ä Í½ ×È¼¯½¼ Ï½ºÄ½¾æ¿½

χ
Ó Ú Ð Õ½ºÄ½¾æ¿½

ξ
ÆÊºÃ½ºÈºÃ ¿½Ä Ä¯ÖºÈÀä Í Õ½¼¼½À¼ Í½

»ÊÀ¼ÄÀ¯Ã½ Ä» ÌÆ¯å½ ¿È » ½¼ÜÊ¼¾ ÈºÆ½ ÍÀ ÄèÄÃØ¾ ½ æÊÀÆ¿Ì Ú
Ñ »È¼Ã¯¼ Í½Ä ½ºÄ½¾æ¿½Ä »¼ÌÆÌÍ½ºÃÄ Á ºÊÀÄ ÄÊ¾¾½Ä ÍÊºÆ È¾½ºÌÄ Å ÍÌåº¯¼ Àº ½ºÄ½¾æ¿½ Í½

Ä¯ÖºÈÀä Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ ÈÍ¾ ¯ÄÄ¯æ ¿½Ä È»»½¿Ì {U} Ú ÒÊÀ¼ ¿ Õ½ºÄ½¾æ¿½ Í½Ä ÆÊ¾¾ÈºÍ½Ä »ÊÄÄ¯æ ¿½Ä Á¿½ ¾ ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã
Gr

½ÄÃ ÆÇ½¼ÆÇÌ Í½ ¾ Èº¯Ø¼½ Å È×Ê¯¼ Àº½ ÄÊ¼Ã¯½ ¿È »¿ÀÄ »¼ÊÆÇ½ »ÊÄÄ¯æ ¿½ Í½
Æ½¿¿½ Í½

G
Ú Ð Õ½¼¼½À¼ ½ºÃ¼½ ¿½Ä Í½Àä ¾ÊÍØ¿½Ä » ½ÀÃ îÃ¼½ ÄÊÀÇÈ¯ÃÌ½ »¿ÀÄ ÜÈ¯æ ¿½ ÍÈºÄ Æ½¼ÃÈ¯ºÄ

ÍÊ¾È¯º½Ä Í½ Ü¼ÌÔÀ½ºÆ½Ä ÔÀ ÕÈ¯¿¿½À¼Ä Ú íº ½ºÄ½¾æ¿½ {E} Í½ ¿ Õ½¼¼½À¼ ÈÍ¾ ¯ÄÄ¯æ ¿½ ½ºÃ¼½ ¿½Ä Í½Àä¾ÊÍØ¿½Ä ½ÄÃ È¯ºÄ¯ ÍÌåº¯ Ú ÐÈ åÖÀ¼½  Ú* ¼ÌÄÀ¾½ Æ½ÃÃ½ È»»¼ÊÆÇ½ »È¼ ½ºÄ½¾æ¿½ Í½ Ä¯ÖºÈÀä Ú
Ò¿ÀÄ¯½À¼Ä ¾ Èº¯Ø¼½Ä ½ä ¯ÄÃ½ºÃ »ÊÀ¼ ÍÌåº¯¼ Í½Ä ½ºÄ½¾æ¿½Ä Í½ Ä¯ÖºÈÀä ½º ÑÀÃÊ¾ ÈÃ¯ÔÀ½ Ú

ÛÊ¾¾½ ºÊÀÄ ºÊÀÄ ¯ºÃÌ¼½ÄÄÊºÄ Å ¿È ¾ÊÍÌ¿¯ÄÈÃ¯Êº Í½Ä Ä¯ÖºÈÀä Ü¼ÌÔÀ½ºÆ½ »È¼ Ü¼ÌÔÀ½ºÆ½ Á Àº½
×Ê¯½ ºÈÃÀ¼½¿¿½ ½ÄÃ Í½ ÍÌåº¯¼ Í½Ä ÖÈæÈ¼¯ÃÄ Ü¼ÌÔÀ½ºÃ¯½¿Ä ÄÀ¼ Æ½Ä Ä¯ÖºÈÀä Ú Ñ ¯ºÄ¯ ¿½Ä ½ºÄ½¾æ¿½Ä
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Í ýY Î  Ú# Ì á½»¼ÌÄ½ºÃÈÃ¯Êº Í½Ä ½ºÄ½¾æ¿½Ä Í½ Ä¯ÖºÈÀä ÈÖ¯ÄÄÈºÃ ÄÀ¼ Àº ÄèÄÃØ¾ ½ æÊÀÆ¿Ì

ÉÊÍØ¿½
ÆÊ¾»¿½Ã

ÉÊÍØ¿½
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Í ýY Î  Ú* Ì áÌÍÀÆÃ¯Êº »ÊÀ¼ Í½Ä ½ºÄ½¾æ¿½ Í½ Ä¯ÖºÈÀä

{U} ½Ã {E} »½À×½ºÃ Ä ÕÌÆ¼¯¼½ @

{U} = {u(jω), ‖W−1
i (jω)u(jω)‖ ≤ 1, ∀ω ∈ R} Ï ÚÓ

Ê¹
Wi(p) ∈ RHnu×nu

∞

½ÄÃ Àº½ »ÊºÍÌ¼ÈÃ¯Êº Ú ÝÊ¯¼ ¿È Ä½ÆÃ¯Êº Ñ Ú Á »ÈÖ½ ££� »ÊÀ¼ »¿ÀÄ Í½
ÍÌÃÈ¯¿Ä Ú

{E} = {ε(jω), ‖Wo(jω)ε(jω)‖ < 1, ∀ω ∈ R} Ï Ú£Ó
Ê¹

Wo(p) ∈ RHny×ny

∞

Ú Ñ ¯ºÄ¯ Á ¼ÌÍÀ¯¼½ Àº ÄèÄÃØ¾ ½ »ÊÀ¼ Àº½ Æ¿ÈÄÄ½ Í Õ½ºÃ¼Ì½ ÈÍ¾ ¯ÄÄ¯æ¿½
½Ã Àº½ ½¼¼½À¼ Í½ ¾ÊÍØ¿½ ÄÊÀÇÈ¯ÃÌ½ ¼½×¯½ºÃ Å ÆÇ½¼ÆÇ½¼

Gr
Ã½¿ ÔÀ½

∀u(jω) ∈ {U}, ε(jω) = (G(jω) − Gr(jω))u(jω) ∈ {E} Ï Ú�Ó
Ð½ ÃÇÌÊ¼Ø¾ ½ ÄÀ¯×ÈºÃ ÍÊºº½ Àº½ ÆÊºÍ¯Ã¯Êº ºÌÆ½ÄÄÈ¯¼½ ½Ã ÄÀ5 ÄÈºÃ½ ÄÀ¼

Gr

»ÊÀ¼ ÔÀ½ Ï Ú�Ó
ÄÊ¯Ã ×Ì¼¯åÌ½ Ú
âãäåæçèé êëì ëêí ¦½î U À ï«§ð «¥ ñÀ« ®òó § ½ ¨ª ôõöõ÷ «î ð¦½î E À ï«§ð «¥ ñÀ« ®òó § ½ ¨ª ôõöø÷ ö

∀u(jω) ∈ {U}, ε(jω) ∈ {E} ⇐⇒ ‖Wo(jω)(G(jω) − Gr(jω))Wi(jω)‖∞ ≤ 1
Ï Ú" Ó

ÐÈ ÍÌ¾ÊºÄÃ¼ÈÃ¯Êº Ä½ Ã¼ÊÀ×½ Å ¿È Ä½ÆÃ¯Êº  Ú£ Ú Á »ÈÖ½ ££� Ú
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ùéèúæûüé êëì ëêý þÿ� ��� �ÿ ����	 
	�� �� � þ���� ��� {U}� � ��ÿ 
	�� ����� � �� � 	� 
��� ��
ÿ 
	�� � �� �
�	���� ��
 �
�� ������ �
∀u(jω) ∈ {U}, ‖W−1

i u(jω)‖ ≤ 1 ⇔ u∗(jω)(Wi(jω)Wi(jω)∗)−1u(jω) ≤ 1, ∀ω � �� � þÿ�
���
�� �� � � ��ÿ��� � ���ÿ 
	�� ω � �� ���
��� u(jω) �� 
 ����� � �ÿ�� �� ���	� ����� �� �� 	 ÿ! �� ����	� � ÿ� ��� ���
���� � ��� ��� �� Wi(jω)Wi(jω)∗ � ýÿ�� �� �ÿ� � þ�� �" � 
� �  � 

ωu (j   )

u (j   )ω
2

1

u (j   )ω

Í ýY Î  Ú$ Ì ÎÆÇÌ¾È ¯¿¿ÀÄÃ¼ÈÃ¯Ü @ È»»È¼Ã½ºÈºÆ½ ÍÀ ×½ÆÃ½À¼
u(jω) = [u1(jω) u2(jω)]

Å Àº
½¿¿¯»ÄÊïÍ½

���ÿ�	ÿ���� ��� ���! � �����ÿ 
	��� ��  �
�� 
 �
 �� �ÿ ���� 
 � �� � ����� � �����ÿ 
	��
W (p) = Wi(p)Wo(p) �
LÆS ÆL �I��É�� �� É����JH���� �� ��J���
ÒÊÀ¼ Àº ÄèÄÃØ¾ ½ ¾ÊºÊ×È¼¯Èæ¿½ Á ¿½ ¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã ½Ã ¿½ ¾ÊÍØ¿½ ¯º ¯Ã¯È¿ ÍÊ¯×½ºÃ îÃ¼½ ½º

ÈÍÌÔÀÈÃ¯Êº ÈÀ ×Ê¯Ä¯ºÈÖ½ Í½ ¿È »À¿ÄÈÃ¯Êº Í½ ÆÊÀ»À¼½ ωc
Ï×Ê¯¼ ½ä½¾»¿½ »¼ÌÆÌÍ½ºÃÓ Ú ÐÈ »ÊºÙ

ÍÌ¼ÈÃ¯Êº Í½ ÄÊ¼Ã¯½
Wo

ÍÌåº¯ÄÄÈºÃ ¿ Õ½¼¼½À¼ Í½ ¾ÊÍØ¿½ ÍÊ¯Ã ÍÊºÆ »¼¯× ¯¿ÌÖ¯½¼ ¾ ÈÂ Ê¼¯ÃÈ¯¼½¾ ½ºÃ
Æ½Ä »À¿ÄÈÃ¯ÊºÄ Ú Ñ ¯¿¿½À¼Ä Á Æ½ÃÃ½ ½ä ¯Ö½ºÆ½ ½ÄÃ ¾Ê¯ºÄ ¯¾»Ê¼ÃÈºÃ½ ½Ã ¿ Õ½¼¼½À¼ Í½ ¾ÊÍØ¿½ ÍÊ¯Ã
îÃ¼½ ¼È¯ÄÊººÈæ¿½¾ ½ºÃ æÊ¼ºÌ½ Ú ÎÀ¼ ¿È åÖÀ¼½  Ú6 Á ¿½ ¾ ÊÍÀ¿½ Í½ ¿È »ÊºÍÌ¼ÈÃ¯Êº |W (jω)| ¾½Ã½º ×È¿½À¼ Àº ¯ºÃ½¼×È¿¿½ Í½ »À¿ÄÈÃ¯ÊºÄ

[b c]
ÆÊºÃ½ºÈºÃ ¿È »À¿ÄÈÃ¯Êº Í½ ÆÊÀ»À¼½

ωc

Ú Û½Ã ¯ºÙ
Ã½¼×È¿¿½ ½ÄÃ Í ÕÈÀÃÈºÃ »¿ÀÄ »¼¯× ¯¿ÌÖ¯Ì ÔÀ½ ¿½ ¼Ì½¿ γ > 0

½ÄÃ » ½Ã¯Ã Ú Ð½ ÜÈÆÃ½À¼
η
Ã¼ÈÍÀ¯Ã ¿½

ÜÈ¯Ã ÔÀ½ ÍÈºÄ ¿½Ä ÈÀÃ¼½Ä ÖÈ¾¾½Ä Í½ »À¿ÄÈÃ¯ÊºÄ Á ¿ Õ½¼¼½À¼ º Õ½ÄÃ »ÈÄ È¼æ¯Ã¼È¯¼½¾ ½ºÃ Ö¼ÈºÍ½ Ú
Ñ ¯ºÄ¯ Á Ä¯ ‖(G(jω) − Gr(jω))W (jω)‖ ≤ 1

È¿Ê¼Ä |G(jω) − Gr(jω)| ½ÄÃ æÊ¼ºÌ »È¼ 1/η
»ÊÀ¼

¿½Ä »À¿ÄÈÃ¯ÊºÄ
ω
½äÃÌ¼¯½À¼½Ä Å ¿ Õ¯ºÃ½¼×È¿¿½

[a d]
Ú ÒÊÀ¼

ω ∈ [b c], |G(jω)−Gr(jω)| ≤ γ
Á Í ÕÊ¹

¿È ºÌÆ½ÄÄ¯ÃÌ Í ÕÈ×Ê¯¼
γ
»½Ã¯Ã Ú

íº½ »ÊºÍÌ¼ÈÃ¯Êº
Wo(p)

ÍÊºÃ ¿½ ¾ÊÍÀ¿½ Ä½¼È¯Ã Æ½¿À ¯ Í½ ¿È åÖÀ¼½  Ú6 »½ÀÃ Ä½ ¼ÌÈ¿¯Ä½¼ Í½
¿È ÜÈñÊº ÄÀ¯×ÈºÃ½ @

Wo(p) = η
(p + ηγb)(p + γ−1η−1c)

(p + b)(p + c)

b < c

γ > 0

η > 0
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ω
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η

γ
−1

a b c d

ωc

Í ýY Î  Ú6 Ì ÒÊºÍÌ¼ÈÃ¯Êº Í½ ÄÊ¼Ã¯½ ÍÌ» ½ºÍÈºÃ Í ÕÀº »È¼È¾ØÃ¼½ γ

ÎÀ¼ ¿È æÈÄ½ ÍÀ ÃÇÌÊ¼Ø¾ ½  Ú£ Ú ½Ã Í½ ¿È ¼½¾ È¼ÔÀ½ »¼ÌÆÌÍ½ºÃ½ Á ºÊÀÄ »ÊÀ×ÊºÄ ÍÌ×½¿Ê»»½¼
»¿ÀÄ¯½À¼Ä ÆÈÃÌÖÊ¼¯½Ä Í½ »¼Êæ¿Ø¾ ½Ä @
�.� Ð½ »¼Êæ¿Ø¾ ½ ¿½ »¿ÀÄ Ü¼ÌÔÀ½ºÃ ½Ã ¿½ »¿ÀÄ ÆÊÀ¼È¾¾½ºÃ ÄÊÀ¿½×Ì Á ÆÊºÄ¯ÄÃ½ Å ¼½ÆÇ½¼ÆÇ½¼ Àº

¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã Í ÕÊ¼Í¼½
r
åäÌ ÔÀ¯ ¾ ¯º¯¾ ¯Ä½ ¿ Õ½¼¼½À¼ »ÊºÍÌ¼Ì½ @ »ÊÀ¼

r
åäÌ Á

r < n
Á

W .�
Gr
‖Wo(p)(G(p) − Gr(p))Wi(p)‖∞

Ï Ú�Ó
�..� Û½ »¼Êæ¿Ø¾ ½ ÜÈ¯Ã ¯ºÃ½¼×½º¯¼ ¿È »ÊºÍÌ¼ÈÃ¯Êº Í½ ¿È åÖÀ¼½  Ú6 Ú é ÕÀº ¯ºÃÌ¼îÃ »¼ÈÃ¯ÔÀ½

¯ºÃÌ¼½ÄÄÈºÃ Á ¿È ¼½ÆÇ½¼ÆÇ½ Í ÕÀº½ ÄÊ¿ÀÃ¯Êº
Gr
ÄÈÃ¯ÄÜÈ¯ÄÈºÃ @ ÒÊÀ¼

r
åäÌ Á

r < n
Á

W .�
Gr,γ∈R γ

Ï Ú#Ó
ÄÊÀÄ ¿È ÆÊºÃ¼È¯ºÃ½ ‖Wo(s, γ)(G(p) − Gr(p))Wi(p)‖∞ ≤ 1

»½¼¾ ½Ã Í½ Ã½º¯¼ ÆÊ¾»Ã½ ÈÀ ¾ ¯½Àä Í ÕÀº ¯ºÃ½¼×È¿¿½ Í½ »À¿ÄÈÃ¯ÊºÄ »ÊÀ¼ ¿½ÔÀ½¿ ¿È ÔÀÈ¿¯ÃÌ
ÍÀ ¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã ÍÊ¯Ã îÃ¼½ ¯¾»Ê¼ÃÈºÃ½ Ú

�...� ¹ºåº Á ¯¿ ½ÄÃ ºÈÃÀ¼½¿ Í½ Ä Õ¯ºÃÌ¼½ÄÄ½¼ Å ¿È ¼½ÆÇ½¼ÆÇ½ Í ÕÀº ¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã Á Í ÕÊ¼Í¼½ ¿½ »¿ÀÄ
ÜÈ¯æ ¿½ »ÊÄÄ¯æ ¿½ Á ÔÀ¯ ×Ì¼¯å½ ¿È ÆÊºÃ¼È¯ºÃ½ Ï Ú" Ó @

W .�
Gr

r
Ï Ú*Ó

ÄÊÀÄ ¿È ÆÊºÃ¼È¯ºÃ½ ‖Wo(p)(G(p) − Gr(p))Wi(p)‖∞ ≤ 1
Ï Ú$Ó

ùéèúæûüé êëì ëìýÿ�� �ÿ  ÿ# ��	 
� ��� ��� �� 
ÿ 
� �� ����� �ÿ�� ��  � �	��� ��� �	$ ���� 
� 
�ÿ����� 
� ��� 
� 
ÿ���� � % 	��	 �	 H(p) �� 
 �� 
�ÿ����� 
 � 
ÿ��� �
 �ÿ��ÿ� �H(p) ∈ RH∞
� ÿ���� ���� � H∞

� �
‖H(p)‖∞ = sup

Re(p)>0

σ̄(H(p))

&ÿ� ÿ	������ � �ÿ�� ��� 
ÿ	�� �ÿ� � � ��� ������ ÿ ���� � ����	����� ��� 
�ÿ����� 
� ��� 
 �� �� ÿ� 
	� ��� � '��� �� �	 
�� �ÿ�� �� �� 	 � �ÿ� ���	 
 �� �	 �� �� � þÿ! � 	 ÿ�	�ÿ	� �� � ýÿ�� �� �ÿ� ��ÿ ��� � L∞
�� 
 	� �	�	 
� �� 
 ����	����� �

‖H(jω)‖∞ = sup
ω∈R

σ̄(H(jω))

(�� � �� �� H∞
�
 L∞

��� 
 ��ÿ��� �ÿ�� �� �ÿ� �) H(p) �� 
 � 
ÿ��� �
 �ÿ��ÿ� �� �	� �	� � �� �����  ÿ! 	 �� �
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LÆS ÆS 	 �H���*�H���� ��� � ��+���� �I ���H����
ÐÈ ÜÊ¼¾ È¿¯ÄÈÃ¯Êº »¼ÌÆÌÍ½¾¾½ºÃ ÌÃÈæ¿¯½ º Õ½ÄÃ »ÈÄ È»»È¼À½ Ä»ÊºÃÈºÌ¾ ½ºÃ ÍÈºÄ ¿½Ä Ã¼ÈÙ

×ÈÀä ÄÀ¼ ¿È ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä Ú é½»À¯Ä ¿½Ä ÈººÌ½Ä * Á Àº Ö¼ÈºÍ ºÊ¾æ¼½ Í Õ¯ÍÌ½Ä ½Ã Í½
Ã½ÆÇº¯ÔÀ½Ä ÊºÃ ÌÃÌ ÍÌ×½¿Ê»»Ì½Ä Ú Û½ º Õ½ÄÃ ÔÀ ÕÅ »È¼Ã¯¼ ÍÀ ÍÌæÀÃ Í½Ä ÈººÌ½Ä $ ÔÀ ÕÈ Ì¾ ½¼ÖÌ
¿È »¼Êæ¿Ì¾ ÈÃ¯ÔÀ½ Í½ ¿È ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä ÍÈºÄ ¿½ ÆÊºÃ½äÃ½ Í½ ¿È ÆÊ¾¾ÈºÍ½ @ ¿ ÕÊæÂ ½ÆÃ¯Ü
½ÄÃ Í½ Í¯Ä»ÊÄ½¼ Í ÕÀº ¾ÊÍØ¿½ Ä¯¾»¿¯åÌ Á ¾ È¯Ä ÄÀ5 ÄÈ¾¾½ºÃ »½¼Ã¯º½ºÃ »ÊÀ¼ ¿È ¾ ¯Ä½ ÈÀ »Ê¯ºÃ
Í½ ¿È ¿Ê¯ Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ Í ÕÀº ÄèÄÃØ¾ ½ Ú Û½ÃÃ½ »¼ÌÊÆÆÀ»ÈÃ¯Êº ½ÄÃ ½º ÈÍÌÔÀÈÃ¯Êº È×½Æ ¿½ ÄÊÀÙ
Æ¯Ä Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½¼ Í½Ä ÄèÄÃØ¾ ½Ä Í½ »¿ÀÄ ½º »¿ÀÄ ÆÊ¾»¿½ä½Ä ÏÆ½ºÃ¼È¿½Ä ºÀÆ¿ÌÈ¯¼½Ä ÊÑÊò#$Ë Á
½ºÖ¯ºÄ Ä»ÈÃ¯ÈÀä Ê¹ºº$"Ë Á

. . .
Ó Ú é½ ¾À¿Ã¯» ¿½Ä ½ä½¾»¿½Ä Í½ ÄèÄÃØ¾ ½Ä Ê¹ ¿È ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº ½ÄÃ Àº

»¼Êæ¿Ø¾ ½ ¯¾»Ê¼ÃÈºÃ Ä½ Ã¼ÊÀ×½ºÃ ÍÈºÄ ÊÛé  £Ë Ú
Ð½Ä »¼½¾ ¯Ø¼½Ä È»»¼ÊÆÇ½Ä Í½ ¿È ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä ÊºÃ ÌÃÌ ¯ºÄ»¯¼Ì½Ä »È¼ Í½Ä ÆÊºÆ½»ÃÄ

»ÇèÄ¯ÔÀ½Ä ÔÀ¯ ÆÊºÄ¯ÄÃ½ºÃ Å ÆÊºÄ½¼×½¼ ¿½Ä ¾ÊÍ½Ä »ÇèÄ¯ÔÀ½Ä Í ÕÀº ÄèÄÃØ¾ ½ ÍÈºÄ ¿½ ¾ÊÍØ¿½
¼ÌÍÀ¯Ã ÊéÈ×## Á ÑÊò#$ Á ÎÉê ** Á Ðê$$Ë Ú ¹ ¿¿½Ä ÆÊºÄÃ¯ÃÀ½ºÃ ¿ Õ¯ÍÌ½ »¼¯ºÆ¯»È¿½ Í½Ä ¾ ÌÃÇÊÍ½Ä
Í ÕÈÖ¼ÌÖÈÃ¯Êº ÔÀ¯ Ä½¼ÊºÃ Ì×ÊÔÀÌ½Ä ÆÇÈ»¯Ã¼½ # Ú é½ ¾î¾½ Á Àº½ ÈÀÃ¼½ È»»¼ÊÆÇ½ ¼ÌÄ¯Í½ ÍÈºÄ ¿È
Ã½ÆÇº¯ÔÀ½ Í½ ¿È » ½¼ÃÀ¼æÈÃ¯Êº Ä¯ºÖÀ¿¯Ø¼½ Ê�ìÎ*#Ë Ú Û½ÃÃ½ Ã½ÆÇº¯ÔÀ½ Ï¯ºÄ»¯¼Ì½ »È¼ ¿½Ä Ã¼È×ÈÀä
ÍÀ ¾ÈÃÇÌ¾ ÈÃ¯Æ¯½º ð ¯ÇÊºÊ× Ó »¼Ê»ÊÄ½ Í½ » ½¼ÃÀ¼æ ½¼ Èåº Í½ ºÌÖ¿¯Ö½¼ Àº½ »È¼Ã¯½ Í½ ¿È ÍèºÈÙ
¾ ¯ÔÀ½ Í ÕÀº ÄèÄÃØ¾ ½ Ï¿¯ºÌÈ¯¼½ ÊÀ ºÊºÙ¿¯ºÌÈ¯¼½Ó Ú éÈºÄ ¿½ ÆÈÄ Í½Ä ÄèÄÃØ¾ ½Ä ¿¯ºÌÈ¯¼½Ä Á Æ½ÃÃ½
Ã½ÆÇº¯ÔÀ½ » ½¼¾ ½Ã Í½ ÆÊºÄ½¼×½¼ ¿½ ÖÈ¯º ÄÃÈÃ¯ÔÀ½ ÍÀ ÄèÄÃØ¾ ½ Ú

ÐÊ¯º Í½Ä »¼ÌÊ ÆÆÀ»ÈÃ¯ÊºÄ Í½ ¿È ÆÊ¾¾ÈºÍ½ Á ¿½ ÆÊºÆ½»Ã Í½ ¼ÌÈ¿¯ÄÈÃ¯Êº ÌÔÀ¯¿¯æ¼Ì½ Í ÕÀº ÄèÄÙ
ÃØ¾ ½ È ÌÃÌ ¯ºÃ¼ÊÍÀ¯Ã ÍÈºÄ ¿½ ÆÊºÃ½äÃ½ ÍÀ å¿Ã¼ÈÖ½ ºÀ¾Ì¼¯ÔÀ½ ÊÉá *#Ë Ú Û½ÃÃ½ ¼½»¼ÌÄ½ºÃÈÃ¯Êº
Í ÕÌÃÈÃ ÆÊºÜØ¼½ Å ¿ Õ½¼¼½À¼ Í ÕÈ¼¼ÊºÍ¯ Í½Ä ÍÊººÌ½Ä Àº ¯¾»ÈÆÃ ¾ ¯º¯¾È¿ ½º ÄÊ¼Ã¯½ ÍÀ å¿Ã¼½ Ú éØÄ6$  Á Æ½ ÆÊºÆ½»Ã ½ÄÃ ¼½»¼¯Ä »È¼ ÉÊÊ¼½ ÊÉÊÊ$  Á ÒÎ$£Ë Á ÔÀ¯ ¿½ ¾ ½Ã ½º 9À×¼½ ÍÈºÄ ¿½ ÆÊºÃ½äÃ½
Í½ ¿ ÕÑÀÃÊ¾ÈÃ¯ÔÀ½ Ú Ð½Ä Ö¼È¾¾ ¯½ºÄ ÍÌÂ Å ¯ºÃ¼ÊÍÀ¯ÃÄ ÊÉá *#Ë ÄÊºÃ È¿Ê¼Ä ¾ ¯Ä ½º ×È¿½À¼ »ÊÀ¼
¼½ºÍ¼½ ÆÊ¾»Ã½ Í½ Í¯¼½ÆÃ¯ÊºÄ Í½ ¿ Õ½Ä»ÈÆ½ Í ÕÌÃÈÃ Å ¿È ÜÊ¯Ä » ½À ÈÃÃ½¯ÖºÈæ¿½Ä ½Ã » ½À ÊæÄ½¼×Èæ¿½Ä Ú

àÌÈº¾Ê¯ºÄ Á ¿½Ä È»»¼ÊÆÇ½Ä Æ¯ÃÌ½Ä Æ¯ÙÍ½ÄÄÀÄ º½ Ä Õ¯ºÃÌ¼½ÄÄ½ºÃ »ÈÄ Å ÔÀÈºÃ¯å½¼ Å ÔÀ½¿ »Ê¯ºÃ
¿½ ¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã ÊæÃ½ºÀ È»»¼ÊÆÇ½ ¿½ ¾ÊÍØ¿½ ¯º ¯Ã¯È¿ Ú Ð ÕÈæÄ½ºÆ½ Í ÕÀº ÔÀÈºÃ¯åÆÈÃ½À¼ æ¯½º
ÍÌåº¯ º½ » ½¼¾ ½Ã »ÈÄ Í½ ÜÊ¼¾À¿½¼ ¿½ »¼Êæ¿Ø¾ ½ ÆÊ¾¾½ Àº »¼Êæ¿Ø¾ ½ Í ÕÊ»Ã¯¾ ¯ÄÈÃ¯Êº Ú ÒÊÀ¼
ÍÌåº¯¼ Àº ÔÀÈºÃ¯åÆÈÃ½À¼ Á ¿ Õ¯ÍÌ½ ºÈÃÀ¼½¿¿½ ½ÄÃ Í Õ¯ºÃ¼ÊÍÀ¯¼½ Àº½ Í¯ÄÃÈºÆ½ ½ºÃ¼½ ¿½ ¾ÊÍØ¿½
¯º ¯Ã¯È¿ ½Ã ¿½ ¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã Ú ÒÊÀ¼ Æ½¿È Á Êº ÀÃ¯¿¯Ä½ ÆÊ¾¾½ ÔÀÈºÃ¯åÆÈÃ½À¼ ¿È ºÊ¼¾ ½ H∞

Í½
¿ Õ½¼¼½À¼ ÈæÄÊ¿À½

∆abs(p) = G(p)−Gr(p)
Ú Û½¿È ¼½×¯½ºÃ Å ÍÌÃ½¼¾ ¯º½¼ Àº½ Í¯ÄÃÈºÆ½ ½ºÃ¼½ ¿½Ä

¼Ì»ÊºÄ½Ä Ü¼ÌÔÀ½ºÃ¯½¿¿½Ä ÍÀ ¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã ½Ã ÍÀ ¾ÊÍØ¿½ ¯º¯Ã¯È¿ Ú ÎÀ¯×ÈºÃ ¿ Õ¯ºÃ½¼»¼ÌÃÈÃ¯Êº Í½
¿È Ä½ÆÃ¯Êº  Ú£ Á Æ½¿È ¼½× ¯½ºÃ Å ¼½ÆÇ½¼ÆÇ½¼ Àº½ æÊºº½ È»»¼Êä ¯¾ ÈÃ¯Êº ½ºÃ¼½ ¿½ ¾ ÊÍØ¿½ ¯º ¯Ã¯È¿ ½Ã
¿½ ¾ ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã »ÊÀ¼ ÃÊÀÃ Ä¯ÖºÈ¿ Í Õ½ºÃ¼Ì½ »ÊÄÄ¯æ ¿½ Ú é½ »¿ÀÄ Á ¿ ÕÀÃ¯¿¯ÄÈÃ¯Êº Í½ Æ½ÃÃ½ ºÊ¼¾ ½
½ÄÃ Ã¼ØÄ È»»¼Ê»¼¯Ì½ ÆÈ¼ ½¿¿½ » ½¼¾ ½Ã Í½ Ä½ ¼ÈÆÆ¼ÊÆÇ½¼ Å ¿È ÃÇÌÊ¼¯½ Í½ ¿È ¼ÊæÀÄÃ½ÄÄ½ j Ú éØÄ ¿Ê¼Ä Á
¹ººÄ Ê¹ºº$"Ë ÌÃÈæ¿¯Ã Àº½ æÊ¼º½ ÄÀ»Ì¼¯½À¼½ Ä¯¾»¿½ ÄÀ¼ ‖∆abs(p)‖∞ = ‖G(p)−Gr(p)‖∞

Á Ê¹
Gr(p)

½ÄÃ ¿½ ¾ ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã ÊæÃ½ºÀ »È¼ ¿È ¾ ÌÃÇÊÍ½ Í½ ÉÊÊ¼½ Ú

éÈºÄ ¿½ ¾ î¾½ Ã½¾»Ä Á Àº È¿ÖÊ¼¯ÃÇ¾ ½ ½5 ÆÈÆ½ » ½¼¾ ½ÃÃÈºÃ ¿È ¼½ÆÇ½¼ÆÇ½ Í ÕÀº ¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÙ
ÍÀ¯Ã ¾ ¯º¯¾ ¯ÄÈºÃ ¿ Õ½¼¼½À¼ ÈæÄÊ¿À½

∆abs(p)
ÈÀ Ä½ºÄ Í½ ¿È ºÊ¼¾ ½ Í½ :Èºò½¿ È ÌÃÌ »¼Ê»ÊÄÌÊË¿Ê$"Ë Ú Ð½ »¼¯ºÆ¯»È¿ ÍÌÄÈ×ÈºÃÈÖ½ Í½ Æ½ÃÃ½ ºÊ¼¾ ½ ½ÄÃ ÄÈ Í¯5 ÆÀ¿ÃÌ Í Õ¯ºÃ½¼»¼ÌÃÈÃ¯Êº Ú Ð½

Ö¼ÊÄ ¯ºÃÌ¼îÃ ½ÄÃ ÔÀ Õ½¿¿½ ¾ Øº½ Å Àº È¿ÖÊ¼¯ÃÇ¾½ Í½ ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½ ½5 ÆÈÆ½ Ú ãÀÈºÍ Êº
ÆÊºÄ¯ÍØ¼½ ¿È ¼½ÆÇ½¼ÆÇ½ ÍÀ ¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã ¾ ¯º¯¾ ¯ÄÈºÃ ¿ Õ½¼¼½À¼ ÈæÄÊ¿À½ ÈÀ Ä½ºÄ Í½ ¿È ºÊ¼¾ ½

�Úr ~�v��r |s|t|y� r}t ,w z�~~r �tyst ws ~�v��r v -�uvur ×�w} .y|/ �r |szruty|s Ù�w ×rutwu/ � ×yu ws�×�uytrwu /�us�Ü 0
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H∞

ÊÝÛ6$Ë ÊÀ ¾î¾½ Í½ ¿È ºÊ¼¾ ½
H2

ÊÕÐ66Ë ÏÍÊºÃ ¿ ÕÀÃ¯¿¯ÄÈÃ¯Êº ½ÄÃ ÆÊÀ¼ÈºÃ½ ½º ÑÀÃÊÙ
¾ ÈÃ¯ÔÀ½Ó Á Êº ÍÌæÊÀÆÇ½ ÄÀ¼ Í½Ä »¼Êæ¿Ø¾ ½Ä Í ÕÊ»Ã¯¾ ¯ÄÈÃ¯Êº ºÊº ÆÊº×½ä½ »ÊÀ¼ ¿½ÄÔÀ½¿Ä Í½Ä
È¿ÖÊ¼¯ÃÇ¾ ½Ä ½5 ÆÈÆ½Ä º½ ÄÊºÃ »ÈÄ Í¯Ä»Êº¯æ¿½Ä Ú ÏÐÈ ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½ »È¼ ¾ ¯º¯¾ ¯ÄÈÃ¯Êº
Í½ ¿È ºÊ¼¾ ½

H∞

Í½ ¿ Õ½¼¼½À¼ ÈæÄÊ¿À½ Ä½¼È ÌÃÀÍ¯Ì½ ÍÈºÄ ¿½ ÆÇÈ»¯Ã¼½ £Ó Ú é½Ä È¿ÖÊ¼¯ÃÇ¾½Ä
ÏÔÀ¯ º½ ÆÊº×½¼Ö½ºÃ »ÈÄ ÜÊ¼ÆÌ¾ ½ºÃ ×½¼Ä ¿È ÄÊ¿ÀÃ¯Êº Ê»Ã¯¾ È¿½Ó æÈÄÌÄ ÄÀ¼ ¿ ÕÊ»Ã¯¾ ¯ÄÈÃ¯Êº ÄÊÀÄ
ÆÊºÃ¼È¯ºÃ½Ä ÐÉ ßÄ Ï¯ºÃ¼ÊÍÀ¯Ã½ ÈÀ ÍÌæÀÃ ÍÀ ÆÇÈ»¯Ã¼½ £Ó ÊºÃ ÌÃÌ »¼Ê»ÊÄÌÄ @ ºÊÀÄ ½º Í¯ÄÆÀÙ
Ã½¼ÊºÄ Í ÕÀº ÍÈºÄ Æ½ ÆÇÈ»¯Ã¼½ Ú ÒÈ¼ ÄÀ¯Ã½ Á ¿ Õ¯ºÃÌ¼îÃ Í½Ä ¾ ÌÃÇÊÍ½Ä Í½ ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä
ÆÊ¾¾½ ¿È Ã¼ÊºÆÈÃÀ¼½ ÌÔÀ¯¿¯æ¼Ì½ ÊÀ ¿È ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº ÈÀ Ä½ºÄ Í½ ¿È ºÊ¼¾ ½ Í½ : Èºò½¿ ½ÄÃ ¿¯Ì Å
¿½À¼ Ä¯¾»¿¯Æ¯ÃÌ Í½ ¾ ¯Ä½ ½º 9À×¼½ ¾ î¾½ Ä¯ ½¿¿½Ä º½ » ½¼¾ ½ÃÃ½ºÃ »ÈÄ Í ÕÊæÃ½º¯¼ ¿È ÄÊ¿ÀÃ¯Êº Ê»Ù
Ã¯¾ È¿½ Á Æ Õ½ÄÃÙÅÙÍ¯¼½ ¿½ ¾ ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã ÔÀ¯ ¾ ¯º¯¾ ¯Ä½ ¿È ºÊ¼¾ ½ H∞

Í½ ¿ Õ½¼¼½À¼ ÈæÄÊ¿À½ Ú Û Õ½ÄÃ
¿ ÕÊæÂ ½Ã ÍÀ ÆÇÈ»¯Ã¼½ � Ê¹ Æ½Ä Í¯âÌ¼½ºÃ½Ä È»»¼ÊÆÇ½Ä ÄÊºÃ ÍÌ×½¿Ê»»Ì½Ä Ú
Ð Õ¯ºÃ¼ÊÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¿ Õ½¼¼½À¼ ÈæÄÊ¿À½ »ÊºÍÌ¼Ì½

∆pond(p) = Wo(p)(G(p) − Gr(p))Wi(p)»ÊÀ¼ Ã½º¯¼ ÆÊ¾»Ã½ Í½ ¿ ÕÀÃ¯¿¯ÄÈÃ¯Êº Í½
Gr(p)

ÆÊ¾¾½ ¾ÊÍØ¿½ Í½ ÄèºÃÇØÄ½ Í ÕÀº½ ¿Ê¯ Í½ ÆÊ¾ Ù
¾ÈºÍ½ Á È ÌÃÌ ¯ºÃ¼ÊÍÀ¯Ã½ »È¼ ¹ººÄ Ê¹ºº$"Ë Ú ¹ººÄ ÌÃ½ºÍ ºÈÃÀ¼½¿¿½¾ ½ºÃ ¿È ¾ ÌÃÇÊÍ½ Í½ ÉÊÊ¼½
ÏÃ¼ÊºÆÈÃÀ¼½ ÌÔÀ¯¿¯æ¼Ì½Ó ÊÉÊÊ$ Ë ÈÀ ÆÈÄ »ÊºÍÌ¼Ì Ú Û½ÃÃ½ ½äÃ½ºÄ¯Êº ÄÊÀâ¼½ Í ÕÀº ¾ÈºÔÀ½ Í½
ÖÈ¼ÈºÃ¯½Ä È »¼¯Ê¼¯ ÄÀ¼ ¿½ ¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã @ ÄÃÈæ¯¿¯ÃÌ Í½

Gr(p)
ºÊº ÈÄÄÀ¼Ì½ Á ÈæÄ½ºÆ½ Í½ æÊ¼º½

ÄÀ¼ ‖∆pond(p)‖∞
Ú é½ ºÊ¾æ¼½ÀÄ½Ä ×È¼¯ÈºÃ½Ä ÊºÃ Ã½ºÃÌ Í½ »È¿¯½¼ ¿½Ä ¿ÈÆÀº½Ä Í½ Æ½ÃÃ½ ¾ ÌÃÇÊÍ½Ê�ÑÉ 6�È Á =ÝÐ6$ Á =ÝÐ66 Á é ÎÐ66Ë Ú ÒÊÀ¼ Æ½¼ÃÈ¯º½Ä Æ¿ÈÄÄ½Ä Í½ »ÊºÍÌ¼ÈÃ¯ÊºÄ Á ¿È ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº

Ê»Ã¯¾ È¿½ ÈÀ Ä½ºÄ Í½ ¿È ºÊ¼¾ ½ Í½ :Èºò½¿ Í½ ¿ Õ½¼¼½À¼ »ÊºÍÌ¼Ì½ ½ÄÃ ÌÃÈæ¿¯½ ÍÈºÄ ÊÐÑ $�Ë Ú é½ ¿È
¾ î¾½ ÜÈñÊº ÔÀ½ »ÊÀ¼ ¿ Õ½¼¼½À¼ ÈæÄÊ¿À½ Á ºÊÀÄ ÌÃÀÍ¯½¼ÊºÄ ÍÈºÄ ¿½ ÆÇÈ»¯Ã¼½ £ ÄÈ ¾ ¯º¯¾ ¯ÄÈÃ¯Êº
»À¯Ä ÍÈºÄ ¿½ ÆÇÈ»¯Ã¼½ " Á ¿È Ã¼ÊºÆÈÃÀ¼½ ÌÔÀ¯¿¯æ¼Ì½ ½Ã ¿È ¾ ¯º¯¾ ¯ÄÈÃ¯Êº Í½ ¿È ºÊ¼¾ ½ Í½ :Èºò½¿
ÍÈºÄ ¿½ ÆÈÄ Í½ ¿ Õ½¼¼½À¼ ÈæÄÊ¿À½ »ÊºÍÌ¼Ì½ Ú

íº ÈÀÃ¼½ Ãè» ½ Í Õ½¼¼½À¼ È ÌÃÌ ÌÃÀÍ¯Ì½ ÍÈºÄ ¿½Ä ÈººÌ½Ä $ @ ¿ Õ½¼¼½À¼ ¼½¿ÈÃ¯×½ ÍÌåº¯½ »È¼
∆rel(p) = G−1(p)(G(p)−Gr(p))

Ú Û½ÃÃ½ ½¼¼½À¼ È ¿ ÕÈ×ÈºÃÈÖ½ Á »È¼ ¼È»»Ê¼Ã Å ¿ Õ½¼¼½À¼ ÈæÄÊ¿À½ Á
Í½ EºÊ¼¾ È¿¯Ä½¼G ¿½Ä ÍÊººÌ½Ä Ú àÊÀÄ ×½¼¼ÊºÄ ÍÈºÄ ¿½ ÆÇÈ»¯Ã¼½ £ ÔÀ½ Á ÍÈºÄ ¿½ ÆÊºÃ½äÃ½ Í½ ¿È
¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í ÕÀº ¾ÊÍØ¿½ Í½ ÄèºÃÇØÄ½ Á ½¿¿½ »¼ÌÄ½ºÃ½ Í½Ä »¼Ê»¼¯ÌÃÌÄ ¯¾»Ê¼ÃÈºÃ½Ä Ú Û½ »¼Êæ¿Ø¾ ½
½ÄÃ ÜÊ¼Ã½¾ ½ºÃ ÆÊºº½ÆÃÌ ÈÀä Ã½ÆÇº¯ÔÀ½Ä Í½ ¼ÌÈ¿¯ÄÈÃ¯ÊºÄ ÄÃÊÆÇÈÄÃ¯ÔÀ½Ä Í½ ÜÈ¯æ ¿½ Ê¼Í¼½ ÊéÒ$"Ë
½Ã ÈÀä Ã½ÆÇº¯ÔÀ½Ä Í ÕÈ»»¼Êä ¯¾ ÈÃ¯Êº Í½ Ä» ½ÆÃ¼½Ä ¼ÈÃ¯Êºº½¿Ä ÊËÑ $6 Á Ë ¼½$$È Á : ç$�ÈË @ ¿È êÎð
ÏêÈ¿ÈºÆ½Í ÎÃÊÆÇÈÄÃ¯Æ ð¼ÀºÆÈÃ¯Êº Ó Á ½ÃÆ Ú Ê¹ Í½Ä ×È¼¯ÈºÃ½Ä Í½ ¿È Ã¼ÊºÆÈÃÀ¼½ ÌÔÀ¯¿¯æ¼Ì½ ½Ã Í½
¿È ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº ÈÀ Ä½ºÄ Í½ ¿È ºÊ¼¾ ½ Í½ : Èºò½¿ ÄÊºÃ ÍÌ×½¿Ê»»Ì½Ä Ú Û½Ä Í¯âÌ¼½ºÃ½Ä Ã½ÆÇº¯ÔÀ½Ä
» ½À×½ºÃ îÃ¼½ ÌÖÈ¿½¾ ½ºÃ ¯ºÃ½¼»¼ÌÃÌ½Ä ÆÊ¾¾½ Í½Ä ¾ ÌÃÇÊÍ½Ä Í ÕÈ»»¼Êä ¯¾ ÈÃ¯Êº Í½ ¿È »ÇÈÄ½
Í ÕÀº ¾ÊÍØ¿½ ¯º ¯Ã¯È¿ »È¼ ¿È »ÇÈÄ½ Í ÕÀº ¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã Ï»ÇÈÄ½ ¾ ÈÃÆÇ¯ºÖÓ ÊËÑ $6Ë Ú Ð½ ÆÇÈ»¯Ã¼½� ÜÈ¯Ã ¿½ »Ê¯ºÃ ÄÀ¼ Æ½Ä Í¯âÌ¼½ºÃ½Ä ¾ ÌÃÇÊÍ½Ä È¿Ê¼Ä ÔÀ½ ¿È ÜÊ¼¾À¿ÈÃ¯Êº Í½ ¿È ¾ ¯º¯¾ ¯ÄÈÃ¯Êº Í½
¿ Õ½¼¼½À¼ ¼½¿ÈÃ¯×½ ½ÄÃ ÍÌ×½¿Ê»»Ì½ ½Ã Í¯ÄÆÀÃÌ½ ÍÈºÄ ¿½ ÆÇÈ»¯Ã¼½ £ Ú

Ð½ ÃÈæ¿½ÈÀ  Ú ¼ÌÄÀ¾½ ¿ Õ½ºÄ½¾æ¿½ Í½Ä Ã½ÆÇº¯ÔÀ½Ä ÆÊººÀ½Ä ½Ã ¿½À¼ ¼½¿ÈÃ¯Êº È×½Æ Àº Ãè»½
Í Õ½¼¼½À¼ Á Æ Õ½ÄÃÙÅÙÍ¯¼½ Àº ÆÇÊ¯ä »È¼Ã¯ÆÀ¿¯½¼ Í½Ä »ÊºÍÌ¼ÈÃ¯ÊºÄ

Wi(p)
½Ã

Wo(p)
Ú

Ð½Ä Ã½ÆÇº¯ÔÀ½Ä Í½ ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Æ¯ÃÌ½Ä »¼ÌÆÌÍ½¾¾½ºÃ »½À×½ºÃ îÃ¼½ Æ¿ÈÄÄÌ½Ä ÆÊ¾¾½ ¿ Õ¯ºÙ
Í¯ÔÀ½ ¿È åÖÀ¼½  Ú Ú

ÁÂ1 2±¸ d µ3à³±¶·¸ ±c±²Äe±¸ à·�d µà¸
Ð½Ä Í¯âÌ¼½ºÃÄ È¿ÖÊ¼¯ÃÇ¾ ½Ä ¼½ºÆÊºÃ¼ÌÄ ÈÀ ÆÊÀ¼Ä Í½ Æ½ ¾ Ì¾Ê¯¼½ ÄÊºÃ ÆÊ¾»È¼ÌÄ Å Ã¼È×½¼Ä

¿½Ä ½ä½¾»¿½Ä ÄÀ¯×ÈºÃÄ Ú
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I G−1

ÔÀ½¿ÆÊºÔÀ½ ÔÀ½¿ÆÊºÔÀ½ ½¼¼½À¼ ÈæÄÊ¿À½
»ÊºÍÌ¼Ì½

867\ <8:;5< O< ]77I BC9D< YF YG]M:<7I?67 O< ^?7 <: _X?; BC9D< YF`Ga=:X6O< O< b97D <: 9@ c BC9D< YFUGLCC568X< C95 O=86NC6I?:?67 N6O9@< C95:?<@@< BC9D< KEGLCC56M ?N9:?67 6C:?N9@< C67O=5=<9; I<7I O< @9 765N < O< P97Q<@ BC9D< YFdG
ÔÀ½¿ÆÊºÔÀ½ G−1

½¼¼½À¼ ¼½¿ÈÃ¯×½
»ÊºÍÌ¼Ì½ VW4 C67O=5=< BC9D< Y`EGLCC56M?N9:?67 5<@9:?Z< C67O=5=<9; I<7I O< @9 765N < O< P97Q<@ BC9D< Y`UG

G−1 ÔÀ½¿ÆÊºÔÀ½
Í ýY Î  Ú Ì Ð½Ä Í¯âÌ¼½ºÃÄ ÆÇÊ¯ä Í½ »ÊºÍÌ¼ÈÃ¯ÊºÄ

 

troncature éq.

+ perturbation

singulières

troncature éq.

Norme

Hankel

optimisation

H_2, H_inf, ..

Erreur absolue

approche LMI

heuristiques
perturbations

singulières
agrégation+

optimisation

convexe

agrégation

Erreur pondérée

méthode 

de Enns

variante de

Lin & Chiu

norme de

Hankel

pondérée

variante de

Wang & al.

Erreur relative

pondérée

one−step

Hankel norm	

Phase

matching

Erreur relative

méthode Kim & al.

BST pondérée

BST

norme de
Hankel relative 

optimale

décompo−
−sition modale

partielle

optimale

Í ýY Î  Ú Ì Ñ»½¼ñÀ Í½Ä ¾ ÌÃÇÊÍ½Ä Í½ ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä
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Ð½ »¼½¾ ¯½¼ ¾ÊÍØ¿½ ÆÊºÄ¯ÍÌ¼Ì ÊÎÛ6£Ë ½ÄÃ Àº ÄèÄÃØ¾ ½ ¾ÊºÊ×È¼¯Èæ¿½ Í ÕÊ¼Í¼½ * @

G(p) = 0.05
(p + 799.7)(p + 1)(p + 0.1391)(p2 + 0.115p + 0.2171)(p2 + 0.02494p + 0.2298)

(p + 0.1485)(p2 + 0.5961p + 0.0898)(p2 + 10p + 25.03)(p2 + 1.854p + 0.8985)

Ð½ Ã¼ÈÆÌ Ü¼ÌÔÀ½ºÃ¯½¿ ÔÀ¯ ½ÄÃ ¼½»¼ÌÄ½ºÃÌ ÄÀ¼ ¿È åÖÀ¼½ ÄÀ¯×ÈºÃ½ Á È ¿È »È¼Ã¯ÆÀ¿È¼¯ÃÌ Í½ »¼ÌÄ½ºÃ½¼
Àº½ ÈºÃ¯Ù¼ÌÄÊºÈºÆ½ »¼ÊºÊºÆÌ½ ÈÆÆÊ¾»ÈÖºÌ½ Í ÕÀº½ ×È¼¯ÈÃ¯Êº ¼È»¯Í½ Í½ ¿È »ÇÈÄ½ Ú
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Í ýY Î  Ú£ Ì é¯ÈÖ¼È¾¾½ Í½ êÊÍ½ Í½ G(p)

Û½ÃÃ½ »¼Ê»¼¯ÌÃÌ ¼½¾ È¼ÔÀÈæ¿½ ÄÀ¼ ¿½ ÖÈ¯º ½Ã ¿È »ÇÈÄ½ ½ÄÃ ½ÄÄ½ºÃ¯½¿¿½¾ ½ºÃ ÍÀ½ Å ¿È »¼ÌÄ½ºÆ½
Í½ £ »È¯¼½Ä Í½ óÌ¼ÊÄ ÆÊ¾»¿½ä½Ä ÆÊºÂ ÀÖÀÌÄ ¾ È¿ È¾ Ê¼Ã¯Ä Ú

−6 −5 −4 −3 −2 −1 0
−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

6 5 4 3 2 1

1

0.998

0.996 0.99 0.98 0.96 0.91 0.7

1

0.998

0.996 0.99 0.98 0.96 0.91 0.7pôle de G(p)
zéro de G(p)

Í ýY Î  Ú� Ì ÛÈ¼Ã½ Í½Ä »F ¿½Ä ½Ã óÌ¼ÊÄ Í½ G(p)

Û½Ã ½ä½¾»¿½ »ÊÄ½ ¿½ »¼Êæ¿Ø¾ ½ Í½ Ã¼ÊÀ×½¼ Àº ¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã ÔÀ¯ ÆÊºÄ½¼×½ ¿ ÕÈºÃ¯Ù¼ÌÄÊºÈºÆ½
ÃÊÀÃ ½º ¼½ÄÃÈºÃ åÍØ¿½ ÈÀ ¾ÊÍØ¿½ ¯º ¯Ã¯È¿ Å Í½Ä »À¿ÄÈÃ¯ÊºÄ ¯ºÜÌ¼¯½À¼½Ä Ú Ð½Ä ¾ÊÍØ¿½Ä ¼ÌÍÀ¯ÃÄ
ÈÀä Ê¼Í¼½Ä � ½Ã # ×Ì¼¯å½ºÃ Æ½ÃÃ½ ½ä ¯Ö½ºÆ½ ÔÀ½¿¿½ ÔÀ½ ÄÊ¯Ã ¿È ¾ ÌÃÇÊÍ½ ÀÃ¯¿¯ÄÌ½ Ú ÐÈ Í¯5 ÆÀ¿ÃÌ
½ÄÃ Í½ ÆÈ¿ÆÀ¿½¼ Àº ¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã Å ¿ ÕÊ¼Í¼½ " ÄÈÃ¯ÄÜÈ¯ÄÈºÃ Ú
éÈºÄ Æ½ ÆÈÍ¼½ Á ºÊÀÄ »ÊÀ×ÊºÄ ¯ºÃ¼ÊÍÀ¯¼½ Àº ¯ºÍ¯ÆÈÃ½À¼ ÔÀ¯ ¼½»¼ÌÄ½ºÃ½ ¿È ÔÀÈ¿¯ÃÌ ÍÀ ¾ÊÍØ¿½
¼ÌÍÀ¯Ã ÄÀ¼ Àº½ ÖÈ¾¾½ Í½ »À¿ÄÈÃ¯ÊºÄ È¿¿ÈºÃ Í½

0rad/s
Å

2rad/s
Ú Û½Ã ¯ºÍ¯ÆÈÃ½À¼ ½ÄÃ ¿ Õ½¼¼½À¼

¼½¿ÈÃ¯×½ Í½ ¾ÊÍØ¿½ ÄÀ¼ Æ½ÃÃ½ ÖÈ¾¾½ Í½ »À¿ÄÈÃ¯ÊºÄ @
ρgh ir = sup

ω∈[0,2]

(|G−1(jω)(G(jω) − Gr(jw))|) Ï Ú6Ó
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LÆT ÆS m p�I��É�� �� �q��
Ð½ Í½Àä ¯Ø¾ ½ ÄèÄÃØ¾ ½ ÌÃÀÍ¯Ì ½ÄÃ Àº æ½ºÆÇ¾È¼ò Í½ ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº Í½ ¾ÊÍØ¿½Ä ÊÝÈ¼66Ë Í½ ÄèÄÙ

ÃØ¾ ½ ¾À¿Ã¯×È¼¯Èæ¿½ Á ¿½ ðË¹à ÏàÀÆ¿½È¼ »¿ÈºÃ ÃÀ¼æÊÙÖ½º½¼ÈÃÊ¼ ¾ÊÍ½¿Ó Ú Û½ ¾ÊÍØ¿½ Í ÕÊ¼Í¼½ »ÊÄÄØÍ½ ¿½Ä ¾ ÈÃ¼¯Æ½Ä Í ÕÌÃÈÃ Ä½ Ã¼ÊÀ×ÈºÃ »ÈÖ½ £"� Ú íº Ã½¿ ¾ ÊÍØ¿½ Á ÄÃ¼¯ÆÃ½¾ ½ºÃ »¼Ê»¼½ Á
º Õ½ÄÃ »ÈÄ ¯º×½¼Ä¯æ ¿½ ÄÀ¼ ¿ Õ½ºÄ½¾æ¿½ Í½Ä »À¿ÄÈÃ¯ÊºÄ ÏºÊº ¯º×½¼Ä¯æ ¿½ »ÊÀ¼

ω = +∞Ó Ú ÎÊº È»Ù»¼Êä ¯¾ ÈÃ¯Êº ÈÀ Ä½ºÄ Í½ ¿ Õ½¼¼½À¼ ¼½¿ÈÃ¯×½ º½ Ä½¼È ÍÊºÆ »ÈÄ ÆÊºÄ¯ÍÌ¼Ì½ Á ¾ È¯Ä ¯¿ ½ÄÃ ÃÊÀÂ ÊÀ¼Ä
»ÊÄÄ¯æ ¿½ Í Õ¯º×½¼Ä½¼

G(jω)
ÄÀ¼ Àº½ ÖÈ¾¾½ Í½ »À¿ÄÈÃ¯ÊºÄ ½Ã Í Õ½º× ¯ÄÈÖ½¼ È¿Ê¼Ä Àº½ ¼ÌÍÀÆÃ¯Êº

ÈæÄÊ¿À½ »ÊºÍÌ¼Ì½ Ê¹ ¿ ÕÀº½ Í½Ä »ÊºÍÌ¼ÈÃ¯ÊºÄ ½ÄÃ ¿ Õ¯º×½¼Ä½ Í½
G(jω)

ÄÀ¼ Àº½ ÖÈ¾¾½ Í½
»À¿ÄÈÃ¯ÊºÄ È¿¿ÈºÃ Í½  Å Àº½ »À¿ÄÈÃ¯Êº ÍÊººÌ½ Ú
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Í ýY Î  Ú" Ì é¯ÈÖ¼È¾¾½ Í½ êÊÍ½ ÍÀ ðË¹à

é½Àä ¾ÊÍ½Ä ¼ÌÄÊººÈºÃÄ ÄÊºÃ »¼ÌÄ½ºÃÄ ÍÈºÄ Æ½ ÄèÄÃØ¾ ½ Ú íº ¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã ½ÄÃ ÆÇ½¼ÆÇÌ
Í½ ÜÈñÊº Å º½ ÆÊºÄ½¼×½¼ ÔÀ½ ¿½ »¼½¾ ¯½¼ ÍÊºÃ ¿È »À¿ÄÈÃ¯Êº »¼Ê»¼½ ½ÄÃ Í½ 5.5rad/s

Ú Û½ ¾ÊÍØ¿½
Í½×¼È ÆÊºÄ½¼×½¼ ¿½Ä ÆÈ¼ÈÆÃÌ¼¯ÄÃ¯ÔÀ½Ä Ü¼ÌÔÀ½ºÃ¯½¿¿½Ä ÍÀ ÄèÄÃØ¾ ½ »ÊÀ¼ Í½Ä »À¿ÄÈÃ¯ÊºÄ È¿¿ÈºÃ
Í½

0rad/s
Å

50rad/s
Ï½º×¯¼Êº Àº½ ÍÌÆÈÍ½ È»¼ØÄ ¿½ »¼½¾ ¯½¼ ¾ÊÍ½Ó Ú ß¿ ½ÄÃ È¿Ê¼Ä ºÈÃÀ¼½¿

Í Õ¯ºÃ¼ÊÍÀ¯¼½ ¿ Õ¯ºÍ¯ÆÈÃ½À¼ Í½ ÔÀÈ¿¯ÃÌ ÄÀ¯×ÈºÃ @
ρghjr = sup

ω∈[0,50]

(σ̄(G−1(jω)(G(jω) − Gr(jw))))
Ï Ú Ó

àÊÀÄ »ÊÀ×ÊºÄ ºÊÃ½¼ ÔÀ½ ¿È »¼½¾ ¯Ø¼½ ¼ÌÄÊºÈºÆ½ ÄÀ¼ ¿½ Ã¼ÈºÄÜ½¼Ã (2, 1)
»ÊÄÄØÍ½ Í½Ä ÖÈ¯ºÄ

ÜÈ¯æ¿½Ä Í½ ¿ ÕÊ¼Í¼½ Í½ −15dB
Ú íº Ä½ÆÊºÍ ¯ºÍ¯ÆÈÃ½À¼ ½ÄÃ ÍÊºÆ ¯ºÃ¼ÊÍÀ¯Ã »ÊÀ¼ ¼½ºÍ¼½ ÆÊ¾»Ã½

Í½ ¿È ÔÀÈ¿¯ÃÌ ÍÀ ¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã ÄÀ¼ ¿½ Ã¼ÈºÄÜ½¼Ã (2, 1)
Ú

ρghjir = sup
ω∈[0,50]

(|G−1
(2,1)(jω)(G(2,1)(jω) − G(2,1)r(jω))|) Ï ÚÓ
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Í ýY Î  Ú� Ì é¯ÈÖ¼È¾¾½ Í½ êÊÍ½ ÍÀ æ¯½Ü Í½ Ãè» ½ 

Û½ ¾ÊÍØ¿½ Í ÕÊ¼Í¼½ ¯¾»Ê¼ÃÈºÃ »¼ÌÄ½ºÃ½ Í½Ä ¼ÌÄÊºÈºÆ½Ä Ã¼ØÄ × ¯Ä¯æ ¿½Ä ÄÀ¼ ¿½Ä Ã¼ÈºÄÜ½¼ÃÄ
Í¯ÈÖÊºÈÀä ½Ã ÔÀ¯ ÄÊºÃ ÈÃÃÌºÀÌ½Ä ÄÀ¼ ¿½Ä Ã¼ÈºÄÜ½¼ÃÄ Æ¼Ê¯ÄÌÄ Ú Û½Ä ¾ î¾½Ä Ã¼ÈºÄÜ½¼ÃÄ Æ¼Ê¯ÄÌÄ
»¼ÌÄ½ºÃ½ºÃ Àº ¼½ÃÈ¼Í ×¯Ä¯æ¿½ ÄÀ¼ ¿È »ÇÈÄ½ Ú ÒÈ¼ È¯¿¿½À¼Ä Á Æ½ ¾ÊÍØ¿½ »ÊÄÄØÍ½ Àº óÌ¼Ê Ï¾À¿Ã¯Ù
×È¼¯Èæ¿½Ó ¼Ì½¿ ¯ºÄÃÈæ¿½ ½Ã Àº ¯ºÃÌÖ¼ÈÃ½À¼ Ú
éÈºÄ Æ½Ã ½ä½¾»¿½ Á Àº ¾ÊÍØ¿½ Í ÕÊ¼Í¼½ ¼ÌÍÀ¯Ã ½ÄÃ ¼½ÆÇ½¼ÆÇÌ Í½ ¾ Èº¯Ø¼½ Å ¼½»¼ÌÄ½ºÃ½¼

¿½ ¾ÊÍØ¿½ ¯º ¯Ã¯È¿ Å Í½Ä »À¿ÄÈÃ¯ÊºÄ È¿¿ÈºÃ Í½  Å
5.10−3rad/s

Ú íº½ Ã½¿¿½ Ä» ÌÆ¯åÆÈÃ¯Êº ½ÄÃ
Â ÀÄÃ¯åÌ½ »ÊÀ¼ £ ¼È¯ÄÊºÄ @

Ì ÐÈ ÆÊÇÌ¼½ºÆ½ ÍÀ ¾ÊÍØ¿½ Í ÕÊ¼Í¼½ £" È×½Æ ¿½ ¾ÊÍØ¿½ Í½ Í¯¾ ½ºÄ¯Êº ¯ºåº¯½ »¼ÌÄ½ºÃÌÍÈºÄ ¿½ ÆÇÈ»¯Ã¼½ * Ú� ½ÄÃ ÌÃÈæ¿¯½ »ÊÀ¼ Í½Ä »À¿ÄÈÃ¯ÊºÄ È¿¿ÈºÃ Í½  Å
5.10−3rad/s

Ú
Ì ÒÊÀ¼ Í½Ä ¼È¯ÄÊºÄ ÍÌ×½¿Ê»»Ì½Ä ÍÈºÄ ¿È »È¼Ã¯½ »Ê¼ÃÈºÃ ÄÀ¼ ¿È ÆÊ¾¾ÈºÍ½ Í½Ä ÆÈºÈÀä Á¿È æÈºÍ½ »ÈÄÄÈºÃ½ ½ÄÃ ¯ºÃ¼¯ºÄØÔÀ½¾½ºÃ ¿¯¾ ¯ÃÌ½ ½Ã ¯ºÜÌ¼¯½À¼½ Å 5.10−3rad/s

Ú
ß¿ ½ÄÃ ºÈÃÀ¼½¿ Í Õ¯ºÃ¼ÊÍÀ¯¼½ Àº ¯ºÍ¯ÆÈÃ½À¼ ÔÀ¯ ¼½»¼ÌÄ½ºÃ½ ¿È ÔÀÈ¿¯ÃÌ ÍÀ ¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã ÄÀ¼

Àº½ ÖÈ¾¾½ Í½ »À¿ÄÈÃ¯ÊºÄ È¿¿ÈºÃ Í½
0rad/s

Å
5.10−3rad/s

Ú Û½Ã ¯ºÍ¯ÆÈÃ½À¼ ½ÄÃ ÍÌåº¯ ÆÊ¾¾½
¿È ×È¿½À¼ Ä¯ºÖÀ¿¯Ø¼½ Í½ ¿ Õ½¼¼½À¼ ¼½¿ÈÃ¯×½ Í½ ¾ ÊÍØ¿½ ÄÀ¼ Æ½ÃÃ½ ÖÈ¾¾½ Í½ »À¿ÄÈÃ¯ÊºÄ @

ρghkr = sup
ω∈[0,5.10−3]

(σ̄(G−1(jω)(G(jω) − Gr(jw))))
Ï Ú£Ó

Ð½ Ã¼ÈºÄÜ½¼Ã
(2, 1)

ÍÀ ¾ÊÍØ¿½ Í½ æ¯½Ü ½ÄÃ Í ÕÀº ¯ºÃÌ¼îÃ »È¼Ã¯ÆÀ¿¯½¼ »ÊÀ¼ ¿È ÄèºÃÇØÄ½ Í½
¿Ê¯Ä Í½ ÆÊ¾¾ÈºÍ½ Ú ¹º ½â½Ã Á Æ½ÃÃ½ ÜÊºÆÃ¯Êº Í½ Ã¼ÈºÄÜ½¼Ã ¼½¿¯½ ¿È ÆÊ¾¾ÈºÍ½

u1
ÏÍÌæ¯Ã ÈÀ

º¯×½ÈÀ Í½ ¿È ×Èºº½ È¾ÊºÃÓ Å ¿È ÄÊ¼Ã¯½ Å ÆÊ¾¾ÈºÍ½¼
y2
Ïº¯×½ÈÀ Í Õ½ÈÀ Å ¿ ÕÈ×È¿ ÍÀ æ¯½Ü Ó Ú
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Ð Õ¯ºÍ¯ÆÈÃ½À¼ »¼ÌÆÌÍ½ºÃ º½ ÄÈÀ¼È¯Ã Á Å ¿À ¯ Ä½À¿ Á ¾ ½ÄÀ¼½¼ Å ÔÀ½¿ »Ê¯ºÃ ¿½ Ã¼ÈºÄÜ½¼Ã (2, 1)

ÍÀ
¾ÊÍØ¿½ ¼ÌÍÀ¯Ã ½ÄÃ »¼ÊÆÇ½ Í½ Æ½¿À¯ ÍÀ ¾ÊÍØ¿½ Í½ ÍÌ»È¼Ã Ú Û Õ½ÄÃ »ÊÀ¼ÔÀÊ¯ Á ºÊÀÄ ¯ºÃ¼ÊÍÀ¯ÄÊºÄ
Àº ¯ºÍ¯ÆÈÃ½À¼ Í½ ÔÀÈ¿¯ÃÌ »¼Ê»¼½ Å Æ½ ÄÊÀÄÙÃ¼ÈºÄÜ½¼Ã @

ρghkir = sup
ω∈[0,5.10−3]

(|G−1
(2,1)(jω)(G(2,1)(jω) − G(2,1)r(jω))|) Ï Ú�Ó
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f(.)
�� �� £������� £����������

ξ
� Ã� � ���� ������� �� ���������� ��¤� ���� ����������� � ����������� � ��� � ������� Ä

Å ÆÇ f(ξ)
ξ ∈ C

�È
C = {ξ ∈ R

m | ∀x ∈ R
n, xT F (ξ)x ≥ 0} �� C = {ξ ∈ R

m | ∀x ∈ R
n\{0}, xT F (ξ)x > 0}

�£��
ξ

�� £������ ��� £�������� �� �������� � £������ ��
R

m
� Ã� �Á�����

> 0
�≥ 0

� ����� ��� ��� ������£� ���� � �� ��� ������£��É �Ê��� ���������� ��� � Ë ������ � ��� ����� �������
ξ0

� ��� ��������� �� �§ ����� ���������������������� �� � ������ ����� � Â� �� ��������
f

��� �� ��������� � ����� � �� �������� £��������� �� ����� �� �����
ξ0

� Ì� ��� ���� ����������� ��� ����� �È �� � ��¢ ���� �� ��� ����� ������ ����� �� ������ ����� Í � ������ ������� Ä ����� ����� ���� �� ����� �� ����� ��� � ������ ������ ���� ����� ������� � ����� ��������� ��� ������� ���� �� ��� �È
f

��� ���
ÎÏÐÑÑÒÓÔÕÖ ×ØÒ

∀x 6= 0 ∈ R
n, xT F (ξ)x > 0 ⇔

ÓÒÖ ÙÐÓÒØÚÖ ÑÚÔÑÚÒÖ ÛÒ
F (ξ)

ÖÔÕÜ ÖÜÚÝÞÜÒß ÒÕÜ ÑÔÖÝÜÝÙÒÖ à
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F (ξ)
4
= F0 +

m∑

i=1

ξiFi

�È ���
Fi

����
m

� ������� �Á� �������� ������� ��
R

n×n
�
i = 0, . . . ,m
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ξ ∈ C Ä
����£��

ξ ∈ R
m

��� ���
F (ξ) > 0

� ��� ��Å � �� Å ÆÇÆÅ Æ��� Æ�Ç �  !Ç� "�Ç#� Æ�Ç �� #�$� �ÆÇ�� Æ��
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cT ξ

����
ξ ∈ R

m

��������� ���
F (ξ) > 0

�È
cT
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¡��� �� ����� � ��� � ������
G(p)

�
Gr(p)

����� ��� ��� ������������ ���� ������� ��� Ä

G(p)
s
=

[
A B
C D

]

; Gr(p)
s
=

[
Ar Br

Cr Dr

]

; Wi(p)
s
=

[
Awi Bwi

Cwi Dwi

]

; Wo(p)
s
=

[
Awo Bwo

Cwo Dwo

]
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��� ���� � ��� ����� ���� �� ������� � � ���� ����� �� ����¢� � ���� ��. �Ã� ��������� ������������ �� ������� � �� ��������� �� � ������ � ��� Ë ��� ������ ������� ��� �¢��������� ��� ������� Ë ������ ��������� ���� �� �Á������ � ���� ��� �� ���� ���� �¡ ���� ����������� ����� ��� ��� � ������� �� ��������� �� ���������� �������� � ���'�� � ����������� Ë ��� ���������� ����£������� ���� � ������� � ����� � Ã� ���� ����� ��� ���¢ ���������� �� ���� � ���� ����� �¢������� ���� � �����¢� ÿ � ���� ��� �

¥��� �������� ����� ������� � ���� � �� ������� � �� ���� ����
H∞

� ���� ����£���� ������� ������� ��������
∆(p) = Wo(p)(G(p) − Gr(p))Wi(p)

������ ��� ��� �� � ������������¢ ��� ��
Gr(p)

�£�� �� ��������� Ä
H(p)

Ä
∆(p) = H(p) ? Gr(p)

� £���  ���� � ��� Ã������� ������
Gr(p)

��� ����� ������ Ë �� ���������� ���� �� ������� � �� ���� ���� �
∆(p)

��� ���������� ��� �� ��������� ����� � �������
w

Ë �� ������
z

�

Wi(p) G(p) Wo(p) --

--

-

/
- -

6
�w z

u

- Gr(p)

y

H(p)

+ ê0 1 � �� 2 ����������¢ ��� � ��� ���������
H

�£��
Gr

Ã� �������������� � ����� ��
∆(p)

��� Ä

∆(p)
s
=

[
Ã B̃

C̃ D̃

]
4
=









Awo BwoC Bwo(D − Dr)Cwi −BwoCr

0 A BCwi 0
0 0 Awi 0
0 0 BrCwi Ar

Bwo(D − Dr)Dwi

BDwi

Bwi

BrDwi

Cwo DwoC Dwo(D − Dr)Cwi −DwoCr Dwo(D − Dr)Dwi









�� ���¡ ������ �� ���� � ���� ����� � ‖∆(p)‖∞ ≤ γ
�� �� ������ ��� �� Ä

∃P̃ = P̃ T > 0
�� ���





ÃT P̃ + P̃ Ã P̃ B̃ C̃T

B̃T P̃ −γ2I D̃T

C̃ D̃ −I



 ≤ 0
�� �� �

Ã ���������� �� �� � ��� ��� 3
� ������� ��� ���� �� ����������� �� ��� £�������� �� ��������
(P̃ , Ar, Br, Cr, Dr)

������������ � �� ��� ������ �� �� ��£������� �� ���������� ��������� �� ������� �������4��� ��� ���� �� ����������� �� ��� £�������� ��
Gr(p)

� Ë ��£���
Ar

�
Br

�
Cr

��
Dr

� ¥�� ����������� �� ����� � ����� ������� ���� ��� � ��� ���������� ����������� �������
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��������� Ë ��� ���������� �� �Á� � 	
 � �� Ë ��� ���������� �� ���� ��� ��� � ������ �§ ���� ��� £�������� �� �������� � ����� �������� ���������� �� ���� � ���� ��� ���£�¢� �Ã� ������� � ���£��� �������� ��� ���£����� ����������� ��� � ��� ������ �� ����� �¢��������� ��� ������4��� �� ��§ ����� �� ������� � �
5 6789:; < = >= >?@ óöõ G(p) Aú ÷ ó�B�ý øõùC�ý �ý �ö÷ ýúøöóú

n
�ùúø � Dýøôùûý � DEõùõ F � � ýþ öøõý Gr(p) øõùC�ý �ý

�ö÷ ýúøöóú
r

üEGöH ùúõ I
‖Wo(jω)(G(jω) − Gr(jω))Wi(jω)‖∞ ≤ γ

øö ýõ ø ýA�ý÷ ýúõ øö
JÆK ∃P ∈ R

(no+n+ni)×(no+n+ni), P = P T /





Awo BwoC 0
0 A 0
0 0 Awi − BwiD

−1
wi Cwi





T

P + P





Awo BwoC 0
0 A 0
0 0 Awi − BwiD

−1
wi Cwi



 + . . .

. . . +





[
CT

wo

CT DT
wo

]
[

Cwo DwoC
]

0

0 −γ2CT
wiD

−T
wi D−1

wi Cwi



 ≤ 0

�� �'�
JÆÆK ∃Q ∈ R

(no+n+ni)×(no+n+ni), Q = QT /





Awo − BwoD
−1
woCwo 0 0

0 A BCwi

0 0 Awi



Q + Q





Awo − BwoD
−1
woCwo 0 0

0 A BCwi

0 0 Awi





T

+ . . .

. . . +





−γ2BwoD
−1
woD

−T
wo BT

wo 0

0

[
BDwi

Bwi

]
[

DT
wiB

T BT
wi

]



 ≤ 0

�� �.�
JÆÆÆK

[
P γI
γI Q

]

≥ 0
�� �L�

JÆM K
��ÇN [

P γI
γI Q

]

≤ n + ni + no + r
�� �á�

O E÷ óúøõGùõöóú I Ã� ��£����� ����� ��� ������� ��� � ��� �� ����¢� � ��� ���� ��' �
2

P QP QR S TU VWXYT ZYW [V \]^_`a`]^ _T WV^b
Ã� ��������� �� �á� ��� ��� ���������� �������£�¢� ������� ��� ��� � �������

P
��

Q
������ ���������� ��� �� ����� ������� Ë �� ������ ��� ������� �� Ä ������ �������� �� ������� � �Á������ � ���� ��� �� ���� ����

H∞ . . .
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H∞

� ����� ���������� �������4� �� � ������ �� ���������� ��� ����Ë � ������ �� ������ �� �Á������ � Â� � ������ ���  ¢� Ë ��� £����� �������� ��� ����������Ë � ������ �� �Á���� � ���� ���� ��� ������������ � ���� ���������� ���� ������������� � ������������ �� ���£���������� �� �Á� � ¥ ��£������� ����������� � � ���� ���� � �� � ���� ��������� � ���� ������ � ��� �� ������� � �������£�¢� ��� �� �Á� � ����ö� ûö�ý�£��� ���� �� � ��� ��£����� � �� ������ �������� �� ������ ��� �� � � � ����� �� ��ö� ûö�ýÿÊ �L� ���� ����������Á�������� � ���� ���À �������� �� ��� �� ��� �� � ¦�� ���� ����� ������� � �� ��������� ��������� ����� � Ã� ��������� �� ���� �� ������� � � ������ ������� ������� ���������������� ¦��� ����¢�� �� ���¢ � ������� �� ������ ����������� Ä
2 �� ���� ���� �������� Ë ��� ���� �� ������� � � ������ ������� Ë �� ������� � � ������ �������� ���£�¢� �� ����������� �� ������������ ���£�¢� �� � ��������� ��� ���������

(P,Q)
£��� ��� ��� ����������� �� �'� � �� �.� � �� �L� � �� �á� � �� � ����� ������� �� ������������ ��������� �� ���� �������£�¢� �� ��������� � ���� ��� ���������� �� ���À �������¢ ������� �cd ��������� �Â�'� � ���À ������� ��������� � ���' � �ÃÂ�. � e��L� � �f��������� ������� ��������� �g� �L�� � ¡� ���� � �� ���£������� � ��� ��� ����� ������� ��� �� ����� � ��������������� �

2 Ì�� ����� ������ ����� ��� � ��� ���� ����� �� ����� � ������������ � �������� Ë ��������� ���������� ������������� ��¢ � �������
P

��
Q

� �������� ��� �� ���������� �� �á� ���£��� �� � ����� ���� �� £������ � ��� ���������� �� ���� ��� ���������� �� � ������������ �������� ������ �� � ������ ������ Ä ���� �� ����������� � ���� � �� h ��i�� �
������ ����� ��� ����� ��������� �� ���� �¢ ���� ����� ������� � ��� � ���������� Ë �������� ���� � ���

H∞

� �� ��������� �� ���� �
H2

e� ��� � �ÃÂ�. � d Ã��� �� �� ���� � ��
��� �� ����� h ����� � �� � ¦�� ��§ ����� �������� �

P QP QP j]^ZaWY\a`]^ _ kY^ U ] _l[T Wm_Y`a
� � � �������� ��

Gr

������ �� � � ���� Ë ����
Ar

�
Br

�
Cr

��
Dr

� �� ��� �������� �� ������ ������� ������ ��� � �������
P̃

Ë ������ ��
P

��
Q

£��� ��� �� �'� ��� �.� ��� �L� ��� �á� � � ���� ��
������� � �� ���������� �� � ������� �� ������ ���

P̃ =

[
P ∗
∗ ∗

] ��
P̃−1 =

[
γ−2Q ∗
∗ ∗

] �
Ã� ��������� �� �L� �� �� ��������� �� ���� �� �á� � ��� ������ �� ������������� ���£����

∃X ∈ R
n×rP − γ2Q−1 = XXT

� � ���� �

P̃ =

[
I 0
0 T T

] [
P X

XT Ir

] [
I 0
0 T

] �� ���
�������

P̃−1 = γ−2

[
I 0
0 T−1

] [
Q −QX

−XT Q γ2Ir + XT QX

] [
I 0
0 T−T

] �� ����
Ã� ������ ������ ��£���� �� £������� �� � ���������� �� �� � ��� ��£���� ��� 	
� �
n <;o 9pq< = >= >?rs tu vw xt ytw tuz {twwv|}w ~}~s� xv��tw z t{� txx~} x yt z ~{~� �x{vw t{

Gr � z ~{ xv{ ytw � ~ x{v�tw
P

tx
Q ��{v��� �
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¨ ©� � µ²¬¬²»¬ ¹® ³¯»²

�� ��� ����������� �������� Ë �������
Wi = Wo = I

� ¡ ��� �� ��� � �� �Á���� � ������
G(p)

� ��¢���� � ���� � �� ������ ������
Gr(p)

������ ��� ��� ����������� ������£� �������
∆abs(p)

Ä
G(p) = Gr(p) + ∆abs(p)

� � ���� � ��� �

Gr(p)

∆abs(p)

-

-

?- -
++

+ ê0 1 � �� 2 �¢�������� ��
G(p)

��� �� �� � ����� ������ ���������
���� ����������� ���¢ ������� �� ���� ����� ������� � Ã� ���� ��� �������� Ë ��������

Gr(p)
� ������

r
��� ��� ‖∆abs(p)‖∞ = ‖G(p) − Gr(p)‖∞ ≤ γ

� ����� ���������� �� �� �������� � � ���� ���� ����������� Ë �� ��� ������� �� � ������
r

����
γ

 ¢� � �£��� �� ���� ��������� � ������� �� � ��� ��������� ������������ ��� ������ ��� ‖G(p) − Gr(p)‖∞, ∀Gr(p)� ������ ��������� �� ���� Ë
r
�

P Q� QR � ]W^T `^�mW`TYWT
�<; ; < = >� >?� x~} x y|}} � �} x{~}w�t{ x

G(p) ∈ RH∞

yt �~st�{w wv}� �sv�{tw yt � ~}�ts
σ1 ≥ σ2 . . . ≥

σr ≥ σr+1 ≥ σr+2 . . . ≥ σn > 0� ~s|{w z |�{ x|�x
Gr(p) ∈ RH∞

yt yt�{� ≤ r

‖G(p) − Gr(p)‖∞ ≥ ‖G(p) − Gr(p)‖H ≥ σr+1(G(p))
�� ����

‖.‖H

������� �� ���� � �� h��i�� ��£������� �� ������ ���� �� ������� � �� � Ã�� ��������������� �� �� ��� �� � ��á� � g���� � ��������� ��� � ������¢ �� ����� � ��� �������� ��� ����� �������� �� ���� ��������� ���������� �� � ���iÁ ���.�� �� �������� � ��������� � �� ����������� � �� �' ���� LL ������� ��� ��� ���������� ����� ��� � ��������� � ����� �
n <;o9pq< = >� >?� t � |y�st {�y�v x

Gr(p)
}t z t�x ~zz {|�� t{

G(p)
y ��} t yvw x~} �t v}��{vt�{t �

γinf (r) = σr+1(G(p))

� ~}w st ��~z v x{t �� ytw {�w �s x~ xw z s�w wz ��v  ��tw w�{ �txxt ¡|{} t w|} x y|}} �w �

P Q� QP S T\¢TW\¢T _T [V Z][Ya`]^
Ã� ��� �� ���£��� ��� ����£����� Ë ��� ��������� ������ � ���' � �ÃÂ�. � £ÿ��� �



()äñêéå¤ * +ëåïäãêîäéêëì ¥ç ñåë,ã-ï¤ ¥¤ åæ¥çèéêëì ��
�<; ; < = >� >=
G(p) ∈ RH∞

yt {tz {�wt} x~ xv|} y �� x~ x ¦§ �¨© ~y� tx �} � |y�st {�y�v x y �|{y{t
r

w~ xvw�~vw~} x
‖∆abs‖∞ ≤ γ

wv t x wt�st� t} x wv ∃P = P T tx
Q = QT xtsstw ��t ª

AT P + PA + CT C ≤ 0
�� ����

AQ + QAT + BBT ≤ 0
�� ����

[
Q γIn

γIn P

]

≥ 0
�� ����

��ÇN [
Q γIn

γIn P

]

≤ n + r
�� ��'�

O E÷ óúøõGùõöóú I ¡ ������ �� ������� � � �� ��� �� ������� ��� ��� ������ �� �������� �������������� ��¢ ����� ��
Wi(p)

��
Wo(p)

� �� ����� ��� �� ������ �
2

n <;o 9pq< = >� >=
� tw �|} x{~v} xtw ¦§ �¨§© � ¦§ �¨«© � ¦§ �¨�© � ¦§ �¨�© z t��t} x wt �|{� �st{ ~ �x{t� t} x z ~{ �} ��~}¬� t� t} x yt �~{v~ ¡st

P = γP̄
tx

Q = γQ̄
� � tw �|} x{~v} xtw y� st� � t § �« �§ yt�vt}} t} x ª

AT P̄ + P̄A + γ−1CT C ≤ 0
�� ��.�

AQ̄ + Q̄AT + γ−1BBT ≤ 0
�� ��L�

[
P̄ I
I Q̄

]

≥ 0
�� ��á�

��ÇN [
P̄ I
I Q̄

]

≤ n + r
�� ����

txxt {���{v x�{t y� z {|¡s�� t wt{~ z s�w ~y~z x�t y~}w s �� x�yt yt s~ � v}v� vw~ xv|} yt s �|{y{t
y� � |y�st {�y�v x�
®898¯¯o °9< = >� >�� t z {|¡s�� t ¦¨��© z ~� t ¨� ~�t�

Wo(p) = I
tx

Wi(p) = I
tw x ���v�~st} x �

γopt = Å ÆÇ
P=P T ,Q=QT ,γγw|�w stw �|} x{~v} xtw

(2.12), (2.13), (2.14), (2.15)

P Q� Q� jVZ ± VWa`\Y[`TWZ _T Wm_Y\a`]^ ]±a`U V[T
Ã� ���������� � �� �� � ����� ���� �� ��§ ����� �� ������� � � ������ ������� � ���À ������ �� �

�ö� ûö�ý ���� �� ��� ������� � g� �� ���� ��� ������� �� ������� � Ë � ����� � ��� ������������ ����� ���Á�f� ��� ���������� � ���� � ��� ������������ � �� ������� � �� ������ � �� ��£���� ����£����� Ë ��������� � � ������ ������� ���£�¢� �È �� ��������� �� ���� �������4� �
2 ¥���

r = 0
Ä �� ������ ������ �� ��� ������

n
���� ¦��� �������� �� ��²�� ����� ������ �� ���� �������� �2 ¥���

r = n − 1
Ä �� ������ ������ �� ��� ������

n
���� ¦��� �������� �� ��²������� ��� ��� �� ������ ������ � ������ ���������� ��� ��������� �¡��� ��� � ��� � �� ��������� �� ���� ��� £��� �� �� � ������ ������������ �Ã�� ��� ��� ���£���� ��£�������� ��� ���¢ ��� ������������ �
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�<; ; < = >� >³� �~zz {|u v� ~ xv|} |z xv� ~st yt

G(p)
z ~{ �} �~v}

G0

{t�vt} x � {�w|�y{t st z {|¡s�� t w �v�~} x
yt � v}v� vw~ xv|} y ��} �|´x sv} �~v{t w|�w �|} x{~v} xt Ã� � ª

Å ÆÇ
γ,P̄ γ

P̄ > 0
[

AT P̄ + P̄A CT

C −γI

]

≤ 0

[
P̄A + AT P̄ P̄B

BT P̄ −γI

]

≤ 0
�� ����

O E÷ óúøõGùõöóú I ����������� �� ���� � � �� �� ������� ��¢ ����������� �� ��.� � �� ��L� � �� ��á� ��� ���� ��
P̄

�
Q̄

�Ã� ��������� �� ��á� �������� ����� ����������� �� ����� �� Â����
P̄ > 0

�
P̄ − Q̄−1 ≥ 0

�¥���
r = 0

� �� ��������� �� ���� ��� ���������� �� � ��� £����� ������ ��
P̄−Q̄−1

�� ������ ������
n

� �����4����
P̄ = Q̄−1

��� ���� �� ��������������� � ���������� �� ��L� ���
Q̄−1

� ���� �£��� Ä
Q̄−1A + AT Q̄−1 + γ−1Q̄−1BBT Q̄−1 ≤ 0

� ����� ����������� �� ��� �� �� Â���� ����� ������ �� ���� ���
P̄ = Q̄−1

� ����� �������� ��������� ��£���� � ���������� �� ���� �
2

�<; ; < = >� >µ¶|v x
j

s~ � �sxvz sv�v x� yt z s�w z txv xt �~st�{ wv}� �sv�{t yt � ~}�ts
σ

yt
G(p)

¦
σ2 tw x s~ z s�w

z txv xt �~st�{ z {|z {t y� z {|y�v x
PbQb

ytw �{~� � vt}w y �|¡wt{ �~ ¡vsv x� tx yt �|� � ~}y~ ¡vsv x�yt
G(p)

© �
�~ {�y��xv|} |z xv� ~st � s �|{y{t

r = n − j � tw x �} z {|¡s�� t �|}�tu t � � t z s�w � γopt = σ
�

O E÷ óúøõGùõöóú I �����������
G(p)

���� ��� ���� ���������� � � �����Ë����� ��� ���� ������������ ��� ���� � ����
Pb

��
Qb

��
G(p)

���� ����¢ �� ��������¢ ��� �������� Ë �� �� ������
� �� ��� ���� '.� � ¥�� ����� �

Pb = Qb = � Æ�N(σ1, . . . , σ), σ1 ≥ σ2 ≥ . . . > σ
�Ã� ����� ���������� ������ ��À Ë ��� ‖G(p) − Gn−j(p)‖ ≥ σ

�£��� ����� � �� �� ���� ��� �Ã�� ���������� �� ���� �� �� ���� ���� ����������� ��� ��£������� ��� �������� � ¥���
γopt = σ

�
� ���������� �� ��� � ��� £���� ��� ���� �� �� Â�����

Pb > 0
��

Pb−σ2Q−1
b = � Æ�N(σ1− σ2

n

σ1
, σ2−

σ2
n

σ2
, . . . , 01×j ≥ 0

�

[
Pb σI
σI Qb

]

=












σ1 0

0

� � �
σ

σ 0

0

� � �
σ

σ 0

0

� � �
σ

σ1 0

0

� � �
σ












Ã� ��������� �� ���� �������� ��
j

���� �� ��� ����������� �
2

��� ���¢ ��� ������������ �È �� �������� ����� ��� � ��� ¦��� �������� ���������� �� �����¦��������� ��� ��� �
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¥�� �������� � �� � ��� ¦��� ����� ����

γ
 ¢� �� �������� �� ������ ���� � ������ ��� ������ ���� �� ������ �� � ¡��� �� ��� � ��� �������� ���������� ��� ��� ����������� � ����� �������������� �� ������� � ���á� � ���� �� ���� �� ���

Wo(p) = Wi(p) = I
�

P Q� Q· ¸ `^`U `ZVa`]^ _Y WV^b ¹
γ º»m

Ã� � ���� ������� �� ���� � ���� � ������ �� ��� � �����£� ��� ������ �§ ������ ��� £��������� � ���� � ���À �� �� ��������� ���£��¢ � ���� ��������� ��� �������� ����� ��� � ����������� � �� �f�� ������� ������� ��������� �g� �L � ¼��á� ½ �£�� ��� ���������� �������� �������� �� �������������� �� ���� �
¾ �������� ��� ����������� ��

γ
�
P̄ = P̄ T

�
Q̄ = Q̄T

Ä
����������

(2.16) AT P̄ + P̄A + γ−1CT C ≤ 0����������
(2.17) AQ̄ + Q̄AT + γ−1BBT ≤ 0

����������
(2.18)

[
P̄ I
I Q̄

]

≥ 0

����������
(2.19)

��ÇN [
P̄ I
I Q̄

]

≤ n + r

����� ������������ �� �� ��������� �� ���� ���� �� £��� �� �� � ������ ���£���� � ¡ �������� ���� � ÿ �. �� ���� ��� � �� � ��£���� £����� ������ ��
P̄ − Q̄−1

�� ������ ������
n−r

� �����
��ÇN [

P̄ I
I Q̄

]

= n + r
� Ã ����� ��� ����� � �����Á�� �� ������� �� ����������

P̄ − Q̄−1 ≥ 0�� � ���� ����� ���#�(P̄ Q̄)
� ������ ���

P̄ − Q̄−1 ≥ 0
������ ��� ���#�(P̄ Q̄) ≥ n

� �� ����� ������ ��� �� �������� �� ��¤� Ë � ���� ���� ��� ������ ����������� ��� � �� �������� � ������ ���� ������� � ��� ��� �� � ���� ����� �� ������������� �� �� ������� ������������ �
¿ ÀÁ ÀÂ ÀÃ Ä �N�� Æ�ÅÅ � �� Æ��Æ� Æ���� Æ� ÆÇ# ÆÆ����
Ç��Æ � È � �¢�� ���� ����� �� ���� ����� �

γ
�

Ç��Æ � Ã ¥���� � ��� ������������
(P̄ 0, Q̄0)

Ä � ������ ������
��

(P̄ 0, Q̄0)
����� �������� ��� ����������� �� ��.� � �� ��L� � �� ��á� �

� �
(P̄ 0, Q̄0)

�������� �� ������� �
Å ÆÇ

P,Q
���#�(P + Q)���� ��� �����������

(2.16), (2.17), (2.18)

� � �� ������ � ���� �������� �¢ �������
Gr

� � ���� Ë ���� ��������
P̃

�� � ������������ ��� ���� �� �¢������ �� ���� ��� � ��������� ������ �� ��� ������
n × n P̃11

�¡� �¦� � � �����
P̃−1

11

�� ���� ��� �
n × n

��
P̃−1

� ¡ ������ ��� �������� �� ��� ���� ���� �
(P̄ 0, Q̄0) = (γ−1P̃11, γP̃−1

11 )
�

Ç��Æ � ¿ Ê���£��
(P̄ , Q̄)

��� �����£��� �� ������� � �� � ���� ������� Ä
tk = Å ÆÇ

P̄ ,Q̄
���#�(Q̄(k−1)P̄ + P̄ (k−1)Q̄), k ≥ 1���� ��� �����������

(2.16), (2.17), (2.18)Ç��Æ � Á Â� �� ��¤� � ���� ��� ������� �� ����� ������������ � ����� ���¦��� �� �����
P̄∞ = P̄��

Q̄∞ = Q̄
� Â���� � ������ �� ������ Ä

P̄ (k) = P̄
��

Q̄(k) = Q̄
�
k = k + 1

�� ��£���� Ë
�  ���Æ � 2

�
ÉÐÓÊÔÚÝÜËßÒ ÛÒÖÜÝÕÌ ÐØ ÛÌÑÐÚÜ Í ÓÐ ÖÎÕÜËÏÖÒ Û ÐØÕ ÚÒÜÔØÚ ÖÜÐÜÝ×ØÒ ÛÒ ÖÔÚÜÝÒ
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2��� ���������� ���£���� £��� ��� �������� ���������� ���
t∞ ≥ 2n

�

¡�� ��� � ����� � � ��� �������� � ���� ��������� �� ���¢ � �������
P̄∞

��
Q̄∞

�
P̄∞ − Q̄−1

∞�������� ��� £������ ����������� ���� ��� � ¡��� �� ��� �������� � ��������� ���£��� ¦��� ������ �
g � � �� ������ ��� ������ �� £� ��� ���� ������� �� �� ��������� �������� ���� ��� � �� ����¦��� ������ ����������� ��� � ���� ��� ������� ����� ���������� �� ���� £����� ���������������� ��� ����� ������ Ë � Ñ Ì�� ���� �������� Ë ������ �� � �� � ��������� ������� ���

P̄∞

��
P̄p

��
Q̄∞

��
Q̄p

�� � ������ Ë ������
P̄p − Q̄−1

p

���������� �
P̄p

��
Q̄p

£��� ��� ������ �������������� �� ��.� � �� ��L� � �� ��á� �
¿ ÀÁ ÀÂ À¿ Ò�Ç� Æ� Æ�Ç� �!Ó ��Ç��� �� ��N�Ç����#�Ç#� �! ��ÇN �� Ã Æ�� #�Ç� Æ� Æ�Ç�ÔÕ Ö

¡����������
P̄∞ − Q̄−1

∞

�� £������ ����������� ���� �� ���� � Ä
P̄∞ − Q̄−1

∞ = UT � Æ�N(s1, s2, . . . , sn−1, 0)U + UT � Æ�N(0, 0, . . . , 0, sn)U
�� �� ��

�È
sn

������� �� ���� � ����� £����� ���������� � Ã� ���¢ ��� � ���� � �� �� ����� ���������� �� �� ��� ��� � ������ �� ���� � ��� � ��� � ������� −E
Ë ���£��� � ��¢�������� ���£���� �

P̄∞ − Q̄−1
∞ = LLT − E

�� ����
��ÇN(L) = n − 1

Ì�� �������� ������ �� ��� � ������ ����
E

Ë ��� ������������ ���
P̄∞ − Q̄−1

∞

�¥ ��� �������� ��� �
E

��� ���������� ����� �� ����� �� � ���� �� Ä
E = EP̄ + EQ̄−1��� � ��� ����� ��� ���� ����£�� ��� Ë ���¢ ������������� ��� ��� � �������

P̄∞

��
Q̄−1

∞

� Ã�������������� �� ���� � ������ Ä
P̄∞ − Q̄−1

∞ + E = (P̄∞ + EP̄ ) − (Q̄−1
∞ − E + EP̄ ) = LLT

¥����� �����
P̄p

4
= P̄∞ + EP̄

�� ����
Q̄−1

p

4
= Q̄−1

∞ − EQ̄−1 = Q̄−1
∞ − E + EP̄

�� ��� �
Ã� �������� ��� �� ��£��� � ��� ��� �������� �� �������

EP̄

��
EQ̄−1

������ ���
E = EP̄ +EQ̄−1�� ������ ���

P̄p

��
Q̄p

���� ��������� ��� ����������� Ä �� ��.� � �� ��L� � �� ��á� �
�<; ; < = >� >×¶|vt} x

P̄∞

tx
Q̄∞

y|}} �tw z ~{ s �~s� |{v x�� t z {���yt} x tx
E

y|}} �t z ~{ ¦§ �§§© � ¶ �vs tu vw xt
EP̄

��{v ~} x
Q̄−1

∞ − E + EP̄ > 0
�� ��'�

AT (P̄∞ + EP̄ ) + (P̄∞ + EP̄ )A + γ−1CT C ≤ 0
�� ��.�

[
(Q̄−1

∞ − E + EP̄ )A + AT (Q̄−1
∞ − E + EP̄ ) (Q̄−1

∞ − E + EP̄ )B
BT (Q̄−1

∞ − E + EP̄ ) −γI

]

≤ 0
�� ��L�

~s|{w
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P̄p

tx
Q̄p

y|}} �tw {twz t�xv�t� t} x z ~{ ¦§ �§«© tx ¦§ �§�© ��{v  t} x t} �|{t stw �|} x{~v} xtw
¦§ �¨Ø© � ¦§ �¨ Ù© � ¦§ �¨Ú©

§ � � t z s�w �
∃Gr(p) ∈ RH∞, r ≤ n − 1, ‖G(p) − Gr(p)‖∞ ≤ γ

O E÷ óúøõGùõöóú I Ã ������������ �� ���� � �� Â���� ��� �� ��á� ��� ����£����� Ë Ä
JÆK Q̄−1 > 0

����
Q̄ > 0JÆÆK P̄ − Q̄−1 ≥ 0

P̄p

��
Q̄p

£��� ���
(i)

��
(ii)

�� �� ������ ��� ��
P̄∞ + EP̄ − (Q̄−1

∞ − E + EP̄ ) ≥ 0 (ii)
��

Q̄−1
∞ − E + EP̄ > 0 (i)

� Ã� ���� ���� ��������� ���������� �� ��'� � Ã� ������� ��������� ������À ���� £��� �� ��� ���� � ������
P̄∞ − Q̄−1

∞ + E = LLT ≥ 0
�

Ã ���������� �� ��.� � �������� �� ��²�� ��������� ��� �� ��.� ��� ���� �� ���������� ����� �� ��L� ���
Q̄−1

�� �� ���������� �� ���� � �� Â���� � �� £ ����
[

Q̄−1A + AT Q̄−1 Q̄−1B
BT Q̄−1 −γI

]

≤ 0

Q̄−1
p

��� ���� �������� �� ����� ��������� � ��� �¢ ����
EP̄

£��� ��� �� ��L� �
¥��� �� ���¢ ��� � ������ �� ��� �� � ������

P̄p

��
Q̄p

��������� ��¢ ���������� ������ � � �� �� �£��
r = n − 1

��� �� ���������� �� ���� ��� ������ ��� £��� �� �
2

n <;o 9pq< = >� >�� t st� � t z {���yt} x {t�vt} x � {�w|�y{t �} z {|¡s�� t yt �~vw~ ¡vsv x� Ã� � � rs tw x ~v}wv z |wwv ¡st
yt xtw xt{ wv � γ

 u �� st {~}� z t�x y�� �} �{t{ yt ¨ � ��~��t xtw x y �tu vw xt} �t yt
EP̄

¦�|v{ � �{t Ú �¨© �

¿ ÀÁ ÀÂ ÀÁ Ä ÆÆ�Æ#�� Æ�Ç Û �� ���!#� Æ�Ç �  !Ç Å � ���� �� � Æ�"
��� ��������� � ��� ������� ���� �� ����� �� �� ��������� � ��� ���� �� �Á� � �� Ã�� ����������������� �� �� ������ ���� ���������� ���� �' � Ã�  ���� ���£���� � ����� �� ��� ���� �������

γ
�� � ������ ������ ��Ü�� ��¢ ���������� ����������� � Ã� � ¦�� ����� � ��� ��������������� ������� ���� ��� ��Ý ������� £������ ��

γ
� �� ����� ���������� Ë �� ���¢ ��� � ������ ������������� ���� �� � ����� � � �� � ���������� � �Å ÆÇ ���#�(P + Q)

� �Ã� � ¦�� ��������� � ��� ����� ������� �£�� �� ����� � ��� ������������ ��� ��� ��� �������������� � ������ ��� ��� ������� ������ Ä �� ���������� ���������� �£��� ������� � �� � ����.�� � ¡��� �� ��� � ����� � �������� ��  ���� � �� � ��� �� ���������� ������� ������4� � ������� � ��������������� ����������� � � ��� �� � ��� ������� �� ' ����� �� �������� ���� �� � ¦��£����� ��
γ

�
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Þßàáâã ä åæåä åçèéåßæ êã
tk

ëßåæé ê ìåæ åéåèâåçèéåßæ í
Gr

åæ åéåèâ
(P̄ 0, Q̄0), γ

?

éãçé êã êîïîæîðãçáãæáã êà ðèæï êã ñ í âãää ã ò óô óõ ðèæï ö÷ øùæúå?

Q̄∞ = Q̄

i = 1

P̄∞ = P̄

?

áßæêåéåßæç êà âãää ã çèéåçûèåéãç

-

áßæêåéåßæç êà âãää ã æßæúçèéåçûèåéãç

àæ èàéðã ë ßåæé ê ìåæ åéåèâåçèéåßæ

i = i + 1

èàïä ãæéãð
γ

ßà áüßåçåð

+ ê0 1 � �� 2 ¡�� ������� �� � ������ Ë ������ � ��� ������ ������ �� ����� Ä ����� � �� � ���������
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+ ê0 1 � �� 2 ¾ �������� �� � ������ Ë
γ

 ¢�
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P Q� Qý þ `U `aVa`]^ _T [ kTWWTYW VjZ][YT
¡��� �� ��� � ���£������� � �¢�� ����� �� ����� �� £�� ����������� � ������������ � ���������� ���� �� � � �����Ë����� |∆abs(jω)| ≤ ε

� ���� ���£��� �� ������� ������� ��� ��� � �������
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�� � ����� | |G(jω)| − |Gr(jω)| | ��� ������ ���

ε
Ä

| |G(jω)| − |Gr(jω)| | ≤ ε
�� ��á�

���� ������� ��� ��������� ������������ ��� � ������� �� � ����� ��� � ���� ��� ��������������������� ��� ��� �� ����� � �� �Ý �� � ���� ���£��� ���������� � ��� � ��� �� � �������� �� ���� � �. �

6

-

G(jω)
R

ε

-G(jω)
R

ε��� � ��� �

6

+ ê0 1 � �. 2 Ã�� ������� �� � ������� �������
Ã������ |G(jω)| > ε

���� �� � �� ��� ��� �� ������� �� ��� ���� �� ��� ���� ���������������� � ��� ����������
G(jω)

��
Gr(jω)

���� ������� � Ã ������� �� ����� ����� ��� �� ������ � ��� � ¦�� ¦��� � �À ���� �� �� ��²�� ���£����ÿ Ä

|��N(G(jω)) − ��N(Gr(jω))| ≤ ��ÆÇ (
ε

|G(jω)|

)

¡��� �� ��� � �� ������ �� �� ����� �� �Á���� �
G

���� ���� ��������� ��� �� � ����� ���� ����� ��
Gr

� �� ��£����� � ���� ��� ��� ����� �� ���������� �È |G(jω)| < ε
� �� ������ ��������� ��� �� ��� �� ������ ���������� � �� �� ���� ���� �������� ����� Ë � ���������� ���� ������ ���� �� ��� �� ������� �� �� ��������� � �� �Ý �� � � ¦�� �� � ������� ��������� �����

|G(jω)| �� |Gr(jω)| ��� ������ � � ������� ����� �� ����� ��
G

�� �� ����� ��
Gr

� ���� ��������� �� ���� � ��� ¦��� ���������� ��� �� �� ������ ��  ���� � �. ���� �� �¥������ �� �� ������������ ���������� � � ������� ������� � ���� ��� ������� Ë �� ���������� ��� �Á���� � ���� ��� ��� ��� �� ���������� �È ��� ���� ��� ���� ������ ��� ���� � ����������� �� � �� � ���� ���� ��� ��������� � ��������� ��� ����� ������ �� £�� �� �Á��������� ������������ ���������� �� �Á���� � � �� �Ý �� � �� ������ ��£���� �������� Ë �� ��� ����������£� �������� ��� ��������� �� ������� �������� ���� �� ��� ���� �È �� ����� �� �Á���� �
G

�� ����� �� ������ �� �Á������
Gr

���£��� ¦��� ����� ������ ��� ��Ý������� � ¡��� �������¢�� �
Gr

� ���� ��� ��� ����� �����¢ �� ����� ��
G

���� �� ���� ���� �
��Õ ÞÔÕÖÝÛÌÚÐÕÜ ÓÒ ÑÝÚÒ ÞÐÖ Ô�

Gr(jω)
ÖÒ ÖÝÜØÒ Í ÓÐ �ÔÝÖ ÖØÚ ÓÒ ÞÒÚÞÓÒ ÒÜ ÓÐ ÜÐÕÊÒÕÜÒ ÐØ ÞÒÚÞÓÒ ÑÐÖÖÐÕÜÑÐÚ Ó ÐÔÚÝÊ ÝÕÒ à
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¨ ©� � µ²¬¬²»¬ ¬²¯¹·¸�²

¡��� ����� ������ � �� ������� �� ��������� �� � ������ �� ���� �� � ������� ������£� ��������� � Ã ������� ���������
∆rel(jω)

� ������ ���
∆rel(jω) = G(jω)−1(G(jω)−Gr(jω))

� ¡ ����� ���� ��� ����� � �� �Á���� � ��� ������� ������ � ����� � ������ �� ����� � ��£����� �� ��� ���£����
G(jω)−1

��� ������ �� ������ � ¡ �Ý������ ��� ��� �� ������ ��
G(p)

���������� ������ ������ �� ������ ���� �������� ���� �� �������� ' ���� ����Ì� ��� ������� �����4�� ��� �� �Á���� � �� ������
G

���� � ��¢���� �� ����� ��� ������������ ������ ������£� ��£���� ���
G(p) = Gr(p)(I − ∆rel(p))−1

�  ���� � �� �

Gr(p)

∆rel(p)

+?- --

¾

+

+ ê0 1 � �L 2 �¢�������� ��
G(p)

����� �� ������ ������ ���������

P Q· QR �^ `^amW	a ± VWa`\Y[`TW ± ]YW [ kV±±W]»`U Va`]^ T^ U ] _Y[T Ta
T^ ±¢VZT

���� � ���� �� ������������ �� � ������� ������� � ����������� ���� Ë �� ����� ������� ���� ������ ���� �� � |∆rel(jω)| ≤ ε < 1
� �������

G
��� �� �Á���� � ������ ����£������� �

∀ω ∈ R, |Gr(jω)| = |G(jω)||1 − ∆rel(jω)|
Â��� Ä

∀ω ∈ R,
��N(|Gr(jω)|) =

��N(|G(jω)|) +
��N(|1 − ∆rel(jω)|) �� ����

g �
1 − ε ≤ 1 − |∆rel(jω)| ≤ |1 − ∆rel(jω)| ≤ 1 + |∆rel(jω)| ≤ 1 + ε�� ����

ε
����� Ä

−ε ∼ �Ç(1 − ε) ≤ |�Ç(|1 − ∆rel(jω)|) | ≤ ��N(1 + ε) ∼ ε

���� � |��N(|1 − ∆rel(jω)|) | ≤ ε�Ç(10)

�
� ��������� � � ������ �� ���� � �� �¢���� ��� ��� � ������ ��� ���������� ��

G
��

Gr

�� ����� ��� ��� £ ���� Ä
∀ω ∈ R, | |Gr(jω)|db − |G(jω)|db | ≤ 8.69Å �
(

��N(1 + ε), |��N(1 − ε)|) �� ����
�� ������ ����

ε
����� Ä

∀ω ∈ R, | |Gr(jω)|db − |G(jω)|db | ≤ 8.69ε
�� �� ��
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�� ��� ������ �� ��� �������� � ��¢���� �� � ������� �� ����� |��N(G(jω))−��N(Gr(jω))|,∀ω ∈ R

Ä¥�� �� ������ Ä ��N(Gr(jω)) = ��N(G(jω)) + ��N(1 + ∆rel(jω))
��¢�������

∆rel(jω)
�� �������� �� �� ������ ������ �� �� �� ������ �� �������� Ä

∆rel(jω) = ∆re
rel(jω) + j∆im

rel(jω)
� �£�� |∆re

rel(jω)| ≤ ε
�� |∆im

rel(jω)| ≤ ε
�

���� �£��� ���� ��N(1 + ∆rel(jω)) = ���Ç (

∆im
rel(jω)

1 + ∆re
rel(jω)

) � Ã� �������� �¢�������� ����
� �� � ������� |��N(1+∆rel(jω))| ≤ ���Ç(ε)

� �� ��� �� ���  ����� ��� Ë � �À ���� � ������� ������� Ä
∀ω ∈ R, |��N(G(jω)) − ��N(Gr(jω))| ≤ ���Ç(ε)

�� ����
��������� �� ������

G
��� �� ������ ������

Gr

�� ���� �� � ������� ������£� ����������� ��� ����� �����¢ �� ����� �� ������ �� �� �� ����� Ë �� ���� ���� �� ���� � � ��������� �������� � �� ��� �� ���� ����������� �� ��������� ��� ��� ������ ��������� ��� ������������ �� �� �� ����� �� ������� �� �� ���� ����� �� ������ ���� £������� ��� � ������������ ���������� �

n <;o9pq< = >³ >?rs tu vw xt § �~�|}w yt �|}wvy�{t{ s �t{{t�{ yt {�y��xv|} ~� t}~} x � �} t v} �t{ xv x�yt yt x�z t� �s xvz sv�~ xv�t � � s|{w ��t s~  � �{t § �� vss�w x{t �}t v} �t{ xv x�yt
∆rel

� �sxvz sv�~ xv�t v} �t{wt�vs tw x z |wwv ¡st y �v} x{|y�v{t
∆mult(p) = Gr(p)−1(G(p) − Gr(p))

|� t}�|{t
∆mult(p)

xts ��t
G(p) = Gr(p)(I + ∆mult(p))

� } z ~{st ~s|{w y �t{{t�{ � �sxvz sv�~ xv�t yt {�y��xv|} � tsst¬�v
~zz ~{~� x w �{ s~  � �{t w �v�~} xt �|� � t �} t v} �t{ xv x�yt � �s xvz sv�~ xv�t yv{t�xt �

Gr(p)- -? -

-∆mult(p)

+

+

+ ê0 1 � �á 2 ������ ������ ������£�
�t �� |vu yt s~ {�y��xv|} ~� wt}w yt s �t{{t�{ � �sxvz sv�~ xv�t z |ww�yt �} v} x�{� x z {~ xv��t

z |�{ s~ �|} �tz xv|} y ��} t s|v yt �|� � ~}yt � |}|�~{v~ ¡st
K(p)

¡~w�t w �{ st � |yts~� ty� x{~}w�t{ x t} ¡|��st |��t{ xt
Gr(p)K(p)

� � ww �{t{ s~ w x~ ¡vsv x� t} {|¡�w xtwwt� � �tw x¬�¬yv{t��t
K(p)

~zz sv��� w�{
G(p)

y|}} t �} t {�x{|~�xv|} w x~ ¡st� { t�vt} x � �t ��t st � |y�st
yt

T (jω)
4
= Gr(jω)K(jω)(1 + Gr(jω)K(jω))−1 w|v x w x{v�xt� t} x v}��{vt�{ ~ � � |y�st yt

∆(jω)−1 � ��~��t z �sw~ xv|} � |}}~vww~} x
∆(jω)� s~ �|} �tz xv|} yt

K(p)
y~}w st z s~} yt� v�� |sw tw x �~�vsv x�t �{��t � s �~ ¡~��t yt � s~�� ¦�|�{ ¡t vw| �~v} yt

T
© � rs yt�vt} x ~s|{w

z |wwv ¡st yt w�} x� �xvw t{ �{~z �v��t� t} x �}t s|v yt �|� � ~}yt ~ww�{~} x s~ {|¡�w xtwwt t}w x~ ¡vsv x� �
� ~}w st �|} xtu xt yt s~ �|� � ~}yt � �s xv�~{v~ ¡st� s �v} x�{�x yt s �t{{t�{ � �s xvz sv�~ xv�t ~ �x�w|�sv�} � y~}w �¶ �§� �
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P Q· QP � W]±W`mamZ

���� � ���� �� ��� �� � ������� ������� � ��� ����� ���������� � ��� � ������� �� ����������
G(p)

� ¥��� ��������� ������� ��� ����� ����� � ���� �������� �������� �¢���������� ����� ������� ������ ����£�� ���� �� �������� ��� � ������� ������£� � ���� ���� Ê��� � ������ ���� ������� ��� Ä
‖∆rel‖∞ = ‖G(jω)−1(G(jω) − Gr(jω))‖∞ = ‖W (jω)−∗(G(jω) − Gr(jω))‖∞

�È
W

������� �� ������ Ë ������ � � �����Ë����� ��� �������� �� ��������� ��� £��� �
GG∗ =

W ∗W
�£��� ����¢� � � ���� ��L� �Ì�� ����� ���������� ��� ����� ������ ���� �� ���� � ���£��� � ����������� �� �����

' �� �� � ���� ��' �
�<; ; < = >³ >?¶|v x

G(p)
tx

W (p)
ytw x{~}w�t{ xw w x~ ¡stw � ~�t�

G(p)
y �|{y{t

n
� ¶|v x

Gr(p)
w x~ ¡st t x y �|{y{t

r
� � s|{w

‖W (jω)−∗(G(jω) − Gr(jω))‖∞ ≥ σk+1(W (jω)−∗G(jω))
�� ����

n <;o 9pq< = >³ >=� t �~�xt�{ wz t�x{~s
W (p)

} �tw x z ~w �}v��t ��� Ú�� �}y Ù«� tx vs tw x z |wwv ¡st y ��x~ ¡sv{ �} t
{ts~ xv|} y �|{y{t w �{ s �t}wt� ¡st ytw �~�xt�{w wz t�x{~ �u

W
~ww|�v�w � G

� �} t z ~{~� �x{vw~ xv|}tw x y|}} �t y~}w s~ wt�xv|} � � z ~� t §� Ù� �~ ¡|{} t v}��{vt�{t y|}} �t y~}w st st� � t z {���yt} x
y�z t}y y|}� y� �� |vu yt

W (p)
� � tw

σi(W (jω)−∗G(jω))
w|} x � v}v� vw�w s|{w��t

W (p)
tw x�� |vwv � v}v� �� yt z�~wt� �|{{twz |}y~} x �~� z s�w z txv x � ytw �~�xt�{w wz t�x{~ �u z |wwv ¡stw �

P Q· Q� S T\¢TW\¢T _ kY^T Z][Ya`]^
�����������

G(p)
������ �� � ������ �� ����� �� ��£����� �� ��� � ��¢� �� �������� � Ã������������

Wo(jω) = G−1(jω)
��� ���� ������ �� ��£����� ��� ������ � Ã ������� ���������

∆rel(jω)
£���

∆rel(jω) = G−1(jω)(G(jω) − Gr(jω)) = I − G−1(jω)Gr(jω)
� ¡ ��� �� �������������� � �� ����������� � ������ Ä

Wo(jω)
s
=

[
A − BD−1C BD−1

−D−1C D−1

]

Ã�  ���� � �� �¢���� � �� ������� � ���� ���� � � ���� ����������¢ ��� �

- -

- Gr
-G−1

6

w z

H

/�
y

u

+ ê0 1 � �� 2 Â���� � � �����������¢ ��� �£��
Gr(p)
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�<; ; < = >³ >=rs tu vw xt �} � |y�st {�y�v x

Gr(jω)
y �|{y{t

r
xts ��t ‖∆rel(jω)‖∞ ≤ γ < 1

wv t x wt�st� t} x
wv ª
JÆK ∃P = P T

(A − BD−1C)T P + P (A − BD−1C) + CT D−T D−1C ≤ 0
�� ��� �

JÆÆK ∃Q = QT

AQ + QAT + (1 − γ2)BBT ≤ 0
�� ��'�

JÆÆÆK
[

P γI
γI Q

]

≥ 0
�� ��.�

JÆM K
��ÇN [

P γI
γI Q

]

≤ n + r
�� ��L�

O E÷ óúøõGùõöóú I Ã� ������������� ��� ������ �� ����¢� ���� ��� �
2

Ã�� ���������� �� ���� � � �� �� � ��£��� � ������� Ë ���£��� Ë � ����� � ��� ������������ £�������
P̄ = P

��
Q̄ = (1 − γ2)−1Q

Ä
(A − BD−1C)T P̄ + P̄ (A − BD−1C) + CT D−T D−1C ≤ 0

�� ��á�
AQ̄ + Q̄A + BBT ≤ 0

�� ����




P̄ γ√
1−γ2

I

γ√
1−γ2

I Q̄



 ≥ 0
�� ����

��ÇN




P̄ γ√
1−γ2

I

γ√
1−γ2

I Q̄



 ≤ n + r
�� �� ��

� ��!#� Æ�Ç �Æ� ÆÅ ��� Û �  ����� n − 1

�<; ; < = >³ >�� �~zz {|u v� ~ xv|} ~� wt}w yt s �t{{t�{ {ts~ xv�t� y ��} � |y�st y �|{y{t
n

w x~ ¡st tx � v}v� ��yt z �~wt� z t�x wt �~v{ t yt �~�|} |z xv� ~st z ~{ �} � |y�st y �|{y{t
n − 1

� � t z s�w

γopt = Å ÆÇ
Gr
‖G−1(p)(G(p) − Gr(p))‖∞ =

αn
√

1 + α2
n

|�
αn

tw x s~ z s�w z txv xt �~st�{ wv}� �sv�{t yt �~}�ts yt
G−1(p)

�

O E÷ óúøõGùõöóú I ¥��²��� ���� ���� �� ���� ���������� ��
G−1(p)

� Ã�� ����� ���� ������ ���������� �� � ������£������� ��
G−1(p)

����
Pb = Qb = � Æ�N(α1, . . . , αn)

�£�� ����Á�������
α1 > α2 > . . . > αn

�
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Ì�� ����� ��������� ��� ‖G−1(p)(G(p)−Gn−1(p))‖∞

��� ������ ��� �� ����� � �� �� � � �����Ë�����
σn(W−∗G)

� ����� ����� � ��¢���� � �� �������� ��
αn

�� �� ��²�� ���£���� g��� �����'� Ä
1 > γ = σn(W−∗G) =

αn
√

1 + α2
n�� ������

αn =
γ

√

1 − γ2
, γ < 1

Ã�� ����������� �� ��á� �� �� ���� ���� ����������� � ���
P = Pb

��
Q = Qb

���������� �Ã�� ����������� �� ���� �� �� �� �� ��£�������
[
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JÆK ∃Q = QT

(A − BD−1C)Q + Q(A − BD−1C)T + BD−1D−T B ≤ 0JÆÆK ∃P = P T

AT P + PA + (1 − γ2)CT C ≤ 0JÆÆÆK ~v}wv ��t stw �|} x{~v} xtw ¦§ �«Ø© tx ¦§ �« Ù© �
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G(p)

���� �� ��� ���� �È �� ����
G(jω)
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Ã� ������� ������ ���� �� ��� ���� ���� ����� ��� ������¢ � ������� �
G−1

����� �� ����������� �� ���� ������ �� �������� � ������� �� ��������� ���� ��������� ������ �� ������������Ü�� Ë ��� �����������
Wo(p)

Ä
∆(p) = Wo(p)(G(p) − Gr(p))G(p)−1

�� ������� � ��¢���� � ���� � � �����������¢ ��� � ��� ���������
H(p)

�£��
Gr(p)

� ���� � ��� ����� ��  ���� � ����

H(p)
s
=







A − BD−1C 0 BD−1 0
0 Awo Bwo −Dwo

0 Cwo Dwo −Dwo

−D−1C 0 D−1 0
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ytw � ~ x{v�tw yt �|} �xv|}w yt x{~}w�t{ x w x~ ¡stw t x �~{{�tw � rs tu vw xt �}
� |y�st {�y�v x

Gr(jω)
y �|{y{t

r
xts ��t ‖Wo(jω)(G(jω) − Gr(jω))G−1(jω)‖∞ ≤ γ

wv tx
wt�st� t} x wv ª
JÆK ∃P = P T /

[
A 0
0 Awo

]T

P + P

[
A 0
0 Awo

]

+

[
−γ2CT C 0

0 CT
woCwo

]

≤ 0

JÆÆK ∃Q = QT /

[
A − BD−1C 0

0 Awo − BwoD
−1
woCwo

]

Q + Q

[
A − BD−1C 0

0 Awo − BwoD
−1
woCwo

]T

+ . . .

+

[
BD−1D−T BT 0

0 −γ2BwoD
−1
woD

−T
wo BT

wo

]

≤ 0

JÆÆÆK
[

P γI
γI Q

]

≥ 0

JÆM K
��ÇN [

P γI
γI Q

]

≤ n + no + r
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�� � �������������� � Ã� ������� ��������� ��� � �� ���� � ����� ��� ���� �� ���
r = n − 1
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��
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¡��� �� ����� � ���� ����������� �� �Á���� � ������
G(p)

� ������ ��� �� ������������������ �á �
G(p)

{
ẋ = Ax + Bu, x(0) = x0

y = Cx + Du

�� ���
�È

A ∈ R
n×n, B ∈ R

n×nu , C ∈ R
ny×n

�
� QP QP j]U U V^_Vj `[`am

Ã� ���� ���������� ��� ��� ������ ��� �¢���� � � ��¢ ������� ������ �� � ���� ���� ����
u(t), t ∈ [t1, t2]

�����²��� � ����� � ���� £����� ����������
x(t1)

Ë ��� £����� ���������
x(t2)

�Ã������
x(t2)

������� �� £������ ���������� �� � ������� � ����� � � ��¢ ������� � ���� ����� ����� ����
u(t)
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T

x{~y�v x s �t}wt� ¡st ytw �t�xt�{w ~ xxtv�}~ ¡stw ~ �¡|�x y� xt�z w
T

~�t� �} t �|� � ~}yt ¦�|} xv}�t z ~{ � |{�t~�u©
u(.)

tx �} t �|}yv xv|}
v}v xv~st

x(0)
}�sst É � rs tw x y� }v yt s~ � ~}v�{t w �v�~} xt ∀T ∈ R̄

+ �
SFc(T )

4
= {v ∈ R

n / ∃u(.), (x, u)
w~ xvw�~vw~} x

(3.1), x(0) = 0, x(T ) = v}
�} w� w x�� t tw x �|� � ~}y~ ¡st s|{w��t SFc(T ) = R

n
�

Î ÖÝ
x(0) = x0 6= 0 H Ó ÐÒÕÖÒßI ÓÒ ÞÔßßÐÕÛÐI ÓÒ ÖÒ ÛÌÛØÝÜ ÑÐÚ ØÕÒ ÜÚÐÕÖÓÐÜÝÔÕ ÛÒ ÙÒÞÜÒØÚ

x0
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§ �
G(p)

tw x w �zz |w� �|� � ~}y~ ¡st �
�} {tw x{tv�}~} x

u(.) � �}t �s~wwt yt wv�}~�u y ��} t{� vt ¡|{} �t w�{
[0, T ]� v} x{|y�vw|}w

s �t}wt� ¡st �|� � ~}y~ ¡st z |�{
T ∈ R̄

+

S ′
Fc(T )

4
= {v ∈ R

n / ∃u(.)|, ‖u‖T ≤ 1, (x, u)
w~ xvw�~vw~} x

(3.1), x(0) = 0, x(T ) = v}�� T��
« � U|�{ �} xt�z w

T
��ts�|}��t� s �t}wt� ¡st �|� � ~}y~¡st z |�{ �} t t} x{�t y ��} t{� vt

¡|{} �t w ���{v x
S ′

Fc
4
=

⋃

T∈R̄+ S ′
Fc(T ) = . . .

. . . =
{

v ∈ R
n / ∃T ∈ R̄

+,∃u(.)|, ‖u‖T ≤ 1, (x, u)
w~ xvw�~vw~} x

(3.1), x(0) = 0, x(T ) = v
}
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T

� Dý� �öô ø óV�ý �EH úö ôùG
εQ−1

T
= {w ∈ R

n|wT Q−1
T w ≤ 1}

óW
QT = QT

T > 0
ýøõ �EH úöý ôùG

QT =

∫ T

0

eAτBBT eAT τdτ

ù �óGø
S ′

Fc(T ) = εQ−1
TO E÷ óúøõGùõöóú I � XYZ[XY\ ] ^_`X[] abc

S ′
Fc(T ) ⊂ εQ−1

T

T
ÂXdZ

v ∈ S ′
Fc(T ) e ^c\ZfËf] d[c ∃u(.)/‖u‖T ≤ 1, (x, u)

\_Zd\g_d\_YZ
(3.1), x(0) = 0, x(T ) = v

TÂbhhX\XY\ abc i_ gXYeZdXY V (x(t)) = x(t)T R(t)x(t), t ∈ [0, T ]
\_Zd\g_dZ

(∀x(t) 6= 0, V (x(t)) > 0) ⇔ R(t) > 0

dV (x)

dt
≤ uT u

hXb[ ZXbZ
(x, u)

£j[d _YZ k� Tlm k� T�m
nY dYZjo[_YZ ]c p Ë

T q eXrrc x(0) = 0 q di £ dcYZ
V (x(T )) ≤

∫ T

0
u(t)T u(t)dt ≤ 1

TsXYe q x(T )T R(T )x(T ) ≤ 1
drhidabc

S ′
Fc(T ) ⊂ εR(T )

k� T� m
� XYZ[XY\ ab ^di c\Z hX\\d`ic ]c ]jZc[r dYc[ bYc \XibZdXY

R(t)
TÃc\ eXY]dZdXY\ k� T�m \XYZ jabdt_icYZc\ _bu dYjo_idZj\ \bdt_YZc\ cY R(t) q

∀t ∈ [0, T ], R(t) > 0,

[
Ṙ(t) + AT R(t) + R(t)A R(t)B

BT R(t) −I

]

≤ 0

Xb `dcY q cY bZdid\_YZ ic icrrc ]c Âevb[ cZ cY hX\Z cZ h[jfrbiZdh id_YZ h_[ R(t)−1
k
R(t) >

0,∀t > 0
m q

−Q̇(t) + AQ(t) + Q(t)AT + BBT ≤ 0
k� T'm

R(t)−1 = Q(t), t ∈ [0, T ]
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Ã ^dYZjo[_ZdXY cYZ[c p cZ

t
]c i ^jo_idZj \bdt_YZc

d(eAτBBT eAT τ )

dτ
= AeAτBBT eAT τ + eAτBBT eAT τAT

]XYYc q cY hX\_YZ Qt =
∫ t

0
eAτBBT eAT τdτ

eAtBBT eAT t − BBT = AQt + QtA
T k� T.m

xcZZc ]c[Ydy[c [ci_ZdXY eX[[c\hXY] _b e_\ jo_idZj ]c i ^dYjo_idZj k� T'm q ]XYe Q(t) = Qt

T
¥_[ \bdZc

R(t) = Q(t)−1 4
= Q−1

t

hc[r cZ ] ^X`ZcYd[ bYc gXYeZdXY V (x(t))
tj[dz_YZ k� T�m T

� dY_icr cYZ q ] ^_h[y\ k� T� m Ë i ^dY\Z_YZ
T q S ′

Fc(T ) ⊂ εQ−1
T

T

¾ jedh[Xabcr cYZ q r XYZ[XY\ abc εQ−1
T

⊂ S ′
Fc(T )

TÂXdZ
w ∈ εQ−1

T
q i_ eXrr_Y]c

T > 0 u(τ) = BT eAT (T−τ)
(∫ T

0
eAαBBT eAT αdα

)−1

w

_ryYc i ^jZ_Z ]c
x(0) = 0

Ë
x(T ) = w

�s��.� T� XYZ[XY\ abc ‖u‖T ≤ 1
T

∫ T

0

uT (τ)u(τ)dτ = wT

(∫ T

0

eAαBBT eAT αdα

)−1

w = wT Q−1
T w ≤ 1

sXYe q ‖u(.)‖2T ≤ 1
T ¥_[ \bdZc

εQ−1
T

∈ S ′
Fc(T )

T
2

�<; ; < � >= >= {|9o ; ; °<5 }< ~8; ;o5}o� °¯°67 �¶ �zz |w|}w
A

w x~ ¡st � ¶|v x ª

Q = lim
T→+∞

QT =

∫ +∞

0

eAτBBT eAT τdτ
k� TLm

� s|{w �¦v©
Q

��{v  t s ����~ xv|} yt ��~z �}|�
AQ + QAT + BBT = 0

k� Tám
¦vv©

εQ−1 = S ′
Fc

O E÷ óúøõGùõöóú I � XYZ[XY\ ] ^_`X[]
(i)
TnY g_d\_YZ ZcY][c

t
tc[\

+∞ ]_Y\ i_ [ci_ZdXY k� T.m q di t dcYZ
AQ + QAT + BBT = 0

� XYZ[XY\
(ii) q S ′

Fc ⊂ εQ−1s ^_h[y\ k� T.m q ∀T, A(Q − QT ) + (Q − QT )AT ≤ 0
TxXrrc

A
_ ZXbZc\ \c\ t_icb[\ h[Xh[c\ Ë h_[Zdc [jciic \Z[deZcr cYZ Yjo_Zdtc\ q ∀T, Q−QT ≥
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0 q ]XYe Q ≥ QT ec abd cYZ[_4Yc εQ−1
T

⊂ εQ−1

T
�i \ ^cY\bdZ abc ∀t1, t2 ∈ R/t1 < t2 < +∞ q

εQ−1
t1

⊂ εQ−1
t2

⊂ εQ−1

xced drhidabc abc ic\ ciidh\X�]c\ εQ−1
t

\XYZ dr`[dabj\ ic\ bY\ ]_Y\ ic\ _bZ[c\ cZ \XYZ
eXYZcYb\ ]_Y\ i ^ciidh\X�]c idr dZc εQ−1

T sXYe ] ^_h[y\ ic ZvjX[yr c h[jej]cYZ q S ′
Fc ⊂ εQ−1

TÃ ^dYeib\dXY dYtc[\c \c r XYZ[c cY [ch[cY_YZ i_ eXrr_Y]c u(.)
]c i_ ]jrXY\Z[_ZdXY ]bZvjX[yr c h[jej]cYZ hXb[ T = +∞ T

2

n <;o 9pq< � >= >?|� � t }|�w �t} |}w yt st w|�sv�} t{ � S ′
Fc

z |ww�yt ytw z {|z {v� x�w � �|� �x{v��tw ª �t x t}¬
wt� ¡st yt

R
n tw x s �tssvz w| �yt

εQ−1

|�
Q

tw x y� }vt y~}w st st� � t « �§ �§ � r} x{|y�vw|}w
~s|{w s~ y��|�z |wv xv|} t} �~st�{w wv}� �sv�{tw yt

Q
ª
Q = VcΣcV

T
c � ~�t�

Vc

�}v x~v{t tx
Vc = (v1c, . . . , vnc)� Σc = (σ1c, . . . , σnc)

�
εQ−1

z |ww�yt ~s|{w z |�{ yt� v ~u tw
σ

1/2
ic vic

�
txxt �~{~�x�{vw~ xv|} z t{� tx yt � txx{t t} ��vyt} �t ytw yv{t�xv|}w �~�vst� t} x ~ xxtv�}~ ¡stwz ~{ s ��x~ x z |�{ �}t t} x{�t y ��} t{� vt ¡|{} �t � �} �s~ww~} x stw

σic

z ~{ |{y{t y��{|vww~} x� } |�w
�~vw|}w ~zz ~{~� x{t stw yv{t� xv|}w yt s �twz ~�t y ��x~ x

(v1c, . . . , vnc)� ytw z s�w �|� � ~}y~ ¡stw~�u � |v}w �|� � ~}y~ ¡stw �
nYzY q bY ]c[Ydc[ [j\biZ_Z abd c\Z bZdic hXb[ i_ \bdZc q ]XYYc i ^cuh[c\\dXY ]c i ^jYc[odcr dYdr_ic Ë rcZZ[c cY cYZ[jc ]c

G(p)
hXb[ abc i ^jZ_Z _ZZcdoYc

x0

Ë i ^dY\Z_YZ
t = 0 q h_[Z_YZ] ^bYc t_icb[ _[`dZ[_d[c cY

t = −∞ T
�<; ; < � >= >�
� |x|}w

Φ = inf
u∈L2(−∞,0)

{‖u‖2, | x(0) = x0}

s ��} t{� vt � v}v� ~st z |�{ ~ xxtv} y{t s �� x~ x
x(0) � z ~{ xv{ y ��} �x~ x ~{ ¡v x{~v{t

x(−∞© � � s|{w

Φ = (x(0)T Q−1x(0))1/2

�Xb\ [cYtXÁXY\ ic iceZcb[ Ë bYc ]jrXY\Z[_ZdXY `_\jc \b[ ic\ rbiZdh ide_Zcb[\ ]c Ã_o[_Yoc\c Z[Xbt_YZ ]_Y\ eXc��� T

���!����� Æ�ÇÃc\ ciidh\X�]c\ h[jej]cYZ\ \XYZ Z[_ej\ \b[ i ^cucrhic \bdt_YZ q bY \Á\Zyr c ] ^X[][c w Ä

G(p) =
1

(p + 1)(p + 9)
s
=





−1 0
0 −9

1
1

1/8 −1/8 0





Ã_ zob[c � Tl Z[_ec ]_Y\ ic hi_Y (x1(t), x2(t))
abciabc\ ciidh\X�]c\

εQ−1
t

T
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+ ê0 1 � Tl 2 niidh\X�]c\
εQ−1

t
, t = {0.05, 0.2, 0.4, 0.5, 0.7, 0.8, 1} cZ εQ−1

�Xb\ [cr _[abXY\ i ^dr`[de_ZdXY ]c\ ciidh\X�]c\ cYZ[c cbu T ¥ ib\
t
_bor cYZc q h ib\ i ^ciidhf\X�]c _ZZcdoY_`ic \c ]di_Zc kcZ ZXb[Ycm Àb\ab ^Ë _ZZcdY][c i ^ciidh\X�]c idr dZc

εQ−1

T
� QP Q� �j ZTW�Vj `[`am

xXrrc h[jej]crrcYZ q YXb\ ]XYYXY\ bYc ]jzYdZdXY ]c i ^X`\c[t_`didZj ei_\\dabc hbd\bYc cuZcY\dXY ]c i ^X`\c[t_`didZj ZcY_YZ eXrhZc ]c i ^jYc[odc [jebhj[_`ic cY \X[Zdc ] ^bY\Á\Zyr c T
374°5 °6 °85� � >= >=
�=CF��:=>?>@A B?:CC>DEF �� {| ÙG�

¨ � � �t}wt� ¡st ytw �|}yv xv|}w v} v xv~stw |¡wt{ �~¡stw w �{
]0, T ], T > 0

tw x s �t}wt� ¡st ytw
�|}yv xv|}w v} v xv~stw } |} }�sstw ~� t}~} x � �} t w|{ xvt } |} }�sst �

SFo(T ) = R
n \ {v ∈ R

n/∀t ≤ T, x(0) = v ⇒ y(t) = 0}
︸ ︷︷ ︸����� ��� ��� ���� �� ���

�} w� w x�� t tw x |¡wt{ �~¡st s|{w��t SFo(T ) = R
n

�
JK@F;C>8; <F ?�8=CF��:=>?>@A �� ||Ú¨� ���� ���

§ � ¶ �zz |w|}w � ~v} xt}~} x
G(p)

tw x |¡wt{ �~¡st � � �t}wt� ¡st ytw �|}yv xv|}w v} v xv~stw ~� t¬}~} x � �} t w|{ xvt y ��} t{� vt z s�w �{~}yt ��t ¨ tw x } | x� ª
S ′

Fo(T ) = R
n \ {v ∈ R

n/x(0) = v ⇒ ‖y‖T ≤ 1}
« � ¶ �{ �} �|{v�|} yt xt�z w ��ts�|}��t� } | x|}w

S ′
Fo

4
=

⋃

T∈R̄+ S ′
Fo(T ) = . . .

. . . = R
n \ {v ∈ R

n/∃T ∈ R̄
+, x(0) = v ⇒ ‖y‖T ≤ 1}
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� Dýúø ý÷ C�ý �öúõEGöýAG � DAú ý� �öô ø óV�ý� �EH úö ôùG

εPT

4
= {w ∈ R

n/wT PT w < 1}
óW

PT = P T
T > 0

ýøõ �EH úöý ôùG

PT
4
= P (T ) =

∫ T

0

eAT τCT CeAτdτ

ù �óGø
S ′

Fo(T ) = R
n \ εPT

O E÷ óúøõGùõöóú I � XYZ[XY\ ] ^_`X[] abc
R

n \ εPT
⊂ S ′

Fo(T )
T

ÂXdZ
w ∈ R

n \ εPT
e ^c\ZfËf] d[c wT PT w ≥ 1 q ]jrXYZ[XY\ abc ∫ T

0
y(t)T y(t)dt ≥ 1

hXb[
x(0) = w

T
di t dcYZ drrj]d_Zcr cYZ ∫ T

0
y(t)T y(t)dt = wT

(∫ T

0
eAT tCT CeAtdt

)

w = wT PT w ≥ 1
T

� XYZ[XY\ S ′
Fo(T ) ⊂ R

n \ εPT

TÂXdZ
v ∈ S ′

Fo(T ) e ^c\ZfËf]d[c x(0) = v ⇒ ‖y‖T ≥ 1
TÂbhhX\XY\ abc i_ gXYeZdXY V (x(t)) = x(t)T P (t)x(t), t ∈ [0, T ]

\_Zd\g_dZ
(∀x 6= 0, V (x) > 0) ⇔ P (t) > 0

dV (x)

dt
≤ −yT y

k� T�m
nY dYZjo[_YZ ]c p Ë

T q di t dcYZ V (x(0)) − V (x(T )) ≥
∫ T

0
yT (t)y(t)dt

T
gb cYeX[c q V (x(0)) ≥ 1 + V (x(T ))

TsXYe vT P (T )v ≥ 1
cZ h_[ \bdZc q v ∈ R

n \ εPT

T
�Xb\ hXbtXY\ ]jZc[r dYc[ bYc \XibZdXY

P (t)
] ^_h[y\ i_ [ci_ZdXY k� T�m abd c\Z jabdt_icYZc Ëi ^dYjo_idZj

∀t ∈ [0, T ] Ṗ (t) + AP (t) + P (t)AT + CT C ≤ 0nY [ch[cY_YZ i_ ]jr _[evc ]c i_ ]jrXY\Z[_ZdXY ]b ZvjX[yr c h[jej]cYZ q di c\Z hX\\d`ic]c ]jZc[r dYc[ abc
P (t) = Pt =

∫ t

0
eAT τCT CeAτdτ

]XYYc ic e_\ jo_idZj ]c i ^dYjo_idZjh[jej]cYZc T 2

�<; ; < � >= >µ {|9o; ; °<5 } �8��<9�o� °¯°67 �¶�zz |w|}w
A

w x~ ¡st � ¶|v x ª

P = lim
T→+∞

PT =

∫ +∞

0

eAT τCT CeAτdτ
k� Tlpm

� s|{w �¦v©
P

��{v  t s ����~ xv|} yt ��~z �}|�
AT P + PA + CT C = 0

k� Tllm
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¦vv© S ′

Fo = R
n \ εP

O E÷ óúøõGùõöóú I � h_[Zd[ ]b ZvjX[yr c h[jej]cYZ q ecZZc ]jrXY\Z[_ZdXY c\Z \dr di_d[c Ë eciic]b icrrc � Tw Tw T
2

n <;o9pq< � >= >=|� � t y~}w st �~w yt s~ �|� � ~}y~¡vsv x�� �} t z {|z {v� x� � �|� �x{v��t {t� ~{��~¡st �~{~�¬
x�{vwt S ′

Fo

� tx t}wt� ¡st tw x �} t {��v|} yt
R

n y|} x st �|�z s�� t} x~v{t tw x �} tssvz w| �yt
y� }v z ~{ s~ y��|�z |wv xv|} t} �~st�{w wv}� �sv�{tw yt

P = VoΣ
2
oV

T
o

|�
Vo

tw x �}v x~v{t t x
Vo = (v1o, . . . , vno)� Σo = (σ1o, . . . , σno)

� tx tssvz w| �yt z |ww�yt ytw yt� v ~u tw
σ
−1/2
io vio

�
�} �s~ww~} x stw

σio

z ~{ |{y{t �{|vww~} x� } |�w � txx|}w t} ��vyt} �t ytw yv{t� xv|}w yt s �tw¬
z ~�t y �� x~ x

(v1o, . . . , vno)
�s~ww�tw yt s~ z s�w �|{ xt� t} x |¡wt{ �~ ¡st � s~ z s�w �~v ¡st� t} x

|¡wt{ �~ ¡st �
� ��!����� Æ�Ç�Xb[ diib\Z[c[ ic\ ciidh\X�]c\ e_[_eZj[d\_YZ i ^X`\c[t_`didZj q [ch[cYXY\ i ^cucrhic dYZ[X]bdZh_oc '� T
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Ã_ zob[c � Tw rXYZ[c abc ic\ ciidh\X�]c\
εPt

\c eXYZ[_eZcYZ _b gb[ cZ Ë rc\b[c abc icZcrh\ _borcYZc q Àb\ab ^Ë _ZZcdY][c εP

T
374°5 °6 °85 � >= >?� tw � ~x{v�tw y� }vtw z |wv xv�tw

P
tx

Q
{twz t�xv�t� t} x v} x{|y�v xtw y~}w stw st� � tw « �§ ��tx « �§ �§ w|} x ~zz ts�tw �{~� � vt}w y �|¡wt{ �~¡vsv x� tx yt �|� � ~}y~ ¡vsv x� y� w� w x�� t

G(p)
�

� QP Q· �WV^Z�]WU Va`]^Z mXY`[`jWmTZ
s ^_h[y\ ec abd h[jey]c q i ^cY\cr`ic eXrr_Y]_`ic hXb[ bYc cYZ[jc ] ^jYc[odc `X[Yjc g_dZ_hh_[_4Z[c ]c\ ]d[ceZdXY\ ]_Y\ i ^c\h_ec ] ^jZ_Z hib\ g_edicr cYZ _ZZcdoY_`ic\ abc ] ^_bZ[c\ Txc\ ]d[ceZdXY\ eX[[c\hXY]cYZ _bu _uc\ h[dYedh_bu vic

]c
εQ−1

]c hib\ o[_Y]c iXYobcb[ ]c
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]cr df_uc k

σic

dr hX[Z_YZ\m TÃ ^cY\cr`ic X`\c[t_`ic hX\\y]c bYc h[Xh[djZj h[c\abc \dr di_d[c T Ãc\ eXY]dZdXY\ dY dZd_ic\ ic\r dcbu X`\c[t_`ic\ eX[[c\h XY]cYZ _bu _uc\ h[dYedh_bu ]c εP

]c ]d[ceZdXY vio

]_Y\ i ^c\h_ec] ^jZ_Z cZ _Á_YZ ]c\ iXYobcb[\ ]c ]cr df_uc ic\ hib\ h cZdZc\ k
σio
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2 Ãc \ceXY] cucrhic c\Z bY \Á \Zyr c eXY\ZdZbj ]c i_ r d\c cY h_[_iiyic ]c \Xb\f\Á\Zyr c\]b \ceXY] X[][c T
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[
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G6(jω)
cZ

G5(jω)
_hh[XevcYZ G(jω)

\b[ i ^cY\cr`ic ]c\ hbi\_ZdXY\
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+ ê0 1 � Tlw 2 Ê[_ej\ g[jabcYZdci\ ]c G(jω) q G17(jω)
cZ

G18(jω)
X`ZcYb\ h_[ Z[XYe_Zb[cjabdid`[jc

� i ^X[][c lL q i_ ]jZj[dX[_ZdXY ]b Z[_ej g[jabcYZdci c\Z YcZZc cYZ[c 0rad/s
cZ

5.10−3rad/sh_[ [_hhX[Z _b rX]yic [j]bdZ Ë i ^X[][c lá T Ãc\ t_icb[\ \dYobidy[c\ ]c\ c[[cb[\
G(jω) −

Gr(jω), r = 17, 18
\XYZ h[j\cYZjc\ \b[ i_ zob[c \bdt_YZc T

Singular Values

Frequency (rad/sec)

S
in

gu
la

r 
V

al
ue

s 
(d

B
)

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

−90

−85

−80

−75

−70

−65

−60

−55

−50

−45

−40

σ (G−G
17

) 

 σ (G−G
18

) 

+ ê0 1 � Tl� 2 ¼_icb[\ \dYobidy[c\ ]c\ c[[cb[\
G(jω) − Gr(jω), r = 17, 18

Ãc\ t_icb[\ \dYobidy[c\ \bh j[dcb[c\ ]c\ c[[cb[\ _ZZcdoYcYZ icb[\ hib\ g_d`ic\ t_icb[\ \b[i_ o_rrc ]c hbi\_ZdXY\ ]cr _Y]jc r �r c \d XY Yc i ^_ h_\ XhZdr d\jc T Ã_ YX[r c
H∞

]ci ^c[[cb[ c\Z ‖G(jω) − G18(jω)‖∞ = 5.7 × 10−3
T
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Ãc\ dY]de_Zcb[\ ρÄÅÿr

cZ
ρÄÅÿÈr

dYZ[X]bdZ\ h_oc w' \XYZ h[j\cYZj\ ]_Y\ ic Z_`ic_b \bdt_YZ T
[ lá lL

ρÄÅÿr

p Twp. p T��L
ρÄÅÿÈr

' T� ×10−2
p T�w�

� Q� Qý �TWaYWjVa`]^ Z`^bY[`lWT ± ]YW [V \]^ZTW�Va`]^ _Y bV`^ ZaVÊ
a`XYT

Ãc rX]yic [j]bdZ X`ZcYb h_[ Z[XYe_Zb[c jabdid`[jc h[j\c[tc ic Zc[r c ]d[ceZ ]b \Á\Zyr c Tsy\ iX[\ q ic\ w Z[_Y\gc[Z\ eX�Yed]cYZ ZXbÀ Xb[\ cY ω = +∞ q r _d\ XYZ ]c\ o_dY\ \Z_Zdabc\]dÝj[cYZ\ k
ω = 0

m T �Xb[ eXY\c[tc[ ic o_dY \Z_Zdabc q di c\Z hX\\d` ic ]c r X]dzc[ i_ ZcevYdabc]c Z[XYe_Zb[c jabdid`[jc ]c r _Ydy[c Ë ec abc ic r X]yic [j]bdZ \XdZ jo_i _b rX]yic dYdZd_iË i_ hbi\_ZdXY Ybiic T Ã ^d]jc Y ^c\Z hib\ ] ^Xh j[c[ bYc Z[XYe_Zb[c \b[ ic r _Z[dec\ ] ^jZ_Z ]b\Á \Zyr c q r _d\ ] ^dYZ[X]bd[c bYc hc[Zb[`_ZdXY \dYobidy[c \b[ i_ h_[Zdc ]c i ^jZ_Z ]b \Á\Zyr cË jidr dYc[ T
h d\ZX[dabcr cYZ q ecZZc ZcevYdabc h[XtdcYZ ]c i_ tc[\dXY idYj_d[c ]b ZvjX[yr c ]c Ê dvXYXt£ gÂL.� T s _Y\ ic e_\ ] ^jab_ZdXY\ idYj_d[c\ q XÈ ic\ eXrhX\_YZc\ ]c i ^jZ_Z \XYZ \bhhX\jc\�Z[c ei_\\jc\ h_[ icb[ [_hd]dZj ]je[Xd\\_YZc q i_ h jY_id\_ZdXY ]c i_ h_[Zdc Ë[_hd]cÌ _r yYc Ë[jdYÀ ceZc[ i_ h_[Zdc [_hd]c ]c i ^jZ_Z kx2

m ]_Y\ i_ h_[Zdc icYZc Ä
[

ẋ1

µẋ2

]

=

[
A11 A12

A21 A22

] [
x1

x2

]

+

[
B1

B2

]

u

ÃX[\abc
µ
ZcY] tc[\

0 q i ^jab_ZdXY ] ^jtXibZdXY ]c i ^jZ_Z ]ctdcYZ _ioj`[Xf]dÝ j[cYZdciic T Ã_h_[Zdc _ioj`[dabc eX[[c\hXY]_YZ Ë
x2

ki_ h_[Zdc [_hd]cm \ ^je[dZ x2 = −A−1
22 A21x1−A−1

22 B2u q\d i ^dYtc[\c ]c
A22

cu d\Zc T nY [jdYÀ ceZ_YZ x2

_dY\d X`ZcYb ]_Y\ i_ [ci_ZdXY ]dÝ j[cYZdciickh_[Zdc icYZc eX[[c\hXY]_YZ Ë
x1

m q ic r X]yic ]c h c[Zb[`_ZdXY \dYobidy[c c\Z ]XYYj h_[ Ä
Ar = A11 − A12A

−1
22 A21

Br = B1 − A12A
−1
22 B2

Cr = C1 − C2A
−1
22 A21

Dr = D − C2A
−1
22 B2

s ^bYc r _Ydy[c ojYj[_ic q ic rX]yic [j]bdZ X`ZcYb Yc ]XYYc h_\ idcb Ë ]c\ h[Xh[djZj\
eXYec[Y_YZ i_ YX[r c H∞

]c i ^c[[cb[ T xchcY]_YZ q ic rX]yic [j]bdZ _dY\d X`ZcYb eXY\c[tcic o_dY \Z_Zdabc ]b rX]yic dY dZd_i Ä
G(0) = Gr(0)

T
Á ÀÁ ÀÍ ÀÃ ����!���� Æ�Ç �ÆÇN!�Æ��� ��Ç� !Ç� ��Æ����Ç��� Æ�Ç �Î! Æ�Æ����

ÃX[\abc i_ h c[Zb[`_ZdXY \dYobidy[c \ ^Xh y[c ]_Y\ bYc [ch[j\cYZ_ZdXY jabdid`[jc Â� �'` q�[_�� q xx� �� q Ã� á�� q i_ `X[Yc ]c i_ Z[XYe_Zb[c jabdid`[jc ]cr cb[c t_i_`ic T Ã ^d]jc X[dodfYciic ]c i_ h c[Zb[`_ZdXY \dYobidy[c Y ^c\Z hib\ t_i_`ic Ä i_ [ch[j\cYZ_ZdXY ]b tceZcb[ ] ^jZ_Z]c
G
]_Y\ bYc `_\c jabdid`[jc Yc g_dZ h_\ _hh_[_4Z[c gX[ecr cYZ ic\ r X]c\ h[Xh[c\ ]b \Á\fZyr c ]_Y\ i_ r _Z[dec A

k[cr _[abc � Tw T� h_oc '�m TxcZZc _hh[Xevc eXY\c[tc ic e[dZy[c ]c \Z_`didZj ]c Gr

k[cr _[abc � T� Twm _dY\d abc i_ `X[Yc
H∞

]b ZvjX[yr c � T� Tl T
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� ��!����� Æ�Ç �!� �  �
�Å Æ�� �� Ã�"�Ç�MÃ_ zob[c \bdt_YZc eXrh_[c ic\ Z[_ej\ g[jabcYZdci\ ]c w rX]yic\ [j]bdZ\ Ë i ^X[][c � X`ZcYb\h_[ Z[XYe_Zb[c jabdid`[jc ei_\\dabc cZ Z[XYe_Zb[c jabdid`[jc eXY\c[t_YZ ic o_dY \Z_Zdabc T
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+ ê0 1 � Tl� 2 xXrh_[_d\XY ]c i_ Z[XYe_Zb[c jabdid`[jc _tce cZ \_Y\ eXY\c[t_ZdXY ]b o_dY\Z_Zdabc

Ï!��Î!�� Å ��� �!� �� Æ ���!���� Æ�Ç �ÆÇN!�Æ��� N�Ç����Æ���Ãc g_dZ abc i_ ZcevYdabc ]c h c[Zb[`_ZdXY \dYobidy[c eXY\c[tc ic o_dY \Z_Zdabc e ^c\ZfËf]d[c
G(0) = Gr(0) q _ r cYj ec[Z_dY\ _bZcb[\ �� áw q Ã� á� q xx� ��� Ë ]jtciXhhc[ ]c\ ZcevfYdabc\ h c[r cZZ_YZ ] ^X`ZcYd[ bY rX]yic [j]bdZ abd jo_ic ic rX]yic dY dZd_i Ë bYc hbi\_ZdXY
ωc

]XYYjc Ä
G(jωc) = Gr(jωc)

T sc g_²XY ojYj[_ic q i_ r jZvX]c ]c\ h c[Zb[`_ZdXY\ \dYobfidy[c\ ojYj[_id\jc h[cY] cY eXrhZc bY g_eZcb[ λ ∈ C
Zci abc

Gr(λ) = G(λ)
T � j_YrXdY\ qhXb[ \_Zd\g_d[c ecZZc eXYZ[_dYZc q ic r X]yic [j]bdZ X`ZcYb Y ^c\Z h_\ ZXbÀ Xb[\ [j_id\_`ic q e_[hX\\y]c ]c\ r _Z[dec\ ] ^jZ_Z\ eXrhicuc\ T ÃX[\abc

λ
c\Z h[d\ [jci q ic rX]yic [j]bdZ c\Z ZXbfÀ Xb[\ [j_id\_`ic q r _d\ di Y ^cu d\Zc h_\ ]c o_[_YZdc \b[ ic\ Z[_ej\ g[jabcYZdci\ ]c G(jω)

cZ
Gr(jω)

T �XZXY\ \dr hicr cYZ abc ]_Y\ ]cbu e_\ h_[Zdebidc[\ �[_�� q ÿ� Â�á� XÈ ic rX]yic
G(jω)

c\Z \Xb\ gX[r c jabdid`[jc q ecZZc ZcevYdabc r yYc \XdZ Ë i_ h c[Zb[`_ZdXY \dYobidy[c
ei_\\dabc λ = 0

Xb Ë i_ Z[XYe_Zb[c jabdid`[jc λ = +∞ T

Á ÀÁ ÀÍ À¿ � ��!Å �
xcZZc \ceZdXY _ r d\ cY t_icb[ i ^dYZj[�Z ]c \c hi_ec[ ]_Y\ bYc [ch[j\cYZ_ZdXY k\Z[deZcfr cYZm jabdid`[jc hXb[ g_d[c _hh_[_4Z[c ]c\ eXrhX\_YZc\ ]c i ^jZ_Z Yjoidoc_`ic\ ] ^bY hXdYZ]c tbc cYZ[jc/\X[Zdc T Ãc\ ZcevYdabc\ h[j\cYZjc\ kZ[XYe_Zb[c jabdid`[jc cZ h c[Zb[`_ZdXY \dYfobidy[cm gXb[Yd\\cYZ ]c\ rX]yic\ [j]bdZ\ \Xb\fXhZdr _bu hXb[ i_ r dYdr d\_ZdXY ]c i ^c[[cb[_`\Xibc T

�b tb ]c\ ciidh\X�]c\ e_[_eZj[d\_YZ i_ eXrr_Y]_`didZj cZ i ^X`\c[t_`didZj ]_Y\ bYc [ch[jf\cYZ_ZdXY ] ^jZ_Z jabdid`[jc q bYc _bZ[c _hh[Xevc td\_YZ Ë Z[Xbtc[ bY rX]yic [j]bdZ c\Z ]c
eXY\d]j[c[ hib\ ]d[ceZcr cYZ i ^c[[cb[ ∆abs(p) = G(p) − Gr(p)

T ¼XbiXd[
Gr(p)

abd _hh[Xevc`dcY
G(p) q [ct dcYZ _b\\d Ë \Xbv_dZc[ abc i ^c[[cb[ [j\biZ_YZc \XdZ bYc gXYeZdXY ]c Z[_Y\gc[Zh cb X`\c[t_`ic cZ eXrr_Y]_`ic T xced [ctdcYZ Ë [cY][c �h cZdZc\ � ic\ ciidh\X�]c\

εP

cZ
εQ−1]c

∆abs(p)
T ÌYc r_Ydy[c eXYYbc ]c ab_YZdzc[ i_ Z_diic ]c ec\ ciidh\X�]c\ ]_Y\ bYc `_\cjabdid`[jc c\Z ]c eXY\d]j[c[ i_ hib\ o[_Y]c Z_diic ]c ]cr df_uc ]c ec\ ciidh\X�]c\ q e ^c\Z Ë ]d[ci_ hib\ o[_Y]c t_icb[ \dYobidy[c ]c h _Yici ]c i ^c[[cb[

∆abs(p)
T xciicfed ]jzYdZ bYc YX[r c Äi_ YX[r c ]c h_Yici T
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xcZZc \ceZdXY h[XhX\c bYc _hh[Xevc \drhic `_\jc \b[ ic icrrc [jci `X[Yj cZ i ^_ioy`[cidYj_d[c hXb[ [cevc[evc[ bY rX]yic [j]bdZ XhZdr _i _b \cY\ ]c i_ YX[r c ]c h_Yici T Ãc\[j\biZ_Z\ `dcY eXYYb\ ]c i_ idZZj[_Zb[c \ ^_hhbdcYZ v_`dZbciicrcYZ \b[ ]c\ ]jrXY\Z[_ZdXY\`_\jc\ \b[ i_ ZvjX[dc ]c\ Xh j[_Zcb[\ T xciic\fiË \XYZ ] ^bYc o[_Y]c eXrhicu dZj h_[ [_hhX[ZË i ^_hh[Xevc h_[ [ch[j\cYZ_ZdXY ] ^jZ_Z abc YXb\ _iiXY\ crh[bYZc[ T sb [c\Zc q ecZZc eXY\Z_fZ_ZdXY \ ^c\Z tj[dzjc ]_Y\ ic eXYZcuZc ]c i_ eXrr_Y]c q hbd\abc i_ \XibZdXY ojYj[_ic ]bh[X`iyr c
H∞

]XYYjc cY l�á� s�£ �á�� tXdZ ic \beey\ ]c i ^_hh[Xevc h_[ [ch[j\cYZ_ZdXY] ^jZ_Z \b[ ic\ _hh[Xevc\ h_[ Xh j[_Zcb[\ �Ã�'� T
xcZZc \ceZdXY h[j\cYZc ic\ h[Xh[djZj\ c\\cYZdciic\ ]c i_ YX[r c ]c h _Yici ] ^bY \Á\Zyr ccY [ci_ZdXY _tce i_ YX[r c H∞

T Ã ^dYZj[�Z ]c ecZZc YX[r c g_edicr cYZ e_iebi_`ic c\Z r d\c cYt_icb[ ]_Y\ bY ZvjX[yr c h[j\cYZ_YZ i ^_hh[Xu dr _ZdXY L∞

XhZdr _ic ] ^bY Z[_Y\gc[Z \Z_`ic
G(p)

h_[ bY Z[_Y\gc[Z hX\\j]_YZ
r
hf ic\ \Z_`ic\ cZ

m
hf ic\ _YZde_b\_bu T xc ZvjX[yr c ]jÀ ËgX[rbij ]_Y\ � iXá� q � iXá�� c\Z ded ]jrXYZ[j Ë i ^_d]c ]c\ XbZdi\ ]b gX[r _id\r c 	
� T

� Q· QR Ò mº ^`a`]^Z Ta ±W]±W`mamZ ±W`^\`± V[TZ _T [V ^]WU T _T Ó V^ÔT[
Ã_ \ceZdXY h[jej]cYZc _ r d\ cY t_icb[ ic\ t_icb[\ \dYobidy[c\ ]c h _Yici abd À XbcYZ ic[f ic ]c ei_\\dze_Zcb[\ ]c ]d[ceZdXY\ ]c i ^c\h_ec ] ^jZ_Z _bZ_YZ eXrr_Y]_`ic\ ab ^X`\c[t_`ic\ TÃ_ hib\ o[_Y]c t_icb[ \dYobidy[c ]c h_Yici eX[[c\hXY] _iX[\ Ë i_ ]d[ceZdXY ]c i ^c\h_ec i_hib\ h[jhXY]j[_YZc hXb[ i_ eXrr_Y]_`didZj cZ i ^X`\c[t_`didZj T n iic ]jzYdZ i_ YX[r c ]ch_Yici T Ã_ [cevc[evc ] ^bY rX]yic [j]bdZ Gr

rdYdr d\_YZ i_ YX[r c ]c h _Yici ]c i ^c[[cb[
G(jω)−Gr(jω) q [ct dcYZ ]XYe Ë [cY][c ecZZc c[[cb[ g_d`icr cYZ eXrr_Y]_`ic cZ X`\c[t_`iccZ ]_Y\ bY \cY\ g_d`ic ] ^bY hXdYZ ]c tbc cYZ[jc/\X[Zdc TxXrhZc ZcYb ]c i_ [cr _[abc k� Tw T� m q h_oc '� q i_ YX[r c ]c h _Yici ] ^bY \Á \Zyr c hcbZ\ ^je[d[c Ä

‖G(p)‖H = σ̄1/2(PQ)

= sup
x̄0∈Rn\{0}

(
x̄0

T QT/2PQ1/2x̄0

x̄0
T x̄0

)1/2

= sup
x0∈Rn\{0}

(
xT

0 Px0

xT
0 Q−1x0

)1/2 k� Tl'm
Ã_ e_[_eZj[d\_ZdXY k� Tl'm ]c i_ YX[r c ]c h_Yici h cbZ �Z[c dYZc[h[jZjc cY Zc[r c ] ^jYc[fodc T s ^_h[y\ i ^dYZc[h[jZ_ZdXY ]b o[_rr dcY ] ^X`\c[t_`didZj q i ^jYc[odc d\\bc ] ^bYc eXY]dZdXYdYdZd_ic

x(0) = x0

c\Z ]XYYjc h_[
∫ +∞

0

y(t)T y(t)dt = xT
0 Px0.

sc hib\ q i_ eXrr_Y]c u(t)
] ^jYc[odc r dYdr _ic _r cY_YZ i ^jZ_Z

x(t)
] ^bYc t_icb[ _[`dZ[_d[ccY −∞ Ë i ^jZ_Z

x(0) = x0

c\Z ]XYYjc h_[ ic icrrc � Tw T� kh_oc '�m Ä
∫ 0

−∞

u(t)T u(t)dt = xT
0 Q−1x0.
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Ã_ [ci_ZdXY k� Tl'm ]XYYc _iX[\ idcb Ë i_ e_[_eZj[d\_ZdXY \bdt_YZc ]c i_ YX[r c ]c h _Yici
eXrrc bYc YX[r c dY]bdZc Ä

‖G(p)‖H = sup
u∈L2[−∞,0]

‖y‖2[0,∞]

‖u‖2[−∞,0]

�dY\d q i_ YX[r c ]c h _Yici ab_YZdzc ic [_hhX[Z cYZ[c i ^jYc[odc ]c i_ \X[Zdc
y(t)

X`\c[tjchXb[
t ≥ 0

cZ i ^jYc[odc ]c i_ eXrr_Y]c u(t), t ≤ 0
cZ

u(t) = 0, t > 0
TÃ_ ]jzYdZdXY \bdt_YZc [j\brc ec\ w e_[_eZj[d\_ZdXY\ hX\\d`ic\ ]c i_ YX[r c ]c h _Yici T

374°5 °6 °85 � >³ >?¦v© �~ }|{� t yt � ~}�ts y ��} x{~}w�t{ x
G(p)

y��{v x z ~{ ¦« �¨© tw x y� }vt z ~{ ª

‖G(s)‖H = σ̄1/2(PQ)

|�
P

tx
Q

w|} x stw �{~� � vt}w y� }vw z ~{ ¦« �¨¨© tx ¦« �Ú© �
¦vv© �~ }|{� t yt � ~}�ts tw x ~ �wwv s~ }|{� t v}y�v xt z ~{ s �|z �{~ xt�{ yt �~}�ts ÿ ª

‖G(p)‖H = sup
u∈L2[−∞,0]

‖y‖2[0,∞]

‖u‖2[−∞,0]

s ^_bZ[c\ e_[_eZj[d\_ZdXY\ `_\jc\ \b[ i ^Xh j[_Zcb[ ]c h _Yici \XYZ hX\\d`ic\ � iXá� q g�pp q� iXá� q ÂxÃ�p q �s��.� Tsc i_ ]jzYdZdXY h[jej]cYZc ]jeXbicYZ ic\ h[Xh[djZj\ \bdt_YZc\ eXYec[Y_YZ i_ YX[r c ]ch _Yici T
¥98£9°767� � >³ >?¦v© ∀G(p) ∈ RH∞ � ∀Q(p) ∈ RH∞,− � ‖G(p) + Q(p)‖H = ‖G(p)‖H

�
¦vv© ∀G(p) ∈ RH∞ � ‖G(p)‖H ≤ ‖G(p)‖∞

�
¦vvv© ∀G(p) ∈ RH∞ � ∀Q(p) ∈ RH∞,− � ‖G(p)‖H ≤ ‖G(p) + Q(p)‖∞

�
O E÷ óúøõGùõöóú I Ã_ h[XhX\dZdXY

(i)
\c ]j]bdZ ]d[ceZcr cYZ ]c i_ ]jzYdZdXY (ii)

TÃ_ h[XhX\dZdXY
(ii)

h[XtdcYZ ]c\ dYjo_idZj\ \bdt_YZc\ Ä

‖G‖H ≤ sup
u∈L2[−∞,0]

‖y‖2[−∞,∞]

‖u‖2[−∞,0]

≤ sup
u∈L2[−∞,∞]

‖y‖2[−∞,∞]

‖u‖2[−∞,∞]

= ‖G‖∞
k� Tl.m

nYzY i_ h[XhX\dZdXY
(iii)

c\Z i_ eXY\jabcYec ]c\ h[XhX\dZdXY\ (i)
cZ

(ii)
T

2

sc\ h[Xh[djZj\ h[jej]cYZc\ q di _hh_[_4Z abc i_ r d\c cY h_[_iiyic ] ^bY Z[_Y\gc[Z e_b\_i
G(p)

_tce ZXbZ Z[_Y\gc[Z _YZde_b\_i Q(p)
hX\\y]c i_ r �r c YX[r c ]c h _Yici abc

G(p)
T schib\ q ecZZc YX[r c c\Z ZXbÀ Xb[\ hib\ h cZdZc abc i_ YX[r c L∞

]c i_ \Xrrc ]c
G(p)

_tceZXbZ Z[_Y\gc[Z _YZde_b\_i Q(p)
T

� Þ� à ÑÐÊÒ ÕÖ×
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� Q· QP Ø ]WU T _T Ó V^ÔT[ Ta V±±W]» `U Va`]^ ]±a`U V[T L∞

_ kY^ aWV^ZÊ
�TWa ZaVj [T

Ã_ h[Xh[djZj
(iii)

]c h[Xh[djZj\ � T� Tl i_d\\c cYtd\_oc[ abc ic r dYdrbr _ZZcdoY_`ic h_[
‖G(p)+Q(p)‖∞

XÈ
Q(p)

c\Z _YZde_b\_i q c\Z i_ YX[r c ]c h_Yici ]c
G(p)

T �t_YZ ]c h[Xbtc[
ec [j\biZ_Z eXYYb \Xb\ ic YXr ]c ZvjX[yr c ]c � cv_[d q bY ZvjX[yr c hib\ ojYj[_i eXY\d]y[cabc

Q(p)
hX\\y]c bYc h_[Zdc e_b\_ic ]c ]co[j r

YXZjc
Gr(p)

kic r X]yic [j]bdZm q cZ bYch_[Zdc _YZde_b\_ic F (p)
]XYZ i ^X[][c

m
c\Z Ë ]jZc[r dYc[ T

5 6789:; < � >³ >=@ óöõ G(p) ∈ RHn
∞

�EûGöõ ô ùG �µ F¶� F σj(G)
�Eøö»ú ý �ù Ù �öB÷ ý üù �ýAG øöú»A�öBGý �ý Ú ùúÛ ý��ý

G(p) F Ü �óGø
Å ÆÇ

Gr(p) ∈ RH
r
∞

F (p) ∈ RH
m
∞,−

‖G(p) − Gr(p) + F (p)‖∞ = σr+1(G)

O ý ô �Aø· �ýø �ý» GEø Gýøô ýûõöÀ ø r
ýõ m

� DAú ý øó�A õöóú
Gr(p)

ýõ � DAú ý øó�A õöóú
F (p) ø óúõ Gý�öEøôùG

m =
��ÇN(Peq − σ2

r+1(G)Q−1
eq ) − róW

Peq

ýõ Qeq
ø óúõ Gýøô ýûõöü ý÷ ýúõ �ýø » Gù÷÷ öýúø � DóCø ýGüùCö�öõE ýõ �ý ûó÷÷ ùú�ùCö�öõE �ý

G(p) F
O E÷ óúøõGùõöóú I Ã_ ]jrXY\Z[_ZdXY \c eXrhX\c ]c w h_[Zdc\ T Ã_ h[cr dy[c eXY\d\Zc Ë gX[rbfic[ bY h[X`iyr c ] ^XhZdr d\_ZdXY ]c ZÁhc Ã�� _\\Xedj Ë bYc eXYZ[_dYZc hX[Z_YZ \b[ i ^dYc[Zdc] ^bYc t_[d_`ic [cevc[evjc T ÿ dcY abc ecZZc eXYZ[_dYZc \XdZ YXYfeXYtcuc q i_ \ceXY]c jZ_h c ]ci_ ]jrXY\Z[_ZdXY ]XYYc bYc \XibZdXY XhZdr _ic q ]b [c\Zc h_[Zdebidy[c Ë ec h[X`iyr c TÂXdZ

Q(p) = Gr(p) − F (p) q _tce Q(p)
s
=

[
Ā B̄
C̄ D̄

] T
Q(p)

hX\\y]c ]XYe bY YXr`[c ]chf ic\ Ë h_[Zdc [jciic \Z[deZcr cYZ Yjo_Zdtc jo_i Ë
r
khf ic\ ]c

Gr(p)
m cZ bY YXr`[c ]c hf ic\Ë h_[Zdc [jciic \Z[deZcr cYZ hX\dZdtc khf ic\ ]c

F (p)
m YXZj

m
T Ã_ t_icb[ ]c

m
\c[_ ]d\ebZjc]_Y\ i_ \bdZc T

nuh[drXY\ ] ^_`X[] ]c\ eXY]dZdXY\ Yjec\\_d[c\ cZ \b� \_YZc\ ] ^cu d\ZcYec ]c Q(p)
Zci abc

‖G(p) − Q(p)‖∞ ≤ γ, γ > 0
T�XZXY\

E(p)
4
= G(p) − Q(p)

s
=





A 0
0 Ā

B
B̄

C −C̄ D − D̄




4
=

[
Ae Be

Ce De

]

nY _hhidab_YZ ic icrrc [jci `X[Yj \b[
E(p) q di t dcYZ

‖E(p)‖∞ ≤ γ ⇔ ∃P̃ = P̃ T ∈ R
(n+r+m)×(n+r+m)/

[
AT

e P̃ + P̃Ae + CT
e Ce P̃Be + CT

e De

BT
e P̃ + DT

e Ce DT
e De − γ2I

]

≤ 0
k� TlLm

xcZZc ]c[Ydy[c dYjo_idZj h cbZ \c [jje[d[c ]c i_ r _Ydy[c \bdt_YZc kicrrc ]c Âevb[m Ä




AT
e P̃ + P̃Ae P̃Be CT

e

BT
e P̃ −γ2I DT

e

Ce De −I



 ≤ 0
k� Tlám
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s_Y\ bY h[cr dc[ Zcrh\ q cu_r dYXY\ ic\ h[Xh[djZj\ ]c P̃

TÃ ^dYjo_idZj k� TlLm drhidabc abc
AT

e P̃ + P̃Ae + CT
e Ce

4
= −MT M ≤ 0

XY _ _iX[\ q AT
e P̃ + P̃Ae +

[
CT

e MT
]
[

Ce

M

]

= 0
T

s ^_h[y\ ic icrrc ÿ T. T� q kh_oc w�wm q YXb\ _tXY\ _iX[\
δ0(P̃ ) = δ0(Ae) = 0

δ+(P̃ ) = δ−(Ae) = n + r

δ−(P̃ ) = δ+(Ae) = m

k� Tl�m

XÈ YXb\ [_hhciXY\ abc
δ0(M)

]j\doYc ic YXr`[c ]c t_icb[\ h[Xh[c\ ]c
M

\dZbjc\ \b[ i ^_ucdr _odY_d[c q δ+(M)
ic YXr`[c ]c t_icb[\ h[Xh[c\ ]c

M
Ë h_[Zdc [jciic \Z[deZcr cYZ hX\dZdtccZ

δ−(M)
ic YXr`[c ]c t_icb[\ h[Xh[c\ ]c

M
Ë h_[Zdc [jciic \Z[deZcr cYZ Yjo_Zdtc TÃ_ r_Z[dec P̃

hX\\y]c ]XYe bY YXr`[c ]c t_icb[\ h[Xh[c\ \Z[deZcr cYZ hX\dZdtc\ jo_i _bYXr`[c ]c t_icb[\ h[Xh[c\ \Z[deZcr cYZ Yjo_Zdtc\ ]c Ae

T

s _Y\ bY \ceXY] Zcrh\ q di \ ^_odZ ]c ]jtciXhhc[ i ^dYjo_idZj ]b icrrc [jci `X[Yj Tnuh[drXY\
Ae, Be, Ce, De eXrrc ]c\ gXYeZdXY\ _�Yc\ ]c i_ r _Z[dec

K =

[
Ā B̄
C̄ D̄

] ]c i_ r _Ydy[c \bdt_YZc Ä

Ae =

[
A 0
0 0

]

+

[
0 0
I 0

]

K

[
0 I
0 0

]
4
= A0 + BKC

Be =

[
B
0

]

+

[
0 0
I 0

]

K

[
0
I

]
4
= B0 + BKD1

Ce =
[

C 0
]
+

[
0 −I

]
K

[
0 I
0 0

]
4
= C0 + D2KC

De = D +
[

0 −I
]
K

[
0
I

]
4
= D0 + D2KD1

Ã ^dYjo_idZj k� Tlámd\\bc ]b icrrc [jci `X[Yj h cbZ _iX[\ \c [jje[d[c ]c i_ r _Ydy[c \bdt_YZc




A0P̃ + P̃A0 P̃B0 CT
0

BT
0 P̃ −γI DT

C0 D −γ2I



+





CT

DT
1

0



KT
[

BT P̃ 0 DT
2

]
+





P̃B
0
D2



K
[
C D1 0

]
≤ 0

k� Twpm�Xb[ \drhidzc[ q je[dtXY\ ecZZc dYjo_idZj \Xb\ i_ gX[r c
G + UKV + VT KTUT ≤ 0ÝZ_YZ ]XYYjc\ � r_Z[dec\ G q U cZ V q ic h[X`iyr c c\Z ]XYe ]c Z[Xbtc[ K

tj[dz_YZ i ^dYfjo_idZj h[jej]cYZc T Ã ^_hhide_ZdXY ]b icrrc ] ^jidr dY_ZdXY kicrrc ÿ T� q h_oc w�pm o_[_YZdci ^cu d\ZcYec ] ^bYc \XibZdXY K
] ^X[][c

m + r
\d cZ \cbicr cYZ \d Ä

UT⊥T

GUT⊥ ≤ 0
k� Tw lm

V⊥TGV⊥ ≤ 0
k� Twwm
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�i \ ^_odZ ]XYe ]c evc[evc[ P̃

\ÁrjZ[dabc Zciic abc k� Tw lm cZ k� Twwm \XdcYZ tj[dzjc\ T sjtciXhfhXY\ ec\ eXY]dZdXY\ T
UT =

[

BT P̃ 0 DT
2

]
=

[ [
0 I
0 0

]

P̃
0 0
0 −I

]

=

[
0 I 0 0
0 0 0 −I

] [
P̃ 0
0 I

] T
Ã ^X[ZvXoXY_i ]c UT

\ ^je[dZ

UT⊥

=

[
P̃−1 0
0 I

]







I 0
0 0
0 I
0 0







xXY\d]j[XY\ r _dYZcY_YZ i ^X[ZvXoXY_i ]c V =
[
C D1 0

]
=

[
0 I 0 0
0 0 I 0

]

q abd \ ^cufh[dr c eXrrc \bdZ

V⊥ =







I 0
0 0
0 0
0 I







Ãc\ eXY]dZdXY\ k� Twlm cZ k� Twwm ]ctdcYYcYZ _h[y\ ]jtciXhh crcYZ Ä
[

AQ′ + Q′AT B
BT −γ2I

]

≤ 0
k� Tw�m

Q′ Zci abc P̃−1 =

[
Q′ ∗
∗ ∗

] k� Tw�m

[
AT P + PA CT

C −I

]

≤ 0
k� Tw'm

P
Zci abc

P̃ =

[
P ∗
∗ ∗

] k� Tw.m
nY Xhj[_YZ ic ev_YocrcYZ ]c t_[d_`ic Q′ = γ−2Q

cZ cY bZdid\_YZ ic icrrc ]c Âevb[ \b[ic\ dYjo_idZj\ k� Tw�m cZ k� Tw'm q di t dcYZ Ä
AQ + QAT + BBT ≤ 0

k� TwLm
AT P + PA + CT C ≤ 0

k� Twám
XÈ

P
cZ

Q
dYZc[t dcYYcYZ ]c i_ r _Ydy[c \bdt_YZc ]_Y\

P̃ = P̃ T
Ä

P̃−1 =

[
γ−2Q ∗
∗ ∗

]

, P̃ =

[
P ∗
∗ ∗

] k� Tw�m
�XZXY\ Ë ec \Z_]c abc P

cZ
Q
\XYZ ]jzYdc\ h X\dZdtc\ T nY cÝcZ q cY dYZ[X]bd\_YZ ic\ o[_r fr dcY\ ] ^X`\c[t_`didZj cZ ]c eXrr_Y]_`didZj Pep

cZ
Qeq q YXb\ _tXY\ Þ Ä

AT (P − Peq) + (P − Peq)A ≤ 0

xXrrc
A
_ ZXbZc\ \c\ t_icb[\ h[Xh[c\ \Z[deZcr cYZ Yjo_Zdtc\ q _iX[\ P − Peq ≥ 0

] ^XÈ
P ≥ Peq > 0

T
ßàÐÚ ÖÝßÑÓÝÞÝÜÌ ÕÔØÖ ÕÒ ÜÚÐÝÜÔÕÖ ×ØÒ ÓÒ ÞÐÖ ÛÒ

Peq H ÓÒ ÞÐÖ ÛÒ
Qeq

ÌÜÐÕÜ ÝÛÒÕÜÝ×ØÒ à
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Ãc h[X`iyr c \c [_r yYc Ë Z[Xbtc[

P
cZ

Q
tj[dz_YZ k� Twám cZ k� TwLm cZ Zciic\ abc

P̃
]XYYjch_[ k� Tw�m tj[dzc i_ eXYZ[_dYZc ] ^dYc[Zdc k� Tl�m TnY bZdid\_YZ ic icrrc ÿ T' Tlq h_oc w�p q i_ eXYZ[_dYZc ] ^dYc[Zdc \b[ P̃

]ctdcYZ bYc eXYZ[_dYZc] ^dYc[Zdc \b[ i_ r _Z[dec P − γ2Q−1
T �i c\Z rXYZ[j ]_Y\ ec icrrc abc ic YXr`[c ]c t_icb[\h[Xh[c\ Ë h_[Zdc [jciic hX\dZdtc ]c
P̃
c\Z i_ \Xrrc ]b YXr`[c ]c t_icb[\ h[Xh[c\ Ë h_[Zdc[jciic hX\dZdtc ]c

P
cZ

P − γ2Q−1
T g [

P > 0
hX\\y]c

n
t_icb[\ h[Xh[c\ \Z[deZcr cYZhX\dZdtc\ T Ãc\

r
_bZ[c\ t_icb[\ h[Xh[c\ \Z[deZcr cYZ hX\dZdtc\ q eX[[c\hXY]_YZ _bu hf ic\ Ëh_[Zdc [jciic \Z[deZcr cYZ Yjo_Zdtc ]c Gr(p) q \XYZ eciic\ ]c δ+(P − γ2Q−1) = r

T sXYe q
δ+(P − γ2Q−1) = r

Ã ^_hh[Xevc h[jej]cYZc c\Z r _dYZcY_YZ [j\br jc T
∃Q(p) = Gr(p)−F (p), Gr(p) ∈ RHr

∞, F (p) ∈ RHm
∞,−/‖G(p)−Q(p)‖∞ ≤ γ

\d cZ \cbicr cYZ\d
∃P = P T > 0,

tj[dz_YZ
(3.27)

∃Q = QT > 0,
tj[dz_YZ

(3.28)
δ+(P − γ2Q−1) = rsjZc[r dYXY\ bYc `X[Yc dYgj[dcb[c ]c

γ
T�Xb\ _tXY\

P − γ2Q−1 ≥ Peq − γ2Q−1
eq = T T � Æ�N (

σ2
1 − γ2

σ1

, . . . ,
σ2

n − γ2

σn

)

T
k� T�pm

XÈ
T
c\Z i_ r _Z[dec ]c ev_Yocr cYZ ]c `_\c r cY_YZ Ë i_ gX[r c jabdid`[jc q XÈ ic\ ¼ Âh \XYZ

ei_\\jc\ h_[ X[][c ]je[Xd\\_YZ Tsc i ^dYjo_idZj k� T�pm q bYc `X[Yc dYgj[dcb[c \b[ γ
hcbZ �Z[c e_iebijc TÂXdcYZ

XPeq+

cZ
XP+

ic\ \Xb\fc\h_ec\ h[Xh[c\ _\\Xedj\ [c\h ceZdtcr cYZ _bu t_icb[\ h[Xh[c\\Z[deZcr cYZ hX\dZdtc\ ]c Peq − γ2Q−1
eq

cZ
P − γ2Q−1

T s ^_h[y\ k� T�pm q ∀x ∈ XPeq+, xT (P −
γ2Q−1)x ≥ 0 q ]XYe XPeq+ ⊂ XP+

cZ h_[ \bdZc
δ+(Peq − γ2Q−1

eq ) ≤ r
T�i \ ^cY\bdZ ] ^_h[y\ k� T�pm abc

γ ≥ σr+1

TÃ_ \XibZdXY XhZdr _ic h cbZ �Z[c r _dYZcY_YZ g_edicr cYZ eXY\Z[bdZc T γ = σr+1 eX[[c\hXY] _beX½Z XhZdr _i _tce P = Peq

abd tj[dzc k� Twám cZ
Q = Qeq

abd tj[dzc k� TwLm T
2

n <;o9pq< � >³ >?á x~} x y|}} �
P̃ � x{|��t{ �} t w|s�xv|}

Gr(p)+F (p)
|z xv� ~st |� w|�w¬|z xv� ~st� � �tw x¬�¬yv{t

‖G(p) − Gr(p) + F (p)‖∞ ≤ γ � σr+1(G) < γ < σr(G)� { t�vt} x z ~{ tu t�z st � �|}wvy�{t{ st�~w ��~sv x� yt s �v} ��~sv x� ¦« �¨ Ù© �U~{ ~vsst�{w � s~ � ~ x{v�t
P̃

} �tw x z ~w y� }vt yt � ~}v�{t �}v��t� �~ y�� |}w x{~ xv|} y� st� � t� �� �¨ t�z s|� � z |�{ y�� |} x{t{ st x� �|{�� t « �� �§ y|}} t �} t �|}w x{ ��xv|} z |wwv ¡st yt
P̃

t}�|} �xv|} yt
γ

tx yt
P

tx
Q

��{v ~} x ¦« �§ Ù© tx ¦« �§Ú© � � �} ��~}� t� t} x yt ¡~wt z {�w
My~}w s �twz ~�t ytw w|s�xv|}w � P̃

z t�x � x{t ~ �wwv tuz {v� �t yt s~ � ~}v�{t w �v�~} xt ª

P̃ =

[
I 0
0 MT

]




P U

UT

[
Ir 0
0 −Im

]





[
I 0
0 M

]

|�
U = UT tw x y|}} �t z ~{

P −γ2Q−1 = U

[
Ir 0
0 −Im

]

UT tx
P,Q

��{v ~} x ¦« �§ Ù© � ¦« �§Ú© �
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�} ��|vu yt

M
w �~��{t v} x�{tww~} x�

M = (γ2I − PQ)U−1 ~ ¡|�xv x � ª

P̃ =

[
P −(PQ − γ2I)

−(PQ − γ2I)T Q(PQ − γ2I)

]

txxt yt{}v�{t �|{� t tw x� �|� � t }|�w ~ss|}w st z {�wt} xt{ z s�w s|v} � �tsst �xvsvw�t y~}w
s �~zz {|�� t �s~wwv��t �
n <;o 9pq< � >³ >=U|�{

r = n − 1� st { �w �s x~ x y� st� � t § �« ��� z ~� t «�� tw x {t x{|��� � �} x{~}w�t{ x y �|{y{t
nz t�x � x{t ~zz {|�� � yt � ~}v�{t |z xv� ~st z ~{ �} x{~}w�t{ x y �|{y{t

n − 1
� �} tâ tx� y~}w �t

�~w � γ = σn � t x
m =

��ÇN(Peq − σ2
r+1(G)Q−1

eq ) − (n − 1) = 0 ã t} y �~ �x{tw xt{� tw s~ z ~{ xvt
~} xv�~ �w~st yvwz ~{~� x�

Ãc ZvjX[yr c � T� Tw c\Z r d\ cY  bt[c hXb[ i ^_hh[Xu dr _ZdXY XhZdr _ic ] ^bY Z[_Y\gc[Z
e_b\_i h_[ bY Z[_Y\gc[Z _YZde_b\_i T
®898¯¯o °9< � >³ >� {ä<6o9° ?±µå�¶|v x

G(p) ∈ RH∞

yt yt�{�
n

� � s|{w
‖G(p)‖H = Å ÆÇ

Q∈RH∞,−
‖G(p) + Q(p)‖∞

k� T� lm
�t yt�{� yt

Q(p)
tw x

n − l
|�

l
tw x s~ � �s xvz sv�v x� yt

σ1(G)
�

O E÷ óúøõGùõöóú I s ^_h[y\ ic ZvjX[yr c h[jej]cYZ q cY h[cY_YZ r = 0 q i_ [ci_ZdXY k� T� lm c\Zdrrj]d_Zc Tsc hib\ q m =
��ÇN(Peq − σ1(G)2Q−1

eq ) = n − l
T

2

sc ec [j\biZ_Z ]jeXbic ]d[ceZcr cYZ ic eX[Xii_d[c \bdt_YZ T
®898¯¯o °9< � >³ >³¶|v x

G(p) ∈ RH∞

yt yt�{�
n

� � s|{w �
Å ÆÇ

Gr(p) ∈ RH
r
∞

F (p) ∈ RH
m
∞,−

‖G(p) − Gr(p) + F (p)‖∞ = Å ÆÇ
Gr(p)∈RHr

∞
‖G(p) − Gr(p)‖H

O E÷ óúøõGùõöóú I s ^_h[y\ ic eX[Xii_d[c h[jej]cYZ q cY [crhi_²_YZ
G(p)

h_[
G(p) − Gr(p) qdi \b� Z ]c r dYdr d\c[ ic\ ]cbu rcr`[c\ ]c i ^jo_idZj h_[ [_hhX[Z Ë

Gr(p)
T

2

®898¯¯o °9< � >³ >µ¶|v x
G(p) ∈ RH∞

yt yt�{�
n

� � s|{w �
Å ÆÇ

Gr(p)∈RHr
∞
‖G(p) − Gr(p)‖H = σr+1(G)

O E÷ óúøõGùõöóú I ec eX[Xii_d[c c\Z drrj]d_Z eXrhZc ZcYb ]b eX[Xii_d[c h[jej]cYZ cZ ]bZvjX[yr c � T� Tw T
2
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� Q· Q� � W`^\`± T _T [V _mU ]^ZaWVa`]^ \[VZZ`XYT

Ã_ rXZdt_ZdXY ]c i ^_hh[Xevc ei_\\dabc h[XtdcYZ ]b g_dZ abc \ ^di cu d\Zc w Z[_Y\gc[Z\
Gr(p) ∈ RHr

∞

cZ
F (p) ∈ RH∞,−

Zci\ abc
‖G(p) − Gr(p) + F (p)‖∞ ≤ γ

k� T�wm
_iX[\ ‖G(p) − Gr(p)‖H ≤ γ

kh[Xh[djZj\ � T� Tlm T s_Y\ ecZZc \ceZdXY YXb\ _iiXY\ h[j\cYZc[ ice_\ \Xb\fXhZdr _i cZ ic e_\ XhZdr _iTs_Y\ ic e_\ \Xb\fXhZdr _i q h Xb[ r
zuj kX[][c ]b rX]yic [j]bdZ

Gr(p)
m q ic eX[Xii_d[c� T� T' _\\b[c abc

γ
tj[dzc gX[ejr cYZ γ > σr+1(G)

T sc hib\
γ < σr(G) q \_Y\ abXd i ^dYc[Zdc]c

P̃
_r yYc[_dZ Ë evc[evc[ bYc \XibZdXY Gr(p)

hX\\j]_YZ r XdY\ ]c
r
h f ic\ \Z_`ic\ T Ãc e_\XhZdr _i t_ q ab_YZ Ë ib d q eXY\d\Zc[ Ë Z[_dZc[

γ = σr+1(G)
T

Á ÀÂ ÀÁ ÀÃ æ� çÄ ��èÆ��� �Å� ��� ÆÇN ç
s_Y\ ic\ cuhide_ZdXY\ abd \bdtcYZ q i_ h[Xh[djZj ]c r _Z[dec ]c Z[_Y\gc[Z e_[[j _iifh_\\ c\ZbYc d]jc ecYZ[_ic T xXrrc i ^dY]dabc i_ ]jzYdZdXY \bdt_YZc q bYc Zciic r _Z[dec ]c Z[_Y\gc[Zc\Z e_[_eZj[d\jc h_[ ]c\ t_icb[\ \dYobidy[c\ bYdZ_d[c\ \b[ i ^cY\cr`ic ]c\ hbi\_ZdXY\ T

374°5 °6 °85 � >³ >= {5 9o5�4<96 o¯¯é£o���¶|v x
G(p)

�} w� w x�� t �~{{� ¦z ~w } ��tww~v{t� t} x w x~ ¡st© y��{v x z ~{ ¦« �¨© �
G(p)

tw x yv x~ss¬z ~ww wv t x wt�st� t} x wv
G(jω)

��{v  t s ��} t ytw z {|z {v� x�w w �v�~} xtw ∀ω ∈ R̄
ª

JÆK G(jω)∗G(jω) = IJÆÆK G(jω)G(jω)∗ = IÃ_ [cr _[abc � T� Tl jZ_`idZ i_ eXY\Z[beZdXY ] ^bYc r _Z[dec P̃
Zciic ab ^bYc \XibZdXY Xhf

Zdr _ic
Q(p) =

[
Ā B̄
C̄ D̄

] tj[dzc i ^dYjo_idZj k� TlLm T ÌYc \XibZdXY cuhidedZc cZ \drhic h cbZ�Z[c e_iebijc cY eXY\d]j[_YZ ic e_\ jo_idZj ]c k� TlLm T s_Y\ ec e_\ q i_ [cevc[evc ]b rX]yic[j]bdZ c\Z [_r cYjc Ë i_ [j\XibZdXY ] ^jo_idZj\ idYj_d[c\ T Ã ^_hh[Xevc ei_\\dabc q _hhcijc ù � ��ôùøø ý÷ Cý��öú» � iXá� q � iXá� q �Ã�' q g�pp q �s��.� \c [_r yYc ]c r _Ydy[c jabdt_icYZc Ëi_ [j\XibZdXY ] ^bY \Á\Zyr c idYj_d[c T xced ZdcYZ ]b g_dZ ]c i ^dYZdrc [ci_ZdXY ab ^di cu d\Zc cYZ[ci ^jo_idZj k� TlLm d\\bc ]b icrrc [jci `X[Yj cZ i_ e_[_eZj[d\_ZdXY ]c\ Z[_Y\gc[Z\ _iifh_\\ cY[ch[j\cYZ_ZdXY ] ^jZ_Z T s_Y\ ec abd \bdZ q ic\ r XZdt_ZdXY\ cZ i_ r d\c cY  bt[c ]b _iifh_\\cr`c]]dYo \XYZ h[j\cYZjc\ T
Ã_ [cevc[evc ] ^bYc \XibZdXY Q(p)

4
= Gr(p)

f
F (p)

tj[dz_YZ i ^dYjo_idZj k� T�wm \c [j_id\ccY �hiXYoc_YZ � ê ic Z[_Y\gc[Z
G(p)−Q(p)

]_Y\ bY Z[_Y\gc[Z
γ2
f_iifh_\\ q YXZj Ea(p)

]_Y\ i_\bdZc T sc ecZZc r _Ydy[c q ic h[X`iyr c [ctdcYZ Ë e_iebic[ bY Z[_Y\gc[Z e_[[j Ea(p) γ2
f_iifh_\\ q]XYZ ic `iX e (1, 1)

c\Z
G(p)−Q(p)

T � dY\d q i_ h[Xh[djZj ‖G(p)−Q(p)‖∞ ≤ γ
\c[_ _\\b[jc kic

e_\ jo_idZj _hh_[_d\\_YZ iX[\abc G(p)
c\Z e_[[jm T Gr(p) eX[[c\hXY] _dY\d Ë i_ h_[Zdc \Z_`ick]c ]co[j

r
m ]c

Q(p)
TÌYc h_[_rjZ[d\_ZdXY ]c i ^cY\cr`ic ]c\ Z[_Y\gc[Z\

Q(p)
tj[dz_YZ i ^dYjo_idZj k� T�wm c\Z cYf\bdZc jZ_`idc T

�Xb[ [j_id\c[ bYc Zciic _hh[Xevc q bYc e_[_eZj[d\_ZdXY ]_Y\ i ^c\h_ec ] ^jZ_Z ]c\ Z[_Y\gc[Z\_iifh_\\ c\Z Yjec\\_d[c TëÛØ ÜÒÚß Ò ÐÕÊ ÓÐÝÖ ìÒßI ÒÛÛÝÕÊ ì
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5 6789:; < � >³ >×@ óöõ G(p) Aú õGùúøÀ ýGõ ûùGGE ÷öúö÷ ù � �EûGöõ ô ùG �µ F¶� F Ü �óGø G(jω)∗G(jω) = σ2I øö ýõø ýA�ý÷ ýúõ øö ∃P = P T öúüýGøöC�ý õý� �ý ´A ý I

[
AT P + PA + CT C PB + CT D

DT C + BT P DT D − σ2I

]

= 0
k� T��m

O E÷ óúøõGùõöóú I � XYZ[XY\ ] ^_`X[] ⇐ TÃ_ eXY]dZdXY k� T��m cYZ[_4Yc Ä
[

(jωI − A)−1B
I

]∗ [
(A − jωI)∗P + P (A − jωI) + CT C PB + CT D

DT C + BT P DT D − σ2I

] [
(jωI − A)−1B

I

]

= 0

⇔
[

(jωI − A)−1B
I

]∗ [
(A − jωI)∗P (jωI − A)−1B − PB + CT C(jωI − A)−1B + +PBCT D

BT P (jωI − A)−1B + DT C(jωI − A)−1B + DT D − σ2I

]

= 0

⇔ −BT P (jωI − A)−1B + BT (jωI − A)−∗CT C(jωI − A)−1B + BT (jωI − A)−∗CT D + . . .
. . . + BT P (jωI − A)−1B + DT C(jωI − A)−1B + DT D − σ2I = 0

⇔ (D + C(jωI − A)−1B)∗(D + C(jωI − A)−1B) − σ2I = 0] ^XÈ
G(jω)∗G(jω) = σ2I

T

� XYZ[XY\ r _dYZcY_YZ ⇒ T
�Xb\ _tXY\ h_[ vÁhXZvy\c G(jω)∗ = σ2G(jω)−1

T �_[ \bdZc q
σ2G(p)−1 s

=

[
A − BD−1C σBD−1

−σD−1C σ2D−1

] cZ
G(p)∗

s
=

[
−AT −CT

BT DT

]

∃T
dYtc[\d` ic

/

T−1(A − BD−1C)T = −AT k� T��m
σT−1BD−1 = −CT k� T�'m
−σD−1CT = BT k� T�.m

σ2D−1 = DT k� T�Lm
k� T�Lm dr hidabc abc

DDT = σ2I
Tk� T�.m ]XYYc

B = −σT T CT D−T = −σ−1T T CT D
cZ k� T�'m drhidabc

B = −σ−1TCT D
T �icY ]jeXbic T = T T

TÃc\ [ci_ZdXY\ k� T�� m cZ k� T�'m ]XYYcYZ
(T−1A + CT C)T = −AT q ]XYe T−1A + AT T−1 +

σ−1CT C = 0
TnY h[cY_YZ

P = σT−1 q YXb\ _tXY\ `dcY Ä ∃P = P T
Zciic abc Ä

AT P + PA + CT C = 0] ^_h[y\ k� T�'m q PB + CT D = 0

DT D − σ2I = 0

2
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�<; ; < � >³ >å¶|v x

G(p)
�} x{~}w�t{ x �~{{� � v}v� ~s y��{v x z ~{ ¦« �¨© � � s|{w

G(jω)G∗(jω) = σ2I
wv t x

wt�st� t} x wv ∃Q = QT xts ��t ª
[

AQ + QAT + BBT QCT + BDT

CQ + DBT DDT − σ2I

]

= 0
k� T�ám

� t z s�w
PQ = σ2I

|�
P

tw x y� }vt y~}w st x� �|{�� t z {���yt} x�
O E÷ óúøõGùõöóú I nY hX\Z cZ h[jfrbiZdh id_YZ i ^jo_idZj k� T��m h_[ [

P−1 0
0 I

]

q k� T��m c\Z
jabdt_icYZc Ë Ä

P−1AT + AP−1 + P−1CT CP−1 = 0
k� T��m

B + P−1CT D = 0
k� T�pm

DDT − σ2I = 0
k� T� lm

k� T�pm ]XYYc
CT = −PBD−1

T sXYe q k� T��m ]ctdcYZ
P−1AT + AP−1 + BD−1D−T BT = 0Xb cYeX[c _tce k� T� lm P−1AT + AP−1 + σ−2BBT = 0
T�X\XY\ _iX[\ q Q = σ2P−1

T k� T�pm ]ctdcYZ
D−1B + σ−2QCT = 0

] ^XÈ td_ k� T� lm q DT B +
QCT = 0

T
2

Ãc\ w icrrc\ h[jej]cYZ\ \XYZ r _dYZcY_YZ bZdid\j\ hXb[ e_[_eZj[d\c[ ic Z[_Y\gc[Z �_iifh_\\ �
Ea(p)

cZ _dY\d cuh[dr c[ ic\ jab_ZdXY\ idYj_d[c\ tj[dzjc\ h_[
Q(p)

T
Á ÀÂ ÀÁ ÀÁ Ä ÆÆ�Æ#�� Æ�Ç �! #�� ��!�è�Æ� ÆÅ ��

¾_hhciXY\ abc
G(p)

hX\\y]c
nu

cYZ[jc\ cZ
ny

\X[Zdc\ T s_Y\ bY h[cr dc[ Zcrh\ q ic �_iifh_\\ cr`c]]dYo � eXY\d\Zc Ë [_À XbZc[
ny

cYZ[jc\ cZ
nu

\X[Zdc\ T � dY\d q ec \Á \Zyr c _bor cYZj
Ga(p)

c\Z ZXbÀ Xb[\ e_[[j r �rc \d G(p)
Yc i ^c\Z h_\ T�YZ[X]bd\XY\ ]XYe Ä

Ga(p)
4
=





A B 0
C
0

D 0
0 0




s
=

[
A Ba

Ca Da

] k� T�wm

Ga(p) ∈ R
(nu+ny)×(ny+nu)

c\Z _hhcij i_ ]di_Z_ZdXY ]c
G(p)

Ts _Y\ bY \ceXY] Zcrh\ q i_ eXY\Z[beZdXY eXY\d\Zc Ë Z[Xbtc[ bY Z[_Y\gc[Z
Qa(p)

cY bZdid\_YZ
ic ZvjX[yr c � T� T. q _zY ]c [cY][c i ^c[[cb[ Ea(p)

4
= Ga(p) − Qa(p) γ2

_iifh_\\ q e ^c\ZfËf] d[c Ä
Ea(p)∗Ea(p) = γ2I

Ãc `iXe klqlm ]c i ^jo_idZj h[jej]cYZc dr hidabc abc G(p)−Qa11(p)
tj[dzc ‖G(p)−Qa11(p)‖∞ ≤

γ
kic e_\ jo_idZj jZ_YZ X`ZcYb \d G(p)

c\Z bY Z[_Y\gc[Z e_[[jm TQa11(p)
c\Z ]y\ iX[\ i_ \XibZdXY

Q(p)
[cevc[evjc Ä

Q(p) = Qa11(p)Ãc Z[_Y\gc[Z
Gr(p)

c\Z X`ZcYb cY h[cY_YZ i_ h_[Zdc \Z_`ic cZ e_b\_ic ]c Q(p)
TnY YXZ_YZ Ä

Qa(p)
s
=

[
Â B̂

Ĉ D̂

]



()äñêéå¤ ! "éç¥¤ ¥¤ ã#¤åå¤çå ä,îëãç¤ á l

Ea(p)
c\Z ]XYYj h_[ Ä

Ea(p)
s
=





A 0

0 Â

Ba

B̂

Ca −Ĉ Da − D̂




4
=

[
Ae Be

Ce De

]

s ^_h[y\ ic ZvjX[yr c � T� T. q Ea(p)
c\Z

γ2
f_iifh_\\ \d cZ \cbicr cYZ \d ∃Pe

dYtc[\d`ic Zciicabc Ä
[

AT
e Pe + PeAe + CT

e Ce PeBe + CT
e De

DT
e Ce + BT

e Pe DT
e De − γ2I

]

= 0
k� T��m

Pe

c\Z ]XYe ic o[_rr dcY ] ^X`\c[t_`didZj ]c Ea(p)
TÃ ^X`À ceZdg c\Z ]c eXY\Z[bd[c Pe q Â q B̂ q Ĉ q D̂ Zciic\ abc k� T��m \XdZ tj[dzjc TÃ_ r_Z[dec De

c\Z e_iebijc drrj]d_Zcr cYZ Ä
De ∈ R

(nu+ny)×(nu+ny)
T s ^_h[y\ ic `iX e

(2, 2)
]c k� T��m q bY evXdu Y_Zb[ci hXb[ D̂

c\Z _iX[\ Ä

D̂ =

[
D γIny

γInu
0

]

nY YXZ_YZ
Qe

ic o[_rr dcY ]c eXrr_Y]_`didZj ]c Ea(p) q ] ^_h[y\ ic icrrc � T� TL i ^jo_idZj
PeQe = γ2I

c\Z tj[dzjc T s ^_h[y\ i_ \Z[beZb[c ]c\ r _Z[dec\ Ae q Be q Ce

cZ
De q ic\ r _Z[dec\

Pe

cZ
Qe

XYZ i_ gX[r c \bdt_YZc Ä

Pe =

[
P ∗
∗ ∗

]

, Qe =

[
Q ∗
∗ ∗

]

P
cZ

Q
jZ_YZ ic\ o[_rr dcY\ ] ^X`\c[t_`didZj cZ ]c eXrr_Y]_`didZj ]c G(p)

T sc hib\ q PecZ
Qe

hX\\y]cYZ ev_ebYc bYc eXYZ[_dYZc \b[ icb[ dYc[Zdc e_[ Ae

hX\\y]c
r
hf ic\ Ë h_[Zd[[jciic \Z[deZcr cYZ Yjo_Zdtc cZ n − r

hf ic\ Ë h_[Zdc [jciic \Z[deZcr cYZ hX\dZdtc T ÌYc gX[r chX\\d` ic ]c
Pe

c\Z eciic ]XYYjc ]_Y\ i_ [cr _[abc � T� Tl q h_oc L. Ä

Pe =

[
P −(PQ − γ2I)

−(PQ − γ2I)T Q(PQ − γ2I)

]

Xb cYeX[c YXZjc Ä
Pe =

[
P −E

−ET QE

]

_tce E = PQ − γ2I
Tsy\ iX[\ q Â q B̂ cZ

Ĉ
\c ]j]bd\cYZ ]c i ^jo_idZj k� T��m �Ã�'� Ä

B̂ = E−1(QBa + CT
a De)

Ĉ = DeB
T
a + CaP

Â = −E−1(AT E + CT
a Ĉ)

k� T��m

Ã_ eXY\Z[beZdXY ] ^bYc \XibZdXY Qa(p)
c\Z _dY\d _evctjc T �XZXY\ abc hXb[ h_[tcYd[ Ë ecZZc\XibZdXY q ic \cbi e_iebi ]c\ o[_rr dcY\ P
cZ

Q
c\Z [cabd\ T �t_YZ ]c h_\\c[ Ë i_ h_[_rjZ[d\_fZdXY ]c ZXbZc\ ic\ \XibZdXY\ XhZdr _ic\ q YXb\ hXbtXY\ YXZc[ �Ã�'� abc

Ea(p)
cZ

Qa(p)
\XYZ]c\ Z[_Y\gc[Z\ r dYdr _bu T nY cÝcZ q Pe

cZ
Qe

jZ_YZ dYtc[\d`ic\ q di \b� Z ]c rXYZ[c[ abc Ae

YchX\\y]c h_\ ]c t_icb[ h[Xh[c \b[ i ^_uc dr _odY_d[c T xced c\Z ]jr XYZ[j h_[ i ^_`\b[]c ]_Y\�Ã�'� T Ã_ \Z[beZb[c ]c\ r _Z[dec\ ] ^jZ_Z ]c Ea(p)
_r yYc ]d[ceZcr cYZ Ë eXYeib[c \b[ i_r dYdr_idZj ]c

Qa(p)
abd c\Z ]XYe ]c ]co[j n

cZ hX\\y]c
r
hf ic\ Ë h_[Zdc [jciic \Z[deZcr cYZYjo_Zdtc cZ

n − r
hf ic\ Ë h_[Zdc [jciic \Z[deZcr cYZ hX\dZdtc T
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Ã_ h_[Zdc h[jej]cYZc _ cb hXb[ `bZ ]c r XYZ[c[ i ^cu d\ZcYec ] ^bYc \XibZdXY h_[Zdebidy[c
Q(p)

T Ã ^cY\cr`ic ]c\ Z[_Y\gc[Z\
Q(p)

]c ]co[j
n
cZ hX\\j]_YZ

r
hf ic\ Ë h_[Zdc [jciic\Z[deZcr cYZ Yjo_Zdtc cZ n − r

hf ic\ Ë h_[Zdc [jciic \Z[deZcr cYZ hX\dZdtc q tj[dz_YZ
‖G(p) − Q(p)‖∞ ≤ γ, γ ∈]σr+1(G(p)), σr(G(p))[

k� T�'m
c\Z ]XYYj h_[

Q = Qa ? U, U ∈ RH−
∞, ‖U‖∞ ≤ 1

γ
k� T�.m

XÈ
?
]j\doYc ic h[X]bdZ ]c ¾ c]vcÝc[ dYZ[X]bdZ ]_Y\ ic\ YXZ_ZdXY\ ' T

xcZZc h_[_rjZ[d\_ZdXY h[XtdcYZ ]b g_dZ abc hXb[ ZXbZ
Q(p)

tj[dz_YZ k� T�'m í q _iX[\ Q(p)hcbZ \ ^je[d[c Q(p) = Qa(p) ? U(p), U(p) ∈ RL∞ q XÈ Qa(p)
c\Z ic Z[_Y\gc[Z e_iebij ]_Y\ i_h_[Zdc h[jej]cYZc T nY cÝcZ q bYc Zciic h_[_r jZ[d\_ZdXY c\Z ZcevYdabcrcYZ [cY]bc hX\\d` ic�Ã�' q g�pp� kQa12(p)

c\Z dYtc[\d` ic \b[ i ^_uc dr _odY_d[c q Qa21(p)
c\Z dYtc[\d` ic \b[ i ^_ucdr _odY_d[c q Qa22(p)(∞) = 0

m T
sy\ iX[\ q G − Q = Fl(Ga − Qa, U) = Ea ? U

T xXrrc
Ea(p)

c\Z
γ2
f_iifh_\\ cZ tj[dzc]XYe Ea(jω)∗Ea(jω) = γ2I q ic `Xbei_oc h_[ bY Z[_Y\gc[Z

U(jω) q _\\b[c abc ‖Ea(jω) ?

U(jω))‖∞ ≤ γ
\d cZ \cbicr cYZ \d ‖U(jω)‖∞ ≤ 1

γ
�Ã�' q �s��. q � iXá�� T �XZXY\ _iX[\ abc

ic `Xbei_oc ]c Qa(p)
h_[

U(p)
_YZde_b\_i Yc rX]dzc h_[ ic YXr`[c ]c hf ic\ Ë h_[Zdc [jciic\Z[deZcr cYZ Yjo_Zdtc k\dr di_d[c Ë bYc eXY]dZdXY ]c ZÁhc hcZdZ o_dY m ]c Qa(p)

]XYYj ]_Y\i_ h_[Zdc h[jej]cYZc q cZ t_i_YZ r
T � dY_icr cYZ q h Xb[ ZXbZ U(p)

_YZde_b\_i q Q(p)
]XYYj h_[k� T�.m hX\\y]c cu_eZcr cYZ r

hf ic\ Ë h_[Zdc [jciic \Z[deZcr cYZ Yjo_Zdtc T
Á ÀÂ ÀÁ ÀÍ M Æ�� �Ç î!M�� ��Ç� �� #�� ��!�è�Æ� ÆÅ ��

¾ ch[cYXY\ \Xb\ gX[r c _ioX[dZvr dabc ZXbZc i_ ]jr _[evc _rcY_YZ Ë i ^X`ZcYZdXY ] ^bY
Gr(p)

\Xb\fXhZdr _i T
lT x_iebi ]c\ o[_rr dcY\ P

cZ
Q
]c

G(p)
_dY\d abc ]c\ ¼ Âh ktXd[ \ceZdXY � T� T� q h_oc.wm T sjZc[r dYc[

r
Zci abc

γ ∈]σr+1(G(p)), σr(G(p))[

w T x_iebi ]c De =

[
0 γnyI

γnuI 0

]

� T x_iebic[ Â q B̂1

cZ
Ĉ1

kjo_idZj\ k� T��mm Ä

B̂1 = E−1(QB + CT D)

Ĉ1 = DBT + CP

Â = −E−1(AT E + CT Ĉ1)

XÈ
P
cZ

Q
\XYZ ic\ o[_rr dcY\ ] ^X`\c[t_`didZj cZ ]c eXrr_Y]_`didZj ]c G(p)

cZ
E = PQ − γ2I

T
� T

Gr(p)
c\Z ]XYYj h_[ i_ h_[Zdc \Z_`ic ]c

Q(p)
s
=

[
Â B̂1

Ĉ1 D

]
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s_Y\ ic e_\ XhZdr _i q bY Z[_Y\gc[Z Gr(p)
\Z_`ic ]c ]co[j

r
c\Z evc[evj ]c r _Ydy[c ËrdYdr d\c[ ‖G(p) − Gr(p)‖H

T Ãc ZvjX[yr c � T� Tw cZ ic eX[Xii_d[c � T� T' dr hidabcYZ ab ^di c\Zjabdt_icYZ ]c evc[evc[ bY Z[_Y\gc[Z
Q(p)

hX\\j]_YZ
r
hf ic\ Ë h_[Zdc [jciic \Z[deZcr cYZYjo_Zdtc cZ

m
hf ic\ õ Ë h_[Zdc [jciic \Z[deZcr cYZ hX\dZdtc q tj[dz_YZ ‖G(p)−Q(p)‖∞ = γ =

σr+1(G(p))
k]_Y\ ic e_\ XhZdr _i γ c\Z bYc ¼ Âh ]c

G(p)
m Ts_Y\ i_ \bdZc q ab_Y] YXb\ \bhhX\XY\ abc σr+1(G(p))
c\Z ]c rbiZdh idedZj l q di c\Z _iX[\hX\\d` ic ]c evXd\d[ bYc [ch[j\cYZ_ZdXY ] ^jZ_Z ]c G(p)

hXb[ i_abciic ic\ o[_rr dcY\ h cbtcYZ\ ^je[d[c ]c i_ g_²XY \bdt_YZc Ä
P =

[
Σ 0
0 σr+1Il

]

, Q =

[
Σ 0
0 σr+1Il

]

XÈ
Σ = � Æ�N(σi), i 6= r + 1

T
�XZXY\ ded abc P − σ2

r+1Q
−1

hX\\y]c
l
t_icb[\ h[Xh[c\ Ybiic\ q ec abd c\Z i_ ]dÝ j[cYecr _À cb[c _tce ic e_\ \Xb\fXhZdr _i T Ã ^_hhide_ZdXY ]b ZvjX[yr c � T� Tw dr hidabc ]XYe abc

m = n− l− r q XÈ m eX[[c\hXY] _b YXr`[c ]c hf ic\ _YZde_b\_bu ]c Q(p)
T �_[ \bdZc q Q(p)c\Z ]c ]co[j

n − l
Tsy\ iX[\ q i_ ZcevYdabc ]b �_iifh_\\ cr`c]]dYo � hcbZ ]c YXbtc_b \ ^_hhidabc[ cY YXZ_YZabc

Pe ∈ R
(2n−l)×(2n−l)

T xXrrc h[jej]crrcYZ q Pe = P T
e

]XdZ tj[dzc[

Pe =





[
Σ 0
0 σr+1Il

]

∗
∗ ∗



 , P−1
e =




σ−2

r+1

[
Σ 0
0 σr+1Il

]

∗
∗ ∗





sc YXbtc_b q bY h[X`iyr c ]c eXrhijZdXY ]c r _Z[dec c\Z Ë [j\Xb][c T Ãc icrrc ÿ T' Tlh c[r cZ ]c eXY\Z[bd[c bYc r _Z[dec Pe

Ë i ^_d]c ] ^bYc ]jeXrhX\dZdXY cY t_icb[\ \dYobidy[c\ T� bY ev_YocrcYZ ]c `_\c h[y\ ]_Y\ i ^c\h_ec ]c\ \XibZdXY\ k[cr _[abc h_oc L.m q i_ r _Z[dec
Pe

bZdid\jc ]_Y\ i_ idZZj[_Zb[c c\Z i_ \bdt_YZc Ä

Pe =





Σ 0 −Γ
0 σr+1I 0

−ΓT 0 ΣΓ




k� T�Lm

XÈ
Γ = Σ2 − γ2In−l

TxXrrc hXb[ ic e_\ \Xb\fXhZdr _i q i_ [j\XibZdXY ]c\ jab_ZdXY\ k� T��m cZ k� T�ám _`XbZdZ _bur_Z[dec\ ] ^jZ_Z Ā q B̄ q C̄ cZ
D̄
]c

Q(p)
[cevc[evj T Ãc r X]yic [j]bdZ

Gr(p)
c\Z X`ZcYb cYh[cY_YZ i_ h_[Zdc e_b\_ic ]c Q(p)

TÃc ZvjX[yr c \bdt_YZ h[j\cYZc bYc [j_id\_ZdXY ] ^jZ_Z hX\\d` ic hXb[ bY Z[_Y\gc[Z Q(p)
T

5 6789:; < � >³ >¨ {o}o£67 }< ¦|¯8¨³ ©�@ óöõ G(p) Aú õGùúøÀ ýGõ øõùC�ý �EûGöõ ô ùG �µ F¶� F @ óöýúõ P
·
Q �ýø » Gù÷÷ öýúø �ý ûó÷÷ ùú�ù�

Cö�öõE ýõ � DóCø ýGüùCö�öõE �ý
G(p)

ýõ γ
4
= σr+1(G(p)) õý�ø ´A ý I

AQ + QAT + BBT = 0
k� T�ám

AT P + PA + CT C = 0
k� T��m

P = P T = � Æ�N(Σ, γIl)

Q = QT = � Æ�N(Σ, γIl)

Σ ∈ R
(n−l)×(n−l)ö÷Ð ÙÐÓÒØÚ ÛÒ

m
ÒÖÜ ÛÝÖÞØÜÌÒ ÛÐÕÖ ÓÐ ÖØÝÜÒ ÊÚñÞÒ ÐØ ÜËÌÔÚÏßÒ × àÖ àÕ à
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ùüýû

Σ
�öù» óúù �ýF� ùGõöõöóúúóúø �ýø ÷ ùõGöûýø A

·
B

ýõ C
ýú ùûûóG� ùüýû

P I
A =

[
A11 A12

A21 A22

]

, B =

[
B1

B2

]

, C =
[

C1 C2

]

Ü �óGø Q(p)
4
=

[
Ā B̄
C̄ D̄

] �EH úö ôùG

Ā = Γ−1(γ2AT
11 + ΣA11Σ − γCT

1 UBT
1 )

k� T'pm
B̄ = Γ−1(ΣB1 + γCT

1 U)
k� T'lm

C̄ = C1Σ + γUBT
1

k� T'wm
D̄ = D − γU

k� T'�m
óW

U
ýøõ Aú ý ÷ ùõGöûý AúöõùöGý øùõöøÀ ùöøùúõ

B2 = −CT
2 Uýõ

Γ
4
= Σ2 − γ2Iýøõ õý� �ý ´A ý I

¶ F ‖G(p) − Q(p)‖∞ = γº F Q(p) ô óøø B�ý ýþ ùûõý÷ ýúõ r ô ¸�ýø ¹ ôùGõöý GEý� �ý øõGöûõý÷ ýúõ ú E»ùõöü ý ýõ n−r− l ô ¸�ýø¹ ôùGõöý GEý� �ý øõGöûõý÷ ýúõ ô óøöõöü ýFµ F Gr(p) = [Q(p)]+
ýøõ Aú ý ùôô Góþ ö÷ ùõöóú óô õö÷ ù �ý � DóG�Gý

r ùA ø ýúø �ý �ù úóG÷ ý �ýÚ ùúÛ ý� I
‖G(p) − Gr(p)‖H = γ = σr+1(G(p))O E÷ óúøõGùõöóú I δ0(Σ

2 − γ2I) = 0
ki_ r _Z[dec Σ2 − σ2I

c\Z dYtc[\d` icm T
Ã_ eXrhijZdXY ]c i_ r _Z[dec Pe

]XYYjc h_[ k� T�Lm \c [j_id\c ]d[ceZcr cYZ ]_Y\ i_ `_\cjabdid`[jc Ä

Pe =





Σ 0 −Γ
0 γI 0

−ΓT 0 ΣΓ





Ã_ ZcevYdabc ]b �_iifh_\\ cr`c]]dYo �q h[j\cYZjc h_oc ál hc[r cZ ]c eXY\Z[bd[c Qa(p)Zciic abc
Ea(p) = Ga(p)−Qa(p)

\XdZ bYc gXYeZdXY γ2
f_iifh_\\ T Ã_ r_Z[dec U

_hh_[_4Z iX[\]c ecZZc jZ_h c �Ã�'� T Ãc\ r _Z[dec\ ] ^jZ_Z ]c Q(p)
\XYZ X`ZcYbc\ ]d[ceZcr cYZ Ë h_[Zd[ ]c

eciic\ ]c Qa(p)
k
Q(p) = Qa11(p)

m T
� dY\d qQ(p)

tj[dzc ‖G(p)−Q(p)‖∞ ≤ γ
kjo_idZj iX[\abc

G(p)
c\Z e_[[jm T sy\ iX[\ cY ]jeXr fhX\_YZ

Q(p)
\Xb\ i_ gX[r c

Q(p) = Gr(p)+F (p)
k
Gr(p)

c\Z \Z_`ic cZ hX\\y]c cu_eZcr cYZ rhf ic\m q di t dcYZ ‖G(p)−Gr(p)‖H ≤ ‖G(p)−Q(p)‖∞ ≤ γ
T g [ q ‖G(p)−Gr(p)‖H ≥ σr+1(G(p))cZ

γ = σr+1(G(p))
T sXYe q i_ `X[Yc dYgj[dcb[c c\Z _ZZcdYZc Ä ‖G(p)−Gr(p)‖H = σr+1(G(p))

T
2

n <;o9pq< � >³ >�rs tw x � }|xt{ ��t wv
Gr(p)

tw x �} t ~zz {|u v� ~ xv|} |z xv� ~st ~� wt}w yt s~ }|{� t yt �~}�ts�~s|{w
Gr(p) + D

s �tw x ~�wwv z |�{ x|�xt � ~ x{v�t �|}w x~} xt
D

�
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xXrrc ]_Y\ ic e_\ \Xb\fXhZdr _i kh_oc áwm q bYc h_[_r jZ[d\_ZdXY ]c i ^cY\cr`ic ]c\\XibZdXY\ XhZdr _ic\ _b \cY\ ]c i_ YX[r c ]c h_Yici c\Z [cY]bc hX\\d` ic h_[ dYZc[eXYYcu dXY_tce bY Z[_Y\gc[Z _YZde_b\_i U(p)
Zci abc ‖U(p)‖∞ ≤ σr+1(G(p))−1

T Ãc\ ]jZ_di\ ZcevYdabc\\c Z[XbtcYZ ]_Y\ �Ã�' q g�pp� T
¾ ch[cYXY\ \Xb\ gX[r c _ioX[dZvr dabc ZXbZc i_ ]jr _[evc _r cY_YZ Ë i ^X`ZcYZdXY ] ^bY

Gr(p)
\Xb\fXhZdr _i T

lT x_iebi ]c\ o[_rr dcY\ P
cZ

Q
]c

G(p)
_dY\d abc ]c\ ¼ Âh ktXd[ \ceZdXY � T� T� q h_oc.wm T sjZc[r dYc[

r
cZ

γ
Zci\ abc

γ = σr+1(G(p))
T

w T �c[rbZ_ZdXY ]_Y\ i ^c\h_ec ] ^jZ_Z T ghj[c[ ic ev_Yocr cYZ ]c `_\c Ä

T =












1
1 (0)T T T

0 1

(0)

T T T
1 0












abd h c[r cZ ]c h c[rbZc[
σr+1(G(p))

_tce σn(G(p))
T

� T x_iebic[ Ā q B̄ cZ
C̄
cZ

D̄
]XYYjc\ h_[ ic\ [ci_ZdXY\ k� T'pmf k� T'�m T

� T
Gr(p) q _hh[Xu dr _ZdXY XhZdr _ic ] ^X[][c r

_b \cY\ ]c i_ YX[r c ]c h_Yici c\Z ]XYYjch_[ i_ h_[Zdc e_b\_ic ]c Ä
Q(p)

s
=

[
Ā B̄
C̄ D̄

]

� Q· Q· S m_Y\a`]^ ± VZ ¹ ± VZ ±VW [V ^]WU T _T Ó V^ÔT[
Ã_ [j]beZdXY XhZdr _ic _b \cY\ ]c ic YX[r c ]c h_Yici h cbZ �Z[c bZdid\jc hXb[ [cZdf[c[ bY jZ_Z Ë i_ gXd\ T Ã_ [cr _[abc � T� Tw q h_oc LL q o_[_YZdZ ab ^di c\Z hX\\d` ic ]c [cZd[c[bY jZ_Z ]c g_²XY XhZdr _ic _b \cY\ ]c\ YX[r c\ ]c h _Yici cZ

H∞

T sy\ iX[\ q bY rX]yic [jf]bdZ Ë i ^X[][c
r
hcbZ �Z[c X`ZcYb cY h[Xej]_YZ h_[ n−r

jidr dY_ZdXY\ \beec\\dtc\ ] ^bY jZ_Z T
�Xb\ eXY\d]j[XY\ ]_Y\ ecZZc h_[Zdc ]c\ r _Z[dec\ e_[[jc\ ]c gXYeZdXY\ ]c Z[_Y\gc[Z\ TxXY\d]j[XY\ Ë i ^jZ_h c

i q i ≤ n− r q ic r X]yic [j]bdZ Gn−i

]b rX]yic
Gn−i+1

_b \cY\ ]c i_YX[r c ]c h _Yici kZvjX[yr c � T� Tám T �i t dcYZ _iX[\ Ä
Gn−i+1(p) = Gn−i(p) + σn−i+1(G(p))En−i+1(p)

k� T'�m
Ãc ZvjX[yr c � T� Tá _\\b[c abc

Ek(p)
c\Z bY Z[_Y\gc[Z _iifh_\\ kh_[Zdc _YZde_b\_ic YbiicmcZ abc ic\ X[][c\ ]c

Gn−i(p)
cZ

Gn−i+1(p)
\XYZ [c\h ceZdtcr cYZ n − i

cZ
n − i + 1

hXb[
1 ≤ i ≤ n

T Ã ^dYZj[�Z ]c ecZZc _hh[Xevc c\Z ab ^Ë ev_abc jZ_h c i ^c[[cb[ c\Z vXrXoyYc \b[ZXbZc\ ic\ g[jabcYec\ TxcZZc _hh[Xevc Y ^c\Z h_\ jabdt_icYZc Ë i ^X`ZcYZdXY ]d[ceZc ] ^bY rX]yic [j]bdZ ] ^X[][c
r
h_[ i ^_hh[Xu dr _ZdXY XhZdr _ic _b \cY\ ]c i_ YX[r c ]c h_Yici T �_[ _diicb[\ q i_ [j]beZdXYh_Yici h_\ Ë h_\ gXb[YdZ bYc `X[Yc

H∞

\b[ i_ YX[r c ]c i ^c[[cb[ hib\ h cZdZc abc ]_Y\ ic
e_\ ]c i ^_hh[Xu dr _ZdXY XhZdr _ic T sc hib\ q i_ ZcevYdabc h_\ Ë h_\ \c[Z Ë h[Xbtc[ abc ZXbZc\



á. â¤ ãä åæ¥çèéêëì í¤åî ãä èëïïäì¥¤ ð äññãêèäéêëì äçò èäìäçò
ic\ r _Z[dec\ e_[[jc\ ]c gXYeZdXY\ ]c Z[_Y\gc[Z \Z_`ic\ h cbtcYZ \c ]jeXrhX\c[ eXrrc bYc\Xrrc ]c Z[_Y\gc[Z\ _iifh_\\ hXY]j[j\ h_[ bYc ¼ Âh T Ãc ZvjX[yr c \bdt_YZ h[jed\c ecZZcd]jc T
5 6789:; < � >³ >±@ óöõ G(p) ∈ RHm×m

∞

�ý üù �ýAGø øöú»A�öBGýø �ý Ú ùúÛ ý� σ1 > σ2 · · · > σN

· óW
σi

ýøõ �ý
÷ A�õöô �öûöõE ri

ýõ r1 + r2 + · · · + rN = n FÜ �óGø· ö� ýþ öøõý Aú ý Gýô GEø ýúõùõöóú �ý
G(p) õý� �ý ´A ý I

G(p) = D0 + σ1E1(p) + σ2E2(p) + · · · + σNEN(p)
k� T''m

óW
�¶� Ek(p) ø óúõ ù � ��ôùøø ýõ øõùC�ýø ô óAG õóA õ k F�º� � óAG

k = 1, 2, · · · , N

Ĝk(p) := D0 +
k∑

i=1

σiEi(p)

ýøõ �ý ÷ ó�B�ý GE�A öõ ô ùø ¹ ôùø � DóG�Gý
r1 + r2 + · · · + rk�µ�

‖G(p) − Ĝk(p)‖∞ ≤
N∑

i=k+1

σi

O E÷ óúøõGùõöóú I k� T''m \ ^X`ZdcYZ cY \Xrr_YZ rcr`[c Ë rcr`[c ic\ jo_idZj\ k� T'� m hXb[
i
_ii_YZ ]c

1
Ë

n q cY YXZ_YZ G0(p) = D0

TÃc\ _iifh_\\ \XYZ \Z_`ic\ h_[ eXY\Z[beZdXY e_[ Ë ev_abc jZ_h c ic rX]yic [j]bdZ c\Z \Z_`ic TÃ ^X[][c ]c
Ĝk(p)

c\Z ]j]beZd` ic h_[ bYc \drhic [jeb[[cYec TnYzY q i_ `X[Yc (3)
\ ^X`ZdcYZ cY bZdid\_YZ i ^dYjo_idZj Z[d_Yobi_d[c \b[ ‖G(p) − Ĝk(p)‖∞

T
2

sc ec ZvjX[yr c ]jeXbic bY eX[Xii_d[c t_i_`ic ]_Y\ ic e_\ ]c Z[_Y\gc[Z\ \Z[deZcr cYZh[Xh[c\ cZ h_\ Yjec\\_d[cr cYZ e_[[j\ T Ã_ YX[r c
H∞

] ^bY Z[_Y\gc[Z c\Z hib\ h cZdZc abc ic]Xb`ic ]c i_ \Xrrc ]c \c\ ¼ Âh T
®898¯¯o°9< � >³ >?ù¶|v x

G(p) ∈ RHp×m
∞

yt �~st�{w wv}� �sv�{tw yt � ~}�ts
σ1 > σ2 · · · > σN � |� ��~��t

σi
tw xyt � �s xvz sv�v x�

ri

tx
G(∞) = 0

� � s|{w �JÆK ‖G(p)‖∞ ≤ 2(σ1 + σ2 + · · · + σN)JÆÆK vs tu vw xt �} t � ~x{v�t �|}w x~} xt
D0

xtsst ��t ‖G(p) − D0‖∞ ≤ σ1 + σ2 + · · · + σN

O E÷ óúøõGùõöóú I Â d
G(p)

c\Z e_[[j i ^_hhide_ZdXY ]b ZvjX[yr c h[jej]cYZ _\\b[c i_ r _À Xf[_ZdXY T Âd
G(p)

Y ^c\Z h_\ e_[[j q bYc ]di_Z_ZdXY e_[[jc ]c G(p) q Ga(p) eXY\c[tc ic\ ¼ Âh TxXrrc
G(p)

c\Z bY \Xb\ Z[_Y\gc[Z ]c
Ga(p) q i ^dYjo_idZj c\Z drrj]d_Zc T 2
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� Q· Qý � ]W^T ZY± mW`TYWT

H∞
ZYW [ kTWWTYW Ó V^ÔT[Ê]±a`U V[T

ÌYc `X[Yc
H∞

_ h[dX[d \b[ i ^c[[cb[ ]c [j]beZdXY hcbZ �Z[c ]j]bdZc ]c\ h[Xh[djZj\h[jej]cYZc\ TÃ ^c[[cb[ XhZdr _ic
G(p)−Gr(p)

_b \cY\ ]c i_ YX[r c ]c h _Yici _ jZj tbc eXrrc i_ h_[Zdce_b\_ic ] ^bY Z[_Y\gc[Z _iifh_\\ E(p) = G(p)−Gr(p)+F (p) q _tce F (p)
_YZde_b\_i T � Z[_tc[\bY [j\biZ_Z id_YZ ic\ ¼ Âh ]c

F ∗(p)
_bu ¼ Âh ]c

G(p)−Gr(p)
�Ã�' q g�pp q �s��.� q YXb\hXbtXY\ X`ZcYd[ i_ `X[Yc \bhj[dcb[c \bdt_YZc T

5 6789:; < � >³ >??@ óöõ G(p) ∈ RHm×m
∞

ù³ùúõ ô óAG ú@Ú
σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr = σr+1 = . . . = σr+l ≥ . . . ≥

σn > 0 F @ óöõ Gr(p) Aú ý ùôô Góþ ö÷ ùõöóú óô õö÷ ù �ý �ý
G(p) ùA ø ýúø �ý �ù úóG÷ ý �ý Ú ùúÛ ý�FÜ �óGø ö� ýþ öøõý Aú ý ÷ ùõGöûý D0

õý� �ý ´A ý I

σr+1(G) ≤ ‖G(p) − Gr(p) − D0‖∞ ≤ σr+1(G) +
n−r−l∑

i=1

σi+r+l(G)
k� T'.m

n <;o 9pq< � >³ >³�~ � ~ x{v�t
D0

z t�x � x{t �~s��s�t z |�{ � v}v� vwt{ ‖G(p) − Gr(p) − D0‖∞
� t z {|¡s�� t

wt �|{� �st �|� � t �} z {|¡s�� t y �|z xv� vw~ xv|} �|}�tu t �~{ vs {t�vt} x � �� t{�� t{ �} �~v}�|}w x~} x ¦
D0

© ��v � v}v� vwt �} t t{{t�{ ~ ¡w|s�t ¦�|v{ st� � t § �« ��� z ~� t «�© � �} t �|{� �s~¬
xv|} � �} �{~st yt �t z {|¡s�� t� ~�t� z |}y�{~ xv|}w y �t} x{�t tx yt w|{ xvt� tw x z {�wt} x�t y~}wst st� � t � �§ �«� z ~� t ¨¨« �
� ~}w stw tu t�z stw ��v w �v�t} x� stw � |y�stw {�y�v xw |¡xt}�w w|} x v�z sv�v xt� t} x |z xv� vw�wyt s~ w|{ xt �
n <;o 9pq< � >³ >µ� |x|}w ��t s~ ¡|{} t z {���yt} xt yvâ �{t yt s~ ¡|{} t y� x� �|{�� t « �� �� vww �t yt s �~zz {|u v¬
� ~ xv|} yt � ~}�ts z ~w � z ~w � �~ ¡|{} t yt s �~zz {|u v� ~ xv|} |z xv� ~st �|�z xt ��~��t ¡¶�� �sxvz sv�v x� �|�z {vwt� ~s|{w ��t s~ ¡|{} t yt s �~zz {|u v� ~ xv|} z ~w � z ~w } t w|� � t ��t stw¡¶� yvw xv} �xtw �

� Q· Qû 1aY_T _TZ T» TU ± [TZ
s_Y\ ecZZc \ceZdXY q YXb\ jZb]dXY\ i ^_hh[Xu dr _ZdXY XhZdr _ic _b \cY\ ]c i_ YX[r c ]ch_Yici Ë Z[_tc[\ ic\ � cucrhic\ ]c r X]yic\ dYZ[X]bdZ\ ]_Y\ i_ \ceZdXY lT� q h_oc wlT Ã ^_hfh[Xu dr _ZdXY h_\ Ë h_\ _b \cY\ ]c i_ YX[r c ]c h _Yici c\Z eXrh_[jc Ë i ^_hh[Xu dr _ZdXYXhZdr _ic ]_Y\ i ^jZb]c ]b rX]yic ]c Â_gXYXt cZ ]b rX]yic ]c `dcg T

Á ÀÂ Àó ÀÃ æ  �
�Å Æ�� �� Ã�"�Ç�M �� �� À
Ã ^cu crhic c\Z jZb]dj ]c i_ r �rc r _Ydy[c abc hXb[ i_ Z[XYe_Zb[c jabdid`[jc h_oc .� T Ã_zob[c \bdt_YZc [ch[j\cYZc ic\ `X[Yc\ dYgj[dcb[c cZ \bh j[dcb[c \b[ i_ YX[r c

H∞

]c i ^c[[cb[_`\Xibc cY gXYeZdXY ]c r
T



áá â¤ ãä åæ¥çèéêëì í¤åî ãä èëïïäì¥¤ ð äññãêèäéêëì äçò èäìäçò

−1 0 1 2 3 4 5 6 7
−4

−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

éc
he

lle
 lo

g.

ordre r

borne inf
borne sup.

+ ê0 1 � Tl' 2 ÿX[Yc\ dYgj[dcb[c kicrrc w T� Tl q h_oc �wm cZ \bh j[dcb[c k� T'.m \b[ i ^c[[cb[_`\Xibc cY gXYeZdXY ]c r

xXrrc ]_Y\ ic e_\ ]c i_ Z[XYe_Zb[c jabdid`[jc q ic\ X[][c\ . q ' cZ � \XYZ jZb]dj\ T Ãc\r X]yic\ [j]bdZ\ _bu X[][c\
r = 6

cZ
r = 5

\XYZ [ch[j\cYZj\ cY _YYcuc h_oc w'. TÃ ^_hh[Xu dr _ZdXY XhZdr _ic _b \cY\ ]c i_ YX[r c ]c h_Yici Ë i ^X[][c � c\Z Ä
G4(p) =

43.43(p + 0.5663)(p2 − 0.1629p + 0.2345)

(p + 9.103)(p + 0.09925)(p2 + 3.985s + 6.276)xc Z[_Y\gc[Z r dYdr d\c i_ YX[r c ]c h _Yici ]c i ^c[[cb[ ]c r X]yic abd t_bZ ded ‖G(jω) −
G4(jω)‖H = σ5(G) = 0.093

T
Ã ^_hh[Xu dr _ZdXY h_\ Ë h_\ _b \cY\ ]c i_ YX[r c ]c h_Yici Ë i ^X[][c � c\Z Ä

G4(p) =
43.51(p + 0.5698)(p2 − 0.1616p + 0.2339)

(p + 9.153)(p + 0.09883)(p2 + 3.97p + 6.287)abd ]XYYc ‖G(jω) − G4(jω)‖H = 0.094
TÃc\ Z[_ej\ g[jabcYZdci\ ]c ec\ w r X]yic\ [j]bdZ\ \XYZ [ch[j\cYZj\ edf]c\\Xb\ T
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+ ê0 1 � Tl. 2 Ê[_ej\ g[jabcYZdci\ ]c G(jω)
cZ

G4(jω)
X`ZcYb h_[ [j]beZdXY XhZdr _ic _b \cY\]c i_ YX[r c ]c h _Yici cZ [j]beZdXY h_\ Ë h_\ _b \cY\ ]c i_ YX[r c ]c h_Yici

Ã ^_YZdf[j\XY_Yec c\Z r _i [ch[X]bdZc T Ãc rX]bic ]c i ^c[[cb[ c\Z h[j\cYZj \b[ i_ zob[c
� Tlá T � ib\ h[jed\jr cYZ q ic\ zob[c\ \bdt_YZc\ [ch[j\cYZcYZ i ^c[[cb[ cY o_dY cZ cY hv_\c Ëi ^X[][c � T
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+ ê0 1 � TlL 2 n[[cb[ \b[ ic o_dY | |G(jω)| − |G4(jω)| | cZ \b[ i_ hv_\c ��N(G(jω)) −��N(G4(jω))

xXrrc ]_Y\ ic e_\ ]c i_ Z[XYe_Zb[c jabdid`[jc q ic rX]yic G4(p)
Yc hcbZ h_\ eXY\c[tc[i ^_YZdf[j\XY_Yec cZ hX\\y]c _b\\d ]c\ �j[X\ dY\Z_`ic\ Th_Yici XhZdr _i[ . ' �

ρÄÅ Ér

p Tp� p T�á wL TLw
h_Yici h_\ Ë h_\[ . ' �

ρÄÅ Ér

p Tp� p T�� wL T�.

Ò�Å Æ��� Æ��Ç �Ç��� ���Ç#��!�� �Î! Æ�Æ���� �� ���!#� Æ�Ç �Æ� ÆÅ ��� �Ç Ç��Å � ��ü�Çý��Ãc Z[_ej ]b rX]bic ]c i ^c[[cb[ _`\Xibc hXb[ ic\ w r jZvX]c\ [jtyic \b[ i_ zob[c � Tlá q abci ^_hh[Xu dr _ZdXY cY YX[r c ]c h _Yici c\Z vXrXoyYc \b[ i ^cY\cr`ic ]c\ hbi\_ZdXY\ k\_Y\�Z[c bYc gXYeZdXY _iifh_\\m T Ã_ Z[XYe_Zb[c jabdid`[jc q ]b g_dZ ]c i_ eXY\c[t_ZdXY ]b Zc[r c]d[ceZ ]_Y\ ic rX]yic [j]bdZ q h X\\y]c bYc c[[cb[ ]je[Xd\\_YZc T Ã_ Z[XYe_Zb[c jabdid`[jc_tce eXY\c[t_ZdXY ]b o_dY \Z_Zdabc hX\\y]c bYc c[[cb[ Ybiic hXb[ ω = 0
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G(jω) − G4(jω)

hXb[ i_ Z[XYe_Zb[c jabdid`[jc k_tce \_Y\eXY\c[t_ZdXY ]b o_dY \Z_Zdabcm cZ i ^_hh[Xu dr _ZdXY XhZdr _ic ]c h _Yici

Ãc\ Z_`ic_bu \bdt_YZ\ h c[r cZZcYZ ]c eXrh_[c[ ic\ h c[gX[r _Yec\ ]c\ r jZvX]c\ cY Zc[r c]c YX[r c ]c i ^c[[cb[ ]c [j]beZdXY þ T �Xb\ hXbtXY\ _b\\d [cr _[abc[ ic eXY\c[t_Zd\r c ]c\`X[Yc\ \bhj[dcb[c\ T
ÿ�ØÚ ÞÒÜ Ò�ÒßÑÓÒ H ÓÐ ÜÚÔÕÞÐÜØÚÒ Ì×ØÝÓÝIÚÌÒ ÐÙÒÞ ÒÜ ÖÐÕÖ ÞÔÕÖÒÚÙÐÜÝÔÕ ÛØ ÊÐÝÕ ÖÜÐÜÝ×ØÒ ÛÔÕÕÒ ÓÒÖ ß �ßÒÖÕÔÚß ÒÖ

‖G(jω) − Gr(jω)‖∞
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�[XYe_Zb[c jabdid`[jc_tce cZ \_Y\ eXY\c[t_ZdXY ]b o_dY \Z_Zdabc[ ‖G − Gr‖∞ 2
∑7

i=r+1 σi σr+1. ' T�L ×10−4
' T�L ×10−4

w T�� ×10−4' � T� ×10−3
� T� ×10−3

lT. ×10−3� lT�� ×10−1
lT�� ×10−1 � Tw' ×10−2

�hh[Xu dr _ZdXY h_YicifXhZdr _ic
[ ‖G − Gr‖∞

∑7
i=r+1 σi σr+1. w T�� ×10−4

w T�� ×10−4
w T�� ×10−4' lT. ×10−3

lT� ×10−3
lT. ×10−3� � Tw. ×10−2 � T� ×10−1 � Tw' ×10−2

� ^_hh[Xu dr _ZdXY XhZdr _ic cY \cY\ ]c i_ YX[r c ]c h_Yici gXb[YdZ ic\ r cdiicb[\ [j\biZ_Z\_b \cY\ ]c i_ YX[r c ]c i ^c[[cb[ r _d\ _b\\d _b \cY\ ]c i ^dY]de_Zcb[ ρÄÅ �r

T � i ^dYtc[\c ]ci_ Z[XYe_Zb[c jabdid`[jc q YXb\ [_hhciXY\ abc ecZZc _hh[Xevc XhZdr d\c 	 Z[_tc[\ ic Zc[r c]d[ceZ Dr q i_ YX[r c H∞

]c i ^c[[cb[ T� ^_hh[Xu dr _ZdXY _b \cY\ ]c i_ YX[r c ]c h_Yici gXb[YdZ 	 ev_abc X[][c ]c\ \XibZdXY\XhZdr _ic\ _b \cY\ ]c i_ YX[r c
H∞ q tXd[c Z[y\ h[Xevc\ ]c i ^XhZdr _idZj hXb[ r = 4

T �c\h_[Zdc\ _YZde_b\_ic\ F (jω)
]c

Q(jω) = Gr(jω) + F (jω)
_\\Xedjc\ 	 i ^_hh[Xu dr _ZdXY L∞\XYZ ded Z[y\ g_d` ic\ ec abd h c[r cZ ]c g_d[c i ^_hh[Xu dr _ZdXY Gr(jω) ' Q(jω)

T
Á ÀÂ Àó À¿ æ 
�
��Æ � �� ÆQÇÇ

�Xb\ eXrh_[XY\ ]_Y\ ecZZc h_[Zdc ic\ r X]yic\ [j]bdZ\ d\\b\ ]c i_ Z[XYe_Zb[c jabdid`[jccZ ecbu e_iebij\ h_[ XhZdr d\_ZdXY ]c i ^c[[cb[ cY YX[r c ]c h_Yici T �Xb\ Y ^_tXY\ h_\ �bojYjec\\_d[c ]c h[j\cYZc[ i ^_hh[Xu dr _ZdXY h _Yici h_\ 	 h_\ \b[ ecZ cucrhic T �c\ `X[Yc\\bhj[dcb[c cZ dYgj[dcb[c \b[ i_ YX[r c
H∞

]c i ^c[[cb[ ]XYYjc h_[ i ^_hh[Xu dr _ZdXY XhZdr _ic]c h _Yici \XYZ [ch[j\cYZjc\ \b[ i_ zob[c \bdt_YZc T
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��� � � Tl� � �X[Yc\ dYgj[dcb[c kicrrc w T� Tl q h_oc �wm cZ \bh j[dcb[c k� T��m \b[ i ^c[[cb[_`\Xibc cY gXYeZdXY ]c r

s ^_h[y\ i_ zob[c h[jej]cYZc q ic\ rX]yic\ [j]bdZ\ _bu X[][c\ � cZ � \XYZ 	 eXY\d]j[c[ hXb[]c\ [_d\XY\ d]cYZdabc\ 	 eciic\ ]jtciXhhjc\ iX[\ ]c i_ r d\c  bt[c ]c i_ Z[XYe_Zb[c jabdid`[jc�� q ic\ `X[Yc\ jZ_YZ \cY\d` icr cYZ ic\ r �rc\ T xXrrc hXb[ i_ Z[XYe_Zb[c jabdid`[jc 	 i ^X[][c� q ic r X]yic [j]bdZ _b \cY\ ]c i_ r dYdr d\_ZdXY ]c i_ YX[r c ]c �_Y�ci Yc r yYc h_\ 	 ]c[j\biZ_Z\ \_Zd\g_d\_YZ\ hXb[
r ≤ 6

T�c rX]yic
G7(p)

XhZdr _i _b \cY\ ]c i_ YX[r c ]c �_Y�ci eXY]bdZ 	 ‖G(jω)−G7(jω)‖H =
σ8(G) = 2.2×10−3

T xXrh_[XY\ ic\ t_icb[\ \dYobidy[c\ ]c\ c[[cb[\ d\\bc\ ]c\ r jZvX]c\ h_[Z[XYe_Zb[c jabdid`[jc cZ _hh[Xu dr _ZdXY XhZdr _ic ]c � _Y�ci T
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��� � � Twp � +_icb[\ \dYobidy[c\ ]c G(jω) − G7(jω)
cZ `X[Yc \bhj[dcb[c k� T��m

s ^_h[y\ i_ zob[c h[jej]cYZc q ic\ t_icb[\ \dYobidy[c\ \bh j[dcb[c\ ]c\ c[[cb[\ ]XYYjc\h_[ ic\ w r jZvX]c\ \XYZ h[Xevc\ hXb[ r = 7
T �_ YX[r c

H∞

]c i ^c[[cb[ X`ZcYbc h_[ icrX]yic [j]bdZ XhZdr _i _b \cY\ ]c i_ YX[r c ]c � _Y�ci c\Z hib\ g_d` ic abc eciic X`ZcYbc h_[Z[XYe_Zb[c jabdid`[jc T xc\ YX[r c\ _dY\d abc ic\ dY]de_Zcb[\ ρÄÅ,r

cZ
ρÄÅ,Èr

]jzYd\ [c\h ceZdtcfr cYZ h_[ klTlpm cZ klTllm ]_Y\ i_ \ceZdXY lT� Tw h_oc w� q \XYZ h[j\cYZj\ ]_Y\ ic\ Z_`ic_bu\bdt_YZ\ T

�[XYe_Zb[c jabdid`[jc[ ‖G − Gr‖∞ 2
∑7

i=r+1 σi σr+1 ρÄÅ,r ρÄÅ,Èr� � T� ×10−3
lTlw ×10−2

w Tw ×10−3
w T�×10−2

p Tw�� w Tl� ×10−1
w T�� ×10−1

lTll ×10−1
p T� �� T�

�hh[Xu dr _ZdXY � _Y�cifXhZdr _ic
[ ‖G − Gr‖∞

∑7
i=r+1 σi σr+1 ρÄÅ,r ρÄÅ,Èr� � ×10−3

� T� ×10−3
w Tw ×10−3

lTp� �lT�� lT� ×10−1
lTl� ×10−1

lTll ×10−1
lT� ��� T�

�c\ dY]de_Zcb[\ [ci_Zdg\ 	 i ^_hh[Xu dr _ZdXY _b \cY\ ]c i_ YX[r c ]c � _Y�ci \XYZ ]c r XdY\`XYYc ab_idZj abc ecbu ]XYYj\ h_[ Z[XYe_Zb[c jabdid`[jc T � i ^X[][c � i_ ]jZj[dX[_ZdXY ]bZ[_Y\gc[Z
(2, 1)

c\Z \doYdze_Zdtc T

- ./ .ó .- 0
��1� �� 2 3�4 �� 5É1 � 6
�c\ ZcevYdabc\ ]c i ^_hh[Xu dr _ZdXY h_[ i_ YX[r c ]c � _Y�ci h_\ 	 h_\ cZ i ^_hh[Xu dr _ZdXYXhZdr _ic \XYZ r d\c\ cY  bt[c T
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��� � � Tw l � �X[Yc\ dYgj[dcb[c kicrrc w T� Tl q h_oc �wm cZ \bh j[dcb[c k� T��m \b[ i ^c[[cb[_`\Xibc cY gXYeZdXY ]c r

�c\ X[][c\ l� cZ l� \XYZ jZb]dj\ eXrrc hXb[ i_ Z[XYe_Zb[c jabdid`[jc h_oc �� T� ^_hh[Xu dr _ZdXY XhZdr _ic cY YX[r c ]c �_Y�ci ]XYYc idcb 	 ‖G(jω) − G18(jω)‖H =
σ19(G) = 3.1 × 10−3

T � ^_hh[Xu dr _ZdXY h_\ 	 h_\ _b \cY\ ]c i_ YX[r c ]c �_Y�ci r yYc	 ‖G(jω) − G18(jω)‖H = 4.9 × 10−3
Tsc\ r X]yic\ [j]bdZ\ 	 i ^X[][c l� \XYZ eXrh_[j\ _b rX]yic dYdZd_i \b[ i_ zob[c � Tww T �c\X[][c\ l� cZ dYgj[dcb[\ cYZ[_?YcYZ q eXrrc ]_Y\ ic e_\ ]c i_ Z[XYe_Zb[c jabdid`[jc q bYc]jZj[dX[_ZdXY drhX[Z_YZc ]c\ Z[_Y\gc[Z\ e[Xd\j\ T
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 Y
(2

)

��� � � Tww � @ X]yic\ [j]bdZ\ 	 i ^X[][c l� X`ZcYb\ h_[ [j]beZdXY XhZdr _ic _b \cY\ ]c i_YX[r c ]c �_Y�ci cZ �_Y�ci h_\ 	 h_\

�_ zob[c � Tw� eXrh_[c ic\ t_icb[\ \dYobidy[c\ ]c\ c[[cb[\ hXb[ ic\ w rX]yic\ [j]bdZ\ T
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Singular Values

Frequency (rad/sec)

S
in

gu
la

r 
V

al
ue

s 
(d

B
)

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

−100

−90

−80

−70

−60

−50

−40

−30

Hankel
optimal 

Hankel pas à pas 

borne supérieure 

��� � � Tw� � +_icb[\ \dYobidy[c\ ]c G(jω) − G18(jω)
cZ `X[Yc \bhj[dcb[c k� T��m

�c\ dY]de_Zcb[\ klTlwm cZ klTl�m q dYZ[X]bdZ\ h_oc w� q \XYZ h[j\cYZj\ ]_Y\ ic\ Z_`ic_bu\bdt_YZ\ T
�_Y�ci XhZdr _i[ l� l�

ρÄÅDr

p Tww� p Tl��
ρÄÅDÈr

p Tl�w p Tl��

� _Y�ci h_\ 	 h_\[ l� l�
ρÄÅDr

p Tl�� p T���
ρÄÅDÈr

p Tllw p Tww�
xc\ [j\biZ_Z\ rXYZ[cYZ abc hXb[

r = 18
i_ ZcevYdabc h_\ 	 h_\ ]XYYc bY r cdiicb[[j\biZ_Z abc i_ ZcevYdabc � _Y�cifXhZdr _ic k_tce ic Zc[r c ]d[ceZ XhZdr d\jm T � i ^X[][c

r = 17 qYXb\ X`\c[tXY\ ic eXYZ[_d[c T �Xb\ hXbtXY\ YXZc[ _b\\d abc ]_Y\ ic e_\ ]c i_ [j]beZdXY�_Y�cifXhZdr _ic
ρÄÅD18 > ρÄÅD17 ec abd \doYdzc abc i ^c[[cb[ [ci_Zdtc r _udr _ic \b[ i_ o_rrc]c hbi\_ZdXY\ _ii_YZ ]c

0rad/s
	

5.10−3rad/s
c\Z hib\ g_d` ic 	 i ^X[][c l� ab ^	 i ^X[][c l� T

EF�1GHG3IFJ �J5H� HK��L53FJ F153�G� G� I�JI �� G JFH�� �� üGJý� �5 5HFJèLG5�H� KÎ�332HK�Mb[ i_ zob[c \bdt_YZc q ic\ t_icb[\ \dYobidy[c\ ]c i ^c[[cb[ G(jω)−G18(jω)
\XYZ [ch[j\cYfZjc\ hXb[

G18(jω)
X`ZcYb h_[ Z[XYe_Zb[c jabdid`[jc cZ _hh[Xu dr _ZdXY XhZdr _ic _b \cY\ ]ci_ YX[r c ]c � _Y�ci T

Singular Values

Frequency (rad/sec)

S
in

gu
la

r 
V

al
ue

s 
(d

B
)

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

−75

−70

−65

−60

−55

−50

−45

−40

Hankel optimal troncature équilibrée 

��� � � Tw� � xXrh_[_d\XY ]c\ \XibZdXY\ X`ZcYbc\ h_[ Z[XYe_Zb[c jabdid`[jc cZ _hh[Xu dr _fZdXY XhZdr _ic _b \cY\ ]c i_ YX[r c ]c � _Y�ci hXb[
r = 18

�c\ Z_`ic_bu \bdt_YZ\ h[j\cYZcYZ i_ YX[r c ]c i ^c[[cb[ cZ h[jed\cYZ i_ zYc\\c ]c\ `X[Yc\\bhj[dcb[c\ T
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�[XYe_Zb[c jabdid`[jc[ ‖G − Gr‖∞ 2
∑7

i=r+1 σi σr+1l� � T� ×10−3
lT�� ×10−2 � Tl ×10−3

�hh[Xu dr _ZdXY �_Y�cifXhZdr _ic
[ ‖G − Gr‖∞

∑7
i=r+1 σi σr+1l� � T� ×10−3

� T� ×10−3 � Tl ×10−3

�_ YX[r c
H∞

]c i ^c[[cb[ d\\bc ]c i ^_hh[Xu dr _ZdXY XhZdr _ic _b \cY\ ]c i_ YX[r c � _Y�cic\Z hib\ g_d` ic abc eciic d\\bc ]c i_ Z[XYe_Zb[c jabdid`[jc T� ^_hh[Xu dr _ZdXY � _Y�ci h_\ 	 h_\ ]XYYc bYc c[[cb[
H∞

hib\ o[_Y]c abd t_bZ
6×10−3

Txch cY]_YZ ic\ dY]de_Zcb[\ ρÄÅD18

cZ
ρÄÅDÈ18

X`ZcYb\ h_[ ecZZc r jZvX]c \XYZ dYgj[dcb[\ 	 ecbuX`ZcYb\ h_[ ic\ _bZ[c\ r jZvX]c\ T

nY eXYeib\dXY q i_ Z[XYe_Zb[c jabdid`[jc Xb i ^_hh[Xu dr _ZdXY ]c � _Y�ci h c[r cZZcYZ ] ^_`XbfZd[ 	 bY rX]yic [j]bdZ ] ^X[][c
r = 18

abd eXY\c[tc ic eXrhX[Zcr cYZ g[jabcYZdci �b\ab ^	 i_h[cr dy[c [j\XY_Yec cZ r �rc �b\ab ^	 hib\dcb[\ ]je_]c\ _h[y\ T � ^_hh[Xu dr _ZdXY h_\ 	 h_\_`XbZdZ 	 ]c rcdiicb[\ [j\biZ_Z\ ]_Y\ i_ o_rrc ]c g[jabcYec\ abd YXb\ dYZj[c\\c T� ^bZdid\_ZdXY \cbic ] ^bYc c[[cb[ _`\Xibc eXY]bdZ 	 ]c\ rX]yic\ [j]bdZ\ ]c Z_diic cYeX[c jicftjc T � ^_� XbZ ]c hXY]j[_ZdXY\ t_ hc[r cZZ[c ]c eXYecYZ[c[ i_ [j]beZdXY ]_Y\ bY ]Xr _dYch[jed\ ]c hbi\_ZdXY\ T
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PQR STU VW X

VYZ[\] ^_ ` a[ bc`b Zc dec ffc[f agb_ d[c h_ `ZY fYc

�ijk lmilikink opnk qr qspltumr or lmvkrnurm wrk urqsntxjrk pkkiqtvrk 	 wp mvojqutinor yiozwrk p{rq linovmputink | � }tnumiojqutin ork linovmputink rku � jkut~vr � qiyyr wrlmvkrnur wr qspltumr �� lpm wp lmtkr rn qiylur or wp npujmr ork kt�npj� kjkqrlut�wrk o }p�tmkjm wr k�kuzy r | �ijm or lwjk pylwrk � jkut~qputink nijk mr{i�ink wr wrqurjm pj qspltumr �o }tnumiojqutin ru lwjk r�pqury rnu 	 wp lp�r �� |�nr qinkvxjrnqr or w }p� iju or linovmputink rku or lmt{ twv�trm qrmuptnk oiyptnrk or �mv�xjrnqrk lpm mpllimu 	 o }pjumrk | �pnk qr qpomr � qrmuptnrk y vusiork inu vuv lmilikvrk lijmmrnomr �pt�wr ‖Wo(p)(G(p) − Gr(p))Wi(p)‖∞
| �p xjrkutin or w }i�urnutin o }jn yiozwr mv�ojtu iluty pw mrkur � qiyyr opnk wr qpk or w }rmmrjm p�kiwjr � jn lmi�wzy r ij{rmu |

�mitk �mpnork �py twwrk or y vusiork inu vuv ov{rwillvrk lijm �ijmntm ork yiozwrk mv�ojtuk urnpnu qiylur o }jnr �pyyr or ljwkputink lmt{ twv�tvr | �r lmtnqtl r �inopy rnupw qiy �yjn 	 uijurk qrk y vusiork rku or kr mpy rnrm 	 jn lmi�wzy r o }rmmrjm p�kiwjr � q }rku�	�otmr	 ork urqsntxjrk qwpkktxjrk urwwrk xjr wp uminqpujmr vxjtwt�mvr ru w }pllmi� ty putin iluty pwrpj krnk or wp nimy r or �pn�rw | �~n or k }� mpy rnrm � wrk � �py twwrk or y vusiork qinktozmrnuork litnu or {jr ot�vmrnuk xjr nijk lij{ink �mtz{ry rnu mvkjyrm qiyyr kjtu �
� � }pllmiqsr � �M���p � � M���� k }tnuvmrkkr 	 jnr ovqiyliktutin yiopwr lpmutrwwr ojk�kuzy r pj�y rnuv ork linovmputink � q }rku�	�otmr o }vqmtmr

WoGWi

kijk wp �imy r
Z +

Zio
| �nr urwwr ovqiyliktutin lrmy ru or mpkkry�wrm uijk wrk l�wrk or

G
opnk wrumpnk�rmu

Z
ru o }vqpmurm wrk o�npy txjrk xjt inu umptu pj� linovmputink � qrwwrk�qt krmrumij{pnu opnk

Zio

| �p mvojqutin rn rmmrjm p�kiwjr k }il zmr pwimk kjm
Z
|

� �p uminqpujmr vxjtwt�mvr qwpkktxjr l rju �umr vurnojr pj qpk linovmv 	 lpmutm orw }tnurmlmvuputin �viy vumtxjr ork �mpyy trnk | � }pllmiqsr � ��nn�� � ���� � �+��� ���@��p� qinutrnu jn rnkry�wr or urqsntxjrk {tkpnu 	 kr mpy rnrm 	 jnr uminqpujmrvxjtwt�mvr oj k�kuzy r
G

opnk jnr �pkr �trn kl vqt~xjr |
� � }pllmiqsr � ����� � ���� � �si��q � �si��p � �si��� � �si���� qinqrmnr w }jutwtkputino }jnr nimy r or �pn�rw linovmvr | �pnk qr qpomr � wp y tnty tkputin oj qmtuzmr linovmvpj krnk or qruur nimy r lrju kr mpy rnrm 	 w }pllmi� ty putin iluty pwr vujotvr opnk wr
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qpk or w }rmmrjm p�kiwjr |

�pnk wp kjtur � wr k�kuzy r
G(p)

ptnkt xjr wrk linovmputink
Wi(p)

ru
Wo(p)

inu wrk mrlmv�krnuputink o }vupu ov~ntrk lp�r �� | �rk y pumtqrk or �inqutink or umpnk�rmu kinu kjllikvrkkup�wrk ru y tntypwrk |

� �� ����� ¡¢ �£� ¤¥ �¦��§¨©¨�ª ¦�¤£«¢
¬ ®® ¯°±²³±´ µ

�ruur pllmiqsr qinktkur 	 mpy rnrm jn lmi�wzy r or mvojqutin linovmvr 	 jn lmi�wzy ro }rmmrjm p�kiwjr rn jutwtkpnu jnr ovqiyliktutin yiopwr lpmutrwwr oj k�kuzy r pj�y rnuv
WoGWi

| �n r�ru � w }rmmrjm linovmvr
E = Wo(G − Gr)Wi

lrju �umr qinktovmvr kijk jnr�imy r lpmpwwzwr
E = WoGWi

︸ ︷︷ ︸

Z+Zio

−WiGrWo
︸ ︷︷ ︸

Zr+Z′
io

i¶
Zio

ru
Z ′

io

nr qinutrnnrnu xjr ork y iork {rnpnu
or

Wi
ru

Wo
| � pnk w }r�lmrkktin lmvqvornur �

Zr
ovkt�nr jn yiozwr mvojtu tkkj or

Z
lpm jnrurqsntxjr o }rmmrjm p�kiwjr � uminqpujmr vxjtwt�mvr �M���p� ij y tnty tkputin krwin wp nimy ror �pn�rw |�ijm mvpwtkrm qruur il vmputin ru kr mpy rnrm 	 wp mvojqutin or

Z
ljtk pj qpwqjw or

Gr

� jnrovy pmqsr qinktkur 	 kjt{mr wrk � vupl rk lmvkrnuvrk kjm wp ~�jmr kjt{pnur |

WoGWi
-

Z

Zio

Zr

6

?-- -

?

6
Z ′

io

--WoGrWi
--

R

¾

·¸¹º º» ¼½¾½¿¿À¿º Á Â½¿ÂÃ ¿ Äº Z ºÅ Zio

¾ÆÄÃÂÅ¸Ç» Äº Z º» Zr

6

·¸¹º º» ¹Æ¾¸º Á Â½¿ÂÃ¿ Äº Z ′
io
ºÅ Gr

��� � � |� � �mtnqtl r or mvojqutin lpm ovqiyliktutin yiopwr lpmutrwwr



�� !�"#$ N O #8&%9"�*: !*:&8#8$ ��
¬ ®È É ±Êµ µ² ËÌÍ°µ

�rk � vupl rk qinkutujpnu w }pllmiqsr or wp ~�jmr Î |� kinu lmvkrnuvrk or �pÏin k�kuvy p�utxjr |�p lmry tzmr vupl r qinktozmr wp ovqiyliktutin oj k�kuzy r pj�y rnuv
WoGWi

kijk wp�imy r �
WoGWi = Z + Zio ÐÎ |�Ñi¶

Zio

rku jn urmy r qinurnpnu wrk l�wrk or
Wi

ru
Wo

yptk lpk qrj� or
G
| �nr urwwrovqiyliktutin rku mrnojr likkt� wr kt

G
n }p lpk or l�wrk rn qiyyjn p{rq

Wi

ru
Wo

|Mjllikink
D = 0

ru tnumiojtkink wr qspn�ry rnu or �pkr

T ′ =





I −Y ′ ∗
0 I X ′

0 0 I





xjr w }in {p ilvmrm kjm �

WoGWi
s
=







Awo BwoC 0
0 A BCwi

0 0 Awi

0
BDwi

Bwi

Cwo DwoC 0 DwoDDwi







Mt wrk l�wrk or
G

kinu otkutnquk or qrj� or
Wi

ru
Wo

� pwimk tw r� tkur � y pumtqrk
X ′ ru Y ′xjt {vmt~rnu Ðwryyr � |� |� � lp�r ���Ñ �

AX ′ − X ′Awi + BCwi = 0
Y ′A − AwoY

′ + BwoC = 0 ÐÎ |�Ñ
�r qspn�ryrnu or �pkr

T ′ p�ijutu ptnkt 	 wp mrlmvkrnuputin o }vupu kjt{pnur �

WoGWi
s
=







Awo 0 ∗ ∗
0 A 0 −X ′Bwi + BDwi

0 0 Awi ∗
∗ −CwoY

′ + DwoC ∗ DwoDDwi







qr xjt l rmy ru o }r�lmty rm
Z(p)

or wp �pÏin kjt{pnur �
Z(p)

s
=

[
A −X ′Bwi + BDwi

−CwoY
′ + DwoC 0

]

ÐÎ |�Ñ
�p orj� tzy r vupl r qinktkur 	 mvojtmr wr umpnk�rmu

Z(p)
lpm jnr y vusior xjrwqinxjr

Ðuminqpujmr vxjtwt�mvr opnk �M���p�Ñ lijm i�urntm Zr(p) =

[
AZr BZr

CZr 0

] |
� pnk wp umitktzy r vupl r � qinnptkkpnu

Zr(p)
� jn yiozwr mvojtu ~npw

Gr(p)
rku qsrmqsvlijm kputk�ptmr �

WoGrWi = Zr + Z ′
io ÐÎ |Î Ñi¶

Z ′
io

rku jn urmy r qinurnpnu wrk l�wrk or
Wi

ru
Wo

yptk lpk qrj� or
Gr

|

WoGrWi
s
=







Awo BwoCr 0
0 Ar BrCwi

0 0 Awi

0
BrDwi

Bwi

Cwo DwoCr 0 0





 ÐÎ |�Ñ
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�pm w }tnurmy votptmr o }jn nij{rpj qspn�ryrnu or �pkr

T
�

T =





I −Y ∗
0 I X
0 0 I





wp mrlmvkrnuputin o }vupu ÐÎ |�Ñ l rju kr mvvqmtmr �

WoGrWi
s
=







Awo 0 ∗ ∗
0 Ar 0 −XBwi + BrDwi

0 0 Awi ∗
∗ −CwoY + DwoCr ∗ 0







�ruur ormntzmr mrlmvkrnuputin o }vupu �ptu qwptmry rnu pllpmp?umr � wp y tkr rn lpmpwwzwr o }jnk�kuzy r
Zr(p)

ru o }jn k�kuzy r
Z ′

io(p)
|� }r� tkurnqr or

Gr

urw xjr w }v�pwtuv
WoGrWi = Zr + Z ′

io

kitu {vmt~vr � rku oinq vxjt{pwrnur	 �
∃X,Y,Ar, Br, Cr/

Ar = AZr

AZrX − XAwi + BrCwi = 0 ÐÎ |�Ñ
−XBwi + BrDwi = BZr ÐÎ |�Ñ

Y AZr − AwoY + BwoCr = 0 ÐÎ |ÒÑ
−CwoY + DwoCr = CZr ÐÎ |�ÑÓÔÕÖ×ØÙÔ Ú ÛÜÛÜÝ Þß àáâã äåæçß èé êëì Þ ä èé êíì îæçç Þç ä ïåÞâ ð âçÞ ñæçîå äåæç ç Þ òãåßãç ä åç äÞó ôÞçåó áâÞ ïã

õ ãäóåñÞ
X
ê ö Þ õ ÷õ Þø ïÞß àáâã äåæçß èé êùì Þ ä èé êúì åõû ïåáâÞç ä âçÞ ñæçîå äåæç ç Þ òãåßãç äåç äÞó ôÞçåó áâÞ ïã õ ã äóåñÞ

Y ü
AZrX + X(BwiD

−1
wi Cwi − Awi) + BZrD

−1
wi Cwi = 0

Y AZr + (BwoD
−1
woCwo − Awo)Y + BwoD

−1
woCZr = 0 ÐÎ |�ýÑ

þç ôÞó äâ îâ ïÞõõ Þ ÿ êëê�ø û ã� Þ ��� ø ï �Þ� åß äÞç ñÞ î �âç Þ ßæïâäåæç
X

èæâ
Y
ì Þß ä ãïæóßàáâåôãïÞç äÞ ð ñÞ áâÞ ïÞß û �ïÞß îÞ Zr

ßæåÞç ä îåß äåç ñäß îÞß �àóæß îÞ
Wi

Þä
Wo

êÝ Þ ñãïñâï îÞ
Br

èóÞßû Þñäå ôÞõ Þç ä
Cr

ì Þß ä ãïæóß îåóÞñä ð û ãó äåó îÞ X
èóÞßû Þñäå ôÞõ Þç ä

Y
ìÞ ä îÞ ïã óÞïã äåæç èé êíì èóÞßû ÞñäåôÞõ Þç ä èé êúìì ê

�r qruur y pntzmr w }rmmrjm linovmvr l rju k }vqmtmr �
Wo(G − Gr)Wi = Z − Zr + Ri¶

R = Zio − Z ′
io

rku jn urmy r nr qinurnpnu xjr ork l�wrk or
Wi

ru
Wo

|� }pllmiqsr l rmy ruupnu or qinkumjtmr
Gr 	 lpmutm or Zr

pllimur npujmrwwry rnu wp kup�t�wtuv or
Gr

| �vpnyitnk � wp �imnr
H∞

ory rjmr tylmvqtkr opnk wr qpk �vnvmpw | �pm r�rylwr �kt
Zr(p)

rku i�urnj lpm uminqpujmr vxjtwt�mvr � jnr �imnr tyyvotpur rku �
‖Wo(G − Gr)Wi‖∞ ≤ 2

n∑

i=r+1

σi(Z(p)) + α

i¶
α
ovlrno or wp nimy r or

R(p)
|


� �� ���������� ���� ��� � ������� � �����
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�ruur urqsntxjr �� M�ÒÒ� pnuvmtrjmr 	 w }pllmi qsr lmvqvornur qinkutujr jn qpk lpmut�qjwtrm opnk wrxjrw
R(p) = 0

| � pnk qr qpk � wrk l �wrk or
Wi(p)

qiylrnkrnu wrk /vmik or
G(p) − Gr(p)

| �p urqsntxjr rku mrkumrtnur 	 jnr krjwr linovmputin
Wi

� p�pnu jnr oty rn�ktin oj {rqurjm o }vupu v�pw pj niy�mr o }rnumvrk oj k�kuzy r |�p �imnr kjm w }rmmrjm linovmvr or{trnu pwimk tnuvmrkkpnur � y ptk uijur wp ovy pmqsr rku mrn�ojr likkt� wr lpm wr qsit� umzk kl vqt~xjr or wp linovmputin
Wi(p)

| � }rku lijmxjit nijk nrov{rwillrmink lpk qruur pllmiqsr rn ovuptwk |
� }pllmiqsr lpm ovqiyliktutin yiopwr lpmutrwwr likkzor w }p{pnup�r or kr mpy rnrm 	 wpmvojqutin o }jn k�kuzy r rn rmmrjm p�kiwjr | �rlrnopnu � w }jutwtkputin o }jnr yvusior qwpk�ktxjr qiyyr wp uminqpujmr vxjtwt�mvr n }rku lpk {mpty rnu �inovr opnk wr krnk i¶ qrwwr�qtnr qinktozmr lpk w }vupu oj k�kuzy r y ptk w }vupu o }jn k�kuzy r ~qut� qinurnpnu wrk l�wrk ojk�kuzy r |�p orj� tzy r qwpkkr or y vusiork k }tnuvmrkkr 	 w }r�urnktin likkt� wr or wp uminqpujmr vxjtwt��mvr qwpkktxjr pj qpk linovmv |

� �0 1��ª £©2�¢ ¥32 ¨«¨4�¥¢ ��ª¤¥�¥¢
�nnk ��nnÒÎ� lmilikr w }r�urnktin npujmrwwr or wp uminqpujmr vxjtwt�mvr pj qpk linovmv |�rk lmilmtvuvk o }i�krm{p�twtuv ru or qiyypnop�twtuv oj k�kuzy r

G
kinu vujotvrk rn qinkt�ovmpnu

G
qiyyr jn kijk�k�kuzy r oj k�kuzy r

WoGWi

� {itm ~�jmr Î |� | �ruur r�urnktin ��trn xjr qisvmrnur p{rq wrk qinqrluk or qiyypnop�twtuv ru o }i�krm{p�twtuv oj qspltumrlmvqvornu Ðlp�r �ý ru lp�r �ÎÑ � kij�mr lijmupnu or l rj or �pmpnutrk p lmtimt kjm wp kiwj�utin i�urnjr � kup�twtuv oj yiozwr mvojtu � � imnrk
H∞

or w }rmmrjm ot5 qtwry rnu qpwqjwp�wrk���@ ��p� | � }rku lijmxjit ork {pmtpnurk inu vuv lmilikvrk or urwwr y pntzmr 	 py vwtimrmqrmuptnrk wpqjnrk or wp y vusior or �nnk ����� � �+��� � M�@ ��� � y ptk rn ovuijmnpnuxjrwxjr l rj wrk tovrk yiumtqrk or wp uminqpujmr vxjtwt�mvr |�n mrlmrnpnu wrk qinqrluk or �pkr or wp qiyypnop�twtuv lp�r �ý ru or w }i�krm{p�twtuv lp�r�Î � wp umpnkliktutin or wp uminqpujmr vxjtwt�mvr qwpkktxjr pj qpk linovmv l rju kr �ptmr 	ump{rmk orj� xjrkutink ojpwrk �
6 7jrw oiy ptnr or w }rklpqr o }vupu krmptu ovqmtu lpm wr {rqurjm o }vupu

x(t)
or

G(p)
lijmjnr qinotutin tntutpwr njwwr � jnr rnumvr

d(t)
oj k�kuzy r pj�y rnuv o }vnrm�tr �imnvrlpm � Ð‖d(t)‖2 ≤ 1

Ñ ru ork qinotutink tn tutpwrk njwwrk lijm wrk linovmputink 8
6 7jrw rnkry�wr or qinotutink tn tutpwrk

x(0)
i�krm{p�wrk � or w }rklpqr o }vupu � l ijmmptulmiojtmr jnr kimutr linovmvr

η(t)
o }vnrm�tr kjl vmtrjmr 	 � Ð‖η(t)‖2 ≥ 1

Ñ � p{rq orkqinotutink tntutpwrk njwwrk lijm wrk linovmputink 8

Wi G Wo- - - -

6
x(t)

d(t) η(t)

9:; < Î |� 6 M�kuzy r pj�yrnuv ork linovmputink
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�p ot�vmrnqr �inopyrnupwr p{rq wr qpk qwpkktxjr ov{rwillv lijm w }rmmrjm p�kiwjr rkuxjr w }in vujotr w }tn=jrnqr or w }rnumvr

d(t)
kjm jnr lpmutr or w }rklpqr o }vupu oj k�kuzy rpj�yrnuv Ðx(t)

Ñ � ru w }tn=jrnqr o }jnr lpmutr or w }rklpqr o }vupu Ðqinotutink tn tutpwrk
x(0)

Ñkjm wp kimutr
η(t)

|�p ~�jmr kjt{pnur twwjkumr lwjk lmvqtkvy rnu wrk mrwputink y tkrk rn > rj |

+

∫
, x(0)

A
¾

?---
B

--
Wi

6
C

D

+

+

+

-

-
Wo

d(t)/ -

x(t)-

6x(0) = 0

-

‖η(t)‖2 ≤ 1

6

d(t) = 0

η(t)/

‖d(t)‖2 ≤ 1

9:; < Î |? 6 �iyypnop�twtuv ru i�krm{p�twtuv linovmvrk
�ijm wp lmry tzmr xjrkutin � qimmrklinopnu 	 wp qiyypnop�twtuv � krjwr wp linovmputinrn rnumvr tnurm{trnu | @numiojtkink wr umpnk�rmu mrwtpnu w }rnumvr

d
pj {rqurjm o }vupu

x
| �ijm

vujotrm w }rnkry�wr ovqmtu lpm wr {rqurjm [
x(t)

xWi
(t)

] � krjwrk wrk y pumtqrk
Ac

ru
Bc

or wp
mrlmvkrnuputin o }vupu ov~ntr qt�orkkijk tnurm{trnnrnu |

Hd→x
4
=

[
Ac Bc

∗ ∗

]

=





A BCwi

0 Awi

BDwi

Bwi

∗ ∗



 ÐÎ |��Ñ
�v~ntkkink w }rwwtlkiAor

εQ−1
c

i¶
Qc ∈ R

(n+ni)×(n+ni)
rku wr �mpyy trn or qiyypnop�twtuvor

Hd→x

ov~nt lpm �
AcQc + QcA

T
c + BcB

T
c = 0 ÐÎ |��Ñ

εQ−1
c

mrlmvkrnur pwimk w }rnkry�wr or w }rklpqr o }vupu ovqmtu lpm wr {rqurjm [
x(t)

xWi
(t)

] �
wimkxjr

d(t)
rku o }vnrm�tr �imnvr lpm �|�r �pÏin kty twptmr � tnuvmrkkink nijk 	 w }i�krm{p�twtuv o }jnr qinotutin tntutpwr

x(0)
|�p krqinor xjrkutin �ptu tnurm{rntm wp mrwputin rnumr wp qinotutin tntutpwr

x0 = x(0)
or

G(p)
ru wp kimutr

η
| @numiojtkink oinq wr k�kuzy r mrwtpnu

x0 	 η
�

Hx0→η
4
=

[
Ao ∗
Co ∗

]

=





A 0
BwoC Awo

∗
DwoC Cwo ∗



 ÐÎ |�?Ñ
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� }rnkry�wr ork qinotutink tn tutpwrk [

x(0)
xWo

(0)

] py rnpnu 	 jnr kimutr η
o }vnrm�tr kjl v�

mtrjmr 	 � rku wr qiylwvy rnuptmr opnk
R

(n+no) or w }rwwtlkiAor
εPo

i¶
Po ∈ R

(n+no)×(n+no)rku wr �mpyy trn o }i�krm{p�twtuv or
Hx0→η

ov~nt lpm �

AT
o Po + PoAo + CT

o Co = 0 ÐÎ |�ÎÑ

� qr kupor � nijk p{ink oinq qpmpquvmtkv w }rnkry�wr ork qinotutink tn tutpwrk [
x(0)

xWo
(0)

] wrk
lwjk i�krm{p�wrk �

R
(n+no) \ εPo

|
�rk �mpyy trnk

Po

ru
Qc

ov~ntk lmvqvoryyrnu nr kinu lpk �vnvmpwry rnu or y�yruptwwr | �rk rwwtlkiAork pkkiqtvk kinu lpm qinkvxjrnu ov~ntk opnk ork rklpqrk or oty rnktinot�vmrnur |

�ruur vujor lmvwty tnptmr p l rmy tk or y ruumr rn v{tornqr ork rnkry�wrk xjt inu umptu
	 w }vupu

x
pj�y rnuv or

xWi

ij
xWo

| B m � l ijm mvojtmr
G(p)

� krjwrk wrk tn�imy putink kjm
x
kinu l rmutnrnurk | �rk ot�vmrnurk y vusiork lmilikvrk qt�orkkijk lmilikrnu qspqjnr jnrorkqmtlutin or wp lpmutr or w }rklpqr ovqmtur lpm

x(t)
|

¬ È ® C" $%&' (µ (µ D²²Ê

� }rwwtlkiAor ov~nt lpm
εQ−1

c

qpmpquvmtkr wrk vupuk
x
or

G
ru

xWi

or
Wi

qiyyr kjtu �

[
x

xWi

]

∈ εQ−1
c

4
=

{
v ∈ R

(n+ni)/vT Q−1
c v ≤ 1

} ÐÎ |�EÑ

�ru rwwtlkiAor qinutrnu w }rnkry�wr ork vupuk
[x xWi

]T
puurt�np�wrk lijm ‖d(t)‖2 ≤ 1

| �zkwimk � w }rnkry�wr puurt�np�wr lpm w }vupu
x(t)

oj k�kuzy r lrju �umr ov~nt qiyyr wp lmi> rqutin �niuvr P(εQ−1
c

)
� or

εQ−1
c

kjm wr oiyptnr o }vxjputin
xWi

= 0
| �p ~�jmr Î |Î twwjkumr qrqt rn

lmrnpnu
G

jn k�kuzy r or oty rnktin � � p{rq
x =

[
x1

x2

] w }vupu lpmututinv oj k�kuzy r |
� }tnurmkrqutin or

εQ−1
c

p{rq wr oiyptnr o }vxjputin
xWi

= 0
rku niuvr I(εQ−1

c
)
|
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xWi

x1

x2

εQ−1
c

P(εQ−1
c

)

I(εQ−1
c

)

9:; < Î |Î 6 �wwtlkiAork or qiyypnop�twtuv

� }plmzk wr wryyr F |G |Î lp�r �?� � wp lmi> rqutin P(εQ−1
c

)
rku w }rwwtlkiAor o }vxjputin

P(εQ−1
c

)
4
=

{
x ∈ R

n/xT Q−1x ≤ 1
}

i¶
Q

rku wp kijk�y pumtqr r�umptur or
Qc =

[
Q ∗
∗ ∗

]

�r �pÏin ojpwr � nijk vujotink w }i�krm{p�twtuv | @numiojtkink I(εPo
)
� w }tnurmkrqutin orw }rwwtlkiAor

εPo

p{rq wr oiy ptnr o }vxjputin
xWo

= 0
� Ð{itm ~�jmr Î |EÑ | �rk qinotutinktn tutpwrk wrk lwjk i�krm{p�wrk � q }rku�	�o tmr qrwwrk oinnpnu jnr kimutr ‖η(t)‖2 > 1

� kinu 	w }r�uvmtrjm or w }rwwtlkiAor o }i�krm{p�twtuv
εPo

� q }rku�	�o tmr �

[
x(0)

xWo
(0)

]

∈ εPo

4
= R

(n+no) \
{
v ∈ R

(n+no)/vT Pov ≤ 1
} ÐÎ |�GÑ

�p qinotutin tntutpwr or wp linovmputin
xW0(0)

vupnu kjllikvr njwwr � wrk qinotutink tn tutpwrk
x(0)

or
G(p)

wrk lwjk i�krm{p�wrk kinu oinnvrk lpm w }tnurmkrqutin Ð{itm ~�jmr Î |EÑ or
εPop{rq wr oiy ptnr o }vxjputin

xWo
= 0

� niuvr I(εPo
)
ru xjt k }vqmtu oinq �

I(εPo
) = R

n \ I(εPo
)
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xWo

(0)

x1(0)

x2(0)

εPo

P(εPo
)

I(εPo
)

9:; < Î |E 6 �wwtlkiAork o }i�krm{p�twtuv

B m � I(εPo
)
rku or oiyptnr o }vxjputin �

I(εPo
) = {x ∈ R

n/xT Px ≤ 1}
i¶

P = P T > 0
rku wp kijk y pumtqr r�umptur or

Po =

[
P ∗
∗ ∗

] | I(εPo
)
rku oinq ovqmtu

lpm �
I(εPo

) = {x ∈ R
n/xT Px > 1}

Q
ru

P
kinu ~npwry rnu wrk kijk�y pumtqrk

n× n
kjl vmtrjmrk �pjqsrk r�umpturk mrkl rqut�{ry rnu or

Qc
ru

Po
| @w rku npujmrw or {ijwitm vxjtwt�mrm � 	 wp y pntzmr ork mrlmvkrnuputinkvxjtwt�mvrk qwpkktxjrk � wrk rnkry�wrk P(εQ−1

c
)
ru I(εPo

)
| � }rku qr xjr lmilikr wp y vusioror �nnk |� }tovr qinktkur pwimk 	 ilvmrm jnr umpnk�imy putin vxjtwt�mvr kjm

P
ru

Q
� ljtk or mvpwtkrm �qiyyr opnk wr qpk or wp uminqpujmr vxjtwt�mvr lijm w }rmmrjm p�kiwjr � wp uminqpujmr orky pumtqrk o }vupu or

G(p)
lijm i�urntm

Gr(p)
|

HIJKLKM KNL Ú ÛO ÛÜPæåÞç ä
G(p)

ø
Wi(p)

Þä
Wo(p)

îÞß õ ãäóåñÞß îÞ òæç ñäåæçß îÞ äóãçßòÞó ä ß äãQïÞß Þä õ åçåõ ãïÞß êRç äóæîâåßæçß ïÞß �óãõõ åÞçß î �æQßÞó ôãQåïå äà
Po

Þä îÞ ñæõõ ãçîãQåïå äà
Qc

îàSçåß óÞßû ÞñäåTôÞõ Þç ä û ãó èé êUéì Þä èé êU�ì ê Vûû Þïæçß P
Þä

Q
ïÞß ßæâß õ ã äóåñÞß ñãóóàÞß îÞ îåõ Þçßåæç

nWXYX
Po =

[
P ∗
∗ ∗

]

, Qc =

[
Q ∗
∗ ∗

]

(i)
V ïæóß ø ïã óÞû óàßÞç äã äåæç î �àäã ä îÞ

G(p)
Þß ä àáâåïåQóàÞ û æçîàóàÞ ßå

P = Q = Z 3G[(σi)Þä
σi ≥ σi+1 > 0,∀i ∈ [1, n]

ê
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(ii)
þç û ãó äå äåæççãç ä G(p)

ð ï �æóîóÞ
r
îãçß âç Þ óàãïåßã äåæç àáâåïåQóàÞ û æçîàóàÞø ñ �Þß ä ðîåóÞ ãôÞñ

A11 ∈ R
r×r ü

G(p)
s
=





A11 A12

A21 A22

B1

B2

C1 C2 D





ãïæóß ø ïÞ õ æî_ïÞ
Gr(p)

s
=

[
A11 B1

C1 D

]

Þß ä ãûû Þïà õ æî_ïÞ óàîâå ä ð ï �æóîóÞ
r û ãó äóæç ñã äâóÞ àáâåïåQóàÞ û æçîàóàÞ ê

`GHGJ53aI Za bG c K5dFZa Za 0JJI
6 �p kup�twtuv oj k�kuzy r mvojtu rku ovyinumvr opnk wr qpk o }jnr krjwr linovmputin �kitu rn rnumvr � kitu rn kimutr ��nnÒÎ � �ir�Î� |
6 �pnk wr qpk i¶

G(p)
�
Wi(p)

ru
Wo(p)

kinu kup�wrk � � ty ru pw |���@ �Ep� qpwqjwrnu jnr�imnr kjlvmtrjmr kjm ‖Wo(p)(G(p) − Gr(p))Wi(p)‖∞ Ðrn kjllikpnu wp kup�twtuv or
Gr(p)

Ñ � qrwwr�qt kr qpwqjwpnu or �pÏin tuvmput{r rku � rpjqijl lwjk qiylwr�r 	 qpwqjwrmxjr wr y iozwr mvojtu wj t�y �yr | � wwr lmvkrnur l rj o }tnuvm�u lmputxjr |

�ijm lpwwtrm wr lmi�wzy r or w }p�krnqr or �pmpnutr or wp kup�twtuv or wp y vusior or �nnk �wp {pmtpnur kjt{pnur p vuv lmilikvr |
¬ È È É %&' (µ (µ C ±² µ& �' ±Ì

@ntutvr lpm � tn ru �stj ������ � ljtk �vnvmpwtkvr opnk �M�@ �E� � qruur pllmiqsr l rju �qiyyr lmvqvoryyrnu � k }tnurmlmvurm 	 lpmutm ork rwwtlkiAork
εQ−1

c

ru
εPo

| � }tovr y p> rjmrxjt y iut{r qruur pllmiqsr rku or �pmpnutm wp kup�twtuv oj yiozwr mvojtu e wpqjnr tylimupnuror wp y vusior or �nnk | �pnk w }pllmiqsr lmry tzmr lmilikvr lpm � tn ru �stj � wrk linovmp�utink oit{rnu �umr mrlmvkrnuvrk opnk jnr �pkr o }vupu lpmutqjwtzmr � ru wr k�kuzy r pj�y rnuv
WoGWi

oitu �umr kjllikv y tnty pw | �pnk qr xjt kjtu � nijk lmvkrnuink otmrqury rnu wp �v�nvmpwtkputin lmilikvr opnk �M�@ �E� xjt k }p�mpnqstu or w }s�liuszkr kjm wp mrlmvkrnuputino }vupu kl vqt~xjr ork linovmputink |
� w }illikv or wp urqsntxjr or �nnk � qruur y vusior qinktkur 	 qinktovmrm w }tnurmkrqutinor w }rwwtlkiAor

εQ−1
c

p{rq wr oiy ptnr o }vxjputin
xWi

= 0
ru wp lmi> rqutin or

εPo

kjm wroiyptnr o }vxjputin
xWo

= 0
|�ijm wp qiyypnop�twtuv � wp mrwputin ÐÎ |�EÑ ov~ntu εQ−1

c

| � }tnurmkrqutin or
εQ−1

c

p{rq
xWi

= 0
kr qpwqjwr rn mry pmxjpnu xjr

Q−1
c =

[
(Q11 − Q12Q

−1
22 QT

12)
−1 ∗

∗ ∗

] | �ru rwwtlkiAor
niuv I(εQ−1

c
)
p oinq lijm vxjputin �

I(εQ−1
c

) = {x/xT (Q11 − Q12Q
−1
22 QT

12)
−1x ≤ 1}

�ruur pllmiqsr kijk rkuty r w }rnkry�wr ork {rqurjmk o }vupu
x
qiyypnop�wrk ljtkxjrw }tnurmkrqutin I(εQ−1

c
)
rku qinurnjr opnk wp lmi> rqutin P(εQ−1

c
)
jutwtkvr lpm wp y vusior�nnk |
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�pnk wr qpk or w }i�krm{p�twtuv � wp ovy pmqsr qinktkur 	 qinktovmrm wr qiylwvy rnuptmr orwp lmi> rqutin or w }rwwtlkiAor

εPo Ðov~nt lpm wp mrwputin ÐÎ |�GÑÑ kjm wr oiyptnr o }vxjputin
xWo

= 0
| �r oiy ptnr rku niuv P(εPo

)
|

� }plmzk wr wryyr F |G |Î � rn niupnu xjr
P−1

o =

[
(P11 − P12P

−1
22 P T

12)
−1 ∗

∗ ∗

] � qruur lmi> rq�
utin niuvr P(εPo

)
p lijm vxjputin �

P(εPo
) = {x/xT (P11 − P12P

−1
22 P T

12)x > 1}�ruur pllmiqsr qinojtu 	 jnr kijk rkuty putin or w }rnkry�wr ork qinotutink tn tutpwrk i��krm{p�wrk qpm I(εPo
) ⊂ P(εPo

)
|� }il vmputin or y tkr kijk �imy r vxjtwt�mvr ru or uminqpujmr rku wp y �yr xjr lmvqv�oryyrnu rn likpnu

Q = Q11 − Q12Q
−1
22 QT

12

ru
P = P11 − P12P

−1
22 P T

12

| � }pllimu y p> rjm orqruur urqsntxjr rku xjr
P

ru
Q

ptnkt qpwqjwvrk qimmrklinornu pj� �mpyy trnk o }jn k�kuzy rp�pnu wp y �yr ypumtqr o }vupu
A
xjr qrwwr or

G(p)
������ | �n r�ru �B�ýý� �

P
ru

Q
{vmt~rnumrkl rqut{ry rnu

AT P + PA + Y T Y = 0
ru

AQ + QAT + XXT = 0
| �rqt rnump?nr ��MÒ��xjr

Ar

rku �imqvy rnu kup�wr |
`GHGJ53aI Za bG c K5dFZa Za i 3J a5 Ed 3j

6 �p kup�twtuv oj yiozwr mvojtu rku pkkjmvr Ðusvimzy r ? |? |� � lp�r G�Ñ |
6 �nr �imnr kjlvmtrjmr � pjkkt ot5 qtwry rnu qpwqjwp�wr xjr qrwwr or wp y vusior or �nnkrku otklint�wr opnk wr qpk i¶ w }jnr ork � linovmputink rku lmtkr v�pwr 	 w }tornutuv�M�@ �E� |

�nr pjumr {pmtpnur �pkvr kjm wrk vxjputink ork �mpyy trnk
Po

ru
Qc

lrmy ru o }pkkjmrmwp kup�twtuv ru o }p{itm jnr �imnr kjlvmtrjmr ktylwr kjm w }rmmrjm linovmvr |
¬ È � É %&' (µ (µ k"²- µ& "# 

�ruur y vusior ��+��� � �+��Ò� rku �inovr kjm jnr y pntljwputin ork vxjputink ÐÎ |�ÎÑru ÐÎ |��Ñ | � wwr qinktkur 	 yiot~rm wrk vxjputink tkkjrk ork �wi qk
(1, 1)

lijm rn qinkumjtmrork vxjputink or ��pljni{ |
�ijm qiylmrnomr w }pllmiqsr � r�py tnink wrk �mpyy trnk linovmvk

Qc

ov~nt lpm ÐÎ |��Ñru
Po

ov~nt lpm ÐÎ |�ÎÑ | �r ov{rwillry rnu oj �wiq
(1, 1)

or ÐÎ |��Ñ lijm wp qiyypnop�twtuvoinnr �
AQ11 + Q11A

T + BCwiQ
T
12 + Q12C

T
wiB

T + BDwiD
T
wiB

T

︸ ︷︷ ︸

X

= 0

� }v�pwtuv lmvqvornur rku lmiqsr o }jnr vxjputin or ��pljni{ or u�lr �mpyy trn or qiy �
ypnop�twtuv � 	 qrqt lmzk xjr wp y pumtqr k�y vumtxjr

X
4
= BCwiQ

T
12+Q12C

T
wiB

T +BDwiD
T
wiB

Tn }rku lpk ov~ntr liktut{r | � }tovr lmtnqtlpwr or qruur y vusior rku or wp mrylwpqrm lpm jnrypumtqr liktut{r | �p ovypmqsr qinktkur 	 ovqiylikrm
X

kijk wp �imy r �lmÒE�� �
X =

[
U1 U2

]
[

I 0
0 −I

] [
UT

1

UT
2

]

�n likpnu
X ′ =

[
U1 U2

]
[

I 0
0 I

] [
UT

1

UT
2

]
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X ′ rku ov~ntr liktut{r ru l rju kr �pquimtkrm kijk wp �imy r
B̄B̄T |�p y �y r ovy pmqsr rku mvpwtkvr l ijm w }v�pwtuv ÐÎ |�ÎÑ rn Po

� l ijm w }i�krm{p�twtuv | �nr yp�umtqr
C̄

rku qpwqjwvr lijm kr mpy rnrm 	 jnr v�pwtuv or ��pljni{ or u�lr i�krm{p�twtuv |�zk wimk � wp ovy pmqsr qinktkur 	 kr mpy rnrm pj k�kuzy r ~qut� �

Gf (p)
s
=

[
A B̄
C̄ 0

]

xjt likkzor lijm �mpyy trnk
Q′ ru P ′ kiwjutink ork vxjputink or ��pljni{ lmvqvoryyrnuqinktovmvrk lijm qinkumjtmr

B̄
ru

C̄
�

AT P ′ + P ′A + C̄T C̄ = 0 ÐÎ |�sÑ
AQ′ + Q′AT + B̄B̄T = 0 ÐÎ |�ÒÑ

@w rku 	 niurm xjr
Gf (p)

nr likkzor lpk �imqvy rnu wr y �y r niy�mr o }rnumvrk ru or kimutrkxjr
G(p)

|�p kjtur or wp y vusior rku qwpkktxjr �
P ′ ru Q′ kinu vxjtwt�mvrk � 	 ump{rmk jn qspn�ryrnuor �pkr

T
xjt rku rnkjtur pllwtxjv kjm

G(p)
|
Gr(p)

rku i�urnj lpm uminqpujmr ork y pumtqrko }vupu or
G(p)

opnk wp nij{rwwr �pkr | tiuink xjr
Gf (p)

ru
G(p)

inu wp y �yr ypumtqr o }vupu
A
| @w k }rnkjtu ��MÒ�� xjr wp uminqpujmr Ar

or
A
� opnk wp �pkr vxjtwt�mvr or

Gf (p)
� rku kup�wr |

ÓÔÕÖ×ØÙÔ Ú ÛO ÛÜÿ åÞç áâÞ ñÞääÞ ãûû óæñu Þ ç Þ ßÞõ QïÞ û ãß óã äåæçç ÞïïÞ û ãó óãûû æó ä ãâ� åç äÞóû óàäã äåæçß � àæTõ àäóåáâÞß ôâÞß û óàñàîÞõõ Þç äø ç æâß û æâôæçß äæâä îÞ õ ÷õ Þ óÞïåÞó
Q′ ð ïã õ ã äóåñÞ

QîæççàÞ û ãó ïã õ àäu æîÞ îÞ þççß ê
Q′ Þä Q

ôàóåS Þç ä ü AQ′ + Q′AT + B̄B̄T = 0
æâ Þç ñæóÞ

AQ′+Q′AT +U1U
T
1 +U2U

T
2 = 0

Þä
AQ+QAT +U1U

T
1 −U2U

T
2 = 0

ê Rï ß �Þçß âå ä áâÞ
Q′ ≥ QÞä îæç ñ áâÞ

εQ−1 ⊂ εQ′−1

ê
þç Þv Þäø

Q′ ≥ Q ⇒ ∃J = JT ≥ 0/Q′ = Q+J
ê ∀x ∈ εQ−1 , xT Q−1x ≤ 1 ⇒

[
1 x
xT Q

]

≥ 0
ê

w æâß ãôæçß ãïæóß [
1 x
xT Q

]

+

[
0 0
0 J

]

=

[
1 x
xT Q′

]

≥ 0
ê ö �æx

xT Q′−1x ≤ 1
ê

yÞääÞ ãûû óæñu Þ ß âóÞß äåõ Þ è
εQ−1 ⊂ εQ′−1

ì ï �ÞçßÞõ QïÞ ã ääÞå�çãQïÞ û ãó ï �àäã ä x îâ ßz ß ä_õ Þ
û æâó âçÞ Þç äóàÞ îÞ

Wi(p)
åç òàóåÞâóÞ ð U ê ö Þ òã{æç îâãïÞø åï Þß ä û æßßåQïÞ îÞ õ æç äóÞó áâÞñÞääÞ õ àäuæîÞ ß âóÞß äåõ Þ ï �ÞçßÞõ QïÞ îÞß ñæçîå äåæçß åç å äåãïÞß îâ ßz ß ä_õ Þ îæççãç ä Þç ßæó äåÞîÞ ïã û æçîàóã äåæç Wo(p)

âç Þ àç Þó� åÞ ß âû àóåÞâóÞ ð U ê
`GHGJ53aI Za bG c K5dFZa Za |GJ[ a5 G b .

6 �p �pmpnutr or kup�twtuv oj yiozwr mvojtu rku wp y �yr xjr lijm wp uminqpujmr vxjt�wt�mvr | � wwr rku �pmpnutr kt wp uminqpujmr nr kvlpmr lpk � +Ml tornutxjrk |
6 �nr �imnr

H∞

kjm w }rmmrjm linovmvr rku �pqtwry rnu ovojqut� wr | Mjllikink xj }tw r� tkur� y pumtqrk
K

ru
L
urwwrk xjr

B = B̄K
ru

C = LC̄
| � wimk ��+���� �

‖Wo(p)(G(p) − Gr(p))Wi(p)‖∞ ≤ k

n∑

i=r+1

σi

i¶
σ1, . . . , σn

kinu wrk + Ml or
Gf (p)

ru
k = ‖Wo(p)L‖∞‖KWi(p)‖∞

|
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¬ È ¬ * ´° ´  Ê (µÊ � $%&' (µÊ ´°%³%(µ²&µÊ

�rk ot�vmrnurk pllmiqsrk r�lwtxjvrk qt�orkkjk inu mvqryyrnu vuv otkqjuvrk ��@�B ý�� ��@�Bý �p� | @w p vuv kijwt�nv xj }	 w }tn{rmkr or wp uminqpujmr vxjtwt�mvr qwpkktxjr � wp uminqp�ujmr vxjtwt�mvr linovmvr nr lmvkrnur lpk or xjpnut~qpurjmk umpojtkpnu wp xjpwtuv oj yiozwrmvojtu | �n r�ru � wrk ~ Ml oturk linovmvrk � qimmrklinopnu pj� {pwrjmk lmilmrk or
(PQ)1/2lijm wp y vusior or �nnk ru wp y vusior or � tn ru pw |� nr l rj{rnu lpk �umr qinktovmvrkqiyyr ork tnotqpurjmk oj qsit� or

r
ij or wp ~nrkkr or w }pllmi� ty putin | � qr utumr � orkqinumr�r�rylwrk mv{vwpurjmk kr umij{rnu opnk ��@�Bý ��� |�pm ptwwrjmk � tw rku 	 niurm xjr opnk wr qpk yini{pmtp�wr � w }jutwtkputin or wp y vusior �nnkij or � tn wptkkr tnot�vmrnu wr qsit� oj lwpqry rnu or wp linovmputin � xjt l rju �umr ktujvrkitu rn rnumvr kitu rn kimutr | @w n }rn rku lpk or y�yr wimkxjr wp y vusior or �pn� rkurylwi�vr |

� 3II�c K5H3a Za bG c K5dFZa Za |GJ[ a5 G b .�pnk wr qpk yini{pmtp�wr � wp y vusior or �pn� nr oinnr lpk wr y �y r mvkjwupu krwinxjr w }in qinktozmr wp linovmputin rn rnumvr ij rn kimutr | �p ~�jmr kjt{pnur qiylpmr wrk �kiwjutink �ijmntrk lijm wr qsit� or linovmputin �
Wi,o(p) =

0.0589(p + 15.2)(p + 0.2713)

(p2 + 0.02572p + 0.224)
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9:; < Î |G 6 �mpqvk �mvxjrnutrwk or G(p)
�
G4(p)

�
Wi,o(p)

@w k }p{zmr xjr wp kiwjutin �ijmntr rn lwpÏpnu wp linovmputin rn rnumvr rku y rtwwrjmr |�jqjn tnotqr p lmtimt nr lij{ptu nijk wptkkrm kjllikrm jnr urwwr mry pmxjr |

�p ormntzmr pllmiqsr or mvojqutin p�kiwjr linovmvr qinktkur 	 tnumiojtmr wp nimy r orlpn�rw or w }rmmrjm linovmvr ru or kr mpy rnrm � kt l ikkt� wr � 	 jnr pllmi� ty putin iluty pwrvujotvr opnk wr qspltumr lmvqvornu |
¬ È � *´´° ! ±$"& ± ²  ´& ±$"#µ "Ì Êµ²Ê (µ #" ² °$ µ (µ �"²�µ #

�ruur lpmutr lmilikr o }vujotrm wr lmi�wzy r or mvojqutin linovmvr � pj krnk or wp nimy ror l pn�rw | �pnk uijk wrk qpk mrqrnkvk opnk wp wtuuvmpujmr � qr lmi�wzy r p vuv �imyjwv or



�ýÒ 7n o\ h8pq9]:}: ;nhr o\ 9}<<\:pn = \^^o:9\]:}: \q> 9\:\q>
ypntzmr 	 lij{itm mpy rnrm wp mrqsrmqsr o }jnr kiwjutin iluty pwr 	 w }pllmi� ty putin o }jnrrmmrjm p�kiwjr � vujotvr lp�r Ò? | �nr urwwr ovy pmqsr tylikr ork s�liuszkrk kjm wp liktutinork l �wrk ru /vmik ork linovmputink |�ruur pllmiqsr p o }p�imo vuv rylwi�vr opnk wr qpk yini{pmtp�wr p{rq jnr krjwr lin�ovmputin lmilmr pnutqpjkpwr ru tn{rmkry rnu pnutqpjkpwr opnk ���ÒE� | � }r�urnktin yjwut�{pmtp�wr ptnkt xjr wrk mvkjwupuk �vnvmpj� kinu ov{rwillvk opnk ��si�?q � ��l�� � ���E ��si�E� � B�ýý� � kpnk qspn�ryrnu kjm wp npujmr ork linovmputink | �pnk ��si�Ep � �si�E�� �ork linovmputink pnutqpjkpwrk y ptk lpk �imqvy rnu tn{rmkry rnu pnutqpjkpwrk kinu qinktov�mvrk | �n~n � lijm ork linovmputink pnutqpjkpwrk oj lmry trm imomr � ork mvkjwupuk ��nkÒG ��si�E� � �si�?�� inu p�ijut 	 ork �imnrk kjlvmtrjmrk kjm wp nimy r

H∞

w }rmmrjm or mvojq�utin |
/ �� �� �6 � 3ILjII3FJ [KJKHG ba

� }pllmi� ty putin pj krnk or wp nimy r or lpn�rw linovmvr k }tnuvmrkkr pj lmi�wzy r ory tnty tkputin kjt{pnu � pllrwv � ������ Y � �
γpb1 =

c 3J
Gr∈RHr

∞
‖Wo(p)(G(p) − Gr(p))Wi(p)‖H ÐÎ |��Ñi¶

Wo

ru
Wi

kinu ork linovmputink �mvxjrnutrwwrk oinu wp npujmr �rmp w }i�> ru o }jnr otkqjk�ktin | �n r�ru � wrk y vusiork or mvkiwjutin oj lmi�wzy r kinu tnuty ryrnu wtvrk 	 wp npujmrork l inovmputink |�~n or y trj� kptktm w }pllmiqsr poiluvr opnk qruur lpmutr � nijk pwwink mpllrwrm wrk yiut�{putink or w }pllmi� ty putin iluty pwr pj krnk or wp nimy r or l pn�rw ov{rwillvr opnk wrqpomr or w }rmmrjm p�kiwjr | � }pllmiqsr kijk > pqrnur 	 wp nimy r or l pn�rw vuptu or mpy rnrmwr lmi�wzy r o }iluty tkputin rn nimy r or l pn�rw 	 jn lmi�wzy r o }iluty tkputin vxjt{pwrnurn nimy r L∞
| �r ormntrm lmi�wzy r lij{pnu kr mvkijomr or �pÏin iluty pwr pkkr/ ptkvy rnu |�pnk wr y �y r rklmtu � wr � ������ Y � or mvojqutin linovmvr pj krnk or wp nimy r or l pn�rwl rju �umr mvkiwj or �pÏin kty twptmr rn �ptkpnu tnurm{rntm wr � ������ Y �� L∞

kijk > pqrnu �
γpb1b =

c 3J
Gr∈RHr

∞,Q∈RH∞,−
‖Wo(jω)(G(jω) − Gr(jω))Wi(jω) + Q(jω)‖∞ ÐÎ |�ýÑ

�r lmi�wzy r � ������ Y �� krmp y inumv vxjt{pwrnu pj � ������ Y �|�pm ptwwrjmk � jn lmi�wzy r {itktn � �mvxjryyrnu qinktovmv opnk wp wtuuvmpujmr � rku wrkjt{pnu � � ������ Y � �
γpb2 =

c 3J
Gr∈RHr

∞,Q∈RH∞,−
‖Wo(jω)(G(jω) − (Gr(jω) + Q(jω))Wi(jω)‖∞ ÐÎ |� �Ñ

� }vxjt{pwrnqr rnumr wr � ������ Y �� ru wr � ������ Y � krmp vup�wtr y i�rnnpnu w }jutwtkputinor linovmputink pnutqpjkpwrk ru tn{rmkry rnu pnutqpjkpwrk | �nr urwwr lmilmtvuv kjm wrk lin�ovmputink n }rku lpk tnniqrnur | � }tnumiojqutin or urwwrk linovmputink l rmy ru o }vup�wtm jnrvxjt{pwrnqr p{rq wr lmi�wzy r � ������ Y �| �r lwjk � opnk qr qpk � wr qpwqjw o }jnr kiwjutinl pn�rw�iluty pwr krmp mpy rnv 	 jn lmi�wzy r o }rmmrjm p�kiwjr |�n~n � wr � ������ Y � lrju kr {itm pjkkt qiyyr jnr mrwp�putin oj lmi�wzy r tntutpwry rnulikv opnk qr mpllimu �
� ������ Y �

: γpb3 =
c 3J

Gr∈RHr
∞
‖Wo(p)(G(p) − Gr(p))Wi(p)‖∞ ÐÎ |��Ñ

7jrwwr xjr kitu wp npujmr ork linovmputink � nijk p{ink �
γpb2 ≤ γpb3

|�rk lmi�wzy rk lmvkrnuvk lmvqvoryyrnu {inu �umr qiylpmvk rn �inqutin or wp npujmr orklinovmputink |
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/ �� �� �� EGI Za 1FJZKHG53FJI GJ53LGjIG baI a5 3J�aHIacaJ5 GJ53LGjIG baI

�r lmry trm qpk lpmutqjwtrm or qsit� ork linovmputink rku umzk puumpqut� ljtkxj }tw l rmy ruo }vup�wtm w }vxjt{pwrnqr ork � ������ Y� �� �� ru
2
|

ÓÔÕÖ×ØÙÔ Ú ÛO ÛORç äÞóóæ� Þæçß ç æâß ßå âç äÞï ñu æå� îÞ û æçîàóã äåæçß Þß ä ïåõ åäã äåò ê �æâó ïÞ � ������ Y � Þä ïÞ� ������ Y �ø åï ç Þ ï �Þß ä û ãß ê þç Þv Þäø æç û Þâä äæâ� æâóß åç äóæîâåóÞ ïÞß äóãçßòÞó äß
Mi(p)

Þä
Mo(p)

ø òãñäÞâóß ßû Þñäóã â� ß äãQïÞß ø ñãóóàß Þä åçôÞóßÞõ Þç ä ß äãQïÞß ôàóåSãç ä ü
Wo(p)∗Wo(p) = Mo(p)Mo(p)∗ Wi(p)Wi(p)∗ = Mi(p)∗Mi(p) ÐÎ |�?Ñ

Ý Þß æâäåïß ç àñÞßßãåóÞß ð ñÞ ñãïñâï ßæç ä Þç ãçç Þ� Þ û ã� Þ ��� êö _ß ïæóß ø ïÞß äóãçßòÞó äß
Mo(p)∗W−1

o (p)
Þä

W−1
i (p)Mi(p)∗

ßæç ä ãïïTû ãßß ê þç û æß ä Þä û óàTõâïäåû ïåãç ä èé ê� Uì û ãó ñÞß äóãçßòÞó äß ãïïTû ãßß ø ïÞ ñóå ä_óÞ ð õ åçåõ åßÞó òãå ä ãûû ãóã� äóÞ îÞß
û æçîàóã äåæçß ãç äåñã âßãïÞß Þä åçôÞóßÞõ Þç ä ãç äåñã âßãïÞß ü

γpb2 =
c 3J

Gr∈RHr
∞,Q∈RH∞,−

‖Mo(jω)∗(G(jω) − (Gr(jω) + Q(jω))Mi(jω)∗‖∞
yÞääÞ Þ�û óÞßßåæç ßæâïå�ç Þ ïÞ òãå ä áâÞ ïÞß û æçîàóã äåæçß Wi(p)

Þä
Wo(p) û ÞâôÞç ä ÷äóÞ û óåßÞñãóóàÞß ø ãç äåñã âßãïÞß Þ ä åç ôÞóßÞõ Þç ä ãç äåñã âßãïÞß îãçß ïã îàSçå äåæç îâ � ������ Y � ê Rï ÞçÞß ä Þ�ãñäÞõ Þç ä îÞ õ ÷õ Þ û æâó ïÞ � ������ Y � ê

� rwtink opnk qr qpk
γpb1

�
γpb1b

�
γpb2

ru
γpb3

|
�N×N��Ö K×Ô Ú ÛO ÛÜPæå ä

G(p) ∈ RH∞
îàñóå ä û ãó è� êUì ø

Wi(p)
Þä

Wo(p)
îÞß äóãçßòÞó äß ãç äåñã âßãâ� Þä åç ôÞóßÞT

õ Þçä ãç äåñãâßãâ� ê
γpb1

ø
γpb1b

ø
γpb2

Þä
γpb3

ßæç ä óÞßû Þñäå ôÞõ Þç ä îàSçåß û ãó èé êUúì ø èé ê��ì ø èé ê� Uì Þä èé ê��ì ê V ïæóß ü
γpb3 ≥ γpb1 = γpb1b = γpb2 = σr+1([Wo(p)G(p)Wi(p)]|+)

� �� ��� �¡ W�� ¢ @inumink o }p�imo
γpb2 = γpb1b = γpb1

|� }plmzk ÐÎ |��Ñ � γpb2

k }vqmtu �
γpb2 =

c 3J
Gr∈RHr

∞,Q∈RH∞,−
‖Wo(jω)(G(jω) − Gr(jω))Wi(jω) − Wo(jω)Q(jω)Wi(jω)‖∞

�ptkink wr qspn�ryrnu or {pmtp�wr �t> rqut� kj t{pnu £ �
F = −W ∗

o QW ∗
i

| tijk p{ink pwimk �
γpb2 =

c 3J
Gr∈RHr

∞,F∈RH∞,−
‖Wo(jω)(G(jω) − Gr(jω))Wi(jω) + F (jω)‖∞

qr xjt �ptu pllpmp?umr wr � ������ Y ��|� }plmzk wr qimiwwptmr ? |Î |? lp�r ss �
γpb1b =

c 3J
Gr(p)∈RHr

∞
‖Wo(p)(G(p) − Gr(p))Wi(p)‖H = γpb1

@inumink 	 lmvkrnu xjr
γpb2 = σr+1([Wo(p)G(p)Wi(p)]|+)

|� }plmzk wr usvimzy r ? |Î |� � lp�r s? � nijk p{ink �
σr+1([Wo(p)G(p)Wi(p)]|+) =

c 3J
H(p)∈RHr

∞,−
‖[Wo(p)G(p)Wi(p)]|+ − H(p)‖∞ ÐÎ |�ÎÑ¤

Wo

��
Wi

��� ����������� �� �¥����� �� �����������
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�ikink

Q(p) = Wo(p)−1([Wo(p)G(p)Wi(p)]|−−H(p))Wi(p)−1 | �r qspn�ry rnu or {pmtp�wrrku �t> rqut� ru l rmy ru o }vqmtmr or y pntzmr vxjt{pwrnur wr lmi�wzy r o }iluty tkputin | � tnpwr�y rnu �
σr+1([Wo(p)G(p)Wi(p)]|+) =

c 3J
Q(p)∈RHr

∞,−
‖Wo(jω)(G(jω) − Q(jω))Wi(jω)‖∞ = γpb2

|� tnpwry rnu � w }tnv�pwtuv
γpb3 ≥ γpb2

rku umt{ tpwr ljtkxjr wr � ������ Y � rku jnr mrwp�putin oj� ������ Y � |
2

�j {j or wp lmvqvornur ovyinkumputin � w }jutwtkputin or linovmputink pnutqpjkpwrk rutn{rmkry rnu pnutqpjkpwrk l rmy ru or mpy rnrm wr lmi�wzy r or mvojqutin linovmvr 	 jnlmi�wzy r or mvojqutin or w }rmmrjm p�kiwjr kjm
[Wo(p)G(p)Wi(p)]|+

| �r lwjk � jnr �imnrtn�vmtrjmr kjm
γpb3

rku
γpb1 = σr+1([Wo(p)G(p)Wi(p)]|+)

|�nr kiwjutin l pn�rw�iluty pwr l rju ovkimy ptk �umr lmilikvr |
¦§§HF¨ 3c G53FJ F§53c G ba Za © GJªab a5 G b[FH35dca�rj� {pmtpnurk lijm wp y tkr rn «j{r o }jnr kiwjutin kinu lmilikvrk �B�ýý � ��� �G ���Ò� � ��l��� |

�| � vkijomr wr lmi�wzy r o }iluty tkputin ÐÎ |�ÎÑ lijm jnr kiwjutin iluty pwr
H(p)

p�pnu
r
l�wrk kup�wrk � 	 w }ptor or w }pllmi� ty putin L∞

| �utwtkrm w }pw�imtusy r or wp krqutin? |Î |? |s � lp�r ÒE |� | �rj� {pmtpnurk likkt�wrk �
6 �GH3GJ5a 6 ¬ ���ÒE� l ikrm �

Q̂(p) = Wo(p)−1H(p)Wi(p)−1 ÐÎ |�EÑ
6 �GH3GJ5a � ¬ ����E � ��l��� tnumiojtmr �

Q̂(p) = Wo(p)−1(H(p) + [Wo(p)G(p)Wi(p)]|−)Wi(p)−1

qr xjt pkkjmr xjr ‖[Wo(p)G(p)Wi(p)]|+−H(p)‖∞ = ‖Wo(p)(p)(G(p)−Q̂(p))Wi(p)‖∞
|

? |
Gr(p)

� kiwjutin iluty pwr or w }pllmi� ty putin iluty pwr pj krnk or wp nimy r or l pn�rwrku oinnv lpm
Gr(p) = [Q̂(p)]|+

|
Gr(p)

rku �trn l pn�rw�iluty pw | �ijm wp {pmtpnur �� nijk p{ink �
γpb1 = ‖[WoGWi]|+−H‖H = ‖WoGWi−WoQ̂Wi‖H = ‖Wo(G−Gr +F )Wi‖H = ‖Wo(G−
Gr)Wi‖H

| �ijm wp {pmtpnur � � wr qpwqjw rku tornutxjr |
EFJJa¨ 3FJ G�aL b G§§HF Lda c FZG batijk lij{ink kijwt�nrm opnk wp ovy pmqsr lmvqvornur jn wtrn �imu p{rq w }pllmiqsr yi�opwr � ov{rwillvr lp�r �G | �n r�ru � jnr ovqiyliktutin lpmpwwzwr or

WoGWi

rku
WoGWi =

[WoGWi]|+
︸ ︷︷ ︸

Z

+ [WoGWi]|−
︸ ︷︷ ︸

Zio

� rn lmi~upnu or w }pnutqpjkpwtuv or
Wo

ru
Wi

|
Z

rku krjwr mvojtur |

EGI §GH53Ljb3aH Z jJa §FJZKHG53FJ Z FHZHa 6�oiluink wp ovy pmqsr lmvqvornur lijm jnr linovmputin oj lmry trm imomr | �inktovmink
jn qpk y ini{pmtp�wr p{rq

W (p) =
p − β
p − α

�
α, β > 0

| �p linovmputin rku oinq pnutqpjkpwr
ru tn{rmkry rnu pnutqpjkpwr |��lmtyink wp lpmutr kup�wr or

WG
�
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G1(p)
4
= [W (p)G(p)]+ =

(p − β)G(p) − (α − β)G(α)
p − α

| �ruur r�lmrkktin rku v{ tornur rn
lpmupnu o }jnr ovqiyliktutin rn vwvy rnuk ktylwrk or

WG
|tiuink

H(p)
w }pllmi� ty putin lpn�rw�iluty pwr or

[WG]+
| �ikink pwimk ��si�?� � �si�E��

Gr(p) =

[
p − α

p − β
H(p)

]∣
∣
∣
∣
+

− α − β

|α| + β
(G1(β) − H(β))

Gr(p)
rku l pn�rw�iluty pw ru kr qiylikr or � urmy rk | �r lmry trm qimmrklino 	 wp kiwjutini�urnjr lpm wp {pmtpnur � r�likvr lp�r ��ý | �nr kiwjutin l pn�rw�iluty pwr vupnu ov~ntr 	jnr urmy r qinkupnu lmzk � wr krqino urmy r xjt pllpmp?u opnk wp ov~ntutin or

Gr

rku qsitktl ijm i�urntm jnr �imnr kjlvmtrjmr L∞

ktylwr � �pqtwry rnu qpwqjwp�wr | �r lwjk � qruur �imnrrku lwjk l rutur xjr qrwwr xjr w }in i�utrnomptu kt qr urmy r qinkupnu vuptu qsitkt njw � qr xjtqimmrkl inomptu 	 w }pllwtqputin ljmr ru ktylwr or wp {pmtpnur � or wp lp�r ��ý |�p �imnr qpwqjwvr opnk ��si�?�� rku wp kjt{pnur �
‖W (jω)(G(jω) − Gr(jω))‖∞ ≤

(

1 +
|α − β|
|α| + β

)

‖G1(jω) − H(jω)‖∞

≤
(

1 +
|α − β|
|α| + β

)

(σr+1(G1) + . . . + σn(G1))

�pnk wr qpk �vnvmpw � jnr �imnr p vuv lmilikvr opnk ��nkÒG� | � pnk ���l��� jnr �imnrrku qpwqjwvr 	 lpmutm or wp �imy pwtkputin kijk �imy r o }jn lmi�wzy r Î �wiqk | �pnk wrk � qpk �qrk �imnrk kjlvmtrjmrk kinu wijmork 	 qpwqjwrm |

® �� �� �¯ °FJZKHG53FJI GJ53LGjIG baI ± ²KHFI I5G2 baI
�pnk ��si�Ep � �si�?q � �si�?�� � ork linovmputink xjt nr kinu lpk �imqvy rnu tn{rmkr�y rnu pnutqpjkpwrk kinu qinktovmvrk | �pnk qr qpomr � tw � p jnr lrmur o }vxjt{pwrnqr rnumrwr � ������ Y �� wr � ������ Y �� ru wr � ������ Y � | �rqt kr {itu opnk wp ovy inkumputin ojqimiwwptmr kjt{pnu xjt vujotr wrk nij{rwwrk qinnr� tink rnumr wrk ot�vmrnuk lmi�wzy rk | �rqimiwwptmr rku w }r�urnktin oj qimiwwptmr Î |� |�|

�N×N��Ö K×Ô Ú ÛO ÛOPæå ä
G(p) ∈ RHn

∞

îàñóå ä û ãó è� êUì ø
Wi(p)

Þä
Wo(p)

îÞß äóãçßòÞó äß ãç äåñã âßãâ� ê
γpb1

ø
γpb1b

ø
γpb2

Þä
γpb3

ßæç ä óÞßû Þñäå ôÞõ Þç ä îàSçåß û ãó èé êUúì ø èé ê��ì ø èé ê� Uì Þä èé ê��ì ê V ïæóß ü
γpb3 ≥ γpb2 ≥ γpb1b = γpb1 = σr+1([Wo(p)G(p)Wi(p)]|+)

� �� ��� �¡ W�� ¢ � }tnv�pwtuv
γpb3 ≥ γpb2

rku umt{ tpwr |
@inumink xjr

γpb1 = γpb1b = σr+1([Wo(p)G(p)Wi(p)]|+)
|

σr+1([Wo(p)G(p)Wi(p)]|+) =
c 3J

Fr∈RHr
∞,Q∈RH∞,−

‖[WoGWi]|+ − Fr − Q‖∞ ÐÎ |�GÑMijk w }s�liuszkr xj }tw r� tkur � y pumtqrk
X

ru
Y

{vmt~pnu wrk vxjputink ÐÎ |�ýÑ � pwimk tw r� tkur
Gr ∈ RHr

∞

urw xjr
WiGrWo = Fr + Z ′

io

i¶
Z ′

io

qinutrnu wrk l�wrk or
Wi

ru
Wo

|
Z ′

io

rku oinq pnutqpjkpwr | @numiojtkink pjkkt wr qspn�ryrnu or {pmtp�wr
Q = Q′−[WoGWi]|−+

Z ′
io

| �p mrwputin ÐÎ |�GÑ or{ trnu �
σr+1([Wo(p)G(p)Wi(p)]|+) =

c 3J
Gr∈RHr

∞,Q′∈RH∞,−
‖Wo(G − Gr)Wi − Q′‖∞(= γpb1b =) . . .

=
c 3J

Gr∈RHr
∞
‖Wo(G − Gr)Wi‖H = . . .

= γpb1
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�n~n � y inumink xjr

γpb1b ≤ γpb2

|�pmupnu or wp ov~ntutin or
γpb1b ÐÎ |�ýÑ � l ikink Q′ = W−1

o QW−1
i

| � }rnkry�wr rn�rnomv lpm
Q

rku pwimk qinurnj opnk qrwj t rn�rnomv lpm
Q′ qpm Q′ rku oimvnp{pnu kjkqrlut� wr o }p{itmjn niy�mr

p ≥ 0
or l�wrk kup�wrk lmi{rnpnu or

W−1
o

ij
W−1

i

|
γpb1b

{vmt~r oinq �
γpb1b =

c 3J
Gr∈RHr

∞,Q′=W−1
o QW−1

i ,Q∈RH∞,−
‖Wo(p)(G(p) − Gr(p) + Q′(p))Wi(p)‖∞

@w { trnu oinq
γpb1b ≤ γpb2

|
2

tiuink tqt xjr w }pllmiqsr y iopwr pllpmp?u oij�wry rnu | �iju o }p�imo � qiyyr opnk wrqpk or linovmputink pnutqpjkpwrk ru tn{rmkry rnu pnutqpjkpwrk � qinktovmrm wp lpmutr kup�wr
[Wo(p)G(p)Wi(p)]|+

rku jnr �pÏin or qsitktm wr umpnk�rmu
Z Ðmrwputin ÐÎ |�ÑÑ or w }pllmiqsry iopwrÑ nr qinurnpnu xjr ork l�wrk or

G
| �nkjtur � w }pllmiqsr yiopwr pllpmp?u lijm wrqpwqjw oj yiozwr mvojtu ~npw

Gr 	 lpmutm or w }pllmi� ty putin rn rmmrjm p�kiwjr niuvr
Fropnk wp ovy inkumputin lmvqvornur | �rqt qimmrklino 	 wp mrwputin ÐÎ |ÎÑ lp�r �s |

EG bLjb Z jJa IF bj53FJ F§53c G ba ZGJI ba LGI Za §FJZKHG53FJI GJ53LGjIG baI ± ²KèHFI I5G2 baI�r lpmp�mplsr lmvkrnur wp ovy pmqsr lijm wr qpwqjw o }jnr kiwjutin lpn�rw�iluty pwr pkki�qtvr pj qmtuzmr
γpb1 = γpb1b

lijm ork linovmputink
Wi(p)

ru
Wo(p)

pnutqpjkpwrk lmvkrnupnuork /vmik kup�wrk |
�vqiylikink

WoGWi

kijk wp �imy r
WoGWi = [WoGWi]|+

︸ ︷︷ ︸

Z

+ [WoGWi]|−
︸ ︷︷ ︸

Z′′
io

|
Mitu

Zr(p)
w }pllmi� ty putin iluty pwr pj krnk or wp nimy r or l pn�rw or

Z(p)
| �sitktkkink

DZr = 0 ÐZr(p)
ory rjmr jnr pllmi� ty putin l pn�rw�iluty pwrÑ |� }pllmiqsr yiopwr lpmutrwwr ov{rwillvr lp�r �G rku jutwtkvr lijm qinkumjtmr

Gr
| �r yiozwrmvojtu rku ovurmy tnv or wp �pÏin kjt{pnur Ðo }plmzk ÐÎ |ÎÑ � lp�r �sÑ � WoGrWi = Zr +Z ′

io

i¶
Z ′

io

nr qinutrnu xjr ork l�wrk or
Wo

ru
Wi

| � }vujor y rnvr opnk wp krqutin lp�r �G yinumrxj }tw r� tkur jnr kiwjutin 	 qinotutin xjr wrk l�wrk
Gr

kinu ot�vmrnuk ork /vmik or
Wo

ru or
Wi

| �ruur qinotutin rku vxjt{pwrnur 	 w }r� tkurnqr or � y pumtqrk
Y

ru
X

kiwjutink or ÐÎ |�ýÑ |
Gr

k }i�utrnu pwimk 	 lpmutm ork vxjputink ÐÎ |ÒÑ ru ÐÎ |�Ñ �
Ar = AZr

Br = (BZr + XBwi)D
−1
wi

Cr = D−1
wo(CZr + CwoY )p{rq

X
ru

Y
{vmt~pnu ÐÎ |�ýÑ �

ArX + X(BwiD
−1
wi Cwi − Awi) + BZrD

−1
wi Cwi = 0

Y Ar + (BwoD
−1
woCwo − Awo)Y + BwoD

−1
woCZr = 0

ÐÎ |�sÑ

� }pw�imtusy r lmvqvornu rku vurnoj lijm wrk k�kuzy rk tylwtqturk opnk �~pmý �� |
® �� �� �® ³§53c 3IG53FJ Zj 5aHca Z 3HaL5 Dr�nr pllmi� ty putin iluty pwr pj krnk or wp nimy r or lpn�rw rku ov~ntr 	 jn urmy rqinkupnu lmzk

Dr
| �r �pqurjm or wt� rmuv l rju �umr jutwtkv lijm pyvwtimrm wp kiwjutin pj krnkor wp nimy r

H∞

| �r lmi�wzy r p vuv y tk rn v{tornqr opnk wp wtuuvmpujmr ��si�Ep � ~�ý��
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�si�E�� ru jnr kiwjutin p vuv oinnvr opnk �~�ý�� | �nr kiwjutin pwurmnput{r rku lmilikvropnk wp kjtur |

�p �imyjwputin �mvxjrnutrwwr or wp mrqsrmqsr or
Dr

ytnty tkpnu ‖Wo(G − Gr)Wi‖∞
rkuqin{r�r rn

Dr

yptk or oty rnktin tn~ntr | �p �imyjwputin tkkjr oj wryyr mvrw �imnv rku �opnk wr qpk �vnvmpw or � linovmputink � jnr F@ @ rn
P̃

ru
Dr

| �n ijumr � opnk wr qpk o }jnrlinovmputin krjwr
Wi

� wp mrwputin Ð� |�Ñ lp�r �� �ptu tnurm{rntm
Dr

jntxjryrnu opnk wrky pumtqrk
C̃

ru
D̃
| �r y�yr � wimkxjr krjwr

Wo

rku lmvkrnur �
Dr

tnurm{ trnu krjwry rnu opnk
B̃

ru D | �pnk qrk � qpk � wr wryyr mvrw �imnv tylwtxjr jnr �@ @ rn
P̃

ru
Dr

qr xjt mrno ptkvrw }i�urnutin or wp kiwjutin ljtkxjr wr lmi�wzy r o }iluty tkputin rku qin{r�r or oty rnktin~nt |�pnk ��si�E�� wp npujmr qin{r�r oj lmi�wzy r o }iluty tkputin rku kijwt�nvr 	 jnr ljw�kputin oinnvr � y ptk wr qpmpquzmr tn~nt lijm w }rnkry�wr ork ljwkputink n }rku lpk p�imov | @wkry�wr xjr w }pjurjm jutwtkr jn yptwwp�r �mvxjrnutrw p~n or mrnomr ~nt wr lmi�wzy r o }ilut�y tkputin |�r mvkjwupu xjt kjtu �imyjwr wp mrqsrmqsr or
Dr

opnk wr qpk �vnvmpw or y pumtqrk or umpnk�rmuqpmmvrk | � }i�urnutin or
Dr

�ptu pllrw 	 jn pw�imtusy r o }iluty tkputin qin{r�r or oty rn�ktin ~ntr | �imy rwwry rnu � wr wryyr kjt{pnu �imyjwr wp mrqsrmqsr oj urmy r qinkupnu
Drytnty tkpnu wp nimy r ‖Wo(p)(G(p) − Gr(p) − Dr)Wi(p)‖∞

|
´ÔÕÕÔ Ú ÛO ÛµPæå ä

G(p), Gr(p),Wi(p),Wo(p)
îÞß õ ã äóåñÞß îÞ òæç ñäåæçß îÞ äóãçßòÞó ä ñãóóàÞß Þ ä åç ôÞóßåQïÞßß âó ï �ã� Þ åõ ã� åçãåóÞ ê

Dopt =
GH[c 3J

Dr
‖Wo(jω)(G(jω) − Gr(jω))Wi(jω)‖∞Þß ä ßæïâäåæç îâ û óæQï_õ Þ î �æû äåõ åßã äåæç ñæçôÞ� Þ îÞ îåõ Þçßåæç SçåÞ ß âåôãç ä ü

Dopt =
GH[c 3J

γ
Dr, P

P = P T

K(γ,Dr, P ) + K(γ,Dr, P )T ≥ 0ãôÞñ
K(γ,Dr, P ) =

[
0 0
0 M

]

+





P 0

0
γ2I 0
0 Dr





[
A B

N

]

æx ü
M =

[
0 0 0 0 0 0
0 C −Cr CZo D DZo

]

, N =

[
CZi 0 0 0 DZi 0
0 0 0 0 −I 0

]

A = Z 3G[(AZi, A,Ar, AZo), B =







BZi 0
B 0
Br 0
0 BZo







Zo(p)
s
=

[
AZo BZo

CZo DZo

]

/Wo(p)−1Wo(p)−∗ = Zo(p) + Zo(p)∗ ÐÎ |�ÒÑ

Zi(p)
s
=

[
AZi BZi

CZi DZi

]

/Wi(p)−∗Wi(p)−1 = Zi(p) + Zi(p)∗ ÐÎ |��Ñ
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ÓÔÕÖ×ØÙÔ Ú ÛO ÛµÝÞ ñãïñâï îÞ

Zi(p)
Þä

Zo(p)
ôàóåSãç ä óÞßû Þñäå ôÞõ Þç ä èé ê�úì Þä èé ê�ùì Þß ä Þ�û ïåñå äà îãçß ïãßÞñäåæç ¶ ê� ø û ã� Þ ��� ê

� �� ��� �¡ W�� ¢ �p ovyinkumputin kr mpllimur 	 qrwwr oj wryyr G |� |�� lp�r �EE xjt rkujn mvkjwupu lwjk �vnvmpw |
2

� �· ¸ ©2¤¢ ¤¢§ ¢¹¢¦�«¢§
�rk ? r�rylwrk or yiozwrk tnumiojtuk opnk wp krqutin �|? � lp�r �� kinu vujotvk p{rqwrk ? yvusiork �pkvrk kjm wp uminqpujmr linovmvr Ð�nnk � � tn ru �pn�Ñ ru w }pllmi� ty putiniluty pwr pj krnk or wp nimy r or l pn�rw |

¬ � º C )µ!µ$´ #µ (µ ,". ² Í
@w rku npujmrw or qinktovmrm jnr linovmputin xjt y ru w }pqqrnu kjm ork ljwkputink pwwpnuor ý >jkxj }	 w }pnut�mvkinpnqr | �j orw	 or qrk ljwkputink � wp linovmputin puurtnu jn krjtwxjt l rmy ru or wty turm w }rmmrjm or y iozwr | �pnk wr qpk lmvkrnu �

Wi(p) =
0.0589(p + 15.2)(p + 0.2713)

(p2 + 0.02572p + 0.224)
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9:; < Î |s 6 �mpqvk �mvxjrnutrwk or G(p)
ru

G4(p)
i�urnj lpm wrk y vusiork or �nnk � � tn ru�stj ru �pn� ru pw |

�rk umpqvk �mvxjrnutrwk y inumrnu xjr wrk ? yvusiork mrkl rqurnu or �pÏin tnv�pwr w }pnutmvkinpnqr | �p yvusior � Ð�nnkÑ oinnr wp kiwjutin wp lwjk ~ozwr 	 w }pnut�mvkinpnqr y ptkov�mpor �imury rnu wrk �pkkrk ljwkputink | �inumptmry rnu 	 nik puurnurk � wrk ? yvusiorkmrkl rqurnu wrk spjurk ljwkputink | �p y vusior ? Ð�pn�Ñ kry�wr wp lwjk r5 qpqr pj nt{rpjor wp lspkr |
�n yiozwr mvojtu 	 w }imomr Î rku qpwqjwv lpm w }pllmi� ty putin or lpn�rw linovmvr �m»qr

	 wp {pmtpnur � lp�r ��ý Ðkpnk iluty tkputin oj urmy r otmrquÑ | � lpmutm or qruur kiwjutin
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lpn�rw�iluty pwr � jn nij{rpj yiozwr mvojtu rku qpwqjwv lpm iluty tkputin oj urmy r otmrqukrwin wr wryyr Î |� |? |
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9:; < Î |Ò 6 �mpqvk �mvxjrnutrwk or G(p)
�
G4(p)

�
Wi(p)

� }py vwtimputin oj yiozwr mvojtu kjm wp �pyyr or ljwkputin qij{mpnu w }pnut�mvkinpnqrrku =p�mpnur lpm mpllimu 	 pj� kiwjutink i�urnjrk rn qinktovmpnu jnr ktylwr rmmrjm p�kiwjrlp�r Òs | �r yiozwr mvojtu i�urnj likkzor ork /vmik qiylwr�rk qin>j�jvk y pw�pyimutkkup�wrk ru umzk lmiqsrk or qrj� oj yiozwr tn tutpw |

G4(p) =
2.6329(p2 + 0.532p + 0.09194)(p2 + 0.03055p + 0.2111)

(p2 + 0.1116p + 0.01429)(p2 + 1.895p + 4.685)

�r up�wrpj kjt{pnu lmvkrnur wp nimy r
H∞

linovmv ptnkt xjr w }tnotqpurjm
ρ¿À Á lijm wrk Îyiozwrk mvojtuk qpwqjwvk qt�orkkjk |

Â vusior ‖(G(jω) − G4(jω))Wi(jω)‖∞ ρ¿À Á4�nnk � |�E � |�Ò� tn ru �stj ��|?Ò � |?�pn� ru pw | E |GE � |� �lpn�rw linovmv ý |Es Î |GG
�p kiwjutin iluty pwr pj krnk or wp nimy r or l pn�rw oinnvr opnk wr qspltumr lmvqvornurku qiylpmvr 	 wp kiwjutin lmvqvornur |
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9:; < Î |� 6 |G(jω) − G4(jω)| lijm G4
lpn�rw�iluty pw ru
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l pn�rw�iluty pw linovmv
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�r wp ~�jmr lmvqvornur � tw pllpmpÈu qwptmry rnu xjr wp linovmputin > ijr kin m�wr pj{itktnp�r or w }pnut�mvkinpnqr |

¬ � È C )µ!µ$´ #µ (Ì ÉÊDË
�p linovmputin yjwut{pmtp�wr

Wi(p)
mr=zur wr oiy ptnr or ljwkputink ovktmv � or

0rad/s

	 50rad/s
ru rku qinkutujvr 	 lpmutm oj umpnk�rmu oj lmry trm imomr kjt{pnu

wi(p) =
0.0625(p + 800)

(p + 50)
�

Wi(p) =

[
1000wi(p)3 0

0 wi(p)3

]

tiuink xjr wr �pqurjm �ýýý lrmy ru or mry ruumr 	 vqsrwwr wrk �ptnk or w }rnumvr � lpm mpllimu	 w }rnumvr � |� }vujor o }jn qmtuzmr p�kiwj kjm qru r�rylwr p mv{vwv xjr lijm qinkrm{rm wr lmry trm y iormvkinnpnu � w }imomr oj yiozwr mvojtu or{ptu �umr kjlvmtrjm 	 s | tijk puurnoink or wp lin�ovmputin o }rnumvr xj }rwwr l rmy ruur o }i�urntm jn imomr G kpnk ovuvmtimputin or wp xjpwtuv ojyiozwr mvojtu |
� }pllwtqputin ork y vusiork or �nnk � � tn ru �stj ru �pn� � lijm

r = 6
oinnr wrky iozwrk mvojtuk mrlmvkrnuvk kjm wp ~�jmr kjt{pnur |
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9:; < Î |�ý 6 �mpqvk �mvxjrnutrwk or G(jω)
ru

G6(jω)
i�urnj lpm wrk y vusiork or �nnk � � tnru �pn� Ðumpqv qin�inoj p{rq wp kiwjutin or �nnkÑ
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�rk kiwjutink nr kry�wrnu lpk kputk�ptkpnurk rn urmy r or xjpwtuv oj umpqv �mvxjrnutrwkjm wp �pyyr or ljwkputink lmt{ twv�tvr lpm wp l inovmputin

Wi(jω)
|� }pllmi� ty putin iluty pwr pj krnk or wp nimy r or l pn�rw linovmvr oinnr wr mvkjwupukjt{pnu 	 w }imomr G |
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9:; < Î |�� 6 �mpqvk �mvxjrnutrwk or G(jω)
ru

G6(jω)
i�urnj lpm pllmi� ty putin iluty pwrpj krnk or wp nimy r or l pn�rw linovmvr

�rk tnotqpurjmk Ð�|�ýÑ ru Ð�|��Ñ tnumiojtuk opnk wp krqutin �|? |� lp�r �Î kinu lmvkrnuvkopnk wr up�wrpj kjt{pnu lijm qspqjnr ork y vusiork lmvqvornurk |

Â vusior ‖(G(jω) − G6(jω))Wi(jω)‖∞ ρ¿À£r ρ¿À£Îr�nnk ÎG� �Î |G� �ýs |Ò� tn ru �stj �ý� �s |G ��E |��pn� ru pw | Îs� �Î |EÎ �ýG |�l pn�rw iluty pw ý |?�� �|Ò ý |��

� }jutwtkputin or w }pllmi� ty putin iluty pwr rn krnk or wp nimy r or l pn�rw p{rq iluty t�kputin oj urmy r otmrqu � � trn xjr lwjk qiÏurjkr rn qpwqjwk � oinnr jn mvkjwupu kpnk qiyyjnryrkjmr p{rq wrk pjumrk y vusiork | Ðin tnotqpurjm
ρ¿À£Î6

rku krnkt�wry rnu tn�vmtrjm 	 uijkqrj� tkkjk ork pjumrk y vusiork |
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¬ � � D!µ$´ #µ (Ì Ñ ±µ. (µ &Ò´ µ º

�nr linovmputin
Wi(p)

rku qsitktr or y pntzmr 	 lmt{ twv�trm wr oiy ptnr or ljwkputinkpwwpnu or
0rad/s 	 5.10−3rad/s

|

Wi(p) =

[
wi(p)3 0

0 wi(p)3

]

p{rq
wi = 5.10−5 p + 100

p + 0.006
|

�rk y vusiork �pkvrk kjm wp uminqpujmr � 	 kp{itm wrk y vusiork or �nnk � � tn ru �pn� kinuvujotvrk 	 w }imomr �Ò | �ru imomr p{ptu vuv mrurnj wimk or wp y tkr rn «j{mr or wp uminqpujmrvxjtwt�mvr kjm qru r�rylwr | �rk umpqvk �mvxjrnutrwk ork mvkjwupuk kinu mrlmvkrnuvk kjm wp~�jmr kjt{pnur |
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9:; < Î |�� 6 �mpqv �mvxjrnutrw or G(jω)
ru

G10(jω)
i�urnj lpm wrk y vusiork or �nnk � � tnru �pn�

�ijm qspqjnr ork ? yvusiork � wp ~�jmr kjt{pnur qiylpmr wp {pwrjm ktn�jwtzmr kjl vmtrjmror w }rmmrjm
G(jω) − G18(jω) 	 qrwwr i�urnjr lpm uminqpujmr vxjtwt�mvr |
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9:; < Î |�? 6 ~pwrjm ktn�jwtzmr kjl vmtrjmr or w }rmmrjm G(jω)−G18(jω)
lijm

G18

i�urnj lpmwrk ? yvusiork linovmvrk Ð�nnk � � tn ru �pn�Ñ ru lpm wp uminqpujmr vxjtwt�mvr

�pm mpllimu 	 wp uminqpujmr vxjtwt�mvr � y vusior 	 w }imt�tnr mrwtvr 	 w }rmmrjm p�kiwjr � wrky vusiork linovmvrk n }py vwtimrnu lpk wp {pwrjm ktn�jwtzmr or w }rmmrjm kjm jnr xjrwqinxjr�pyyr or ljwkputink | �ru r�rylwr y ru rn lrmkl rqut{r wr y pnxjr or mputinpwtuv or wp kiwj�utin lpm mpllimu pj qsit� or wp linovmputin | �n r�ru � wp uminqpujmr vxjtwt�mvr l ij{pnu kr{itm qiyyr wp yvusior or �nnk p{rq ork linovmputink jntuptmrk � jn qsit� or linovmputinlwjk vwp�imv ÐWi(p)
rn w }i qqjmmrnqrÑ k }rku p{vmv tnilvmpnu |�nr kiwjutin o }imomr �ý iluty pwr pj krnk or wp nimy r or l pn�rw linovmvr rku qpwqj�wvr | � }iluty tkputin oj urmy r otmrqu oinnr wtrj pj yiozwr mvojtu mrlmvkrnuv kjm wp ~�jmrkjt{pnur |
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9:; < Î |�Î 6 �mpqvk �mvxjrnutrwk or G(jω)
ru or

G10(jω)
i�urnj lpm pllmi� ty putin linovmvrlpn�rw�iluty pwr

�r yiozwr mvojtu i�urnj rku kputk�ptkpnu ru l rmy ru o }i�urntm jn imomr lwjk tnuvmrkkpnu
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xjr qrwj t or w }pllmi� ty putin or l pn�rw rn rmmrjm p�kiwjr xjt oinnptu

r = 18
lp�r � �|� }p> iju o }jnr linovmputin rku kt�nt~qput{r qiyyr wr yinumr wp ~�jmr Î |�E | �ruur ~�jmrlmvkrnur wrk {pwrjmk ktn�jwtzmrk or w }rmmrjm p�kiwjr

G(jω) − G10(jω)
lijm wp kiwjutin qpw�qjwvr qt�orkkjk ru lijm

G10

i�urnj lpm pllmi� ty putin p�kiwjr rn nimy r or l pn�rw ÐkpnklinovmputinÑ |
Singular Values
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9:; < Î |�E 6 ~pwrjmk ktn�jwtzmrk or w }rmmrjm p�kiwjr lijm G10
i�urnj lpm mvojqutin p�kiwjrl pn�rw�iluty pwr ru mvojqutin p�kiwjr linovmvr lpn�rw�iluty pwr

�rk tnotqpurjmk pkkiqtvk pj� ot�vmrnurk y vusiork lpm uminqpujmr linovmvr kinu lmv�krnuvk opnk wr up�wrpj kjt{pnu |
Â vusior ‖(G(jω) − G18(jω))Wi(jω)‖∞ ρ¿ÀÓ18 ρ¿ÀÓÎ18�nnk E |s×10−3 ý |Îs� ý |�Î�� tn ru �stj ý |�� ? |�� �|sÒ�pn� ru pw | ? |�×10−3 ý |?ýs ý |�ýs

�rk mvkjwupuk l rj{rnu �umr qiylpmvk � opnk wr up�wrpj xjt kjtu � 	 qrj� tkkjk or w }pl�lmi� ty putin rn nimy r or lpn�rw linovmvr 	 w }imomr �ý |
Â vusior ‖(G(jω) − G10(jω))Wi(jω)‖∞ ρ¿ÀÓ10 ρ¿ÀÓÎ10lpn�rw linovmv ? |s×10−3 ý |�� ý |��

�ijm jn imomr krnkt� wry rnu tn�vmtrjm � w }pllmi� ty putin rn nimy r or lpn�rw �ijmntu jnrkiwjutin qiylpmp�wr 	 wp y vusior or �pn� � xjt rwwr�y �yr oinnr wrk mvkjwupuk wrk y rtwwrjmklpmy t wrk pllmiqsrk �pkvrk kjm wp uminqpujmr |
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�pnk qr qspltumr � jnr vujor or wp mvojqutin or yiozwrk pj krnk or w }rmmrjm mrwput{r rkuy rnvr | � }tnuvm�u or w }rmmrjm mrwput{r p vuv kijwt�nv opnk wp krqutin � |Î |�� lp�r Î �| ðupnuoinnv jnr ypumtqr or umpnk�rmu
G(p)

kup�wr ru tn{rmkt� wr kjm w }p�r ty p�tnptmr Ðoinq lmilmry ptk nin kumtqury rnu lmilmr
D 6= 0

Ñ � w }pllmi� ty putin pj krnk or w }rmmrjm mrwput{r
∆rel(p)qinktkur 	 umij{rm jn yiozwr kup�wr o }imomr

r Gr(p)
{vmt~pnu �

Gr(p) = G(p)(I − ∆rel(p))p{rq ‖∆rel(jω)‖∞
ytnty tkvr ÐE |�Ñ

�pnk wp kjtur or qr qspltumr � kpnk l rmur or �vnvmpwtuv � nijk kjllikrmink xjr wr yiozwr 	mvojtmr
G(p)

rku kup�wr � tn{rmkt� wr ru likkzor lwjk o }rnumvrk xjr or kimutrk Ðnu ≥ ny

Ñ | �n r���ru � opnk wr qpk qinumptmr � w }r� tkurnqr or w }rmmrjm
∆rel(p)

urwwr xjr
Gr(p) = G(p)(I−∆rel(p))n }rku lpk �imqvy rnu pkkjmvr | Ð t

nu < ny

� w }rmmrjm mrwput{r kr ov~ntu pwimk lpm
Gr(p) =

(I − ∆rel(p))G(p)
|

� t�vmrnurk pllmiqsrk inu vuv lmilikvrk lijm i�urntm ork kiwjutink kijk�iluty pwrk |�rmuptnrk or qrk pllmiqsrk kr �imyjwrnu qiyyr ork qpk lpmutqjwtrmk or mvojqutin pj krnko }jnr rmmrjm p�kiwjr linovmvr vujotvr opnk wr qspltumr lmvqvornu | �r ypntzmr lwjk �vnv�mpwr � uijk wrk pw�imtusyrk lmilikvk �inu lpmutr o }jnr lmi�wvy putxjr lwjk �vnvmpwr xjt rkuwp mvojqutin rn lspkr ij lwjk qiyyjnvyrnu pllrwvr opnk wp wtuuvmpujmr lspkr y puqstn� |� }i�> ru or wp krqutin kjt{pnur rku or lmvkrnurm ot�vmrnurk �imyjwputink likkt� wrk oj lmi��wzy r ÐE |�Ñ � krwin wp npujmr or
G(p)

|
ñ �� òª©��¤2 ©¨�ª
� º º ó °$Ì #"& ± ²Ê Êµ # ² #" ²"&Ì°µ (µ

G(p)�p mrqsrmqsr or
Gr(p)

{vmt~pnu ÐE |�Ñ l rju kr �imyjwrm or y pntzmrk ot�vmrnurk krwin wpnpujmr or
G(p)

|� pnk wr qpk i¶
G

rku kup�wr � qpmmv ru tn{rmkt�wr � wp �imyjwputin ÐE |�Ñ k }vqmtu ktylwry rnuqiyyr wp mrqsrmqsr o }jn yiozwr mvojtu {vmt~pnu �
c ôõ

Gr∈RH∞,r‖G(jω)−1(G(jω) − Gr(jω))‖∞ ÐE |�Ñ
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�pnk qr qpk � w }rmmrjm mrwput{r

G−1(jω)(G(jω)−Gr(jω))
{pju ktylwry rnu

∆rel(jω)
| � }rku ojmrkur wp �imyjwputin xjr nijk p{ink poiluvr lpm kijqt or qwpmuv opnk wp krqutin � |Î � lp�r Î �|�nr urwwr �imyjwputin �ptu tnurm{rntm otmrqury rnu w }tn{rmkr oj k�kuzy r qiyyr linovmputin |

�imkxjr
G(p)

rku kup�wr p{rq
nu ≥ ny

� wr lmi�wzy r ÐE |�Ñ rku vxjt{pwrnu ��mrÒÒ�� 	 wpmrqsrmqsr or
Gr(p)

urw xjr
‖∆rel(jω)‖∞ = ‖V −∗(jω)(G(jω) − Gr(jω))‖∞

rku y tnty tkvr ÐE |?Ñ
i¶

V (jω)
rku jn �pqurjm kl rqumpw 	 �pjqsr kup�wr or

G(jω)
� qpmmv ru y tntyjy or lspkr �q }rku�	�o tmr

G(jω)G(jω)∗ = V (jω)∗V (jω)�p krqutin � |? |� vujotr wp lpmpyvumtkputin ork
V (p)

ru wp y pntzmr or wrk qpwqjwrm | @w rnr� tkur uij> ijmk jn xjt {vmt~r wrk lmilmtvuvk lmvqvornurk |

�nr pjumr y pntzmr o }p�imorm wr lmi�wzy r ÐE |�Ñ wimkxjr G(p)
rku kup�wr y ptk nin�qpmmvrku or qinktovmrm jn lkrjoi�tn{rmkr or

G(p)
| � }rmmrjm mrwput{r l rju �����E� pwimk kr ov~ntmqiyyr �

Erel(jω)
4
= G(jω)+(G(jω) − Gr(jω)) ÐE |Î Ñi¶

G+ {vmt~r
GG+ = Iny

| �nr urwwr ov~ntutin rku {pwtor qiylur urnj xjr
Erel(p)

{vmt~r wpov~ntutin o }jnr rmmrjm mrwput{r Á p{rq � or lwjk � Erel(jω) = G(jω)+G(jω)∆rel(jω)
| �zk wimk �jnr rmmrjm mrwput{r ‖Erel‖∞

ytnty pwr puurtnur lijm jn yiozwr mvojtu
Gr(p)

n }rnumpÈnr lpk
‖∆rel‖∞

kitu pjkkt y tnty pwr lijm wr y �yr
Gr(p)

|
� º È ¯°%Êµ²&"& ± ² (µ # )"´´° ³'µ

�r qspltumr lmil ikr o }p�imorm wrk y vusiork or mvojqutin or yiozwrk pkkiqtvrk 	 w }rm�mrjm mrwput{r ru wrjm tnurmlmvuputin opnk jn qinur�ur lwjk �vnvmpw pllrwv lspkr y puqstn� |�p lmry tzmr lpmutr qinktkur 	 tnumiojtmr w }rmmrjm mrwput{r qiyyr jn qpk lpmutqjwtrm o }rmmrjmp�kiwjr linovmvr | �pnk qr qinur�ur � wrk urqsntxjrk oj qspltumr lmvqvornu kinu lpmutqj�wpmtkvrk ru wrk lmilmtvuvk xjt rn ovqijwrnu kinu lmvkrnuvrk | � tnkt � wp y vusior or �nnk ruw }pllmi� ty putin rn nimy r or l pn�rw linovmvr krminu vujotvrk lijm wr qpk lpmutqjwtrm orlinovmputin y tk rn lrmkl rqut{r opnk wrk mrwputink ÐE |�Ñ ru ÐE |?Ñ |�iyyr wr kj��zmr wp mrwputin ÐE |?Ñ � jnr puurnutin lpmutqjwtzmr krmp oinnvr 	 wp �pquimtkp�utin kl rqumpwr ru lwjk lpmutqjwtzmry rnu 	 wp lpmpy vumtkputin ru pj� urqsntxjrk or qpwqjwor �pqurjmk kl rqumpj� | �pm kijqt or qwpmuv � wrk mvkjwupuk usvimtxjrk ru lmputxjrk or �pquimt�kputin kl rqumpwr kinu lwpqvk rn pnnr�r � |
�r litnu qiyyjn or wp lwjlpmu ork pllmi qsrk mvktor opnk wp mvojqutin o }jn umpnk��rmu pww�lpkk lpmutqjwtrm xjt l rju k }tnurmlmvurm qiyyr wp lspkr oj yiozwr 	 mvojtmr £ | �pmvojqutin or qr umpnk�rmu � pllrwv opnk qrmuptnk qpk y pumtqr or lspkr � k }il zmr �m»qr pj�urqsntxjrk or w }pllmi� ty putin rn rmmrjm p�kiwjr | tijk krmink oinq pyrnvk 	 tnumiojtmr jnqpomr lwjk �vnvmpw � wr lspkr y puqstn� � xjt qinutrnu uijurk wrk urqsntxjrk lmvkrnuvrk opnkqr qspltumr | @numiojtu 	 w }imt�tnr lijm wp mvojqutin ork kl rqumrk mputinnrwk ���ÒG � ��Ò� �

ö ����÷�÷���� ¥���ø��

Gr = G(I − Erel)¤ù� �ú��� �� ��ø�� ��������� �� � ���¥����û�� �� ���� � ������� �� �����¥����û��
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lmÒEp � ml ÒE� lpm w }tnurmy votptmr o }jn umpnk�rmu mrlmvkrnupnu wp lspkr oj k�kuzy r � qruurpllmiqsr krmp w }i�> ru o }jnr r�lwtqputin lpmutqjwtzmr qpm jnt~qpumtqr | � wwr l rmy ru o }tnurm�lmvurm pjkkt wp niutin or uminqpujmr kuiqspkutxjr vxjtwt�mvr ���ÒÎ � �mrÒÒp � � Ð�ý � � Ð��� �w }vxjt{pwrnu or uminqpujmr vxjtwt�mvr lijm wp mvojqutin or w }rmmrjm mrwput{r |

�iju o }p� imo � lpmupnu ork �imyjwputink ÐE |�Ñ � ÐE |?Ñ ru ÐE |ÎÑ � nijk lij{ink qinktovmrmw }rmmrjm mrwput{r qiyyr jn qpk lpmutqjwtrm o }rmmrjm linovmvr |
ñ �0 ü ý¢��¢2� �¢«£©¨þ¢ ÿ 2ª  £§ �£�©¨ 2 «¨¢� ¤ ý¢��¢2� ��ª�

¤¥�¥¢
�pn� qr x� t �� tu � wr� urqsntx�r� �p� u���qpu��r ru ��uty t�put�� or wp ���yr or l p��rw �

��v�r�uvr� op�� wr qsp� tu�r ��vqvor�u � ���u t�u��o� tur� op�� wr qp� �p�utq� wtr� or w }r��r���rwput{r �����E � �s��?p � �s��E�� |
� È º � %(Ì³& ± ² (µ # )µ°°µÌ° °µ #"& ±Íµ ´"° #" $%&' (µ (µ D²²Ê
� �� �� �� ia 	
� 	
�� c ôõôcjc Za §d
�a

����t�v���� G(p)
�� �� �uzy � ���� �� ���y t�� u�y �� �u��w� � ����v �u y �� �y�y ��

����� | �� yvu���� �� ���� ��v���uv� ���� �ý� ���u �u�� ��u�����u� �� ������v���u w�
����v��u ��� �� ���u �� v�� w� 	 w }��{���� �� ���uzy � � � }��u�	����� Wo(p) = G−1(p)

| �������v���u�u ��� � }vu�u ������w� ���� Wo(p)
��u � w��� �

Wo(p)
s
=

[
A − BD−1C −BD−1

D−1C D−1

]

�z� w��� � �� ���{��u w� �v~��u ��� Î |� |� ���� �ý? � ��uv������� ���� �� ��w�� w ��� y �u����� Qc�u
Po

| � ��� �� ��� �� v��~x�� �� ����v��u ��� � �� �� w�� w ��y � w� �����?� � ����E� � ����E ����E� y z�� 	 Qc = Q
�¶

Q
��u w� ���yy ��� �� ��yy ����� �w�uv ��

G(p)
� �u

Po =
[

P P
P P

] �¶
P

��u w� ���yy ��� � }�����{�� �w�uv ��
G−1(p)

� � }��u�	����� �

(A − BD−1C)T P + P (A − BD−1C) + CT D−T D−1C = 0 ÐE |EÑ
�� ���{��u w� ������� � �v���u ���� w� �v~��u ��� Î |� |�� w� y ��zw� �v���u

Gr(p)
��u ��u������ u�����u��� ��� y �u����� � }vu�u �� G(p)

���� w� ���� �¶
P

�u
Q ���u v���� �u ��������� �� }��u�	����� P = Q = Zô
[(σ1Ir1, . . . , σnIrn)

�{��
σ1 > . . . > σn ≥ 0

|���u�����y ��u �� ��� �v�v�� w �� w� yvu���� �� ���� x�� � }�� �� x�� ��� �� ������vuv���� w� �� w�u ��� � w� ��� ���u ��� w��� ��v���u�y ��u �v{�w��� v � w }�{��u��� � }������� �� ���u�����y��� �� ������vuv� ��uv������u�� ��� w� �� w�u ��� Gr(p)
|

�×N�× KIMI� � ÛO ÛÜPå
G(p)

Þß ä âç Þ õ ã äóåñÞ îÞ òæç ñäåæçß îÞ äóãçßòÞó ä ñãóóàÞø ß äãQïÞ Þä õ åçåõ âõ îÞ ûuãßÞ ãïæóßïã õ àäu æîÞ îÞ þççß ãûû ïåáâàÞ ð ï �ÞóóÞâó óÞïã äåôÞ è
Wo = G−1ì ãQæâäå ä ð âç õ æî_ïÞ óàîâå äß äãQïÞ ãzãç ä ïÞß û óæû óåàäàß ß âûû ïàõ Þç äãåóÞß ß âåôãç äÞß ü�ô�

Gr(jω)
Þß ä õ åçåõ âõ îÞ ûuãßÞ�ôô� ‖G−1(G − Gr)‖∞ ≤ 2

∑n
i=r+1 σi(

√

1 + σ2
i + σi)
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� �� ��� �¡ W�� ¢ Â ������� ��� Gr(jω)

��� � ������ �� ����� �� ��Ï��� ���� ���� �� ���� ���������� �������� �¶
P = Q = Zô
[(Σ1, Σ2), Σ1 ∈ R

r×r �� � �������� �� � �� �
(1, 1)

�� � !������� � ���������� ÐE �EÑ �
(A11 − B1D

−1C1)
T Σ1 + Σ1(A11 − B1D

−1C1) + CT
1 D−T D−1C1 = 0 ÐE �GÑ�� ��������� ��� A11 − B1D

−1C1

� !� ��� ��  ������ ������� ��� � !��� �� �� ������ � ������� F �G �? ���� �?� �������� ��� (Σ1 > 0 ⇔ (A11 − B1D
−1C1) < 0)

�Â ������� ��� � !������� ��� A11−B1D
−1C1

� !� ��� ��  ������ ������� ��� � !��� �� �� ������ �Ð�������� ��� jω
���  ����� ������ ��

A11−B1D
−1C1

�������� ��  ������ ������ x ∈ C
n �

(A11−B1D
−1C1)x = jωx

� �� ���� �� ���������� ����� ÐE �GÑ ��� x∗ ��
x
� ��  ����

D−1C1x = 0�� ��� �������� ��� x
���  ������ ������ ��

A11

������� 	 ��  ����� ������ jω
� ���� ����������� ���� ����� ��

Gr(jω)
������� ��� �� � ������ �� ���� ��� >����~������ �� �� �����

(ii) ���� ����� ���� �� ������� E �? �? �Î � ���� �?Î � �� ���� � ��
�������� ��� ����� ��� �� ��� ����������� �� �� ���������� ������������ ���������� ÐFÐ� Ñ��� ����"�� ��� ����� � ������ �

2

� �� �� �� ia 	
� 	
�� õ#õèc ôõôcjc Za §d
�a
�� ��������� ���������� �� � !�������� ���� �� ������ �� �� �������� �� �� ��� ������ ������� �� ����������� G(p)−1 � ���� ������� ����� ��5 ����� � ��� ���� �������� 	 ���������� ��������� �� ������ W (jω) 	 ������ ���� �� �� � ������ �� �����  ���~���

W (jω)W (jω)∗ =
G(jω)G(jω)∗

� �� ������ ��
W (p) 	 ������ ��

G(p)
��� � ��� ���� �� ������� � �? �� ��� � ������ �� ���� � ��� ����� � !��������� ��� W (p)−1G(p)

���
W (p)−1G(p)

��� ���� ���� ��� �
‖G(jω)−1(G(jω) − Gr(jω))‖∞ = ‖W (jω)−1(G(jω) − Gr(jω))‖∞

@� ��� ������ �� ������� ���� �� ��� �ÐÂ��� ��� Po
� �� ����� ��� � !����� �� ����� �� W (p)−1G(p) ��� �

Po =

[
P −P
−P P

]

�¶
P

��� �� ����� ��� � !����� �� ����� ��
W (p)−1 � �� �������� �������� ������� 	 ��� ���� � ������ �� ���� � ���������� P

� ��
Q

�� ����� ��� �� ��������� ����� ��
G(p)

�Ð���� �� �������� �� ���� ����� ��
Gr(p)

��� ������� � �� ����� �� �� ��������� E �� �� ��
���� ���� ������� �� ��� ������� � ��� �� ���� ��� ���> ������� ���� �ÐÂ�� � �
� �� �� �¯ ia 	
� õ#õè	
��

� ��� �� ��� � �� ��5 ����� ��� �� ��~��� ��� �� ���� �� �� � ������ �� ��������� G(p)
�� ��� �����E � ����?�� � � !������ ������ � ��� ������ �� �����

Erel = G(p)+(G(p)−Gr(p))
�

G(p)+ ���������� ��� �� ���� 	 ������ ��
G(p)

� �����~��� ��� GG+ = I
� ��� �� ��������������� ���������� ��� �� ��� ���� �

G+(p)
s
=

[
A − BD+C −BD+

D+C D+

]

� ��
D+ = DT (DDT )−1 � ����� �� ���� ��� ��� ���� ��� �� ���� ��� A − BD+C

���� ����
���� �� �
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� ��� �����E� � ��� ��������������� ������ �� �� � !������ �� ��� �� ����� G(p)+ ���� ��� !������� �� ��������� G(p)+ ���� �� 	 ��������� ��� G(p) ���� � ������ �� ����� ������ ������

G(p)+ ���� �� � �� � ������ �� ���� � ��� ���� �������� �� �����������
Qc = Q

�� ����� ��� �� ��������� ����� ��
G(p)

��
Po =

[
P P
P P

] �� ����� ��� � !������
 �� ����� ��

G(p)+G(p)
�

�×N�× KIMI� � ÛO ÛOPæå ä
G(p)

âç Þ õ ã äóåñÞ îÞ òæç ñäåæçß îÞ äóãçßòÞó ä ß äãQïÞø õ åçåõ âõ îÞ ûuãßÞ Þä
G(p)+ âç Þåç ôÞóßÞ ð îóæå äÞ ß äãQïÞ îÞ

G(p)
ê Ý ã õ àäuæîÞ îÞ þççß ãûû ïåáâàÞ ð ï �ÞóóÞâó óÞïã äåôÞ è

Wo =
G+ì ãQæâäå ä ð âç õ æî_ïÞ óàîâå ä ß äãQïÞ ãzãç ä ïÞß û óæû óåà äàß ß âûû ïàõ Þç äãåóÞß ß âåôãç äÞß ü�ô�

Gr(jω)
Þß ä õ åçåõ âõ îÞ ûuãßÞ�ôô� ‖G+(G − Gr)‖∞ ≤ ∏n

i=r+1(1 + 2σi

√

1 + σ2
i + 2σ2

i ) − 1� ��� �����?�� � �� ��� � ����� ��� �� ����� ���������� ��� ��� ������� 	 �� ����� ����������� ���� �� ��� ����� �
� È È � %(Ì³& ± ² (µ # )µ°°µÌ° °µ #"& ±Íµ Êµ # ² #" ² °$ µ (µ �"²�µ #

����������� ���� ����� ������ �� ����"� �
G(p) ���� �� �� ����� � ��� ��������� �� �����Î �� ��� ���� �ý� ��� ��� � !��������� �� ����������� �� �������� ÐE �?Ñ � ����� �� ��� ������������ � !������ �������� � V (jω) ���� ���� ���> ���� ������ ���� �� �� � ������ �� �����

Ð���������� ��� ���Ñ � V −∗(jω)
��� ����� ���������� �� �� ����� ��� ���������� � �� �����Î �� �� � !�������� ����� �

´ÔÕÕÔ � ÛO ÛµPæå ä
G(p)

âç Þ õ ã äóåñÞ îÞ òæç ñäåæçß îÞ äóãçßòÞó ä ß äãQïÞ ê
σr+1([V

−∗(jω)G(jω)]+) =
c ôõ

Gr(p)∈RHr
∞
‖V −∗(p)(G(p) − Gr(p))‖H

≤ c ôõ
Gr(p)∈RHr

∞
‖V −∗(jω)(G(jω) − Gr(jω))‖∞

ÐE �sÑ

�� ������ � !�� ���"�� ������ ����� �� �� ���� �� �� ���� � �� l ����� �� ������� ��������� �� ��� ������� �� �������� ��������� � t��� �� �� ����� ��� ��� ��� ��� ��� ���� �� ������� � �� �� ����� � �� ��������� �� ���� � �� l ����� ���� ��� ��� ��������� � ��������� ������ �������� ��� � !������ ������� � �� ��������� ����� ��� �� �� ��������� ��� 	 ��� � � ��� ����� �� � !������ ������ � �� ���� �"� � � ������ ��� ����������� �������� ��� ���� � "�� 	��� ���������� ���� ������������� � ����� ���������� � ������ ��� � !������ ������ � � ������ ������ !����������� �� � ������ ����� ��� �� ����������� �� ����� � ������� e ��������� ��� ������ ���������� ���� �� � ��� ���� �� ������� ��� ���� ��������� �� ����� � ������� �
$õ%�&% Za b
§§�#¨ ôc 
% ô#õ ©
õªab §
� ± §
��� ��������� ��� 	 ��� ��� ���������� � !��� ���������� � !������ �� ������ ����� ���� ��
���� �� �� ���� � �� l����� � � ������ ���� � � � !���������� ������ ���� ��ý ���� � !��������� ��� ��� ��� � !���������� � �� ������ ������� �� �� � ������ �� ��������� �� ��������� ��������
F (p) = V −∗(p)G(p)

������È� e ��� ��������� �� �����
Mo(p)−1 = V (p)

��
Mi(p) = I

� ��
��������� ������������ ����

Fc(p)
4
= [F (p)]+ + F (∞) ����"�� �� �������������� � !����

Ð� ��ÎÑ ���� �E? � ��� ~Ðl ��
Fc(p)

������ µi
���� ������ �� ��������� 	 � ���

Fc
��� �� ������������� � !�� ��������� �������� �
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� ��������� � !��������� ��

Gr(p) ���� r = n − k
� �¶

k
������� �� ������ ������ �� �� ����� ����� ~Ðl ��

Fc(p)
�
µn

�
� � � !������ �� ����� l����������� ��� ��

Fc(p) 	 � !�����
r
� �����

L(p)
 ���~� �

‖Fc(p) − L(p)‖∞ 4
= ‖E(p)‖∞ = µn� � � ��� �� ��ÒG� � Gr(p)

��� ���� ���� 	 Gr(p) = V (p)∗([F (p)]− + L(p)) Ð ������� � ��� !���� � � �� � !���������� ���� ��ý �

Gr(p) � !����� � ��� ��� ���� ��� �� ��ÒG � � ��ÒÒ� � ��Ò�� �� �������� �� � !������ � !������ ��������
E(p) ��� �� � ������

Fc(p)
�

Gr(p) = G(p) − V (p)∗E(p) ÐE �ÒÑ
Gr

��� ���� �� �� �����
r
��  ���~� �� ��ÒG� �

‖∆rel(jω)‖∞ = ‖V −∗(jω)(G(jω) − Gr(jω))‖∞ = µn� ��� �� ��� � !������ ������ �
∆rel(p) � !����� � !���"� ÐE �ÒÑ �

∆rel(p) = E(p)
� ��� ����������������� ��

Gr(p)
����"�� 	 � !������ ������ �

∆rel

��� ��������� µ2
n

��������� �∆rel(jω)∗∆rel(jω) =
∆rel(jω)∆rel(jω)∗ = µ2

nI
������ ���� �� ��������� �� l����� ��� 	 ��� ������� ���� �� �������� ����������� !������ ������� � �� ��������� �� ��������� ���������� ��������� ��� ��� ���� >���� !	 � !���������� � !�� ���"�� Gr(p)

� !�����
r ���������� �� "� ���� � �� ���"�� ~���

Gr(p) ���� � !������ �� �� �������� ��
G(p)

�� ��� ∆i
rel(p) ������������ ��� ������� ������ �� 	 � !���� � i Ð∆1

rel = ∆rel
���������Ñ � ���� ������~�� � !������������������� ��� ~Ðl µk

��
Fc(p)

�� ������ ������ � � @�  ���� ��� ��� ������ ���������� �
Gr(p) = G(p)(I − ∆1

rel(p))(I − ∆2
rel(p)) . . . (I − ∆n−r

rel (p)) ÐE ��Ñ
∆i

rel(jω)∗∆i
rel(jω) = ∆i

rel(jω)∆i
rel(jω)∗ = µ2

n−i+1I�×N�× KIMI� � ÛO ÛÚPæå ä
G(p)

ñãóóà Þä ß äãQïÞ ê
p
îàßå�ç Þ ïã õ âï äåû ïåñå äà îÞ ïã 'P( âçå äãåóÞ îÞ

Fc(p) = [V (p)−∗(p)G(p)]+Þä
Gr(p)

ï �ãûû óæ� åõ ã äåæç óÞïã äåôÞ û ãß ð û ãß ãâ ßÞçß îÞ ïã ç æóõ Þ îÞ ( ãç)Þï ê w æâß ßâûû æßæçß
r > p

ê V ïæóß ü
(i)

‖∆rel(jω)‖∞ = ‖V (jω)−∗(G(jω)−Gr(jω))‖∞ ≤ (1+µn)(1+µn−1) . . . (1+µr+1)−1

ÐE ��ýÑ
(ii)

ÝÞß � àóæß ð û ãó äåÞ óàÞïïÞ û æßå äå ôÞ îÞ G(p)
Þä

Gr(p)
ßæç ä ïÞß õ ÷õ Þß ê

� �� ��� �¡ W�� ¢ Â ������� (i)
�� � �� �������� ÐE ��Ñ ��� ����� ���������� �� ��ÒG� ��� � !������ ������ � ��*��� �����

(i)
�Â ������� (ii)

�� ������ ��� + ∆i
rel(p)

��� ���� �� ����
(I−∆i

rel(jω)) 	 ��� �� ��� 	 ������ ������ �������� ��������� � � � � ���� + �����
r > p + ���� � ��� ‖∆i

rel(jω)‖∞ < 1
� � !���"� �� �����"� � ��

����� ���� + � !����������� ��� ��
∆i

rel(jω)
� ��

I
��� ���� �� ����

(I −∆i
rel(jω))−1 ��� ���� ���� ��� �����È�� ��� (I − ∆i

rel(jω))
� ��� /���� 	 ������ ������ �������� ��� ������ � � ���

(I − ∆i
rel(jω))

����� ���� ��� �� �� ����� ��� ���� ��� + � !���"� �� �������� ÐE ��Ñ + �� /��� 	������ ������ �������� ��� ������ � ��
G(p) �� ������ � ���� Gr(p)

�
2
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����� ���� �� l ����� ��� 	 ��� ������ ���� �� �������� �� � !������ ������� + ���������� µi

���� �� ������ ������ ���������� + ����� �� ���� �������� �� !��� ����� ���� ���� ������� ���������� ���������� �
- ô�a aõ .j��a�� ���� �"�� ��������� Ð�� ���� ��� ���Ñ �� � !��/������ � ��� 	 ��� ��� �� ����� � ���� ��
����� �

,� ������ �� �� ������ ������� Fc(p)
��

V (p)−∗G(p)
�� � ��� ����� ��� V (p)

e  ���
������� � �? �? + ��/� �E? �

� � ������ ��
L(p)

�����0 �� ����� ����� ��� �� l ����� ��
Fc(p) 	 � !�����

r = n−k
/�»��

	 � !��/������� �� �� ������� ? �Î �? �s ��/� ÒE �
? � � � �� ��� ����"�� + ���� � ��� Gr

���  ��� G− V ∗(Fc −L)
� B � + �� ������� ���������� !��� ��� ������� �� ��Ï�� � ������� �� �� ��� ���*������ ��������� ��� � ���� �������� �� ��� �� ��� ��������� ��� � ��� ����� ��� ���� �"� �� � � �� ������� ��� Gr ���*� ����� � V −∗Gr = L + (V −∗G − Fc)

︸ ︷︷ ︸1234516718
� ����������� L(p) + ��� � ������� Ar

+ Br

��
Cr

��
Gr

�� ��������� 	 ������ ��� �������� ÐÎ ��sÑ �������� ��/� ,,� �� �������
Mo = V −1 ��

Mi = I
� � ������ ��� + Dr = D(I + DL)

������� �� ������ ��
Gr

�������� r = n − k
�

� !��/������ � ��� ����� ��� ��� �� ������� G = Gr

�

� � �� ��� ����"�� + � !�����0 �� ����� �� ���� �� � !������ ������ � �� ��� "�� 	 �� ����������� ������ ������ � � !�� ��������� ����������� �� ������� ���� �� �� ���������� ��� ���� �� �������� ���������� ��� ��� � ������� ��� ����"���� ���� � ����� ��  ����� �� �������������
Fc(p)

�
6 � ��� �� ������� E �� �,�,+ �� � ������ �� ���� � !���������� 	 �� �������������� � !������ ����"� � ��/�����

G(p)−1G(p)
� @� � !� "�� ��� ����� ��� ����� ��� ���� ������

	 ������� 	 � !���� �� �� ���������� ���������� �� ������ ���� �� �� ��������� F (p)
4
=

V (p)−∗G(p) + ���� Fc(p)
���� �� ����� Ð���������� ������������ ���������� ÐFÐ� Ñ ��� ������� ���� �� �����Ñ � t��� ��������� ��� V (p)

����/�� �� ������� �� ������ 	������ ���� �� �� � ������ �� ����� ��
G(p)G(p)∗

� � �� ����� �� �� ���������� + ������� ����� �� ������� 	 �� ������� E �? �? �Î ��� ��������� ����� ���� ������ �
6 � ��� �� ������� E �� �� + �� ��������� ��� 	 ��� �� ���� �� �� ���� � �� l ����� � !�� ���������� ��� Fc(p)

��� ��������� Fc(p) + ������ ������� �� ��������� �������� F (p) + ������È� ����� �� ���������� ������� � ���� ���� � � !����� � !�� ����� ���� /������ ���� ������ ��� � ������� ������������ ����������� �� ��� ����������� ����������� �� ����� ��  �� ��/������ ���� �
ñ �· ü¢  £¤�¢ 9¥ª¥�£« ¤2 �¡£§¢ ¦£© ¡¨ª9

�� ����� � ������/ + �� �����0 �� ����� �� �� ����� + ��� ������ ���� �� �����0�� �� ����������� �� � !����� � !�� �� ����� �� ��� ������ ��� ��
Φ(p)

�ml ÒE + lmÒE� + ��Ò� + ��ÒG� �� ��� �0����� ��� + �� ���� �� ���������� �������� ��� �� �� ����� + �� ����� � ������/ ���"���� ��������� 	 �� ��������� �������� ����������� �� ����� �� �� ��������� �� �������� �� ������ !�� ������� �� ������ � ������ �� ����� ��
Φ(p)

� ����� �������� ������� ��� >����*�� ��
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���� ����� �� ��� ������� �� ��� ����� ����� �� � � ��� � !�0�������� �� ����� � ������/ ���������� ��� ���� �� + ���� �������� ���" �� ��� ��� ���� �� ������������ � ������� � !�� �� ������� �����

G(p)G(p)∗ = Φ(p)
�

,� �� ������� �� ������ 	 ������
V (p) ���� �� �� � ������ �� ����� ��

G(p)G(p)∗ = Φ(p)��� ������� �� � ���"�� 	 ���� �� �� ��������� �� ����� F (p) = V (p)−∗G(p)
�

� � �� ������ ������� �� ��������� �������� F (p)
��� ������� 	 � !���� � !��� � ������ ����� !������ ������� ����� �� ��������� �� /������� ��� �� � ��"�� ������ ����"�� ������� � �� l����� �� �������� 	 ,� t��� >����*��� ���� ���� ����� ��������� ���� ��������� !���� � ��� ���� ������ ���������� �� �

? � �� �� ����� ������
Φr(p) ���� ���� ��������� 	 ������ �� �� ��������� ���������� �

� ��� ��� � �������� ��� ����� + ��� >����*������� ���������� � !������� �� �� ����� ������ ��������� � !�� �� ����� ���� ������� � �� ���� �"�� �0��������� �������� �� �������� ��F��� � �� ������� ���� ���� �� �� ��� ����� ��������� ���� �� �����0�� �� � !������*�������� ������ ����������� ���� �������� + �� � !�/��� � ��� � �������� � !��������� ������� �� ���� ��� �0 ���� � �� ����������� �� ���"�� �� ���� �� � !������ ������ � � ���� �� ����� + ���� �0�������� ��� � ����������� ������������ �� ��������� ����� ��� ��� ������������ �� ����� � ������/ � �� ���� �"���� ��� ���������� ��� �� ���������� ������������ ���������� ���ÒÎ + lmÐÒÎ + � ��ÒÒ�� � � !�������������� ��� � !�����0 �� ����� l����� ��� 	 ��� ���������� ������������ ��/� ,�E �
� � º � %(Ì³& ± ² ( )Ì² Ê´ µ³&°µ : "´´° ! ±$"& ± ² µ² ´'"Êµ
� �¯ �� �� ; ab
% ô#õ Za <#Za� ��� �� ��� ���� ����=�� + �� �������� �� F��� �F��ÎE� ���� �� �� ���� �� ������ � !����������� �� ��������� ���=�� �� � ������ �� ����� 	 �� ����� � Ð � �� ����� � !�� ��� ������������ ������ + ����� �� � ����� � !�� ������ 	 ��� ��������� ������ ������ � ��"� � >������ ����� ��/����� + �ml ÒE� � ������� � !�������� �� ��������� �� ����� ������� �� ������� � ����� � ?�������� �� �����?��� ���� ������� �� ����� + ����� ��� � ������ �������� ���� ������� �>�� �������� + �� ��� �����= �� �� �����/��� � !���������� ��������� 	 � !�����0 �� ����� �� ������������ ���� ���� � ������� ��� �� ��/��*������ ��� ?������� ���������� �� ����������� ������� ��� ������*������� �������=��� ��0  ������ ���/���"��� �� l ����� �
� �¯ �� �� °a��§a	% ô�a dô�%#� ô@ja ¬ �� ôa� %ac§ #�abba�

�� ������� ��� �� ��/��� + � !����� �� �� ������������ � !�� ��/��� ����� �� �����/�� !�� =���� =���� ���� �� *���� � �� ��� � !���������� �� ?������� ������������ ������� ��A�5 ������ ���������� �� ����������� � �� ��� ����� ���������� ��� ������� ���� �����/���� !���������� �� ��� ?������� ��� ���=��� �� ����������� �� ���=��� ������ �� ����������������������� ���� �� ��� ���� ����=�� �� ������� Bð���� ������ ��� ����� ���������� �� ������ y(k)
/������ ��� �� =���� =����

u(k) + ���� ����� � ������� A + B + C + D
���������� + �� ���� ����������� + �� ������ y

����� �� �����/� ��
u 	 ��� ��� �� *���� B

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k)
y(k) = Cx(k) + Du(k)�� �������� ������� �� ������� ��� �� ��/��� ������"�� �� ���� ��� ���� �� ������������� �� ����� Φ(z)

���� �� ?������ �� ������ � ������ �� ����� W (z)
���������� �� ���"��

	 ������ ���� + � !���A	A� ��� W (z) = D + C(zI − A)−1B
��� ��� W (z)W (z−1) = Φ(z)

��
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W (∞) 6= 0
�

Φ(z) = W (z)W (z−1) = c0 +
∞∑

i=1

ci(z
i + z−i)

�¶
(c0, c1, . . .)

��� �� �������� �� �� ������� ��*��� ��� ck = C{y(t+k)y(t)}, k = 0, 1, 2, . . .
��� ������������� ��

Φ(z)
�� ������ ������� �� ����������� � !����� Φ(z) = Z(z) + Z(z−1)� ��

Z(z) = c0
2 +

∑∞
i=1 ciz

i �t����� Y −
t = [yT (t−1), yT (t−2), . . .]

�� � ������ ��� ������� ������� ��
Y +

t = [yT (t), yT (t+
1), . . .]

�� � ������� ��� ������� ?������ � Ð��� � !�D����"�� �� ������������� + ��� � �������� !����A����������� ��� � ������� Y −
t

��
Y +

t
���� ��� � ���� � @����������� �� ��������������������D ��� ���� B

C(Y +
t Y +T

t ) = C(Y −
t Y −T

t ) = T ∗
W TW�� ������� �� ����������� ����� ��� ������� ������� �� ?������ ��� �����

Hp

��  ��� Eml ÒE� B

Hp
4
= C(Y +

t Y −T
t ) =








c1 c2 c3 . . .
c2 c3 . . . . . .

c3

� � ���� � � �








� !�� ������� �� l �����
H

�� ?������ �� ������ W
���� ����� W (z−1)W (z)−1 � !�0���� � ��?������� Eml ÒE + lmÒE� + F>ÒÎ + �>�GG �� Hp

B
H = (T−1

W )Hp(TW )−1

���  ������ ���/���"��� ��
H ���� �������� ��� H ¡I YJ�� I¡���WKJ Y� LY I�����¡ W�� � F��� ����� ������� + ��� ?������� ������������� ��0  ������ ���/���"��� �� � !�� ������� �� l����� ��

�D��"� �
W (p)W (p)−∗ Eml ÒE + lmÒE�G � t����� ��� ���� �� �����0�� �� � !������ �=����� ��� ������ ���/���"��� �� l ����� ����/������ ���  ������ ���/���"��� �� � !�� ������� �� l������������ 	 W (p)

� ��� ?������� ���������� �� ����������� ����/���� + ����� 	 ��0 + ���  ���������/���"��� �� l����� �� �����?��� ���� ����� �� ���A���� W (p)W (p)−∗ � �� �����?��� ����
F (p)

4
= W (p)W (p)−∗ ��� �������� ��� ?������� �� �� ����� ��

W (jω)
B

F (jω) = e2j

�[

(W (jω))

�� �����?��� ���A���� �������� ����� � !��?�������� �� �D��"� � ���� �� ����� e �� ��������� �����?��� �� ����� �
� �¯ �� �¯ $õ%a�§�%
% ô#õ Zj %�
õ�Ma�% Za §d
�a

�� �����?��� ���A���� ���� ����=��
F (p)

4
= W (p)W (p)−∗ ���� �� �������� �������� ����� ?������� �� �� ����� ��

W (p)
�

@���������� ���� 	 �� ��/��*������ � !�� �����?��� ���A���� ������
Fr(p)

4
= Wr(p)Wr(p)−∗���������� F (jω)

� �� � !������ ���� �� + ��������� �� !�� �0 ���� Fr

��� ��� B
∀ω, |F (jω) − Fr(jω)| ≤ ε ≤ 2, ε > 0

F� �������� F (jω) − Fr(jω)
B

F (jω) − Fr(jω) = W (jω)W (jω)−∗ − Wr(jω)Wr(jω)−∗ =	#�
(2


�[
(W (jω))) − 	#�

(2

�[

(Wr(jω))) + j(
�ôõ

(2

�[

(W (jω))) − �ôõ
(2


�[
(Wr(jω))))
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�� � ����� �� � !������ � !����� B

|F (jω) − Fr(jω)|2 = 2 − 2
	#�

(2

�[

(W (jω)))
	#�

(2

�[

(Wr(jω))) − . . .
. . . − 2

�ôõ
(2


�[
(W (jω)))

�ôõ
(2


�[
(Wr(jω))) = 2 − 2

	#�
(2


�[
(W (jω)) − 2


�[
(Wr(jω)))

≤ ε2

�� ������ ∆ϕ(jω) =

�[

(W (jω)) − 
�[
(Wr(jω))

���� � ��� ∀ω
B

|∆ϕ(jω)| ∈ [0,
1

2


	#�
(1 − ε2

2
)] ÐE �,,Ñ

F� �� �����"�� �������� + �� ������È� ��� ���� Fr

�������� F Ðε �����Ñ ���� �� ����� ��
Wr�������� �� ����� ��

W
��� ����� ��

W (jω)
��� ���� �������� �0�������� ��� ���� F (jω)

�� � !���"� �� ������������ �� ������� ���������� + ���� ��� ��� ���=��� �� !���� ���� ��� ?������� ���������� ������������� ��� ���� ?��= ��� � ��� �������� 	 ��� =���� �����0 �� ����� �� �� ����� ��
W (jω)

�
����� ����  ����� �� �� �����/��� + ��� ����� �����0 �� ����� �������� ��� �����0 �� �A���� ��

W (jω) ��� Wr(jω)
� ����� ��� ����� � !��� ������ �����= �� ��� �� Fr(jω)

��� ������� �����?��� ���A���� Ð�� �� �����Ñ � � !��/������� �� ����� � ������/ + ������ �������� ������� �� ����� + � ��� �� ��� ������������ �� ������ ����� ���������  ���� � �� ?������ �� ������
Wr(jω)

��� ����� �� ?������ �� ������ ������ ��
Φr(jω)

4
= Wr(jω)Wr(jω)∗

��� �� �� ����������� �=���� ��� ����� � ������/ �
�� �������� /������� �� ����� � ������/ ��� ������� �� � ���"�� ���� ��������� ���� ��

��� ���� � �����A�� � �� ������� ��� ��� ���������� ���� �� �����0�� ���� ����=�� �� �������EmlÒEG � � !�0������� ��0 �D��"� �� �������� ��� ������� ���� ElmÒE�G � �� ����� ����=�� + �����N������� ��������������� �� ���� ����  ���=��� � �� >����*������ ���������� ��� � ��� ��� !���������� �� �����?��� �� ����� �� ��� ?������� ���������� �� ����������� ��� ������� �
���� ��� ���� ��� + �� ����� � !�� �D��"� � ����� ����=�� �� ����"�� ��� �� ��*������ ����A����� � � !��� �������� ��� �0������� ����� ����=�� ��� �������� E�O ÒG + �O Ò�G � O ���� ������� �� ��� ���� ����=�� + �� �����?��� �� ����� F (jω) � !����� G(jω)−∗G(jω) + F (jω) � !����� +�� ����� ����=�� + V (p)−∗G(p) ÐV (p)

?������ �� ������ ���=�� �� � ������ �� �����Ñ �

� � È P %$"°³'µ (Ì ´'"Êµ $"&³' ±²-
�� */��� E �? �Q ������� �������� ��� ������ ���� � �� ����� � ������/ ���� �� ��� ���A�� ����=�� �
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R^n½]hn h\]:}¾¾no
Φ(jω)

1

9\½]nqhr r^n½]h\qÇ
G

n]
V

?

?

S^^h}Ç :Å\]:}¾ r]\Ton pn
[F ]+

ÕÇ]n¾r:}¾ pn
[Fr]+ U q¾n Å\]h:½n

6

Fc = [F ]+
^\h]:n ½\qr\on

6

9\½]nqhr r]\Tonr
Gr

n]
Vr

R^n½]hn p V}hphn h¼pq:]
Φr(jω) =

7

6

r]\Tonr W \rr}½:¼r U Φ

Å:¾:Å\on
F = V −∗G

?

?

¾}]¼n
[Fr]+

\ooX^\rr Å :¾ :Å\on ¾}]¼n
Fr

]nor Yqn
Fr = V −∗

r Gr

= GrG
∗
r = V ∗

r Vr

r]h:½]nÅn¾] ^h}^hn pn
F

2

3

6

5

6

� �������� �� ���"��� �� �D� � ������ �4

Z\]h:½n pn ^g\rn \ooX^\rr

9:; < E �, 6 �� ����� � ������/ /��������� E� ��ÒÒ�G
�� �������� ����� ���� ����� �� ������ �� �� ����� Φ(p) ��� + ���� �� ��� �������Ó ����/�� 	 G(p)G(p)∗

�¶
G(p)

��� ���=�� � � !���� � 1
�������� 	 ��������

V (p)
�� ?������ �� ������

	 ������ ���=�� Ð����0� [ Ñ �
V (p)

��� /�������� ��� ������ � ������ �� ����� ���� ������� ��� ������ nu
+ �� ��� ��� �� ��� ��� ���� ������ ��� ��������� ���������� � �� � �������� ����� � ��� ����� \��� �������� Ð���� � QÑ � ] ��� � ��� � \��� ��� ������� ��� G(p)

� ��������� �� ����� F (jω) + � �������� /�������� ��� ��� �^��� ������0 �� ����������0 + �������� ���=�� Fc = [F ]+
��� ���������� Ð���� � ?Ñ �� ����"�� 	 ��� ��� �����D�� ��� ���������������� �� ��������� �� ������ �=����� � � !���� � Î �������� ���� 	 �������

Fc(p)
�� �������?��� ���=�� ����

[Fr(p)]+
�� !���� � E + � ��� ��������� + �������� 	 �������

[Fr(p)]+ 	 ��� ������� ���A���� � > ��� �������A� ��� + �� � !�/�� �� �������� ��� ������ ����������� Q(p) ��� ����� Fr(p) = [Fr(p)]+ + Q(p)���A���� � _���� �� ������� ��� ������ �����=�� 	 ��������� ��� B
‖[Fr(p)]+‖H ≤ 1

�� ������������ ��
Q(p) �� ?��� ��� �� =��� �� �����"� � ? �Î �Ò + ��/� Ò? �� �� ���A������=�����/ ÐsÒÑ ���� �� ��� �¶

G(p) + Ð���� [Fr(p)]+
Ñ + � !��� ��� ����� ���� ���������� �����D��� ���� �������

Fc(p)
��� ��� ���� ������� ��� ‖[Fr(jω)]+‖H ≤ 1

�_ !��� � ������� �� ��������� � !�� "�� ���������� ��� ��� ���������� ������=��� �� ���������
��� 	 ��� ��� �� ���� � �� l����� � F��� ��� Q ��� + ��� n−r ���� �"��� ~Ðl ���� ������ ��� ���� ���� �� G �� s ���������� �� ?������������ ��

Fr(p)
��

Vr(p)−∗Gr(p)
�� �� ������ ��

�� ����� ������
Φr(p)

� ��� ������� �� ��� ���� �� �� ���� ��� ���� E�O ÒG + �O Ò�G �
©
õªab §
� ± §
� a% §d
�a c 
%	dôõ[� !�������� �� �� ��������� �� ������ ������ � ��� � !�����0 �� ����� l ����� ��� 	 ���
Ð��/� ,QEÑ ��� �� ��/������� �� ����� � ������/ E�O Ò� + m�ÒsG ����������� � ���� �� � !���� �

`a �� �� ����b�� �� � ������ø����� c
G(p)

��� ������� � ������ �� �� ����� �����ø�
Φ(p) d
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Î �� �� */��� E �? �Q + � !��� � !�����0 �� ����� ��� 	 ��� �� ���� �� �� ���� � �� l ����� ��������� ��� ‖[Fr(p)]+‖H ≤ 1

�>�� �������� + ���� ��� ��� ������ ��� �������� ����� E�O Ò�G ����� �� � ������ �� ������� ������
F (p)

�� �� � ������ �� ����� Fr(p)
�� ���"�� ������

Gr(p)
B

‖F (p) − Fr(p)‖∞ ≤ 2
n∑

i=r+1

µi ÐE �,QÑ
_���� =���� ���������� ��� � ������� �� ����� � ��� � ��� ����� � !������� 	 ��� =���� ������ ������ �����A� \��� Ð�� ���� ����=��Ñ ��� � !������ ������� �� �� �������� E �,,+ ��/� ,?ý �
� � � É° ²³"&Ì°µ %eÌ±#±Ñ°%µ Ê& ³'"Ê& ±eÌµ fg,É h

� !��/������ � �� ����� � ������/ �� ���� ������ ��� �� ���������� ������=��� ������������ +����� FÐ� ���� F������� Ð�� ��������� ���������� � _���� ��������� � ��� \��� �������A��� ����� ����� 	 �� ���������� ������=��� ��������� � @� � ��� �� �� ������ �������� ��� ��� !���� � Q 	 � !���� � G �� �� */��� E �? �Q �
�� ������� �� ���������� ������������ ������=��� � �� ��/� ���� �� �����0�� �� ����������� � !�� �� ����� ������*� �� /����� ��� ������ EF>ÒÎ G �

� �¯ �¯ �� ;
 bô�
% ô#õ� �%# 	d
�% ô@ja� @jôbôi�a�
_���������� ��� ?������� �� ������0 G(p)

��
V (p)

�������� ���� ���� �� ��� ��0 ����A����� Q
�� Ð[ �QÑ ��

P
�� Ð[ �ÎÑ � j�� ����������� ������������ ������=��� �� ���� �� k����Ek��ÒÒ�G ��� �=����� �� �N������� �� ����/����� �� =��� ���� ������ P

��
Q ���� �/��0�� ���/����0 � F� ?�Ï�� ���� ������ + ����� �����?��� ����� ������=�� �� /���� ��� �� ���A� ����=����� ��

G(p) + ?������ �� ������ 	 /����� + � �� �� /���� ��� � !�=��� �=����� ��
V (p) +?������ �� ������ 	 ������ ���=�� �� � ������ �� ����� �

HIJKLKMKNL � Ûµ ÛÜ lmn×ÔooÖ p n×Ôooq p nrostuPæå ä
G(p)

âç Þ õ ãäóåñÞ îÞ òæç ñäåæçß îÞ äóãçßòÞó ä ß äãQïÞ î �æóîóÞ
n
ê Pæå ä ïÞ ßû ÞñäóÞ Φ(p) =

G(p)G(p)∗ = Z(p)+Z(p)∗
ê V â òãñäÞâó ßû Þñäóãï G(p)

ñæóóÞßû æçî ïÞ �óãõõ åÞç
Q
ê Rç äóæîâåTßæçß

V (p)
âç òãñäÞâó ßû Þñäóãï ð îóæå äÞ õ åçåõ ãï ß äãQïÞ Þä õ åçåõ âõ îÞ ûuãßÞ èîæçñ ñãóóàìîÞ

Φ(p)
ê
V (p)

Þß ä ãßßæñåà ð ïã õ ã äóåñÞ
Pmin

èïÞõõ Þ ¶ ê� êUø û ã� Þ ���ì áâå Þß ä ïÞ �óãõõ åÞçî �æQßÞó ôãQåïå äà îÞ
V (p)

èóÞïã äåæç è¶ êU� ø û ã� Þ ���ì êvç Þ óàãïåßã äåæç î �àäã ä Þß ä îå äÞ ß äæ ñuãß äåáâÞ àáâåïåQóàÞ ßå ü
Pmin = Q = Σ = Zô
[(µi), (i = 1, . . . , n), µi ≥ µi+1ÓÔÕÖ×ØÙÔ � Ûµ ÛÜ

Q
ôàóåS Þ

AQ + QAT + BBT = 0
Þä î �ãû ó_ß ïã óÞïã äåæç è¶ êUUì ø û ã� Þ ��� ø Q

Þß ä ßæïâäåæçîÞ è¶ êU�ì ê ö æç ñ
Q ≥ Qmin

ê �ãó ãåïïÞâóß ø
P−1

min = Qmax

Þß ä ïã ßæïâäåæç ãç äå ß äãQåïåßãç äÞ îÞè¶ êU�ì ê ö æç ñ
P−1

min ≥ Q
ê yÞñå û Þóõ Þä î �ãßß âóÞó áâÞ ü

Σ ≤ Iw äãç ä îæçç à
G(p)

ß äãQïÞ Þ ä ñãóóà x âç Þ óàãïåßã äåæç ß äæñuãß äåáâÞ àáâåïåQóàÞ ß �æQäåÞç äîæç ñ îåóÞñ äÞõ Þç ä Þç ñu Þóñuãç ä ïã äóãçßòæóõ ã äåæç î �àäã ä û æâó ïãáâÞïïÞ ïÞ �óãõõ åÞç îÞñæõõãçîãQåïå äà
Q

à�ãïÞ ïÞ �óãõõ åÞç î �æQßÞó ôãQåïå äà îÞ
V (p)

ñu æåßå ß äãQïÞ Þä õ åçåõ âõîÞ ûuãßÞ y ö �ãû ó_ß ïã óÞïã äåæç è¶ yU�ì x û ã� Þ ��� x âç Þ óÞû óàßÞç äã äåæç î �àäã ä ß äæñuãß äåáâÞàáâåïåQóàÞ û Þâä ß �æQäÞçåó Þç ñãïñâïãç ä âç Þ óÞû óàßÞç äã äåæç àáâåïåQóàÞ îÞ
Fc(p)

y
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_���� � ������ �� ��������� �������� 	 �������� ��� � ������� �� �� �������������� � !������� ?������� �� ������0 ���� ��� =��� ������������ ������=��� �
HIJKLKM KNL � Ûµ ÛOPæå ä ï �Þ�û óÞßßåæç ñæç ñã äàç àÞ è¶ yU�ì æx

V (p)
Þä

G(p)
ßæç ä óÞßû Þñäå ôÞõ Þç ä îÞß òãñäÞâóßßû Þñäóã â� ð îóæå äÞ Þ ä ð �ãâñu Þ îÞ

Φ(p) = Z(p) + Z(p)∗ ü
[

Z(p) G(p)
V (p) Fc(p)

]

=

[
1
2DDT D

DT 0

]

+

[
C
CV

]

(pI − A)−1
[

BV B
]

Þ�û óåõ àÞ îãçß âçÞ QãßÞ ß äæñuãß äåáâÞ àáâåïåQóàÞx ñ �Þß ä{ð{îåóÞ äÞïïÞ áâÞ ü
AΣ + ΣAT + BBT = 0
AT Σ + ΣA + CT

V CV = 0

ãôÞñ
Σ = Zô
[(Σ1, Σ2) = Zô
[(µiIri)

æx
µi

Þß ä îÞ õ âï äåû ïåñå äà ri, i = 1, . . . ,m
x
1 ≥ µ1 >

µ2 > . . . > µn ≥ 0
Þä

Σ1 ∈ R
r×r ãôÞñ

r = r1 + . . . + rh, h < m
y

ÝÞß õ ã äóåñÞß
A
x
B

x
BV

x
C

Þä
CV

û ãó äå äåæçç àÞß ßæç ä ç æäàÞß ü
A =

[
A11 A12

A21 A22

]

, B =

[
B1

B2

]

, BV =

[
BV 1

BV 2

]

C =
[

C1 C2

]
, CV =

[
CV 1 CV 2

]

ÝÞß äóæç ñã äâóÞß ß äæ ñuãß äåáâÞß àáâåïåQóàÞß îÞ
G(p)

x
V (p)

Þä
Z(p)

çæäàÞß óÞßû Þñäå ôÞõ Þç ä
Gr(p)

x
Vr(p)

Þä
Zr(p)

ßæç ä ü

Gr(p)
s
=

[
A11 B1

C1 D

]

ÐE �,?Ñ

Vr(p)
s
=

[
A11 BV 1

CV 1 DT

]

ÐE �,ÎÑ

Zr(p)
s
=

[

A11 BV 1

C1
1
2DDT

]

ÐE �,EÑ
�� �����"� � ��� ��� ������ ��� ����������� ���������� �� ���"�� ������ �

|}IN×~ÕÔ � Ûµ ÛÜ� �WY� 
G(p)

� ¡��Y Y 
V (p)

J� H ¡I YJ� �� YI �¡� � �¡J I� Y � ¡��Y Y  � W�W� J� LY � �¡� Y LJ�� YI �Y
Φ(p) = G(p)G(p)∗ = Z(p) + Z(p)∗

X �� ��LJ W� ���
Gr(p)

�
Vr(p)

�Y�  ��� I¡ J�Y�� �I�¡� WKJ Y� �KJ W�W���Y� LY
G(p)

Y 
V (p)

Y 
µi

LY � J � W� �WIW �
ri, i = 1, . . . ,m �L�� �W W��� X� X�� X �J�� ����� KJ Y

r
� � ���L�Y LY �¡ ��LJI W�� ���W� Y

r ≥ p
��

p
L��W��Y �Y � �� ��Y LY�¡�YJ�� �W��J �W��Y�

µi
J�W ¡W�Y� X � ���� ¢

(i) Vr(p)
Y 

Gr(p)
� ��  ¡����  � WKJ Y� Y�  � ¡��Y� Y  � W�W� ¡J� X

(ii) �Y �� YI �Y ��LJ W  Φr(p)
���W� Y ¢

Φr(p) = Zr(p) + Zr(p)∗ = Gr(p)∗Gr(p) = Vr(p)Vr(p)∗
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(iii) �Y� � ¡ �WIY� LY � �¡�Y
F (p) = V (p)−∗G(p)

Y 
Fr(p) = Vr(p)−∗Gr(p)

���W� Y�  ¢

‖F (p) − Fr(p)‖ ≤ 4
n∑

i=r+1

µi �E �,G�

(iv) �Y� � ���� � �¡� WY ��Y� �Y � ��W W�Y LY
Gr(p)

� ��  �Y� � �� Y� KJ Y IYJ� LY
G(p)

X
(v)

µr+1 ≤ ‖V (p)−∗(G(p) − Gr(p))‖∞ = ‖∆rel(p)‖∞ ≤
m∏

i=r+1

1 + µi

1 − µi

− 1 �E �,s�

(vi)
� Y � �J�� �W

G(p)
Y�  I¡��� ¡���� J�Y ���� Y � � �J� � �Y KJ Y �¡ � ��I�LY� Y Y�  ¢

µr+1 ≤ ‖G(p)−1(G(p) − Gr(p))‖∞ = ‖∆rel(p)‖∞ ≤ 2
m∑

i=r+1

µi

1 − µi
�E �,��

� �� ��� �¡ W�� ¢ ������ ��� �������������� �� ���� ��� ���� EkO�� + k����� + lmÐ��G �
2

�� FÐ� ��������� ���� �� ��/������ � ������ �� ������ �� ����� � ������/ ���� �� ������ ������ ��� �� �������� �� �� */��� E �? �Q �� ����� ��� �� ������ ��
V (p)

�� � �� ����������������=��� ��
Fc(p)

�
� �¯ �¯ �¯ - ô�a aõ .j��a

�� � ��� �� «� �� �� �� FÐ� ��� ������ �� ����� �� �� ���������� ������=��� � ����
��"� �� !�� ���� � !������=��� Q ��������� � !��������� �� �D����� + �� � !�/�� �� =������� ��
�������� � !��� �������� �� �D����� �/���� ��� �� ��������=����� ��

Fc

�� ��
G
� � ���� �������� � !��� �������� �� � ������ �/���� ��� � !�=��� �=����� ��

Fc
�� ��

V
� �

,� _����� �� /���� ��� �� ��������=�����
Q

��
G(p)Q � _����� ��

Pmin
+ �������� ���=�������� �� � !�������� �� � ������ B

PminA + AT Pmin + (C − BT
ZPmin)T (DDT )−1(C − BT

ZPmin) = 0

� ��
BZ = QCT + BDT �

? � Ð�� �� ��� ���� �� Q � E �� � !��/������ � �� �� ������� ? �? �? + ��/� GQ + �� �������
P = Pmin

�
ΣH

�������� *����� ��� ��� µi �?������� ���������� �� ����������� ���� ����� ���� ����=�� �� � ������ �� ������ �
� �¯ �¯ �® iôaõ 
�a	 b
 c %d#Za Za Cõõ�t��� ��� ��� ��� ������ ��� ������� G(p)

��� ���=�� + � ������ �� ����� �� ����� +�� FÐ� ��� ���� ������ � �� � ������ �� ]��� ��������� ���� �� ������� E �Q �,�,+ ��/� ,Q?E����?� + _k��EG � �� ��������� ������������ �=��������� � �� �������� � !� "�� \��� �� � \�� �]� �N�� + ���� �� ��� ����������� + �� ������ ��
Pmin

���� \��� � ��� ��� B
Pmin = P (I + QP )−1 �E �,���a��� �ö ¡¢£ c ¤� ¥¦�§¨©÷©b©ª«¬© ª ©§§��§ ©� ®¯�¤§ ¥©§§© û¦¨�© ©�§ ¦��® d °®��ª¦±�� c ©¬¬© ©�§ ¤§±¬±�®©�¥©¥ �¤¥¥²� ��� ¬©� ©b©ª«¬©� © ¥© ª®ª¦±¨© d
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��

P
��� �������� �� � !��������� �¶ �¶� + Q

����/���� �� /���� ��� �� ��������=����� ��
G(p)

� � !�/����� �¶ �,�� ��� ���� �������� ��� ��� �0��������� �¶ �¶� + �[ ��� �� �[ �,,� ��*���A���� Pmin

� F"� ���� + ���� ��� ��� � ������ ?������ ��� � !���"� �¶ �,�� �� !�� ����/�� ����� =��� ���/��������� PQ
���/������� ����� PminQ

�� �������������� � �� ���"�� �������=���� ��� ���� �� � \� � + � ��� � !����������� �� �� � ������ �� ]��� � ��� �� � !� ���� ������������ �� � !�������� �� � ������ �������� �� ?������ �� ������ ���� �� ·Ð� �
F ��� �� ��� ���A����� �������� ���� �� ������� ¶ �Q �,�µ + � !���� ������ ����� �� ·Ð� �� ��� ������ �� ]��� ���  ���� �� � !�� ������"�� �� �� ���� � ������

G+(p) ����������� ��
G(p)����� ���� E_k��¶G �

F� �� �������� �¶ �,�� + ��� �������� ����� ��� µi

�� ��� σi

�� �� ������� ¶ �Q �,�, ��� B
µi =

σi
√

1 + σ2
i

�¶ �Q¸�
�� =���� �� �� ��������� ¶ �Q �, �� ������ �� �� =���� �¶ �,�� �� ��� ������� � !���"� �¶ �Q¸���� B

µi

1 − µi

= σi(
√

1 + σ2
i + σi)

� ¹º ¹» g¼½¾¿À ÀÁ½ Â Ã¿½½¿Á½ Ä¿ ÅÆÇ¾ ¿È Ä¿ ÉÊÆÀ¿ ¿¾ Ë¼¾¼ÌÆ½ÇÆÑ Â¿
j�� =���� ���������� εrel

��� �� ������ � !��� ������ ������ � �� ������ ��� =����� ������ ������� �� � ��"�� �� ������ �� �� ����� �_��������� � !������ �� � ��"�� �� ������ | |G(jω)|dB − |Gr(jω)|dB | + ���� ����������� �� =���� �Q �µ¸� ��/� � , �� �������� Q ��� ��� ��� ����������� ������� �� �� =����
εrel

�Í��� ��������� �� Q =����� ����������� �����= ��� ���� � !������ �� ����� |
�Î(G(jω)) −
�Î
(Gr(jω))| � �� ���� �"�� ���  ���=�� ���� ���� ��� ��� �� ��� ��� �������� ��� ��

εrel
����� �������� �Q �µQ� �� �������� Q � >�� �������� + ������� Gr(p)

��� �=���� ��� ����� � ������/ +�� �������� �¶ �,,� ��������� ��� ������� =���� � Í��� ����������� ���� �� ����� �� ���� � �������� Q =����� �F��� �� ��� �� �� ·ÐÏ �� �� �� ��������� ��� � ��� �� ���� �� �� ���� � �� Ð��Ñ�� + �������������� � !��� =����
εrel

�� � !��� =���� ��� � !������ �� ��������� �� �� � ������ ��
����� �=����� ��0 ��������� ��� ����� �<#�õÒ� Ó#Ô� Õ
 < Ö×
F��� �� ��� �� �� ·ÐÏ + � !������ ��� �� � ������ �� ����� ��� �¶ �,Ø� + �� εrel

��� ����� ���
�¶ �,�� � Ð���� �� ���� � ����� ��� Q ��� ���������� + � �� ��� B

|
�Î(G(jω))−
�Î
(Gr(jω))| ≤ Ù ôõ (

1

2


	#� (

1 −
(
4
∑n

i=r+1 µi

)2

2

)

,

%
õ (

2
n∑

i=r+1

µi

1 − µi

))

F� �\�� + ��� =���� � ������ Ú ��� � !������ �� ������ �� ����= ��� ��� ������ ��� �� ��������
�Q �µ¸� + B

| |G(jω)|dB−|Gr(jω)|dB | ≤ 8.69Ù
Û (Õ#Î (

1 + 2
n∑

i=r+1

µi

1 − µi

)

,

∣
∣
∣
∣
∣

Õ#Î (

1 − 2
n∑

i=r+1

µi

1 − µi

)∣
∣
∣
∣
∣

)

ÜÝ¦¨�© Þ�¬�û ¬© �±
2
∑n

i=r+1
µi

1 − µi
≤ 1 d
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<#�õÒ� Ó#Ô� Õ
 Ù%é#êÒ ë
õìÒÕ Ó
� í Ó
�_����� ���� �� �� =���� �¶ �,Q� ��� �� � ������ �� ����� �� �� �� =���� �¶ �,¸� ��� εrel

+ ���=����� ��� �� ����� �� �� � ����� �� ������� B

|
�Î(G(jω))−
�Î
(Gr(jω))| ≤ Ù ôõ (

1

2


	#� (

1 −
(
2
∑n

i=r+1 µi

)2

2

)

,

%
õ (

n∏

i=r+1

(1 + µi) − 1

))

F� � \�� + ��� =���� � ������ î ��� � !������ �� � ����� �� ����= ��� ��� ������ ��� �� ��������
�Q �µ¸� + ��/� � , �� �������� Q B

| |G(jω)|dB −|Gr(jω)|dB | ≤ 8.69Ù
Û (Õ#Î (
n∏

i=r+1

(µi + 1)

)

,

∣
∣
∣
∣
∣

Õ#Î (

2 −
n∏

i=r+1

(µi + 1)

)∣
∣
∣
∣
∣

)

ñ ïð ¸ ñòóô óôõ ôöô÷øùôõ
F��� ����� ������� + ���� �������� ��� ��� �0������ , �� µ ��� ���"��� ���������� ������ ������� ,�µ + ��/� Q, �� ·úÏ �� � !�����0 �� ����� ��� � ��� �� ���� �� �� ���� � �� Ð��Ñ���� � !������ ������ � � _�� Q ��������� ���� ��� ��/������ �� �� ����� � ������/ �� ��� � !������ �� ��� + �� ?�û�� /������� + �� � !�����0 �� ����� ����� ��� �� ���� �� �� ���� � �� Ð��Ñ���� � !������ ������ � �Í��� ��������� ��� �� ���"�� �� Ïk]Í ��0����� Q� ����� �������� ��� ������ + � !������������ � �� � ��� \��� ��*��� ���� ������ ��� ���������� ü ��� �� ���� ���������� � ��� /������ =����� ���������� �������� \��� ���������� �� ����� ���� ���� � !��� ��������� �=������������� �

ý ¹» ¹þ ÿ�¿ËÉÂ¿ Ä¿ �Æ �¼¾¼Ì
Í��� ��������� ��� G(p)

��� ���=�� �� � ������ �� ����� � F��� �� ��� + ���  ���������/���"��� �� Ð��Ñ�� �� �� � ������ �� ����� F = G−∗G ��� �� �� ������ ������� �����
Fc

� ���� ��� ?������� ���������� �� ����������� B
µi =

[
0.9997 0.9982 0.9734 0.7158 0.5592 0.0032 0.0005

]

�� ·úÏ �� � !�����0 �� ����� ��� � ��� �� ���� �� �� ���� � �� Ð��Ñ�� ���� �������������� �� ����� � _�� ���������� �������� � ������ ��� ��� � ��"��� ������� �=����� ���������=��� �� � ������� �� ����� � >��� ������� ��� Q �������� + ���� ���������� ��� =����� ���� !�����0 �� ����� �� /��� �� ����� + �� �������� ���� �� ������� ¶ �µ �� + � �� ��� | |G(jω)|db −
|Gr(jω)|db|

��
ϕ(jω) = |
�Î(G(jω)) − 
�Î

(Gr(jω))| �

< Ö×��� =����� ��?������� �� ��� ������� �� �����"� � ¶ �µ �, ���� ������������ ��� �� */���
��� ���� �

�Ý¦¨�© Þ�¬�û ¬© �± ∏n

i=r+1(µi + 1) − 1 ≤ 2 d
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� ³´  ¶ �Q � ·����� ��?������� �� ��� ������� ��� ‖∆rel‖∞
�� ?������� ��

r
�

F ��� �� ��� ������� + ��� =����� �� ��������� �� �������� ��� ��� � !� �������� �������� !�� ���"�� ������ � � !����� � � ��� � ��"��� ������� ��0 ������ ¶ �� Ø ���� ����������� ������0� ��/� Q¶� � O � !����� � + ���� � ��� B

G4(p) =
39.98(p + 0.1043)(p2 + 0.00253p + 0.2294)

(p + 6.48)(p + 0.00703)(p2 + 4.967p + 6.367)

j�� ����� �������� ����� ‖∆rel(jω)‖∞ = 2.543
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� ³´  ¶ �µ � Ï����� ?����������� ��
G(jω)

��
G4(jω)

�� ������ �� � !������ ������ �
∆rel(jω) + ���������� ��� �� */��� ¶ �� ��/� ,�¸ + ���������� ���� ���� � ���� � �=���� ��� �� � ������ ��� � ��� �� ���� �� �� ���� � ��Ð��Ñ�� � ��� ������� �� ������ �� �� ����� + �������/���� �� ���� =���� ���� ���� � + ���������������� �� ������� �
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� ³´  ¶ �� � ]������ �� ������ | |G(jω)|dB − |G4(jω)|dB | �� �� ����� |
�Î(G(jω)) −
�Î
(G4(jω))| �� =����� ����������� ���������

_��������� ��� � �� ���������� ������=��� + �� ·úÏ � � !����� � ������ � � !����A���������� ��� ����� ��� ����� =���� �����0 �� ����� � ��� ���������� ��?�������� �>��� ���� �� ������ ���� �� ����������� ����� ��� � ������� + ��� ��N������ ������������� ������� �� ���"�� ������ ���� �������� ���� ��� ������� �� ���*��� + �� ������� ��/� ,µ� �
ë
õìÒÕ Ó
� í Ó
��� =���� ���������� ������� ��� ����� � ������ ��� ������ ��� �¶ �,¸� � �� =���� ��?���������� ���� �� � \� �

µr+1
+ ���� ��� ���� Gr(p)

� �� ����� �� ��� =����� �� ?������� ��
r
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���� ������ �� ����0� ��/� Q¶� ��� ?������� �� �����?��� �� �� �������� � � !����� � ��� B
G4(p) =

65.91(p + 0.8618)(p2 + 0.006084p + 0.2275)

(p + 45.25)(p + 0.03247)(p2 + 0.8481p + 6.074)
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�=���� ��� ·úÏ �� ��� Ð��Ñ�� ��� � ��� ����"�� �� �^�� ���� ������ � !������/������ �� ���� ��� �^��� ������0�� �����/��� �
0.3rad/s �������� ���� G(p)

� F� ���� +
G4(p)

�� ����"�� ���� �� !��� ����� ����� �� ����� ������0�� �����/��� � �� �� ����� ������ ��� Q ������ ��������� ���� G(p)
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F��� �� ��� �� �� ��������� �� Ð��Ñ�� ��� � ��� + � !������ ��� ������ ��� ���A���� � _������ �����*� ��  � ��� = ����� ���������� �� ��?������� � � !����� � ��� ���� ������� ���������� ���� Q ��=����0 ��� ���� ������������ �� � ��?��� ���� ��� � ������� ·úÏ �� Ð��Ñ�� ������?
��� � !������ ������� �� ������ �� ‖∆rel(jω)‖∞

�� �� � !����������
ρ�� �r

��������� ��/� Qµ ���� =����� ���������� �� ��?������� ��������� ��0 Q �������� */����� ���� ���� �� ��� �����0 �"� � �� ������"� � ������� �
·úÏ� ‖G−1(G − Gr)‖∞ 2

∑7
i=r+1 µi µr+1 ρ�� �rØ , ×10−3 ,�, ×10−3 ¶ �¶ ×10−4 ,×10−3¶ � ��� ×10−3 � �¶ ×10−3 µ �Q ×10−3 � ��� ×10−3� Q �¶�µ Q �¶�¶ ¸ �¶¶� Q �¶�µÐ��Ñ�� ������? ��� � ���� ‖G−1(G − Gr)‖∞

∏7
i=r+1(1 + µi) − 1 µr+1 ρ�� �rØ ¶ ��Ø ×10−4 ¶ ��Ø ×10−4 ¶ ��Ø ×10−4 ¶ ��Ø ×10−4¶ µ �� ×10−3 µ �� ×10−3 µ �Q ×10−3 µ �� ×10−3� ¸ �¶Ø¶ ¸ �¶Ø¶ ¸ �¶¶� ¸ �¶Ø¶

F�� ��������� ���������� + ���� ��� ������� ��� � !�����0 �� ����� Ð��Ñ�� ��� � ��� ?���A��� ��� =���� ���������� *�� �� ��� ���"��� ������� �� ���� �� � !������ ������ � � ����������� ���0 �=����� ��� �� ·úÏ � �� ���"�� ������ � � !����� � ��� �� ���� � �� Ð��Ñ�� ��� ��
���� ������ �� � !����� ����� ������ ���� �� ?��= �� �����

(1%)
����� �� ���� � �� � !������������ � �� �� =���� ��?������� �� !����������

ρ�� �r

 ��� ���� ������ ��� �� ���� �
H∞

�� � !������ ������ � � _��� ������
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O ��� ��� �� ��=���� ��� ��� + ���� ��� ������� ��� �� ���"�� ������ � � !����� ,� ������ ���� ����������� ρ��" ��
ρ��"# ��?������� � ���0 �� ���"�� � !����� ,� �

·úÏ� ‖G−1(G − Gr)‖∞ 2
∑24

i=r+1
µi

1 − µi
µr+1 ρ��"r ρ��"#r,� � �� ×10−2 ¸ �Q� Ø �� ×10−2 Ø �µ×10−2 � �Q×10−2,� ¸ �,�, ¸ �¶ ,� ¸ �,¸Q ¸ �,�, ¸ �QØ�Ð��Ñ�� ������? ��� � ���� ‖G−1(G − Gr)‖∞

∏24
i=r+1(1 + µi) − 1 µr+1 ρ��"r ρ��"#r,� ¸ �,,¶ ¸ �QØ , Ø �� ×10−2 Q �� ×10−2 µ �µ ×10−2,� ¸ �,¶ ¸ ��¶� ¸ �,¸Q ¸ �,,� ¸ �,Q�,� ¸ �Q�Ø ,��� ¸ �,�µ ¸ �¸�Ø ¸ �,Q¶
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]
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=

[
AZo BZo

CZo DZo

]

/Wo(p)−1Wo(p)−∗ = Zo(p) + Zo(p)∗ �¶ AS T�
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=
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C2(I − D1A2)
−1C1 D2 + C2D1(I − A2D1)

−1B2

]
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G(p) \û ] ùÿýþ�^] ^ÿþþø] �û_]þü �`a] ü\þ Ω =]ω, ω[
ÿbù ]ýýÿûý c ú\þ þ]c þøü ]ûýÿý�úû b døýÿý

(A,B,C,D)e ]ý
ε \û þø]a c úü �ý�f g [ ú�ý
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b] þ]c þøü ]ûýÿý�úû b døýÿý
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gÖ]ü b]\h c þúc úü �ý�úûü ü\�_ÿûý]ü ü úûý øi\�_ÿ a]ûý]ü �

(i)

∀ω ∈ Ω, σ

(

(Gr(jω) − G(jω))G−1(jω)

)

< ε
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(ii)
∃X ∈ C

nA×nA X + X∗ > 0,




M∗
11X

∗ + XM11 XM12 M∗
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M∗
12X

∗ −εI M∗
22

M21 M22 −εI
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M11 M12
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(
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[
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n×n, X∗ + X > 0 ig





M∗
11X

∗ + XM11 XM12 M∗
21

M∗
12X

∗ −εInw
M∗

22

M21 M22 −εInz



 < 0
ÏU AËÐ

U: ;:..: :?0 63 7-? =-80176;1:8 46 ;:..: � AS 4: ; 5-8017;: H��\� TK A
É: ;:..: U AS AS ? 5-??1. 1;: Í 63: :D0:3?1/3 46 �/634:4 �:-; ;:..- Ï;:..: G/83>8>:;Ð HW/=j�K A � 1

H(jω) = D+C(jωI−A)−1B
:?0 63 08-3?<:80 ?0-G;: B ;: ;:..: G/83> 8>:;4/33: 63: 7/34101/3 3>7:??-18: :0 ?6& ?-30: =/68 F6: Y ∀ω

B
σ̄(H(jω)) ≤ ε

A U:00: 7/34101/3=/80: ?68 ; 5:D 1?0:37: 4 563: . -0817:
P = P T 0:;;: F6: Y





AT P + PA PB CT

BT P −εI DT

C D −εI



 ≤ 0.

�/0/3? F6: ;- </3701/3 4: 08-3?<:80 H(jω)
:?0 63: É\~ =-80176;198: :3

∆ = 1
jω

A R-3?3/08: =8/G;9. : B ;- C-..: 4: =6;?-01/3? = :60  08: :D=81. >: 7/..: 63: É\~ :3 1
ω

-2:7
ω

4-3? 63 130:82-;;: `úþû øA É: �/634:4 �:-; É:..- 3: =:60 =-?  08: -==;1F6> Y 1; :?03>7:??-18: 4 5-==;1F6:8 ;: ;:..: U AS AS A
�_`����_ Ù b� b�
;p { iug mitfim ni { mest|k i m up { mest|k i hi µ>lplt� ji ~ tl nephf gfep hepplp g tl semp ij u{ qmfiumi hi µ { eum upi fp nim gf guhi { lmlk qgmfzui ig up i fp nim gf guhi h�plk fzui ij gqzufrltip gi rfl tl gmlpjoemk l gfep sftfp qlfmi m tl nephf gfep hu tikk i ö�� �� � Qt ij g neppuzui� hlpj ni nlj � tl semp i j u{ qmfiumi hi µ hepp i ip olf g tl rltium iwlngi hi µ

C� �E� G�H �
É 5-==;17-01/3 46 ;:..: U AS AS = :8. :0 -;/8? 4 5/G0:318 ;: 0E>/89. : U AS ATA

2

É- ?/;601/3 46 =8/G;9. : 4: 8>46701/3 4: ; 5:88:68 8:;-012: {Í =�;:? @D>?| =:60  08:. -130:3-30 >3/37>: A
6Y/��Z`_ Ù b� b�
[ ú�ý
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∗
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?

[
−jA −jB
C D
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ÏU ATSÐ

�_`����_ Ù b� b��ij nep gmlfp gij ��Qj hu { mest|k i h ve{ gfk fjl gfep �ö ���� jep g hq}pfij m { lm gfm hi k lgmfnijnek{ tiw ij � ;m � hlpj ti n=l{ f gmi � � tij nep gmlfp gij ��Qj ep g qgq hq}pfij j um hij k lgmfnijmqittij � ni zuf ij g ne= qmip g lrin tij ltx emf g=k ij hi mqjetugfep puk qmfzui hfj{ epfstij � �polf g� geugi nep gmlfp gi ��Q hq}pfi j um hij k lgmfnij nek{ tiw ij { iug @ gmi mlk ip qi m up inep gmlfp gi hq}pfi j um hij k l gmfnij mqittij m t vlfhi hi tl { me{ mfq gq jufrlp gi ~def g up i k l gmfni A ∈ C
N×N hepp qi gitti zui A = A∗ ig A = AR+jAI lrin AR ∈ R

N×N

ig AI ∈ R
N×N

� � temj ep l
A > 0 ⇔

[
AR AI

−AI AR

]

> 0

Á �� %���� ��  �¡�¢ £¤� 
R-3? 7: F61 ?610 B ;- 8>46701/3 4: ./49;: =-8 -C8>C-01/3 :?0 -==;1F6>: ?68 ;: . /49;:4: �-</3/2 Ï:D:.=;: TÐ :0 ?68 ;: ./49;: 4: G1:< A W/68 Ar

:0
Br

@D>? B 3/6? /=01. 1?/3? Cr:0
Dr

?:;/3 ;:? S -==8/7E:? ?612-30:? Y
¥ � ��¦�§¨ © ª � Z�Cr,Dr

‖Wo(jω)(jω)(G(jω) − Gr(jω))G−1‖∞
Ï;:..: U AT ASÐ A

¥ � ��¦�§¨ « ª ∀ω ∈ Ω, � Z�Cr,Dr
σ̄((G(jω) − Gr(jω))G−1(jω))

/�
Ω

4>?1C3: 63130:82-;;: 4: =6;?-01/3? F61 :?0 =8>71?> 4-3? 7E-F6: :D:.=;: A U:71 :?0 >F612-;:30 Í. 131. 1?:8 ;:? 13417-0:68? ρ¬ ®r

B
ρ¬¯r

4>@31? 4-3? ;- ?:701/3 TA� B =-C: STA
W/68 7E-F6: . >0E/4: ;:? . -0817:? Ar

:0
Br

?/30 1??6:? 4: ;- 08/37-068: 4:? . -0817:? A:0
B

/�
A
:?0 ?/6? </8. : 4: Î/84-3 -2:7 ;:? ./4:? 7;-??>? =-8 =6;?-01/3 =8/=8: 78/1??-30: A



TUÇ �O VW JvLMwN õKx �OJR VW wK��WxLO � WXXV õwWN õKx WMy wWxWMy
Ò 
° 
± ²³�´'�� �� µ�¶���·

R-3? 7:0 :D:.=;: . /3/2-81-G;: B ;:? S . >0E/4:? ? 5:.=;/1:30 Í /=01. 1?:8 ;- =/?101/3 4:?
¸>8/? 46 ./49;: 8>4610 B ?:? =�;:? >0-30 @D>? AÉ- =/34>8-01/3

Wo(p) 601;1?>: :?0 ;- .  .: F6: 7:;;: 7/3?14>8>: ;/8? 4: ;- 8>46701/3 8:;-012:=/34>8>: Ï?:701/3 ô Aô A� B =-C: TÇUÐ A É:? Ç ./4:? 4: =;6? G-??: =6;?-01/3 ?/30 8:0:36? A É-. >0E/4: T -. 93: -6 8>?6;0-0 ?612-30 Y

G4(p) =
1.6741(p2 + 0.1663p + 0.1949)(p2 + 0.01443p + 0.2296)

(p2 + 0.5961p + 0.0898)(p2 + 1.854p + 0.8985)

É 5130:82-;;: 4: =6;?-01/3? 7/3?14>8> 4-3? ; 5-==8/7E: 418:70: :?0 Ω =]0, 2rad/s[ ¹ 130:8[2-;;: ?68 ;:F6:; ;- F6-;10> 46 ./49;: 8>4610 - >0> 1308/4610: =-C: S� A É- .>0E/4: S /6-==8/7E: 418:70: -G/6010 -6 ./49;: 8>4610 ?612-30 Y

G4(p) =
2.3281(p2 + 0.06201p + 0.185)(p2 + 0.01451p + 0.2369)

(p2 + 0.5961p + 0.0898)(p2 + 1.854p + 0.8985)

É:? 08-7>? <8>F6:301:;? 4:? ?/;601/3? /G0:36:? ?/30 =8>?:30>? ?68 ;- @C68: ?612-30: A
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−2

10
−1
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0

10
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−100

−80

−60

−40

−20

0

20
Ordre 4

G
ai

n 
(d

B
)

Pulsation (rad/s)

G(p)
G

4
(p) méthode 1

G
4
(p) méthode 2

W
o
(p)

10
−2
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−1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

−400

−350

−300

−250

−200
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−100

−50

0

P
ha

se
 (

de
g)

Pulsation (rad/s)

º õ- » U AS ¥ ~8-7>? <8>F6:301:;? 4: G(jω)
B
G4(jω)

B
Wo(jω)

É:? :88:68? 8:;-012:? 4: . /49;: 4:? S . /49;:? 8>4610? 7-;76;>? ?/30 =8>?:30>:? 71[4:??/6? A
Singular Values

Frequency (rad/sec)

S
in

gu
la

r 
V

al
ue

s 
(d

B
)

10
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10
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10
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10
2

10
3

10
4

−50

−40

−30

−20

−10

0
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40

méthode 1
méthode 2         

º õ- » U A� ¥ U/.=-8-1?/3 4:? :88:68? 8:;-012:? -??/71>:? -6D S ./49;:? 8>4610?



tuWX õNJO £ ¤vLMwN õKx ¥ X¦VOR §õyvR TUô
É 5:88:68 4: ./49;: :?0 ?1C31@7-012:. :30 -./13481: 4-3? ;- ¸/3: 2/6;6: A W-8 -1;;:68? B;:? ¸>8/? /G0:36? 4-3? ;:? S ?/;601/3? ?/30 ?0-G;:? A

} >0E/4:
ρ¬ ®4 ‖Wo(jω)(G(jω) − G4(jω))G−1(jω)‖∞-C8>C-01/3¼/=01. 1?-01/34: ; 5:88:68 8:;-012: =/34>8>: � AÇô � ATUÈ

-==8/7E: 418:70: � A�UÈ � ASôU
É:? S .>0E/4:? >0641>:? /=01. 1?:30 ;:? ¸>8/? 46 ./49;: 8>4610 ?:;/3 S 781098:? 41X>[8:30? Y ; 5-C8>C-01/3 ?612 1: 4: ; 5/=01. 1?-01/3 4: ; 5:88:68 8:;-012: =/34>8>: . 131. 1?: ‖Wo(jω)(G(jω−

G4(jω))G−1(jω)‖∞
-;/8? F6: ; 5-==8/7E: 418:70: . 131. 1?: ρ¬ ®4

A

É 5-==8/7E: 418:70: 1308/4610: 4-3? ;- ?:701/3 U AS = :60 -6??1 G 1:3  08: 7/3?14>8>: -2:74:? =�;:? -608:? F6: 7:6D 46 ?V?09. : A �3 3: =-8;:8- -;/8? =;6? 4 5-C8>C-01/3 A J6 ;1:64 5601;1?:8 ; 5-==8/7E: 418:70: Ï. >0E/4: SÐ -2:7 4:? =�;:? 46 ?V?09. : B 3/6? @D/3? Ar

:0
BrC8�7: Í ;- ?/;601/3 /=01. -;: -6 ?:3? 4: ;- 3/8. : 4: ½-3¾:; 8:;¿ÀÁÂÃ =ÄÅÆ>Ç>Ã Ï?ÃÈÀÁÄÅ ô Aô A� B

É¿ÊÃ TÇUÐ FËÁ ÌÀ¿ÁÀ Í¿ÀÁÍÎ¿ÁÍ¿ÅÀÃ Y
ρ¬ ®4 = 0.136 Ï ÉÃ Ð ÄÆÑÒÃ ÇÌÆËÁÀ ÄÓÀÃÅË ÃÍÀ ÒÃ ÍËÁÂ¿ÅÀ Y

G4(p) =
2.815(p2 + 0.1032p + 0.2166)(p2 + 0.02794p + 0.2304)

(p2 + 0.4523p + 0.0672)(p2 + 2.058p + 2.253)
�ÄËÍ ÉÄËÂÄÅÍ ÅÄÀÃÇ ÍËÇ Ò¿ ÔÊËÇÃ ÍËÁÂ¿ÅÀÃ Õ Ò Ö¿Ð ÌÒÁÄÇ¿ÀÁÄÅ ÅÄÀ¿ÓÒÃ ÆÃ Ò Ö¿ÉÉÇÄÈ×Ã ÆÁÇÃÈÀÃ
ÒÄÇÍØËÃ ÆÃ ÀÃÒÍ É� ÒÃÍ ÍÄÅÀ ÇÃÀÃÅËÍ Ï

Singular Values

Frequency (rad/sec)

S
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B
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méthode 2 pôles de G (agrégation)
méthode 2 pôles de G

4
 Hankel relatif pondéré

º õ- » U ÏÇ ¥ UÄÐÉ¿Ç¿ÁÍÄÅ ÆÃÍ ÃÇÇÃËÇÍ ÇÃÒ¿ÀÁÂÃÍ ¿ÍÍÄÈÁÌÃÍ Í Ò¿ Ð ÌÀ×ÄÆÃ S ¿ÂÃÈ ÆÃÍ É� ÒÃÍÆÁXÌÇÃÅÀÍ

�ÅÔÅ Õ ÒÃ À¿ÓÒÃ¿Ë ÍËÁÂ¿ÅÀ ÀÇ¿ÆËÁÀ ÓÁÃÅ Ò Ö¿Ð ÌÒÁÄÇ¿ÀÁÄÅ ÆÃ Ò ÖÁÅÆÁÈÃ
ρ¬ ®4

ÒÄÇÍØËÃ
Ar

ÃÀ
BrÉÇÄÂÁÃÅÅÃÅÀ Æ ÖËÅÃ ÍÄÒËÀÁÄÅ ÆÌÙ Í ÁÅÀÌÇÃÍÍ¿ÅÀÃ Ï

} ÌÀ×ÄÆÃ
ρ¬ ®4 ‖Wo(jω)(G(jω) − G4(jω))G−1(jω)‖∞¿ÉÉÇÄÈ×Ã ÆÁÇÃÈÀÃ ¿ÂÃÈ ÒÃÍ É� ÒÃÍ ÆÃ

G4(p)
ÐÄÆÑÒÃ ÇÌÆËÁÀ ÄÉÀÁÐ ¿Ò ¿Ë ÍÃÅÍ ÆÃ

‖Wo(jω)(G(jω) − G4(jω))G−1(jω)‖H

� ÏTSÇ 2.7 × 10−3



TUU �O VW JvLMwN õKx �OJR VW wK��WxLO � WXXV õwWN õKx WMy wWxWMy
Ò 
° 
Ú ²³�´'�� �� Û��¶ �� Ü' � ±

R ¿ÅÍ ÈÃÀ ÃÝÃÐÉÒÃ Õ Ò¿ ÇÌÆËÈÀÁÄÅ ÆË ÐÄÆÑÒÃ ÆÃ ÓÁÃÎ ÃÍÀ Ð ÃÅÌÃ ÃÅ ÈÄÅÍÃÇÂ¿ÅÀ ÒÃÍ j ÉÇÃÐ ÁÃÇÍ
É� ÒÃÍ ÆÃ

G(p) Ï WÄËÇ Ò¿ Ð ÌÀ×ÄÆÃ T Õ Ò¿ ÉÄÅÆÌÇ¿ÀÁÄÅ
Wo(p)

ËÀÁÒÁÍÌÃ ÃÍÀ Ò¿ Ð  ÐÃ ØËÃ ÈÃÒÒÃ
ÈÄÅÍÁÆÌÇÌÃ ÒÄÇÍ ÆÃ Ò¿ ÇÌÆËÈÀÁÄÅ ÇÃÒ¿ÀÁÂÃ ÉÄÅÆÌÇÌÃ ÏÍÃÈÀÁÄÅ ô Ïô ÏÇ Õ É¿ÊÃ TÇËÐ Ï UÄÅÈÃÇÅ¿ÅÀ
Ò Ö¿ÉÉÇÄÈ×Ã ÆÁÇÃÈÀÃ Õ Ò ÖÁÅÀÃÇÂ¿ÒÒÃ ÆÃ ÉËÒÍ¿ÀÁÄÅ ÃÍÀ

]0, 5 × 10−3rad/s[ ÏÉÃÍ Ð ÄÆÑÒÃÍ ÇÌÆËÁÀÍ ÄÓÀÃÅËÍ ÉÄÍÍÑÆÃÅÀ ÆÃÍ ÀÇ¿ÈÌÍ ÎÇÌØËÃÅÀÁÃÒÍ ØËÁ ÍÄÅÀ ÇÃÉÇÌÍÃÅÀÌÍ ÍËÇ Ò¿
ÔÊËÇÃ ÍËÁÂ¿ÅÀÃ Ï ÉÃ ÐÄÆÑÒÃ ÇÌÆËÁÀ ÁÍÍË ÆÃ Ò Ö¿ÉÉÇÄÈ×Ã ÆÁÇÃÈÀÃ ÃÍÀ ÈÄÅÎÄÅÆË ¿ÂÃÈ ÒÃ ÐÄÆÑÒÃ
ÁÅ ÁÀÁ¿Ò ÍËÇ Ò¿ Ê¿ÐÐÃ ÆÃ ÉËÒÍ¿ÀÁÄÅÍ ÈÄÅÍÁÆÌÇÌÃ Y ÆÃ � Í 5 × 10−3rad/s Ï

Bode Diagram
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Bode Diagram

Frequency (rad/sec)

P
ha

se
 (

de
g)

; M
ag

ni
tu

de
 (

dB
)

G(p) n=24
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G
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−50

−45

−40

−35

−30

−25

−20

−15

−10
From: U(2)

T
o:

 Y
(1

)

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

−1620

−1440

−1260

−1080

−900

−720

−540

−360

−180

0

180

T
o:

 Y
(1

)

Bode Diagram

Frequency (rad/sec)

P
ha

se
 (

de
g)
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ag

ni
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)
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T
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)
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Bode Diagram

Frequency (rad/sec)

P
ha

se
 (

de
g)

; M
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tu

de
 (

dB
)

G(p) n=24
G

7
(p) méthode 1

G
7
(p) méthode 2
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From: U(2)

T
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T
o:

 Y
(2

)

º õ- » U Ïô ¥ ~Ç¿ÈÌÍ ÎÇÌØËÃÅÀÁÃÒÍ ÆÃ
G(jω)

ÃÀ
G7(jω)

ÄÓÀÃÅË É¿Ç ¿ÊÇÌÊ¿ÀÁÄÅ ÃÀ ÄÉÀÁÐ ÁÍ¿ÀÁÄÅ
ÆÃ Ò ÖÃÇÇÃËÇ ÉÄÅÆÌÇÌÃ ÉËÁÍ É¿Ç Ò Ö¿ÉÉÇÄÈ×Ã ÆÁÇÃÈÀÃ

ÉÃÍ Â¿ÒÃËÇÍ ÍÁÅÊËÒÁÑÇÃÍ ÆÃÍ ÃÇÇÃËÇÍ ÇÃÒ¿ÀÁÂÃÍ Õ ÉÇÌÍÃÅÀÌÃÍ ÈÁ[ÆÃÍÍÄËÍ Õ ÇÃÒ¿ÀÃÅÀ ÓÁÃÅ Ò¿ É ÃÇÎÄÇ[
Ð¿ÅÈÃ ÆÃ Ò Ö¿ÉÉÇÄÈ×Ã ÆÁÇÃÈÀÃ É¿Ç Ç¿ÉÉÄÇÀ Í Ò¿ Ð ÁÅÁÐ ÁÍ¿ÀÁÄÅ ÆÃ Ò¿ ÅÄÇÐ Ã

H∞
ÆÃ Ò ÖÃÇÇÃËÇ

ÇÃÒ¿ÀÁÂÃ ÉÄÅÆÌÇÌÃ Ï



tuWX õNJO £ ¤vLMwN õKx ¥ X¦VOR §õyvR TUj
Singular Values

Frequency (rad/sec)

S
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B
)

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

−100

−80
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20

agrég.+optimisation 

approche directe 

º õ- » U ÏU ¥ Þ¿ÒÃËÇÍ ÍÁÅÊËÒÁÑÇÃÍ ÆÃ Ò ÖÃÇÇÃËÇ ÇÃÒ¿ÀÁÂÃ

É¿ À¿ÓÒÃ¿Ë ÍËÁÂ¿ÅÀ ÉÇÌÍÃÅÀÃ ÒÃÍ ÆÁXÌÇÃÅÀÍ ÁÅÆÁÈ¿ÀÃËÇÍ Ï
} ÌÀ×ÄÆÃ

ρ¬¯7 ρ¬¯ß7 ‖G−1(jω)(G(jω) − G7(jω))Wi(jω)‖∞¿ÊÇÌÊ¿ÀÁÄÅ¼ÄÉÀÁÐ ÁÍ¿ÀÁÄÅ
ÆÃ Ò ÖÃÇÇÃËÇ ÇÃÒ¿ÀÁÂÃ ÉÄÅÆÌÇÌÃ � ÏSÇ T � ÏTUS � Ï�U¿ÉÉÇÄÈ×Ã ÆÁÇÃÈÀÃ � Ï��È � Ï� Tô � ÏT�

Á �à á â �¢ â
UÃ È×¿ÉÁÀÇÃ ¿ Ð ÁÍ ÃÅ Â¿ÒÃËÇ Ò ÖÁÅÀÌÇ À Æ ÖËÅÃ Ð ÌÀ×ÄÆÃ ÆÃ ÇÌÆËÈÀÁÄÅ ¿ÅÈÁÃÅÅÃ Õ Ò Ö¿ÊÇÌÊ¿ÀÁÄÅ Õ

ÉÄËÇ Ò¿ Ð ÁÍÃ ÃÅ ÉÒ¿ÈÃ Æ ÖËÅ ¿ÒÊÄÇÁÀ×Ð Ã Æ ÖÄÉÀÁÐ ÁÍ¿ÀÁÄÅ ÈÄÅÂÃÝÃ Y ÒÃÍ Ð ¿ÀÇÁÈÃÍ Æ ÖÌÀ¿À
Ar

ÃÀ
Br

ÌÀ¿ÅÀ ÔÝÌÃÍ Õ ÅÄËÍ ¿ÂÄÅÍ ÎÄÇÐËÒÃÇ ÒÃ ÉÇÄÓÒÑÐ Ã ÏT ÏôÐ Õ ÁÅÀÇÄÆËÁÀ É¿ÊÃ TË Õ ÈÄÐÐÃ ËÅ
ÉÇÄÓÒÑÐ Ã Æ ÖÄÉÀÁÐ ÁÍ¿ÀÁÄÅ ÈÄÅÂÃÝÃ Ï R Ã ÉÒËÍ Õ ÅÄËÍ ÆÌÇÁÂÄÅÍ ËÅÃ ÎÄÇÐËÒ¿ÀÁÄÅ Æ¿ÅÍ ÒÃ È¿Í Ä�
Wi(p) = G−1(p)

Õ È ÖÃÍÀ[Í[ÆÁÇÃ ÉÄËÇ Ò ÖÃÇÇÃËÇ ÇÃÒ¿ÀÁÂÃ ÉÄÅÆÌÇÌÃ ÏR ¿ÅÍ ËÅ ÍÃÈÄÅÆ ÀÃÐÉÍ Õ ÅÄËÍ ¿ÂÄÅÍ ÎÄÇÐËÒÌ ËÅÃ ÅÄËÂÃÒÒÃ ¿ÉÉÇÄÈ×Ã ÆÃ ÇÌÆËÈÀÁÄÅ ÆÃ ÐÄÆÑÒÃÍ
ÍËÇ ÆÃÍ Ê¿ÐÐÃÍ ÆÃ ÉËÒÍ¿ÀÁÄÅÍ Í¿ÅÍ ¿ÂÄÁÇ ÇÃÈÄËÇÍ Í ÆÃÍ ÉÄÅÆÌÇ¿ÀÁÄÅÍ ÎÇÌØËÃÅÀÁÃÒÒÃÍ Ï UÃÀÀÃ
¿ÉÉÇÄÈ×Ã Õ Ó¿ÍÌÃ ÍËÇ ÆÃÍ ÄËÀÁÒÍ ÆÃ Ò¿ ÈÄÐÐ¿ÅÆÃ ÇÄÓËÍÀÃ Õ ÎÄËÇÅÁÀ ËÅ ÄËÀÁÒ Æ ÁÇÃÈÀ ØËÁ Í ÖÃÍÀ
¿ÂÌÇÌ ÍËÇ Ã& È¿ÈÃ ÍËÇ ÒÃÍ ÃÝÃÐÉÒÃÍ ØËÃ ÅÄËÍ ¿ÂÄÅÍ ÀÇ¿ÁÀÌÍ Ï
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tuWX õNJO ø ùxNJKLMwN õKx WMy wWxWMy L úõJJ õ-WN õKx öjö

û üý þÿ� �� �

ÿ�� �� �	
� �� � � � 
������� ��� 
���	� � �������� �� �

� �� ��������� ���
� ÖÃ¿Ë ÃÍÀ ÄË ÆÃÂÁÃÅÀ ËÅÃ ÆÃÅÇÌÃ ÍÃÅÍÁÓ ÒÃ Õ ØË ÖÃÒÒÃ ÍÄÁÀ ÃÅ ØË¿ÅÀÁÀÌ ÍË� Í¿ÅÀÃ ÄË ÓÁÃÅ

ØË ÖÃÒÒÃ ÆÄÁÂÃ �ÀÇÃ É¿ÇÀ¿ÊÌÃ ÃÅÀÇÃ ÆÃÍ ËÍ¿ÊÃÍ ÐËÒÀÁÉ ÒÃÍ Ï �ÃÍ
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Ð ÁÒÒÁÄÅÍ Æ Ö×ÃÈÀ¿ÇÃÍ ÁÇÇÁÊËÌÍ
Æ¿ÅÍ ÒÃ Ð ÄÅÆÃ ÎÄËÇÅÁÍÍ¿ÁÃÅÀ ÃÅ

1990 ÉÇÑÍ ÆË ÀÁÃÇÍ ÆÃ Ò¿ ÉÇÄÆËÈÀÁÄÅ ¿ÊÇÁÈÄÒÃ ÐÄÅÆÁ¿ÒÃ Ï �¿ !� ÃÍÀÁÐ Ã ØËÃ "#
%

ÆÃÍ Ó ÃÍÄÁÅÍ ¿ÒÁÐÃÅÀ¿ÁÇÃÍ ÆÃÍ " Ð ÁÒÒÁ¿ÇÆÍ Æ Ö�ÀÇÃÍ ×ËÐ ¿ÁÅÍ ¿ÀÀÃÅÆËÍ ÃÅ$#$% ÍÃÇÄÅÀ ÈÄËÂÃÇÀÍ É¿Ç Ò Ö¿ÊÇÁÈËÒÀËÇÃ ÁÇÇÁÊËÌÃ Ï &Ò ÆÃÂÁÃÅÀ ÁÐÉÌÇ¿ÀÁÎ Æ ÖÃÅÂÁÍ¿ÊÃÇ Ò¿ Ð ÄÆÃÇ'
ÅÁÍ¿ÀÁÄÅ ÆÃ Ò¿ ÊÃÍÀÁÄÅ ÆÃÍ ÇÃÍÍÄËÇÈÃÍ ÃÅ Ã¿Ë ØËÁ Õ ( ÈÃ Ù ÄËÇ ÃÍÀ (

90%
Ð¿ÅËÃÒÒÃ ÃÀ ÃÐÉÁÇÁØËÃ Ï) ¿ÅÍ ÆÃ ÅÄÐÓÇÃËÝ È¿Í Õ Ò ÖÁÇÇÁÊ¿ÀÁÄÅ ÃÍÀ ÇÌ¿ÒÁÍÌÃ ( ÀÇ¿ÂÃÇÍ Ò ÖËÀÁÒÁÍ¿ÀÁÄÅ ÆÃ È¿Å¿ËÝ ØËÁ ÄÅÀ

ÉÄËÇ ÓËÀ ÆÃ ÍÃÇÂ ÁÇ ÆÃÍ ÂÄÒËÐ ÃÍ ¿ËÝ ÆÁ* ÌÇÃÅÀÍ ËÍ¿ÊÃÇÍ Ï +ÅÃ ÀÃÈ×ÅÁØËÃ ¿ÅÈÃÍÀÇ¿ÒÃ ÈÄÅÍÁÍÀÃ( ÆÌÔÅÁÇ ÆÃÍ ÀÄËÇÍ Æ ÖÃ¿Ë Ï �ÃÍ ÀÄËÇÍ Æ ÖÃ¿Ë ÁÐÉÒÁØËÃÅÀ ØËÃ Ò ÖÄÅ ÁÐÉÄÍÃ ( È×¿ØËÃ ËÍ¿ÊÃÇ
ÒÃ ÐÄÐÃÅÀ ÃÀ Ò¿ ØË¿ÅÀÁÀÌ Ð ¿ÝÁÐ ¿ÒÃ ØË ÖÁÒ É ÄËÇÇ¿ ÉÇÌÒÃÂÃÇ Ï �¿ Ð¿,ÀÇÁÍÃ ÆË Í-ÍÀÑÐ Ã ÇÃÉÄÍÃ
¿ÒÄÇÍ ÍËÇ Ò¿ ÍÁÐÉÒÃ Ð ÁÍÃ ( ÆÁÍÉ ÄÍÁÀÁÄÅ ( Ò Ö¿Ð ÄÅÀ ÆË È¿Å¿Ò Õ ÆË ÆÌÓÁÀ ÅÌÈÃÍÍ¿ÁÇÃ ( Ò¿ ÈÄÅÍÄÐ '
Ð¿ÀÁÄÅ .ÈÃÒ¿ ÃÍÀ Æ Ö¿ËÀ¿ÅÀ ÉÒËÍ Î¿ÈÁÒÃ ØËÃ ÈÃ ÆÌÓÁÀ ÃÍÀ È×ÄÁÍÁ ÈÄÅÍÀ¿ÅÀ/ Ï !ÈÀËÃÒÒÃÐ ÃÅÀ Õ ËÅÃ
ÍÀÇ¿ÀÌÊÁÃ ÉÒËÍ ÐÄÆÃÇÅÃ È×ÃÇÈ×Ã ( ¿* Ç¿ÅÈ×ÁÇ ÒÃÍ ËÍ¿ÊÃÇÍ ÆÃÍ ÎÄÇÀÃÍ ÈÄÅÀÇ¿ÁÅÀÃÍ ÁÐ ÉÄÍÌÃÍ É¿Ç
ÒÃ ÀÄËÇ Æ ÖÃ¿Ë Ï &Ò Í Ö¿ÊÁÀ ÆÃ Ò¿ÁÍÍÃÇ ÒÃÍ ËÍ¿ÊÃÇÍ ÒÁÓÇÃÍ ÆÃ Ò ÖËÀÁÒÁÍ¿ÀÁÄÅ ÆÃ Ò¿ ÇÃÍÍÄËÇÈÃ ( ÀÄËÀ
ÁÅÍÀ¿ÅÀ Ï 0ÃÀÀÃ Ð ÄÆÃÇÅÁÍ¿ÀÁÄÅ ÆË ÀÄËÇ Æ ÖÃ¿Ë ÁÐÉÄÍÃ ËÅÃ ÊÃÍÀÁÄÅ ÃÅ 1ÀÃÐÉÍ ÇÌÃÒ1 ÆË ÆÌÓÁÀ
ØË ÖÁÒ Î¿ËÀ ÎÄËÇÅÁÇ ( Ò Ö¿Ð ÄÅÀ ÆË È¿Å¿Ò ÉÄËÇ ÈÄËÂÇÁÇ ÒÃÍ Ó ÃÍÄÁÅÍ Ï &Ò ÈÄÅÂÁÃÅÀ ¿ËÍÍÁ Æ ÖÌÒ¿ÓÄÇÃÇ
ËÅÃ ÊÃÍÀÁÄÅ ÌØËÁÀ¿ÓÒÃ ÀÄËÀ ¿Ë ÒÄÅÊ ÆË È¿Å¿Ò È¿Ç Ò¿ ÅÄÅ'Ð¿,ÀÇÁÍÃ ÆÃÍ ÆÁÂÃÇÍ ÉÇÌÒÑÂÃÐ ÃÅÀÍ
ÈÄÅÆËÁÀ Õ É¿Ç ËÅÃ ÊÃÍÀÁÄÅ Å¿2ÂÃ Õ ( ÆÌÍ¿Â¿ÅÀ¿ÊÃÇ ÒÃÍ ËÍ¿ÊÃÇÍ ÍÃ ÀÇÄËÂ¿ÅÀ ( Ò Ö¿Â¿Ò Ï0Ã ÉÇÄÓÒÑÐ Ã ÇÃÒÑÂÃ Æ ÖËÅÃ ÉÇÄÓÒÌÐ ¿ÀÁØËÃ ÈÒ¿ÍÍÁØËÃ ÆÃ Ò Ö¿ËÀÄÐ ¿ÀÁØËÃ 3 ÁÒ Í Ö¿ÊÁÀ ÁÈÁ Æ Ö¿ÍÍËÇÃÇ
ÆÃÍ ÄÓÙ ÃÈÀÁÎÍ ÆÃ É ÃÇÎÄÇÐ ¿ÅÈÃ ÍÄËÍ Ò¿ ÈÄÅÀÇ¿ÁÅÀÃ ÆÃ Ò¿ 1ÅÄÅ Ð ÃÍËÇÃ 1 ÆÃÍ É ÃÇÀËÇÓ¿ÀÁÄÅÍ ¿ÊÁÍ'
Í¿ÅÀ ÍËÇ ÒÃ Í-ÍÀÑÐ Ã Ï ) Ã Î¿ÁÀ Õ Ò Ö¿ËÀÄÐ ¿ÀÁØËÃ ÆÄÁÀ Æ¿ÅÍ ÈÃ ÈÄÅÀÃÝÀÃ É ÃÇÐ ÃÀÀÇÃ ÆÃ ÈÄÅÈÃÂÄÁÇ
ÆÃÍ ÒÄÁÍ ÆÃ ÈÄÐÐ¿ÅÆÃ ÉÃÇÐ ÃÀÀ¿ÅÀ ÆÃ ÇÌ¿ÒÁÍÃÇ ËÅ ÈÄÐÉÇÄÐ ÁÍ ÃÅÀÇÃ Ò ÖÌØËÁÀÌ Õ Ò¿ É ÃÇÎÄÇÐ ¿ÅÈÃ
ÒÄ È¿ÒÃ .ÀÃÐÉÍ ÆÃ ÉÃÇÀËÇÓ¿ÀÁÄÅ ÆÃ Ò ÖËÍ¿ÊÃÇ/ ÃÀ ÊÒÄÓ¿ÒÃ .ÌÈÄÅÄÐ ÁÃ ÆÃ Ò¿ ÇÃÍÍÄËÇÈÃ ÃÅ Ã¿Ë / Ï
� �4 5�  6 �7¢ � �� � � ���8�� ��� � 9�:�

�ÃÍ Í- ÍÀÑÐ ÃÍ ÆÃ ÀÇ¿ÅÍÎÃÇÀ Æ ÖÃ¿Ë ÄÅÀ ÉÄËÇ ÓËÀ ÆÃ ÍÃÇÂÁÇ ÆÃÍ ÂÄÒËÐ ÃÍ ÉÄËÇ ÆÁ*ÌÇÃÅÀÍ
ËÍ¿ÊÃÍ 3 ¿ÊÇÁÈÄÒÃÍ Õ ÆÄÐÃÍÀÁØËÃÍ ÃÀ ÁÅÆËÍÀÇÁÃÒÍ Ï �¿ ÉÒËÉ¿ÇÀ ÆÃÍ È¿Å¿ËÝ Æ ÖÁÇÇÁÊ¿ÀÁÄÅ ÍÄÅÀ ÆÃÍ



öj$ �; <= >v?@wABCx �;>D <= wC��=x?; � =EE<Bw=ABCx =@y w=x=@y
Í-ÍÀÑÐ ÃÍ ÆÃ ÀÇ¿ÅÍÎÃÇÀ ÃÀ ÆÃ ÆÁÍÀÇÁÓËÀÁÄÅ ÆÃ Ò ÖÃ¿Ë ( ÍËÇÎ¿ÈÃ ÒÁÓÇÃ Ï 0ÃÒ¿ ÍÁÊÅÁÔÃ ØËÃ Ò ÖÌÈÄËÒÃ'
ÐÃÅÀ Å ÖÃÍÀ É¿Í ÈÄÅÔÅÌ Õ ÈÄÐÐÃ ÈÃÒËÁ ÇÃÅÈÄÅÀÇÌ Æ¿ÅÍ ÆÃÍ ÀË-¿ËÝ Ï �ÄËÍ ÅÄËÍ ÁÅÀÌÇÃÍÍÄÅÍ (
Ò ÖÌÀËÆÃ ÆË ÇÌÍÃ¿Ë ÉÇÁÐ ¿ÁÇÃ ÆÃ ÆÁÍÀÇÁÓËÀÁÄÅ .ÔÊËÇÃ j Ïö/ ØËÁ ÆÄÁÀ ¿ÍÍËÇÃÇ ÒÃ É¿ÇÀ¿ÊÃ ÆË ÆÌÓÁÀ
ÂÃÇÍ ÒÃÍ ÇÌÍÃ¿ËÝ ÍÃÈÄÅÆ¿ÁÇÃÍ Ï

rivière

canal primaire

canaux secondaires

Prises d’eau tertiaires

Bief 1 Bief 2

º BF G j Ïö ¥ H ÌÍÃ¿Ë Æ ÖÁÇÇÁÊ¿ÀÁÄÅ

�Ã ÈÄÅÀÇI ÒÃ ÆÃÍ È¿Å¿ËÝ Æ ÖÁÇÇÁÊ¿ÀÁÄÅ ÃÍÀ ÇÌ¿ÒÁÍÌ ( ÀÇ¿ÂÃÇÍ Ò ÖËÀÁÒÁÍ¿ÀÁÄÅ Æ ÖÄËÂÇ¿ÊÃÍ ÉÒ¿ÈÌÍ
ÃÅ ÀÇ¿ÂÃÇÍ ÆË È¿Å¿Ò Ï 0ÃËÝ 'ÈÁ É ÃÇÐ ÃÀÀÃÅÀ Æ Ö¿ÊÁÇ ÒÄ È¿ÒÃÐ ÃÅÀ ÍËÇ Ò ÖÌÈÄËÒÃÐ ÃÅÀ ÃÀ ¿ÁÅÍÁ ÆÃ
Ð ÄÆËÒÃÇ ÒÃ ÆÌÓÁÀ ØË ÖÄÅ Ò¿ÁÍÍÃ É¿ÇÀÁÇ ÂÃÇÍ Ò Ö¿Â¿Ò ÆË È¿Å¿Ò Ï JÅ ÉÇ¿ÀÁØËÃ Õ Ò¿ ÈÄÐÐ¿ÅÆÃ Í ÖÃÝÃÇÈÃ
ÃÅ ¿ÊÁÍÍ¿ÅÀ ÍËÇ ËÅÃ ÉÄÍÁÀÁÄÅ ÆÃ Â¿ÅÅÃ ÄË ÆÃ ÍÃËÁÒ Ï �ÃÍ ÉÄÇÀÁÄÅÍ ÆÃ È¿Å¿Ò ÈÄÐÉÇÁÍÃÍ ÃÅÀÇÃ
ÆÃËÝ ÄËÂÇ¿ÊÃÍ .ÇÌÊËÒ¿ÀÃËÇÍ/ ÍÄÅÀ ¿ÉÉÃÒÌÃÍ ÆÃÍ ÓÁÃÎÍ Ï �ÃÍ ÉÇÌÒÑÂÃÐ ÃÅÀÍ ÆÃ ÆÌÓÁÀ ÍÄÅÀ ÇÌ¿ÒÁÍÌÍ
ÀÄËÀ ¿Ë ÒÄÅÊ ÆË È¿Å¿Ò É¿Ç Ò ÖÁÅÀÃÇÐ ÌÆÁ¿ÁÇÃ ÆÃ ÉÇÁÍÃ Æ ÖÃ¿Ë Ï

bief

ouvrage de

régulation

prise d’eau

ressource

amont

débit en

queue

º BF G j Ï$ ¥ �È×ÌÐ¿ Æ ÖËÅ È¿Å¿Ò ÉÇÁÐ ¿ÁÇÃ

+Å È¿Å¿Ò Æ ÖÁÇÇÁÊ¿ÀÁÄÅ ÈÄÇÇÃÍÉÄÅÆ ÆÄÅÈ ( Ò¿ Ð ÁÍÃ ÃÅ ÍÌÇÁÃ ÆÃ ÍÄËÍ'Í-ÍÀÑÐ ÃÍ Õ ÒÃÍ ÓÁÃÎÍ Õ
ÇÃÒÁÌÍ ÃÅÀÇÃ ÃËÝ É¿Ç ÒÃÍ ÒÄÁÍ ×-ÆÇ¿ËÒÁØËÃÍ ÆÃÍ ÄËÂÇ¿ÊÃÍ Ï ) Ã Î¿KÄÅ ËÍËÃÒÒÃ .ÂÄÁÇ L}¿Ò÷% Õ
HM ÷" Õ }�÷÷N/ Õ ÃÀ ¿ÔÅ ÆÃ ÍÁÐÉÒÁÔÃÇ ÒÃ ÉÇÄÓÒÑÐ Ã ÒÁÌ ( Ò¿ Å¿ÀËÇÃ ÅÄÅ ÒÁÅÌ¿ÁÇÃ ÆÃÍ ÒÄÁÍ ÆÃÍ



tu=EBA>; ø ùxA>C?@wABCx =@y w=x=@y ? úB>>BF=ABCx öjO
ÄËÂÇ¿ÊÃÍ Õ ÅÄËÍ ÍËÉÉÄÍÄÅÍ ÁÈÁ ØËÃ ÒÃ È¿Å¿Ò ÆÁÍÉÄÍÃ ÆÃ PÆÌÈÄËÉÒÃËÇÍ ÒÄ È¿ËÝQ ¿-¿ÅÀ ÉÄËÇ
ÎÄÅÈÀÁÄÅ Æ ÖÌÒÁÐ ÁÅÃÇ ÒÃ ÈÄËÉÒ¿ÊÃ ÅÄÅ ÒÁÅÌ¿ÁÇÃ ÒÁ¿ÅÀ Ò¿ ÉÄÍÁÀÁÄÅ ÆÃÍ ÄËÂÇ¿ÊÃÍ Õ ÒÃÍ ÈÄÀÃÍ ¿Â¿Ò
ÃÀ ¿Ð ÄÅÀ ÃÀ ÒÃÍ ÆÌÓÁÀÍ ÌÈ×¿ÅÊÌÍ ÃÅÀÇÃ ÒÃÍ ÓÁÃÎÍ Ï �ËÇ ÈÃÀÀÃ Ó¿ÍÃ Õ ÒÃ ÈÄËÉÒ¿ÊÃ ÃÅÀÇÃ ÒÃÍ ÓÁÃÎÍ
ÍÃ ÇÌÆËÁÀ ( ËÅ ÈÄËÉÒ¿ÊÃ ÃÅ ÆÌÓÁÀ Ï

retenue

d’eau

débit en

queue

pompe

Qv1  Qv2 Qv3

Saint-Venant

Conditions à la limite

º BF G j ÏO ¥ 0¿Å¿Ò ÇÃÉÇÌÍÃÅÀÌ ÈÄÐÐÃ ËÅÃ ÍÌÇÁÃ ÆÃ ÓÁÃÎÍ

�¿ Æ-Å¿Ð ÁØËÃ Æ ÖËÅ È¿Å¿Ò ÃÍÀ ÉÇÁÅÈÁÉ¿ÒÃÐ ÃÅÀ ÆÌÀÃÇÐ ÁÅÌÃ É¿Ç Ò¿ Æ-Å¿Ð ÁØËÃ ÆÃ Ò ÖÌÈÄË'
ÒÃÐ ÃÅÀ Ï 0ÃÒËÁ'ÈÁ ÃÍÀ ÆÌÈÇÁÀ É¿Ç ÒÃÍ ÌØË¿ÀÁÄÅÍ ÆÃ �¿ÁÅÀ'ÞÃÅ¿ÅÀ Ï

� �� R�  âS�:� ���  �� T:���UV��:��

W X° XY Z [\]^_ \Ü`a´ bcd_ \_ ^ efg[d^_h_`i

jÄËÍ ÉÇÌÍÃÅÀÄÅÍ ÁÈÁ ÒÃÍ ÌØË¿ÀÁÄÅÍ ÆÃ k¿ÁÅÀ'ÞÃÅ¿ÅÀ ØËÁ ÀÇ¿ÆËÁÍÃÅÀ ÒÃÍ ÒÄÁÍ É×-ÍÁØËÃÍ ØËÁ
ÇÌÊÁÍÍÃÅÀ ÒÃÍ ÌÈÄËÒÃÐ ÃÅÀÍ ÆÃ Ò ÖÃ¿Ë Æ¿ÅÍ ËÅ ÓÁÃÎ Ll mÒ÷n Õ 0oÞ "#N Ï



öpn q; <= >r?@sABCt u;>D <= sCvv=t?; w =EE<Bs=ABCt =@x s=t=@x

d x

Z

surface au miroir

après dt secondes

Smiroir(t+dt)

S
S: surface mouillée (m2)

X: abscisse (m)

Z: côte absolue de l'eau (m)

l: largeur au miroir

R: rayon hydraulique = S / p (m)

    

état initial de la

surface d'eau

perturbation en

débit

l

p : périmètre hydraulique

dSmiroir

yBF z p {n | H}~���}��m���� � ��� ����K�� �} ��}�
!�m�� � �}�~�����}� �}� ���m����� � ���� ������������ �}� ���m����� m��m���}� m�� ��m�'�}��� �-��m�����}� � 3|

x
3 m������} � ��� ~���� �m�� �} ��}� ���}��� �m�� �} �}�� �} �m ~ }��} �|

x = 0
3 m������} �} � �m� ��� �� ��}� �|

x = L
3 m������} �} � �m�m� �� ��}� �|

K
3 �� }� ��}�� �} k������}� �|

V (x, t)
3 � ��}��} � ������}� }�� }� �������� �} � �m������} }� �� �}�~� �|

S(x, t)
3 ����m�} �������} }� �������� �} � �m������} }� �� �}�~� �|

Y (x, t)
3 �m��}�� �} � �}m� }� �������� �} � �m������} }� �� �}�~� �|

Q(x, t)
3 ����� �} � �}m� }� �������� �} � �m������} }� �� �}�~� {|

I(x)
3 ~ }��} �� ��}� {

�}� ���m����� �} km���'�}�m�� ����}�~���}�� ( � ��������} ���� P���� } ���������}Q �}����� �} ����}��m���� �} �m � m��} }� �} �m ��m����� �} � ���}�}�� {j��� m���� 3� ������� �  ¡��������¢ .����}��m���� �} �m � m��}/ 3
∂S

∂t
+

∂Q

∂x
= 0

.p {ö/
� ������� �£��¤ ���   .����}��m���� �} �m ��m����� �} � ���}�}��/ 3

∂Q

∂t
+

∂Q2/S

∂x
+ g.S(

∂Y

∂x
+ J − I) = 0

.p {$/
¥¦ §¨©ª«¬ ®«¨¯°¬©« ±²°«¨©³´µ©¬ ¶¯ª «¬·«¸¬¯ª¸¬ ©« ³¨ ¹®©«¬ º »¼ »



½¾=EBA>; ø ùtA>C?@sABCt =@x s=t=@x ? úB>>BF=ABCt öp%
�¿ g }�� �m �����m��} �} ��m���� }� J ������} �m ~ }��} �} ��m��} ����m��} .�����}� }��/ {
+�} �}� ������}� }�~ ���� }��m�}� �}� ~��� �������}� ~��� �m����}� J }�� �}��} �} lm�����'k������}� 3

J =
Q2

K2S2R4/3

.p {O/
�¿ R ����}�~��� m� �m-�� �-��m�����} .���� À���} p {n/ }� �¿ K }�� �} ��}� ��}�� �} k���'���}� {

0}� ���m����� m�� ������}� ~m���}��}� .p {ö/ }� .p {$/ ����}�� ���} ���~����}� ~m� �}����������� �� ���m�}� � � �}�� ( ���} �} ����� }� �m ���} }� ���� ~ ���� ( � �����m�� �� ���m� Q(x, 0)}� Y (x, 0) � }� ~m� �}�� ���������� m�� ��� ��}� � }� � �� �����}��} �}� ������ m���� � Q(0, t) }�m�m� � Q(L, t) ~��� ���� �}� �}�~� {
W XÁ XÂ Ã_Ä ÅfÆbh _Ä \ efcdb^bÇÅ_ È ga^gd ^ \_Ä ÅfÆbh _Ä É _Åha`_`iÄ

j��� �m������� �m�� �}��} �}����� �}� P ~����� � ���������} Q �}� ���m����� �} km���'�}�m�� { &� ��� � ~��� �}�m �} �}��}���}� �}� ��������� ��m�����m��}� �}� ���m����� .p {ö/ }�.p {$/ � � �}�� ( ���} �}� ��������� �}� ���m����� ��*��}���}��}� ����m��}� 3
{

dQ0(x)
dx

= 0
dY0(x)

dx
= I(x)−J(x)

1−F0(x)2

�¿ C0 =
√

gS0

L0

� V0 = Q0

S0

� �} �����} �}  ����} F0 = V0

C0

.�} �����} �}  ����} }�� ��~~���
������}�� ( ö/ }� L0

�m �m��}�� m� � ����� ~��� �} ����� } ��m�����m��} �{ j��� ��������� �}�m ~�}� �Ê�} ���m���� ��} Q0(x) }�� �����m�� { 0}�� }�� ���� m �m�� ������} � �m� �� ��}�}� ����� } ��m����} }�� ��}�����} ( �� ���}����� .�} ��������} ���~�}�}/ { )m�� �} �m��} ��} �-��Ê� } ~���Ê�} �}� ~ ����� � ���������} �}��}� }�� �� �}� ������ }���m�� }� ����m�� ������}�����}� { Ë��� �m � �� } �m���� � ���� ��������� �� ��� m �� ����� } ~}�� m�}�� ~��� ����}��}� �m�}��� �} Y }� L
{Ì ÍÎÏÐÑÒÍÓ ÔÕÔ ������} �m �m��}�� � �}m� }�� �����m��} � � �}�� ( ���} I(x) − J(x) = 0 � �� ~m��} �}����� } ������� } { �m �m�}�� �} Y0
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½¾=EBA>; ø ùtA>C?@sABCt =@x s=t=@x ? úB>>BF=ABCt öpp
��ïÍðîÐ Òð ÎóøòôÍ øÍ øîÎÍðÓîóð ùðîÍ
0}�m ��m�� m�� �� � �� �}��} ( �����}� �� ��-}� � �m~~����}� �m ����m���m���� �� �-��Ê� } ~m��� ���Ê�} �} ��� }����� À��} { 0 �}�� ��� �� ����}���}�� ��} m���} ��������m���� { J� }*}� �}� ~�}� �Ê�} m~~����} � ���� ~�������� ~ }��}� �� ��� ��� � �} ���}��~~}� ��� �� m��������}� �m~~��� �� m���� m����m� �������m�� m� ���Ê�} ����m��� { J� �m�� � �m � ��} }� ����} ��'���� m����} �} �}��} ��m~ } �} �����}�m�� ��Ê� ����}��} �m� }��} ���}����}�m�� � �������m���� �}� �}��}���} �}� �����}� ���}��m��}� ( �m �}����~���� �} �m ��~���m~��} �� �m�m� { 0}�� }��� �m��m�� ~��� ���~��} � ��} �}� �����}� ��~���m~����}� ���� ��÷ ( �������}� �m�� �} �����m'�}�� �� �m�m� .�m�� ����} �m� � �} ������}� ×Ø Ù/ { k�� �}��} �m�} � �� �}���} ~��� ÷ �����}�� �}~��� �����}� � �� �}�m }�� ~����� �} � ��} �������� � �m~~�-m�� ��� �} �����m�}�� { j��� }�~��������}�m �m�� �m �}����� ����m��} {
� Û� Và�á è� � �æ7ãà æà æ�� à�á��� ���à
W X� XY Ãa ^b`faÅbÄaib[` _�agi_

Ë��� ���}��� �}� ����m���m����� m����� � ��� ����� } ~}�� m�}�� � ���� ���������� �}� ���m'����� .p {ö/ }� .p {$/ }� �}�~�mKm�� Q(x, t) ~m� Q0 + q(x, t) }� Y (x, t) ~m� Y0(x) + y(x, t)
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L0(x)∂y
∂t

+ ∂q
∂x

= 0
∂q
∂t

+ 2V0(x) ∂q
∂x

− β0(x)q + (C0(x)2 − V0(x)2)L0(x) ∂y
∂x

− γ0(x)y = 0

.p {n /
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√
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)
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{
W X� XÂ Z [\]^_ ^b`fabÅ_ \_ \bh_`Äb[` �`b_
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Cr =
∆t(v + c)

∆x
≤ 1

.p {ì/
�¿ ∆t }� ∆x ���� �}�~ }����}� }�� �}� ~m� � ����m��������m�} �}�~��}� }� �~m��m� {j�m������ � �� �}����� �}� ����}� �} ��m������ � ����}��}��} }� �������m��} �� ����� m �}Ë�}���� m�� ��} �}�� �'�� }�� ���� �� }� ~�m����} ( �}��m��}� �����m���}� Llm�÷nN { � ���} � �}��}��~��} ��} Cr
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y(p) = G(p)u(p) − G̃(p)d(p)

�} ��}� ������ }�� �� �-~} ö .���� �}����� p {% {O/ { �} ��m��m��} �} Ú��} �� �-��Ê� }
[G(jω) G̃(jω)] ����}�~��� ( �m �}����} ����} �� ��m�� �} �m À���} p {% � ~m�} öp÷ {j��� ��~~����� ~m� m���}��� ��} �} ����}��}�� ������� ~��� �����}� �} ��}� }�� �} �-~ }Ë& � � �}�� ( ���} �� ����}��}�� m-m�� �m ���� } ����m��} 3

K(p) = KI
1 + τ1p
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e(p) = r(p) − y(p)
u(p) = K(p)e(p)

y(p) = G(p)u − G̃(p)d(p)

�¿ r }�� �m �������} �} ���} m������} m� ��}� � }� e � �}��}�� �} ~�������} �} � �m��}�� ���}� }�� {ë� ������ �} �}�m ��} � �}��}�� �} ~�������} }�� ���} ( �m �������} }� ( �m ~ }�����m���� �}����� ~m�
e(p) =

1

1 + G(p)K(p)
r(p) +

G̃(p)

1 + G(p)K(p)
d(p)
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H(p) =
G̃(p)

1 + G(p)K(p)
= p

G̃(p)

p + G(p)KI(1 + τ1p)
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lim
t→∞

e(t) = lim
p→0

pH(p)
D

p
= 0
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e(jω) = H(jω)d(jω)
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G̃(jω)

1 + G(jω)K(jω)

∣
∣
∣
∣
∣
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|G(jω)K(jω)| >> 1
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G(p) =

Kze
−τrp

p

�¿ τr
}�� �m �m�}�� �� �}�m�� }� Kz
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∆φr = ωτr

180◦

π

0���} �} ��~�m�m�} � ����m� m~~���� }� �m��}� �����}��}� ~m� �m ~m���} �m�� �}�m�� }���} −90◦ � �}�m �� ~����} � �Ê� ���� �� ��� m÷ ���} �} �}�m�� � ��} �m ~���m���� ω∆G
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−ω∆Gτr
180◦

π
− 90◦ = −180◦

ë� ����}�� m���� �� ��}� }���} �m � m��} �} �m�� }� �} �m�� �� �-��Ê� } ( ��} ~���m����~m�������Ê�} 3
∆G|dB = 20

ôó>
10(|K(jω∆G)G(jω∆G)|)

�} ��� ~ }�� }� � }� ���m�� �� �m�-�~������}�}�� �m ~ }��} �� Ú��} }�� �} ' $#�Ú ~m� ���m�}}���} �m ~���m���� �} �m �m��} ~m��m��} }� �}��} �} �m � m��} �} �m�� � � ������} ��} 3
ωc ≈ e−ln(10)∆G

20 ω∆G

�¿ ∆G }�� �m � m��} �} �m�� .}� �Ú / ����m���} }� ���� À�m�}� }�� 3
ωc ≈ e−ln(10)∆G

20
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K(p) = 15
p + 2 × 10−4
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H∞

{ 0}��} ����} ~}�� }���m �} �����}� P� ������m�}��} m��}���}Q �} �}� �}�� ����������m�} ( �} ~����Ê� } �} ����m��} �~ ���À��} { Ú�}� ��} À�m�}� }�� ��}� ~����}� � �� �}��} (� }���} }� m�m�� ��} �m ��*��}��} � m÷ }��} }� ���m�� }���} �}� �}�� m~~����}� �����} ��� ~m��m�� �m �������� � m�� �m�� �} �m�� ��} �} ����}��}�� H∞
}�� �� � �m �������� � ��� ~����Ê� }� ��~��� ��m���� .����}�} }� �} ��� }����� À��}/ { +�} m���} ��*��}��} �����} �m�� �} �m���� ��� }�� �m���} � �������}� �}� �����m���}� ��~~��� }��m��}� �m�� �m ����}~���� �� ����}�'�}�� .���� �} �����}���� }� �~ ���Àm�� �m�� �m �-���Ê�} H∞

��} ��������m��} �� �m�� ������}��}�� }� �m��}� �����}��}�/ {
L XÁ XY M `iN]Ä_ \ ed` g[ÅÅ_gi_dÅ

H∞O ÔP ÔÕÔÕ QR�ÐÍÓÓîóð øÒ �Ï� îÍÐ øÍÓ ��ÏÐ>ÍÓ Íð ïÍÐÎÍ øÍ �óðïÐÏîðïÍÓ
H∞� �}�~�}����� �� �m��}� �}� ��m��}� }� �}�� }� �} �����m���}� ��� �}� ��*��}��� ��m���}����� �-��Ê� } }�� �} ����m�� 3

Q ÐÐÍÒÐ øÍ � óÒÐÓÒîïÍ SóÎÎÏðøÍ
SóðÓî>ðÍ øÍ �óïÍ J��}�� ��m����} J*��� �} ����m��} ��� ����ÍÐïÒÐ�Ïïîóð Íð øõ� îï H}÷ }� �}� ~ }�����m����� �} ����� J*��� �} ����m��}

j��� m÷ ������ ( �}� �~ ���À�m����� ��} �����m���} �}�m���} ( �m ������}��} �� �-��Ê� } �}� ��~��m�� � ����} �m�� �} �m� �� Ë& � � ����}����� � ���} � m��} �} �m�� .}� �} ~�m�}/� ����m�} �m�m���} {�m ��m������� �� �m��}� �}� ��m��}� }� �}�� } �} P����Ê�} H∞

Q ~m��} ~m� ��} .�}/������m�����}� ��÷ }����� �} ����m��} }� �}�� } �} �����m���}� ��� �}� ��m���}��� �} �m �����} �}�� �}�� �-��Ê� } { �} �}��} �} �}��} �}����� }�� ����m���} ( �}��} .�}/������m���� {
��T Í�ïîUÓ øÍ Ðõ>ÒôÏïîóð V ÍÐÐÍÒÐ ÓïÏïîÑÒÍ� �}�~�}����� �}� �����m���}� m��m���}� ( �m �����m���� �} �m ���} ����}��} �m �������� �}��m���}�� ��m�� �m �������} ( � �}��}�� �} ~�������} 3

S = (I + GK)−1 {)} �mK�� ~��� �����m�} � � �}��}�� �} ~�������} m��m���} ( �� ����m� ������2�m� �} ~���m����
ω }� � �m�~�����} a }�� �����} ~m�

|e(jω)| = a|S(jω)|
�m �~ ���À�m���� ����}��m�� � �}��}�� ��m����} �} ��m���� ~m� �m �����m���} }� �����} �}�� �}����m��} 3

|S(j0)| ≤ gs.
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)m�� �} �m��} H∞

� ��} �}��} �����m���} }�� �������} ( ��m�}�� � �������m���� � ���} ~����'�m���� �����}���}��} ��m��} }� � ����}��} ��m��} .���}��}� }�� ����} W1
�m�� �m ������m���}/m����m�� ��� S

{ )m�� �} �m��} � �m ���������� �� ~����Ê� } H∞

m������ ������� ( ��}���}��} ~��� ~ }��� γ > 0 }� �} ����}��}�� K ��m�����m�� ��� ���� �}� ��}
‖W1S‖∞ ≤ γ

)m�� �} ����}��} � �� ���� ��~~����� ��} �m �m�}�� �� ����Ê�} }�� ������}�� �� ��m� ( G � m�������� m����
‖W1S‖∞ ≤ 1

��� � ~m� ��À������ �} �m ���� } H∞
� m����} ��} ~��� ���� ω ∈ R̄ � �� m 3
|W1(jω)S(jω)| ≤ 1

}� ���� ��} 3
|S(jω)| ≤ |W1(jω)|−1

�� |W1(jω)| � �}�� ~m� ����} {� �}��}�� �} ~�������} � ( ��} ~���m���� �����} � }�� ���� ���}��}� }�� ~��~�������}��} (
� ����}��} �� �����} �} W1

}� �}��} ~���m���� { � �}��}�� ��m����} }�� � ~m� }�}�~�} � �~ ���À�}~m� � ����}��} �� �m�� ��m����} �} W1

.�� ���}�m ��� ��} ~��� �}� �m����� ���}� ( � �m�������� }�} ���������� �� ����Ê�} H∞

| ~m� ���������� �} �}�� ���m����� �} H���m�� L)M% "IN |���� �}����� ~�}���} gs 6= 0
/ { �}� ~��~������ ��} ���� �m����m��} W1

~��� � ���÷ }���� �}�����m���� ���� ��m���m���}� }�� ��}���À�}� {
��T Í�ïîUÓ øÍ ÐõT Í�ïîóð øÍÓ � ÍÐïÒÐ�ÏïîóðÓ øÍ øõ� îï
0���} ���� � �m���� ���� � �m �~ ���À�m���� �}�m���} m�� �}÷ }�� �}� ~ }�����m����� �} ���������}��} � ���} ~m�� �}� �m��}� �����}��}� m���� ��} �}� �����}��}� �~ ���À��}� ��� ����}�'~���}�� m�� ~�}� �Ê�}� �m�� �����}� �}� ~ }�����m����� m����m�� ��� �} �-��Ê� } {)} �mK�� ~��� �����m�} � �� � �m��� ~�����~m�}� }�� �} �}÷ }�}� ��} ~}�����m���� �������} {�m ��÷ }����� P�~��� m�}Q �} ~}�����m���� ��� � }����} ������� ( ��}���}� ( � m��� ��}� �m�m��} ~m��m��} �� �-��Ê� } mÀ� � �m����}� �m � }���}��} P���}���� ����m����Q ~����� �} LÚ �mOnN {)m�� �} �m��} H∞

� ���� m����� ��À��� ��} ~�����m���� ��� ���� m����} ��} � �}*}� �} �m~ }�����m���� ��� � �}��}�� �} ~�������} � �~ ���À� ~m� �} ��m���}�� G̃S � ����À} �m �}�m��������m��} 3
|G̃(jω)S(jω)| << 1

�m�� �m �m��} �} �����}��}� �¿ �}� ~ }�����m����� m����}�� {! �}��} À� � �� ��� � �} ��À��� ��} ~�����m���� � Wp
� ��� ���� �}��} �� �m�� ~���m����� �¿ �}�~ }�����m����� m����}�� � �� m�� |Wp(jω)| >> 1

.���� LWm�" GN/ {)m�� �} �m� �¿ �� }� ���} �� ����}��}�� K �}� ��} 3
‖GSWp‖∞ ≤ 1

m���� ~��� ���� ω ∈ R̄ � �� m 3
|G̃(jω)S(jω)Wp(jω)| ≤ 1

}� ����
|G̃(jω)S(jω)| ≤ |Wp(jω)−1| << 1
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m�� �����}��}� ��� ���� �����}��}�� {)} �mK�� �-~���} � ���� � ���� ��}���� �}� ~ }�����m����� �����m��}� .~m� � �}*}� �} �m �m�}����-}��} �}� ~ }�����m����� �} ����� ��� �m ���}/ }� ~�}�m�� |Wp(j0)−1| << 1

{ ë� ~}�� �m��}�m � �� } ����} ~��� � ���� ��}� � �}*}� �}� ~ }�����m����� �} ����� m����m�� ( �}� �����}��}��~ ���À��}� .�-~���}� }�� �}� ~ }�����m����� ���}� m�� ~���Ê�}� }��� }*}����� ( "� � G$� }�$n� � ����}��m��}/ {
SóðïÐÏîðïÍÓ øÍ Ðó�ÒÓïÍÓÓÍ V ÎÏÐ>Í øÍ >Ïîð XøÍ ��ÏÓÍ Y Î îðîÎÏôÍ
&� ��� � �} �m~~}�}� ��} �m � m��} �} �m�� .�} ~�m�}/ �� �-��Ê� } ~}�� ���} �~ ���À�} (
��m�}�� ��} �����m���} ��� S = (I + GK)−1 }�é�� T = GK(I + GK)−1 .���� Lk! p"N/ { J�}*}� � �� ~}�� �m�m���� � m� ����� ��} ���� m���� �}� � m��}� �} �m�� }� �} ~�m�} ����m��}�û 3

∆k ∈ [
Î îð

(1 − αT , (1 + αS)−1),
ÎÏR

(1 + αT , (1 − αS)−1)]
∆Φ ∈ [−2

ÎÏR
(arcsin(αS

2
), arcsin(αT

2
)), 2

ÎÏR
(arcsin(αS

2
), arcsin(αT

2
))]

." {O/
�¿ αS = ‖S‖−1

∞
}� αT = ‖T‖−1

∞

{
+�} ���� �} ~��� � �� ��� � ~��� �m�m���� �m � m��} }� }����} �} �����m����} �m �m�}�� �}�m ���� } H∞

�} S ��é}� �} T
{) m�� ����} �m� � ���� �����m������ S

( ��m�}�� �m �m�}�� � ����m�} �} |W1(jω)| { J� }*}� � ���� ~�}�� Î îð
ω∈R̄|W1(jω)| ≥ 1 − ∆G }� ��} ‖W1S‖∞ ≤ 1

m���� |S(jω)| ≤ |W1(jω)|−1 ≤
(1 − ∆G)−1 ��� ~m� m~~���m���� �} �m ������} ~���}���} ��'�}���� �m�m���� m� ����� ��}�m��} ∆G

{
SóðïÐÏîðïÍÓ ÓÒÐ ôÏ �óÎÎÏðøÍ V ÎóøÍôÍÐ ôÍÓ �ÏÒïÍÓ �ÒôÓÏïîóðÓj��� ��}������ ~�����~m�}� }�� ��� ( ��� ��}� �}� }*}�� �}� ������ �} � }���} ��� �m ����m��}�� �-��Ê� } { +�} �}��} �����m���} ~ }�� ���} �~ ���À�} }� �����m���m�� �} ��m���}�� }���} �}����� �} � }���} }� �m ����m��} 3

KS
{ �m �����m���} �m����}��}� }�� �������} }�� ����}

W2
{ )} �mK�� ~��� �����m�} � �}��} ~�����m���� ~}�� }� �} ���}�}� �} ����}��}�� }� �m��}�~���m����� { J� }*}� � }� �m��}� ~���m����� � |S(jω)| ≈ 1 �} ��� ��~����} � �Ê� ���� ��}

‖W2KS‖∞ ≤ 1 ��}
|K(jω)| ≤ |W2(jω)|−1

O ÔP ÔÕÔÖ Zð �ÐîïòÐÍ [ � ôó �Ó �óÎÎÍ ÓóôÒïîóð
� �������m���� �}� ~��~������ �} �m ���� } H∞

� ���} �m����} �} ��m���}�� �m ~}�� }���}�} ���� m���}� � �}��}���} �}� �����m���}� }�~��� �}� �m�� �m �}����� ~�����}��} ( � �m��} � �������Ê�} �} \�£*   ] ^_�¡` a { )} �mK�� ~��� ~�����} � �m~~}���� �} ������m� ����m�� 3
� Ðó�óÓîïîóð bcóðdefk��� M(p) = [mij(p)] ∈ RHn×m

∞
�}��} ��} ‖M‖∞ ≤ γ

{ ! ���� ~��� ���� i ∈ [1, n] }�
j ∈ [1,m] � �� m

‖mij‖∞ ≤ γ.

	B ³³¬ ¶¯ª ©¯¬ �¶¯¸µ©¬¯�¬ °´«¬�ª¬ °© ª±¸¶«�þ¬ °© �¨´� ³¬ ®¨´¯ » B¯ ¬g¬ª  �¶¯´°¸«¶¯ µ©¬ ³¬ ²ª�þ¬¯¶þ ´¯¨³ ¬ª ¶©þ ´ ¶´ª � ©¯¬ ¬««¬©« þ©³ª´·³´�¨ª´ÿ¬ ¬¯ ¬¯ª«¸¬  hiji Gp = G(I +∆) ¶k ∆ ¬ª ³ §´¯�¬«ª´ª©°¬ °¬þ¶°� ³¬  ¶´ª � ©¯¬ ¬««¬©« þ©³ª´·³´�¨ª´ÿ¬ ´¯ÿ¬«¬ ¬¯ ¬¯ª«¸¬  hiji
Gp = G(I + ∆)−1 ¶k ∆ ¬ª ³ §´¯�¬«ª´ª©°¬ °¬þ¶°� ³¬ :¦l�mn= » o¶© ·¶©ÿ¶¯ ¨³¶« ®¨«¨¯ª´« ·¨« ¨··³´�¨ª´¶¯ °© ª±¸¶«�þ¬ °© �¨´� ³¬ ®¨´¯ 
pq i :r¨þ ss=� µ©¬ ³¨ �¶©�³¬ �¬«þ¸¬ ¨¶ �´¸¬ ¨© ²ª�þ¬ ·¬«ª©«� ¸ «¬ª¬ ª¨� ³¬ °� ³¶« µ©¬ ³ §¬««¬©« þ©³ª´·³´�¨ª´ÿ¬ °´«¬�ª¬
«¬· » ´¯ÿ¬«¬� ¨®´¨¯ª ©« G ¬ª ª¬³³¬ µ©¬ ‖∆‖∞‖S‖∞ < 1 
«¬· » ‖∆‖∞‖T‖∞ < 1� »
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k��� H(p) �m � m����} �} ��m���}�� m������} m� �-��Ê� } ��� m�� }� ~��� }����}� �m �������}
r(p) � �m ~ }�����m���� �} ����� d(p) � }� ����} �����}� � �}��}�� �} ~�������} e(p) }� �m����m��} u(p)

.���� À���} " {I/ { H(p) }�� �����} ~m� 3

H(p) =

(
(I + G(p)K(p))−1 G̃(p)(I + G(p)K(p))−1

K(p)(I + G(p)K(p))−1 G̃(p)K(p)(I + G(p)K(p))−1

)

=

=

(
S(p) G̃(p)S(p)

K(p)S(p) G̃(p)K(p)S(p)

)

K(p) G(p)- - -
e(p)

G̃(p)

6

d(p)

u(p)

-

t
-r(p)t'

6

y(p)'''

yBF z " {I | k����m �� �-��Ê� } ������
j��� m�������� ( H(p) �} �-��Ê� } m���}��� �}� ~�����m����� ��� m�� }� ����} �m'

����} �} ��m���}�� 3
M(p) = Ws(p)H(p)We(p)

�¿ We
}� Ws

���� �}�~ }����}� }�� �}� ~�����m����� }� }����} }� }� �����} m������}� m�
����Ê�} H∞

{ �m �}����� ~�����}��} � ������� �m���}��}� }�� ( ��������}� ��} �}� ~�����m�����~���Ê�}�� �m ��������} ����m��}� 3

We(p) =

(
1 0
0 Wp(p)

)

Ws(p) =

(
W1(p) 0

0 W2(p)

)

�¿ W1,W2
}� Wp

���� �}� ��������� �} ��m���}�� � ����m��m��}� ��m��}� }� � ����}��} ��m��}� {
J� }*}� � �m�� �} �m� � �m ���������� �� ~����Ê� } H∞

������� ( ��}���}� �} ~��� ~ }��� γ > 0}� �} ����}��}�� K ��m�����m�� ��� ���� �}� ��} 3

‖M‖∞ =

∥
∥
∥
∥

W1(I + GK)−1 W1G̃(I + GK)−1Wp

W2K(I + GK)−1 W2G̃K(I + GK)−1Wp

∥
∥
∥
∥
∞

≤ γ

k� � m���}�m�� �m �m�}�� �} γ }�� ~����} �} G � m���� �m ~��~������� �m~~}��} ��'�}���� � �m'�m���� ��} �}� ���}��}� �~ ���À�m����� H∞
�m��}� ( �m �}����� ~�����}��} ���� �m����m��}� {

Ì ÍÎÏÐÑÒÍ ÓÒÐ ôÍ �ÐîïòÐÍ
0���} ���� �} ��-��� � �} ����Ê�} � �}�� ~m� ���� m �m�� �}�� � ��} ���� m���� �~ ���À� �m���m �}����� ~�����}��} { J� }*}� � ���� ��-��� m~~m�m,��} � � ���} ~m�� � ��} �����} �����m���}��� �} ��m���}�� ��m�� �m ~ }�����m���� �} ����� ( � �}��}�� �} ~�������} � � �}�� ( ���} G̃S }�� �m���} ~m�� � ��} �����m���} ��} ���� � �m���� ~m� �~ ���À�} ��� G̃KS

{
+�} m�m�-�} �m~��} �}� �����m���}� ���� �����} ��} �m �����m���} ��} ���� ����m�������m��} m~~m�m,��} ��� G̃S ~}�� ���} m���� � �}� �~ ���À�} ~m� W1

}� ��} � �m�� �} �m� � Wp
~}�����} ~���} ��m�} ( ��} �����m��} { 0}�m m ~��� m�m��m�} �} �m��} ���~m�m,��} �m �����m���}
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�m��}� ~���m����� ��� G̃KS

{ &� �} �}��} �Ê� ���� ��� �} ��� � �����m���m�� G̃KS ��} �m�����m���} �����}���}��} ���������} ~m� W2
}� Wp

{ 0}��}'�� � ����} ���� �} �}����� � � ���'������� ~m� �} �����m���} ��� G̃KS u �}�m }�� ��� m� �m�� ��} W2
�����m��� � �m���� KS }����� m��� ~���I� m�� �m��}� ~���m����� {H}�m������ ~m� m���}��� ��} �m�� �} �m� ����}������}� � ���} ~ }�����m���� m����m�� }�}����} �� �-��Ê� } � �} ��m���}�� ��m�� �m ~ }�����m���� ( �m ����m��} }�� �m �������� �}�}���� ����� ���~��� }��m��} T = GKS � m���� ��} �m�� ����} �m� �} ��m���}�� }�� G̃KS

{ �m
~��~����� ���}��} T ≈ I }� �m��}� ~���m����� ~ }�� ���} }� ~m���} �}�������} ��� �m� �} ��m���} ���} �} G(jω) }� G̃(jω) ���� ��}�����}� m�� �m��}� ~���m����� {

|G̃KS| ≈ |T | ≈ 1 }� �m��}� ~���m����� ." {n/
L XÁ XÂ Z bÄ_ _` [_dvÅ_ _i a`a^ Ä_ \ ed`_ Ä[^dib[` É[ÄÄbÇ ^_

�}� �����m���}� ��m���m���}� ������}� m� ~m�m��m~�} ~�����}�� ��� ��� ��m������}� ( ��m'�}�� � �������m���� �} ~�����m����� �� ~�}� �}� ����} { !À� �} �m�����}� �m ~�m�} � �m÷ ���}� }���}� ~�����m����� � ���� ��������� �}� ��������� �} ��m���}�� ~��~���}� �m�� L ��I%N ��� ����m ���� } ~m�������Ê�} ����m��} 3

W (p) =
G∞

√

|G2
0 − 1|s + G0ωc

√

|G2
∞ − 1|

√

|G2
0 − 1|s + ωc

√

|G2
∞ − 1|

." {%/
m�}�

{
(G0 − 1)(G∞ − 1) < 0
ωc > 0}� ��� ����À}�� .���� L ��I%N/ 3







|W (j0)| = G0

limω→∞ |W (jω)| = G∞

|W (jωc)| = 1)m�� �} �m� �} �m ~�����m���� W1
� ��� m��� ��� � �}��}�� �} ~�������} }� ��� �m ��÷ }����� �}�~ }�����m����� �} ����� � G−1

0
�~ ���À} � �}��}�� ��m����} �} ~�������} � ωc

~}�� }� � �m÷ ���}��m �m��} ~m��m��} m������} ( GK }� G−1
∞

����}�~��� ( ��} �����m���} ��� �m �m�}�� � m��'� m�} �m �������� �} �}��������� ��� � ����} ���� � �m���� ��÷ ( ������� � ���� ~ }�� }���m �}�����m����} �}� � m��}� }� }����} �� �-��Ê� } {�m ~�����m���� W2
}�� }��} m���� ��} ~ �����m���� �� ~�}� �}� ����} ������ ~m� ." {%/ { )m���} �m� � G0

}�� ~��� �} �}��} ����} ��} W2
���� ���~m����} m�}� �m �����m���} m�-�~������}m�� ~���m����� �m�� �}� .���� L ��I%N/ {

�ÍÓ �óðøõÐÏïîóðÓ ÒïîôîÓõÍÓ!~�Ê� ��} ~�m�} � �m÷ ���}� }�� � ���� m���� ~��� Wp = 6 }� �~ ���À� W1
}� W2

.���� À���}" {G#/ ( ��m�}�� �} ����� �}� ~m�m�Ê��}� ����m��� 3
W1 W2

G0
G### 4 × 10−2

G∞

# {% O#
ωc 4.5 × 10−4 5 × 10−2

��� ������� ( ��} �m�}�� �� ����Ê�} �} γ = 1.02
{) m�� �m ����} � ���� m�m�-���� �}� ���� ��� �� �} H(jω)

{ �m À���} " {GG ����}�~��� m����m��� �}� �m�}��� �������Ê�}� � m��� m�}� �}� ��m���}��� �} H(p)
3
S � G̃S � KS }� G̃KS � }��}� �����m���}� ��} �} ����Ê�} �}�� m ��~���}� {
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H∞j��� ~���}����� ��� �m À���} " {G$ �} ��m�� �} Ú��} �� ����}��}�� H∞
{ �} ��m�� � ����} ��}�} ����}��}�� �����}�� ��} m����� ������m�} }� �m��}� ~���m����� { !� ���}m� �} �m �m��}~m��m��} � �} ~�m�} ��} m�m��} �} ~�m�} ���� �} � ��� ~I�} �} À���m�} m����m�� �m ��������m��}( ' $#�Úé���m�} �} K(jw) }� �m��}� ~���m����� .�����m���} �~ ���À�} ~m� W2

/ {
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DðÏôñÓÍ øÍ ôÏ �óÒ� ôÍ óÒEÍÐïÍ�} �m���� �} �m � m��} ��� �m �m�} �}� �m�}��� � m��� m�}� �} S }� T
m����} ��} ∆G ≥

10.67 dB
m���� ��} ��� �m���� ���}�� .���� �m À���} " {GO/ ������� ( ∆G = 12.3 dB

{ 0}���m�� � �}�~����} ~m� �} �m�� ��} �m � m��} �m�����} ��� �} Ú��} }�� ��} � m��} ��}��} m������} �} �m���� �m�� ��� S }� T ������� ( ��} � m��} �} �m�� ���~�}�} .� m��} �} �����}/ {
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" {Gn/ { �m ��*��}��} � m÷ }��} }�� ���} ( �m �����m���} ��~~��� }��m��} ��} ���� m���� m÷ ����}m�}� W2

{ 0}��} �����m���} m ~ }�� �� �} � ��}�}� K }� m����m�� ��} |K(jω)| ≈ |ω|−1 }��m��}� ~���m����� { 0}�m ��~����} ��� �}��}� }�� ��} � }���}��} m�����m���� �} � �}*}� �}�~ }�����m����� �} � }���}� ��� �m ����m��} �m�� m���� �� }*��� �} ����m��} ������}.���� À���} " {G%/ {
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�m À���} " {Gn �����} ��} �} ����}��}�� Ë& � �m~~m�}��} ����}� }�� m� ����}��}�� H∞
(

�}�� ~�Ê� ��} �} �}���}� �m����m�� m���� m����}�}�� �}� �~ ���À�m����� �}� m���}� {
J�À� � ����} �} �����}�� �}� À���}� " {G% }� " {Gì � �}� ���~���}� }��� ��m�������} }� m�-�~'������} �}� ���}� m������}� �}�~ }����}� }�� m�� ����}��}��� Ë& }� H∞

���� ��m���m���}� }����}�����}� {
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H∞

�m�} ( �� ���}��� �} ~}�����m����

3 ÛÜ y8Þà�Þ��� æ 9è� ����à�Þàè� æ 9��æ�à (:�8 ãà
�} ����}��}�� H∞

~�����}��}�� �m����� ~���Ê�} ��} �m���} n = 26
.~���}�m�� �} �m�m���} �� ���Ê�} �} �-���Ê�} n = 24 }� �}� $ ~�����m����� � �����} G/ { �m À���} " {G$ ����}~���}��} ��� ��m�� �����}���}� � }� }� ����}��} ��} ��m��} ��� ������} m�}� �� ����}�'�}�� �} �-~ } PI À���� { 0}��} �}��}���m��} }�� m~~�-�} ~m� �m À���} " {Gn ��� ���~m�} �}������}� ���}��}� �� PI }� �� H∞

{ &� }�� ���� �m�� ����} ~ ����� �} � ����}��� �� ����}��}��� �����} ~��� �m�� �} ��� m����} �}� ~ }����� m��}� ��� ��m��}� {
J� �} �m�m�� ��� �}� ������ ~���}���� �m�� �m ~�}� �Ê�} ~m���} � ���� ~������ ����}� ��m���} m����}�� ��� �������} � ����} �� ��� ����}��}�� ~��� �m�� �} ~ }�� m����}� �}� � ��}�~ }����� m��}� ��} �} ����}��}�� � �����} $ì { J� }*}� � ���� �m���� �� ���} }��}�� �}�m���}�m�� �} }���} �� ����}��}�� ���~�}� }� �� ����}��}�� ������ �m�m��� �}� ����}� ��~���}��}���� � �}��}�� �} �m�� }� �} ~�m�} .���� �}� ����������� �} �m �}����� $ {n � ~m�} n G }� �}�m �}����� % {O {n � ~m�} GO%/ { ë� � ~��� �� ����}��}�� ������ ���}�� ~m� ��} ������} �}��������� �} �-~} Úkê .~m�} GOO/ �� om��}� ~m� ( ~m� .~m�} G$%/ � ��} ����} ��~���}��}}� ������}��} ��� �m ���� } H∞

�} � �}��}�� �}�m���} ~ }�� ���} ��m��} }� �������� �} � �����}�� ����}��}�� ������ .À���} " {Gp/ {
&� m~~m�m,� ���� ��} � ��� ~����m�� m~~����}� �m���}� }�� �} ����}��}�� ~m� �� ����}��}�������� }� m����m�� ( ��m��} ~���m���� ��} }��}�� �}�m���} �m�� �} { 0}��} ����} ���Ê�} ��}� �����} $ì ��~��� ~m� � �m�������� } �} �-���Ê�} H∞

}�� ���~ ��~���m�� { 0}�� � �}�� �� �m����} ~��� �} �m��}� �}� ��m��}� �~ ���À� � �� ���Ê�} �} �-���Ê�} �} �m���} ���~ ��~���m��}������ �m ~���}��} � ���m�� ��� ���}���}��}�� ~ }� ��� �m �}�m���� }����}é�����} �� ����}��}�� {
ÌÏ�� Íô øÍ ôÏ øõÎÏÐ��Í�m ��� m���} ~��� � ����}����� � ��� ����}��}�� ������ }�� ~���}���} ��� �m À���} " {G ~m�}
G"n { )}�� ��m��}� ��m~ }� �m ��������}�� 3
Q ïÏ� Í Õ V ÌõøÒ�ïîóð øÒ ÎóøòôÍ ø zóÐøÐÍ Ö[ Íð ïÍðÏðï �óÎ�ïÍ øÒ �Ï� îÍÐ øÍÓ

��ÏÐ>ÍÓ Ô �} �m��}� �}� ��m��}� ( �m����m��} ���� m ~}�� �� � ~m� � ����}�� ���m��} �} �m~�����m���� W1
� �} ��� }������}� �m �m��} ~m��m�� ( 5.5 × 10−4rad/s

.���� À���}" {GO/ { Ëm� m���}��� � ����} � �������} �m À���} p {% � ~m�} GpI � �} � ��Ê�} ���~�}� � �����}
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yBF z " {Gp | Ú���}� ��~���}��} }� ������}��}� ��� �m ���� } �} � �}��}�� �}�m���} }���} K26(jω)}� Kr(jω) ���}�� ~m� Úkê

$n �} ~}�� ���} ��������� ����} �m���} m� �}�( �} �m ~���m���� �} 5× 10−3rad/s
{ &��}���} ���� �m���}� � �������}� �� ���Ê�} �} �-���Ê�} ��� ��m���} �� ��� ���~��� ��}���} �m �m��� ��� m�}� �} � ��Ê�} � �����} $n �m�� � ����}��m��} [0rad/s; 5 × 10−3rad/s]}� �� ����} �m�� �} { +� ����}m� ����}��}�� �}�m �-�������� ��� �} � ��Ê�} ������ }� �}�~ }����� m��}� �}���� ���~m��}� ( �}��}� �� ����}��}�� ���~�}� � �����} $ì {

Q ïÏ� Í Ö V ÌõøÒ�ïîóð øÒ �óÐÐÍ�ïÍÒÐ Óñðï�õïîÓõ ÓÒÐ ôÍ ÎóøòôÍ ÐõøÒîï Ô Ë��� ���}'��� �� ����}��}�� À�m� � �����} ������ � ��} ��������� �� ����}��}�� ���}�� ( � �����}�} � ���m~ } G }�� ��m����} { �}� ~ }����� m��}� �� ����}��}�� À�m� �}���� ���~m��}� (�}��} �� ����}��}�� ���~�}� ��� }�� ��������� ����} �} ����}��}�� �} �����}��} {
L X{ XY M `iN]Ä_ ÄdÅ ^_ h[\]^_ Åf\dbi

�m ~m���} G �} �} � �����} ���� m ~}�� �� � ����}��� ��*��}��� ���Ê�}� ������ �} ��}��~��� ���� ��� � ����}��m��} �} ~���m����� [0rad/s; 5 × 10−3rad/s]
{ Ëm�� � ���� �}� ���Ê�}�������� ���}��� � ���� ����������� �} ���Ê�} ���}�� �m�� �m �}����� % {% {n � ~m�} G%# ���~���Ê�} �� ����} p {

+�} ����}��} �-���Ê�} H∞
�}��} ��� �} � ��Ê�} ������ G7(p)

m�}� �}� � �� }� ~�����m�������} �}��}� ��À��}� �m�� �m �}����� " {O {$ � ���� ~ }�� }� � ����}��� �� ����}��}�� � �����} I 3
K9(p)

{ j��� ~������ �}� m���}� ��} �} ����� �} W2
��~����} m ~����� ��} K9(p) ��m�����}

G(p) �m� G(p) ~}�� �} ���� ����} G7(p)
m������ ( ��} ���}������} m������} ���}��} ∆(p) =

G(p) − G7(p)
{ J� }*}� � ����} �} � ����} �m À���} " {G" 3 |G(jω) − G7(jω)| < |W2(jω)| {

0}�� }���m,�} � ��} |K9(jω)S(jω)| ≤ 1
|W2(jω)| < |G(jω) − G7(jω)|−1 }� ���� 3

‖(G(jω) − G7(jω))K9(jω)S(jω)‖∞ < 1

�} ��� ��m���� � ~m� �} �����Ê� } �� ~}��� �m�� � ��} ��������� �} ������}��} }� ��m������ �}
G �}������ ��� K9

{�m �m�}�� �} γ ���}��} ( � �����} �} �m �-���Ê�} }�� γ = 1.04
{ �}� �m�m���� �����}���}����m����m�� �}� �~ ���À�m����� ���� ���� ��}� �m����m��� {

! � ´ γ ' 1 » S(jω) °¸´®¯¬ ´�´ ³¬ ª«¨¯�¬«ª ¬¯ �¶©� ³¬ �¬«þ¸¬ «¬³¨ª´� � K9
¬ª G7

»
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Ëm� ����� �} ��m��� � �} ��m�� �����}���}� �} �} ����}��}�� � �} ��m�� �� n'��� �� ���~m�� (
�}�� � �� ����}��}�� �� ���m� K26(p)

m���� ��} � �m���}� �����m�}��� �} �����}�� �m�� �m �}���������m��} {
L X{ XÂ | f\dgib[` \d g[ÅÅ_gi_dÅ

j��� �}� m������ ~m� � ����}�� ���m��} �} �m À���} " {GI ��} K9(p) �} ~���Ê�} ~m� � (� ����}��} �} K26(p) � �}� ��m�� m-m�� ~ }� � ���?�}��} ��� �m �}�m���� }����}é�����} {
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) �m~�Ê� �m À���} " {GI � ���� �} ~������ ~m� ����}��}� � ���m�� ~��� �m���}� }�� ���� ��m��}���} � �m���}� � m� �}�� � ���} ���~�} }��}�� �}�m���} { � �m÷ ��� � ���} ~�����m���� �}���} � �m�'�m�� ~��� m����m�} ��} ���� �������� m�m�� ���� ������} �} ����}��}�� ��� ��} �m��} �}~���m����� {�} ����}��}�� K9(p) }�� ������ ( � �m��} �} � �m~~��� �� m���� �~��� m�} m� �}�� � ���} ���� }
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�} om��}� �}�m���} ~������} { �m ~�����m���� Wi(p) ������} �����} ��} �m��} �} ~���m'����� m��m�� �} # ( ��} ���m�} m~�Ê� �m �m��} ~m��m��} � � �}�� ( ���} 5.10−3rad/s

{ 0}��}~�����m���� }�� �m � ��} ��} �}��} �������} ~��� ������} �} � ��Ê�} �} ��}� � �����} $n � ~m�}
GG" 3

Wi(p) = wi(p)3

m�}� wi(p) = 5.10−5 p + 100
p + 0.006

{
+�} ��������� ( � �����} n � Ê�} m� ����}��}�� ����m�� ��} ���� ~������ �����~��}�����} ��} ~m���} Ë& ��� ���~���} � �������m�}�� }� �} $��� �m��} ~���m���� � }� ����} m�}��� ��m���}�� {

K4(p) = 16.63
p + 1.5 × 10−4

p
︸ ︷︷ ︸}~

×R(p)

R(p) = 1.1 × 10−3 (p + 0.013)(p + 3.8 × 10−3)
(p + 1.4 × 10−3)(p2 + 6.3 × 10−3p + 3.47 × 10−5)

0} ����}��}�� ����À} 3
‖K9(jω)−1(K9(jω) − K4(jω))Wi(jω)‖∞ = 0.02

�m ~m���} �} K4(p) ��� ����}�~��� ( �� Ë& }�� ��Ê� ~����} �� Ë& 1����� ( �m � m�� 1������ ~m� � ����m���� ." {$/ � ~m�} G"" {�m À���} " {$# �����} ��} �}� � m��}� �} ��m������ ���� ��}��} ���������}� ~m� �m~~��� (�}��}� �} K26

.~m�} GIp/ {
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� K9

}� K4
���� �}~��'�}���� {�} ����}��}�� K4(p)

m~~����� ��� �} ����Ê�} n'��� �� � Ê�} (
γ = 1.04

{ �}� ��*��}��}��~ ���À�m����� ��� �}� ��m���}��� }� �����} �}�� �} �}� }��}�� ����À�}� ~m� �} ����}��}�� { �mÀ���} " {$$ ~���}��} �} ����Ê�} n'��� �� ~��� ��m��� �}� O ����}��}��� m���� ��} �}� �����m���}�m������}� {Ë��� ~��� ��m��� � �m À���} " {$O ���~m�} �}� ��*��}��}� �} � ����} }���} �}� ��m���}��������m���� ����� �} K26
.
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�}� �����}� �����}���}�� �} K4

��m�� �m����m��m��� � �����}����� ���� � ( � �m�~ }�� �}�~��}��} �} ����}��}�� �m�} m� �}÷ }� �} ~ }�����m���� .À���} " {$n/ {�} ����}��}�� ������ ( � �����} n �*�} �}� ~ }����� m��}� �}�~��}��}� ���Ê�}� }�� ��~�'��}��}� ( �}��}� �� ����}��}�� H∞
� �����} $ì � ���� }� ����}��m�� �}� � m��}� �} ��m�����������m�}��}� { J� }*}� �K4

~���Ê�} �� }*}� �} À ���m�} }� �m��}� ~���m����� � ���� ��~���m��.�� �m�� �} �m ��������� ~���I� ����}����} }� �m��}� ~���m�����/ ��} �}�� � �} K26
{

3 Û� 4 âáè� â
)m�� �} ��m~���} ���� m���� ���m���� �m ��� m���} ~ }�� }��m�� �} ~m��}� �� �m��}� �}���m��}� .��� ~��À�/ m��m��� m� �����I�} � ��� ��}� m� ~����Ê� } �} � ���� ��m���� �} �m ���� }

H∞
� ���} �m����} �} ��m���}�� ~������} {

0}��} ��� m���} m �������� �m�� �� ~�}� �}� �}�~� ( .�}/������}� ��m��} �����m���} ���m��}� �}� ��m��}� }� �}�� } � ���} �����m���} H∞
~������} ��� �� �� �}� ��m���}�� .�/�~ ���À��} .�/ �} �m �����} �}�� �} { 0}��} ��m~ } m��}��} � ���� m���� }�~����� ����}�� � �}�'�}���} �} �}� �~ ���À�m����� ~ }�� ���} �m� }�� ( �� ����Ê�} H∞

�} ���� } ��m��m�� {�m �}����} ~m���} �� ��m~���} � �}�� }�~��-�} ( m�m�-�}� �m �������� H∞
���}��} }� ( �m���~m�}� ( �� ����}��}�� ��m�����} �} �-~ } Ë& { 0}��} m�m�-�} m }� �m�� ������ �m ��� ���'���} }���} �} ����}��}�� ��m�����} }� �} ����}��}�� H∞

�-�������� }� ~m� �m � ��} � �m���� �m��� m���} ��} ���� m���� ���� �} ~��� ���� m���}� �} ~����Ê� } { 0}��} ���������� }�� �� ~��'�m��} m���� ��} ���� m����� ~m��}� m� �m� ������m��m��} {
J�À� � � ����}����� � ��� ����}��}�� � �����} ������ m ������ � ���} ~m�� ��} �m ���~�}� ���� ��� ���Ê�} �} �-���Ê�} ���� ��~ }���} �}� �~ ���À�m����� m��}���}� � }� � �m���} ~m�� �� �������}��}�� � �����} �m���} .����} % m� ��}� �} $ì/ ~ }�� �m����m��} �}� �~ ���À�m����� �} ��� '�m��} � ��� ��}� {
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��� ��� �� �

�� �� ���� � ��� �� ��������
H∞ �

� �� �� ���� � � �������� �� �

� m�� �} ��m~���} ~���Ê�}�� � �} ~����Ê� } �����m��m��} �} �m ����m��} � ��� ��}� ~m� �m�}������} m�m� ����m��} m ��� ���� m���� ~m� � ����}�� ���m��} �} �m � ���� ��m���� � ���} ���� }
H∞

~������} { j��� �������� �m�� �} ��m~���} ��} �m � ��} ���m���} ~ }�� ���} ��}���}�m�� �} �m��} ������m��m��} {
�m ��� m���} ~��� � ����}����� � ��� ����}��}�� ������ }�� �m � ��} ��} �}��} ~���}���}~m�} G�O {

� Û  Ý¡ß¢àáá£¤¥ æàá Þ¢:¥á(à¢Þá �èãÞ £):¢£:8ãàá
¦ XYXY Ã_ h[\]^_ \d ga`a^

�} �m�m� ������ �} ���~��} �} O ��}�� ��}�����}� §���� À���} I {G¨ { ©�m��} ��}� ����}�ª~��� « �}�� � ������ �m�� �} ��m~���} ~�����}�� {
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yBF z I {G | k����m � ��� �m�m� « O ��}��
j��� �m~~}���� §���� �}����� p {¬¨ ��} �m�� �} ����}��} �} �m ����m��} }� ����� �}��m�m�� � ������m���� � �� �m�m� ~ }�� ���} m���� ��� « �m � ��} }� �m��m�} �} ��}�� �}� ��}� �������} �m À���} I {¬ {
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©�m��} ��}� ~���Ê�} ¬ }����}� ����}�~���m�� m�� ������ m���� }� m�m� }� ��} �����} ���}�� �m ���} m�m� }� � �� �����}��} �m ��m��}�� « ����m��}� � { ®� ��}� }�� m���� ������ ~m���} � m����} �} ��m���}�� 1 × 2 ¯

yi(p) =
[

gi(p) g̃i(p)
]

︸ ︷︷ ︸

Gi(p)

([
ui(p)

ui+1(p)

]

−
[

0
di(p)

]) §I {G¨
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6

t -

t -
-

-

-

-

d1

6

-d3

-

-

-

y1

y2

y3

u1

u2

u3
d2

ξ1

ξ2

ξ3

ξ4

ξ5

ξ6

yBF z I {¬ | l ��} }� �m��m�} �} ��}��
�} �}��}�� �}� �����}� � }����}� yi

� �}�~��� } ����} ���� ¯

y(p) =





y1(p)
y2(p)
y3(p)



 =





G1(p) 0 0
0 G2(p) 0
0 0 G3(p)












ξ1(p)
ξ2(p){{{
ξ6(p)








4
=

øîÏ>
(Gi(p))ξ(p) §I {¬¨

Ë��� ~������� }�� �





ξ1{{{
ξ6




 =











1 0 0
0 1 0
0 1 0
0 0 1
0 0 1
0 0 0
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Ω1
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 −
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1 0 0
0 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 1











︸ ︷︷ ︸

Ω2
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d3



 §I {O¨

�} �}��}�� ξ � �}�~��� } ���� m���� }�� }� �������� �}� �}��}��� u }� d }� ���������m���}� � m����}� �����m��}� Ω1
}� Ω2

{
ξ = Ω1u − Ω2d° ��m�}� }�� � �m~�Ê� �m �}�m���� §I {¬¨ � �m �����} y �� �m�m� � �}�~��� } �} �m �mK�� ����m��}}� �������� �}� ����m��}� u }� �� �}��}�� �} ~ }�����m����� d ¯

y(p) =
øîÏ>

(Gi(p))ξ(p)
4
= G(p)ξ(p) = G(p)

[
Ω1 −Ω2

]
[

u(p)
d(p)

] §I {n ¨
¥@¨« «¨··¶«ª ¨©ý þ¶°� ³¬ ¶�ª¬¯© °¨¯ ³¨ ¬�ª´¶¯ º »± »²  ³¬ þ ¶°� ³¬ ·¶©« ³¨ �¶þþ¨¯°¬ �¶¯´°¸«¸ ´�´¯¬ ·¶�°¬¯ª µ© §©¯¬ ¬©³¬ ¶«ª´¬ ³ ³¨ �¶ª¬ ¨ÿ¨³ 
³´®¯¬ n °© ª«¨¯�¬«ª 2 × 2 ° §©¯ � ´¬� � »
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�} � ��Ê�} ������m��m��} }�� }�À� ���� G(p) �¿ ¯

G(p) = G(p)
[

Ω1 −Ω2

]
=

[
G1(p) −G2(p)

] §I {´¨
�m ��� }����� �} �m �}~���}��m���� � ���m� �� ���Ê�} �} �m�m� }�� ��m��}� }�� ��m�} « �}��}�} G(p) « �m���� O ���� �m ��� }����� �� ���Ê�} � ��� ��}� ¯ p¬ { �} µ�m�m� ������ µ� �� ����}�m � ��} }� ����} �} O ��}�� ������ « � �����} p � �}�m ���� �} ��� }����� ¬G §~m�} G´¨ {

j��� ~m����� � m���}�m�� « ��} m�m�¶ �} �� ��m���}�� G1(jω)
{ J� ~�}� �}� ��}� � ������������ �} ����������}�}�� �} �m �����} ���}��} §��m�� ��� �m À���} I {O¨

κ(G1(jω)) =
σ̄(G1(jω))

σ(G1(jω))
§I {ì¨

©}��} m�m�¶ �} ���� �����} �} ��� ����������}�}�� �� �¶��Ê� } �����m� �m�� �m �m��}�} �����}��} �����À�m���} { ©}��} ~��~����� « �}� �������}��}� �����}��m��}� �m�� �} �m��}�} �m ����m��} �}� �¶��Ê� }� ������m��m��}� §���� ~m� }�}�~�} L°��´N¨ {

10
−4

10
−3

10
−2

1.7

1.72

1.74

1.76

1.78

1.8

1.82

1.84

1.86

1.88

1.9

yBF z I {O | κ(G1(jω))

¦ XYXÂ Z aiÅbg_Ä \_ iÅa`Ä·_Åi \_ ^a Ç [dg^_ ·_Åhf_
j��� }�~��� ��� �m�� �} ~m�m��m~�} �}� ��¸��}��� ��m���}��� ��m�� �}� �������}� �} ���}}� �}� ~ }�����m����� �} ����� m�� }��}��� �} ~�������} }� m�� ����m��}� {� �m~�Ê� �}� �}�m����� §I {n ¨ }� §I {´¨ ��m���}� �m�� �m �}����� ~�����}��} � �} �}��}�� �}� �����}�}�� ��� }� �����} ���}��} m� �}��}�� �}� ����m��}� }� �}� ~ }�����m����� ~m� �m �}�m��������m��} ¯

y(p) = G1(p)u(p) − G2(p)d(p)

�¿ y }�� �} �}��}�� �}� �����}� � u � �} �}��}�� �}� ����m��}� }� d �} �}��}�� �}� ~ }�����mª����� {�m �����} �}�� �} §À���} I {n ¨ ~�}�� m���� �m ���� } ����m��} ¯
[

e
u

]

=

(
(I + G1K)−1 (I + G1K)−1G2

(I + KG1)
−1K (I + KG1)

−1KG2

) [
r
d

]



¬G q; <= >r?@sABCt u;>D <= sCvv=t?; w =EE<Bs=ABCt =@x s=t=@x
�¿ e }�� �} �}��}�� �}� }��}��� �} ~�������} ��À�� ����} �m ��¸ ��}��} }���} �} �}��}�� �}��������}� � « �m���� r � }� �} �}��}�� �}� �����}� {�m �m����} �} �m �����} �}�� �} ~}�� �} �������} � « ��m�}�� � �������m���� �}� ��������� �}�}���� ����� }� �} �}���� ����� ���~��� }��m��} � ����} ¯

H =

(
S SG2

SeK SeKG2

)

m�}� Se = (I + KG1)
−1 }� S = (I + G1K)−1 {

K(p) G1(p)- - -
e(p)

G2(p)

6

d(p)

u(p)

-

t
-r(p)tª

6

y(p)ªªª

yBF z I {n | k���� m �� �¶��Ê� } ������
� Û¹ Tº¥Þå»áà æ 9è¥ ¼¤¢¢à¼Þàè¢

H∞
¦ XÂ XY ½�ÉÅ_ÄÄb[` \d gaN b_Å \_Ä gNaÅÆ_Ä _` i_Åh_ \_ g[`iÅab`i_Ä

H∞©���} �m�� �} �m� �����m��m��} � �} �m��}� �}� ��m��}� m �m ���� } ����m��} ¯
Q ÐÐÍÒÐ øÍ �óÒÐÓÒîïÍ SóÎÎÏðøÍ

SóðÓî>ðÍ øÍ �¾ïÍ J��}�� ��m����} }� J¸��� �} ����m��} ��� ����¢¡��* _�¿  
�ÍÐïÒÐ�Ïïîóð Íð øõ� îï H}÷ }� �}� ~ }�����m����� }� J¸��� �} ����m��}�¢¡��* _�¿  
ë� m÷ ���} « �}�m ��} �����m���} �} ������}��} �~ ���À�} « ��m�}�� � ����}����� �} �m��}������m��m��} �} �m�� }� �} ~�m�} � ����m�} {�}� �~ ���À�m����� ����}��}�� � m���}�m�� ��� �}��}� }�� P �}� ��������� �} ��m���}�� ��ª���m��m��}� Q §}��}�� ��m����} � �}÷ }� �} ~ }�����m���� ¨ �m�� m���� �}� ~��~������ m��m���}�

« �}� � m����}� �} ��m���}�� §�����~�m�} }� � m��} �} �m�� ¨ {�}� �����m���}� ���� m����}� m� ��m~���} ~�����}�� �}��}�� ���� �m�m��}� { À� �m�� ¶ m÷ ���}��}� �����m���}� ~ }�� }��m�� � �m����}� �}� ��÷ }����� ������m��m��}� � � �}��ª«ª���} �} �����~�m�}�}� }¸ }�� ������� ~m� �} ��m��}�}�� �} �������} }� �} �����~�m�} �}� }¸ }�� �}� ~ }�����mª����� �} ����� }���} ��}�� {À� ���� �}��} « ���}� ��} �}� �}���Ê�}� �����m���}� ����}��}�� �}� ~��~������ m��m���}� m��� m����}� �} ��m���}�� }� �� �}��}� �}���� ���� ��m����}� « ��m�}�� �}� �����m���}� ��� �m �m�}���������Ê�} � m��� m�} �} �}� � ��}� � m����}� Lk�o� G � �k� GN {
��T Í�ïîUÓ øÍ øõ�óÒ� ôÏ>Í îðïÍÐxEóîÍÓ
� }� m��}� �} �����~�m�} ���}�ª���}� }�� ��}�����} « �}�m��}� ��} �m � m����} �} ��m���}��
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��m�� �}� �������}� m�� ���}� � � �}��ª«ª���} T = G1K(I +G1K)−1 � ���� �����m�}��} « ��} �mª����} ��m���m�} ~��� ��} �m��} �} �����}��} Ë�m ~��� �m��} ~����� �}Ì{ ë� ~}�� � }� ������m���m �}�m���� ��m�� S « T §S + T = I ¨ � �}� m��}� �} �mÍ�� �����m�}��} ��} S ���� ��m���m�} {�}� �~ ���À�m����� �} �m~~���m�� « � �}��}�� �} ~ �������} §���} ~m� ���}¨ �������}�� « �}� m�ª�}� ��} �m ��m���m�} �} S ���� ����} { Î� � �m���}� �}�� }� � �}� �����m���}� �} �m~~���m�� «�m �����m���� }� m�� �����~�m�}� ���}�ª���}� �������}�� « ��}���}� « �m����m��} �m �������������m��} ¯

σ̄(S(jω)) << 1 §I {p¨
��� �m ~��� ��m��} �m��} �} ~���m����� ~����� �} { j����� ��} �}��} ��������� m����} À�m�}ª�}�� ��} T (jω) ≈ I

{
� �}�~�}����� �} �}��} ��������� }� �}�� } �} ����Ê�} H∞

�}��}�� « ��}���}� ��} �m����} �}~�����m���� W1
� (3 × 3) � ��� m����} ��} � �����m���� §I {p¨ }�� �m����m��} �Ê� ���� �� ��� }� ���}�� ����}��}�� ��� }�� �}� ��} ¯

‖W1S‖∞ ≤ 1Î� }¸}� � �}��} ����m���� m����} }� �m�� ��} ~ ��� ���� ω ∈ R̄ � �� m ¯
σ̄(W1(jω)S(jω)) ≤ 1

}� ���� ��} �� W1(jω) }�� ���}�����} ��} ¯
σ̄(S(jω)) = σ̄(W1(jω)−1W1(jω)S(jω)) ≤ σ̄(W1(jω)−1)σ̄(W1(jω)S(jω))

©}��} �}���Ê�} ����m���� �} ������� À�m�}� }�� ����} ¯
σ̄(S(jω)) ≤ σ̄(W1(jω)−1)

� �}��}�� �} ~�������} }�� ���� ���}��}� }�� ~��~�������}��} « � ����}��} �� Ë�m�� ������mª��m��}Ì �} W1
{ ®�} �m�� �} }��}�� ��m����} §�} ~�������}¨ �}�m ���� �¶~���}�}�� �~ ���À�}

« ��m�}�� �m �����m���} ����m��} ¯
σ̄(W1(j0)−1) << 1

��T Í�ïîU øÍ øõ�óÒ� ôÏ>Í øÍÓ ÍÏÍïÓ îðøÒîïÓ �ÏÐ ôÍÓ � ÍÐïÒÐ�ÏïîóðÓ øÍ øõ� îï
©���} �m�� �} �m� ~�����}�� � ���� ������� ��} �}� ��m���}��� ������� ���}�� �} ~��� �m�� �}~����� �} { Ëm� m���}��� � ���� �������� m���� ��} �}� ��m���}��� ���}��� §�}�� �} �m ��m���m�}�} SG2

¨ ���}�� m���� �}� ~��� �m�� �}� ~ ����� �}� { ©}�m ������� « �}� m��}� ��}
σ̄(S(jω)G2(jω)) << 1

j��� �} ��~ ����� ~m� ��� �m ��� m���} « �����} ~��� ��À��� �}� ~��~������ ��m���m���}� ��}���� �m����m��} �m � m����} �} ~�����m���� ��� �}��m �����m����} SG2
{

SóðïÐÏîðïÍÓ øÍ Ðó�ÒÓïÍÓÓÍ V ÎÏÐ>Í øÍ >Ïîð Î îðîÎÏôÍ
�m �}� m���} ��} ���� m���� �m��} �m�� �} �m��} �����m��m��} ����}��m�� �} ��}� }� ���m��}���} �}��m��� ��m���}��� �� �¶��Ê� } }� �}� � m��}� ������m��m��}� �� �¶��Ê� } ~}�� ���}~m���}��}� }�� �}�������} ��� { �} �m���� �}� � m��}� §}� }����} �� �¶��Ê� }¨ �m�� m~~}� � ����}���� � �m���� �m~~}�� � « �m ���� } �� ��m���}�� Ë��Ì ���� ~m� ��} }��}�� �����~ ���m���} ���}��}�� ���}��} }� }����} �� �¶��Ê� } { ©}� �}�� ��m���}��� ����}�~���}�� ��� ~m� « S }� T

�m��
« Se = (I − KG1)

−1 }� Te = KG1(I + KG1)
−1 {



¬G¬ qÆ ÊÁ ÅrÈÉsÄÃÇt uÆÅÐ ÊÁ sÇvvÁtÈÆ w ÁÂÂÊÃsÁÄÃÇt ÁÉx sÁtÁÉx
� } �m�� � ���� � �m���� ~m� ~m�� � ��� ��m��} ��m���}��� m��Ê� �} �mÍ�� ���}��} « Se

�� Te
{ÑÀ� �} �} ~m� m���}��}� �} �����} �} ���� « ��������}� � ���� �m~~ }���� �} ��}� �� ��� }� ���}}���} �}� �m�}��� �������Ê�}� �} S }� Se

{ Î� }¸}� � ��~~����� ��} G1(jω) ���� ���}���� �} m������ m ¯
G1(jω)S(jω)G−1

1 (jω) = Se(jω)

��� ������� ~m� ��� ~�} m~~���m���� �}� ~��~������ �}� �m�}��� �������Ê�}� « � �����m���� ���ª�m��} ¯ σ̄(G−1
1 (jω)S(jω)G1(jω)) ≤ σ̄(G1(jω)−1)σ̄(S(jω))σ̄(G1(jω))

{ ë� ������ �} �}�m � �}�ª�m��}� }�� ����m�� Ò°��´Ó ¯
κ(G1(jw))−1σ̄(S(jw)) ≤ σ̄(Se(jw))) ≤ κ(G1(jw))σ̄(S(jw)).

�¿ κ(G1(jw)) }�� �} �����} ��������� �} G1(jw) ��À�� ~m� �m �}�m���� §I {ì¨ { Ñ ��m�}���}��} �}� m���} � �� ���� �� ��� }�� ~������} �} �����m����} Se
}� �����m���m�� S

{ ©}�m �}�m� �m��m�� ~��� }Ô �m�} ��} �} �����} ��������� �} G1
� �}�� ~m� ���~ ��m��ö �m�� �m $��}�¿ Se

m ��� �m����� { � m�� �} �m� ������ ��� � �} �����} ��������� }�� ~����} �} 1 �m���m $��} �} �����}��} ��� ���� �����}��} §���� À���} I {Õ¨ {
SóðïÐÏîðïÍÓ ÓÒÐ ôÏ �óÎÎÏðøÍ V ÎóøÍôÍÐ ôÍÓ �ÏÒïÍÓ UÐõÑÒÍð�ÍÓj��� �}���������� ��� �m �~ ���À�m���� ��} ���� m���� ���������} �m�� �} �m��} �����m��m��}mÀ� �} ��� ���}� �}� }¸ }�� ������� ~m� �}� ������ �} � }���} ��� �}� m������}��� { Î ��} �������
« ��À��� ��} �����m���} ��� �} Ë����Ì SeK ~}�� }��m�� �} ���}�}� σ̄(Se(jω)K(jω))

{
©���} �m�� �} �m� �����m��m��} � �}��} �����m���} m ����} ������� �} ����}� �} ����}��}��
« m�����}� �}� �m��}� �����}��}� {
¦ XÂ XÂ Ãa ÄiÅdgidÅ_ \d gÅbi]Å_

� ����}����� �� ����Ê�} �}~ ��} ��} ���� �} ~��� ��� �} �m�� ��} ���� �}� ����ª����� � ���}� m����} �} ��m���}�� �} ���� } H∞
������}��} �� ��m�} « γ � ��� ��} ���� } H∞

������}��}�� ��m�} « γ
{ k�� �}��} �m�} � ���� ������������ �} �¶��Ê� } m���}��� ����m�� ¯

M(p) = Ws(p)H(p)We(p)

�¿ �}� ~�����m����� }� }����} }� }� �����} ���� �}�� �m����}� ��m���m�}� �����}� ~m� ¯
We =

øîÏ>
(1, 1, 1,Wp1,Wp2Wp3) }� Ws =

øîÏ>
(W11,W12,W13,W21,W22,W23)

�¿ W1i
}� W2i

���� �}� ��������� �} ��m���}�� � ����m��m��}� � }� Wpi
�}� �m��� �����m��� {©} ����Ê�} � ������ m���� ¯

H(p) =

(
W1S W1SG2Wp

W2SeK W2SeKG2Wp

)

�¿ W1 =
øîÏ>

(W11,W12,W13) � W2 =
øîÏ>

(W21,W22,W23) }� Wp =
øîÏ>

(Wp1,Wp2,Wp3)
{

¦ XÂ XÁ Z bÄ_ _` [_dvÅ_ _i a`a^ Ä_ \ ed`_ Ä[^dib[` É[ÄÄbÇ ^_
�ÍÓ �óðøõÐÏïîóðÓ ÒïîôîÓõÍÓ
�m ��m��} ����������� �� �¶ ��Ê� } ���� ~ }�� }� � �������}� �}� ~�����m����� }��}�ª� ��}������Ê�}� �m�� �} �}�� �¿ � �}��}���} �}� ~�����m����� W1,i

� W2,i
}� Wp,i

���� ~���}���}�����}� { Ñ~�Ê� ��} ~�m�} � �m÷ ���}� }�� � ���� m���� ����}��� �}� ~�����m����� ����m��}� ¯ü
κ ·¬©ª 9ª«¬ þ¶°´¹¸ ¬¯ ·«¸ ¬ª ·¶ª þ©³ª´· ³´¨¯ª G ·¨« °¬©ý þ ¨ª«´�¬ °´¨®¶¯¨³¬ »
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W1i W2i

G0
G 10−2

G∞
 {´ Õ

ωc 2 × 10−4 2 × 10−2

}� ~��� Wip = 4 ��� ������� « ��} �m�}�� �� ����Ê�} �} γ = 1.2
{ � �����} �� ����}��}�� }��p� ¯ Õ ���� �m ��� }����� � ��� ��}� §����} p¬¨ m��� }��� �} �m ��� }����� �}� ~�����m�����

§����} ì¨ {� m�� �m ����} � ���� m�m�¶���� �}� ���� ��� �� �} H(jω)
{ �m À���} I {´ ����}�~��� m����m��� �}� �m�}��� �������Ê�}� � m��� m�}� �}� � m����}� �} ��m���}�� ~�����~m�}� �} H(jω) �}� � �� �����}��} S � SG2

� SeK }� SeKG2
� }� �}� �����m���}� ��} �} ����Ê�} �}�� m ��~���}� {ë� ~}�� ���}� �m ��� ������} �} �}� ����� }� m�}� �}��}� ���}��}� �m�� �} �m� �����m��m��}

§���� À���} � {GG¨ { ë� ���} ��} �} ��� � ����}�~���m�� « �m � m����} �} ��m���}�� SeKG2
}����� �����m��� {
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DðÏôñÓÍ øÍ ôÏ �óÒ� ôÍ UÍÐÎõÍ
�m �m��} ������m��m��} }� }����} �� �¶��Ê� } }�� �m�����} « ~m���� �} �m ���� } H∞

�}
Se

}� Te
§���� �}�m����� §� {Õ¨¨ }� ������� « ��} �m��} �} �m�� ������m��m��} ��~ ���}��} «

8 dB
{

DðÏôñÓÍ øÍ ôÏ �óÒ� ôÍ óÒEÍÐïÍ
�m À���} I {ì �������} � ���} ~m�� ��} � �}��}���} �}� �m�}��� �������Ê�}� �} G1(jω)K(jω)§m���� ��} �}��}� �} K(jω)G1(jω)¨ ���� ~����}� �m�� ��} �m��} �} ~���m����� m��}$ �m��} {� �m���} ~m�� � �}� �m�}��� �������Ê�}� �} G1K }� KG1

���� Ë�}�m���}� }��Ì ��� ��m��}� { �m�m��} ~m��m��} }� }����} ����}�~��� « �m ~���m���� ωbpe
��� }�� �}��} ��} σ(G1(jωbpe)K(jωbpe)) ≈

1 §�}��} }� �����} ωbps
}�� ��À��} ~m� σ(K(jωbps)G1(jωbps)) ≈ 1¨ { � m�� ����} �m� � ωbpe ≈

ωbps ≈ 2.3 × 10−4 { À� }�� « ���}� ��} �}��} �m�}�� }�� ~����} �} �}��} ��} ���� m� �����~ ���À�} « ��m�}�� W1,i
��� ��m�� ��m�} « ωc = 2 × 10−4 }� ��� ����}�~��� � �m~~}���� �} � «�m ~���m���� �¿ |W1,i(ωc)| = 1
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Ñ� ��}� �} ��������}� ���}��}� }�� �m ��������� �� ����}��}�� H∞
� ���� ~�������� �m���� ~�}� �}� �}�~� « ��} ����}��} �¶���Ê�} }� ������m�� �� ���Ê�} � �����} ������ { k� �} ��ª�Ê�} � �����} ������ �}~���}��} �} ���Ê�} �� ���m� �m�� �m �m��} �} ~���m����� �¿ �} ����}��}��m��� ~�����~m�}� }�� � m���� �� ~ }�� ����}��� ����} ���Ê�} �} �¶���Ê�} { �} ����}��}�� m�������}�� m��m �� ����} � ���� ��~���m�� }� ����À}�m �}� ��÷ }����� �} ����m��} {�} ���Ê�} �} ��}� Gi(p) §�}�m���� §I {G¨¨ }�� ������ }���}  }� 3× 10−3rad/s �} ��� ����}�ª~��� « G ���m�} m~�Ê� �m �m��} ~m��m��} � ��} }� �� ��}��} ���� �} � �m�m�¶�} �} �m �����}���}��} m�}� �} ����}��}�� � �����} p� {Î� ������m�� ��} m~~��� �� m���� �~��� m�} ~������} m� �}�� �} �m ���� } �} om��}� � ������} r = 7 }�� �}�}�� ~��� �m ��������� � ��� ��}� { �m ~�����m���� ������} }�� � �����} Õ ¯� ��} }� ����} �} Õ ~�}� �}�� ����} �} ~���m���� ~��~�} 3 × 10−3rad/s
{

�} ����}��}�� H∞
� �m����� ��� �} ���Ê�} �} �m�m� ���~��� �}� Õ ��}�� ������ � }�� ���� �}�m���} 7 × 3 + 6 = 27

{ ©} ����}��}�� �m����m�� ‖M(jω)‖∞ = γ = 1.2
{ j��� ���~m���� ����m À���} I {G �} ��m�� �� ����Ê�} nª����� ~��� �} ����}��}�� �� ���m� §n = 78¨ }� �} ����}��}��� �����} �m�����m��} §n = 27¨ {
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�}� ��m��� ~�����}��� ���� ��������� �} ��� �����À} �� ��� ���Ê�} �} �¶���Ê�} � �����}p §~��� G ��}� ¨ }�� ��Ô �m�� ~��� ��� �~ ���À�m����� }� ��} �} ����}��}�� � �����} ¬p �}�~����}� ��¸ ��}��}� �~ ���À�m����� � ¶ ���~��� �}��} �} ������}��} }� ��m������ ��} ���� m��������m����} �m�� �} �m� �����m��m��} §�}����� � {n {G � ~m�} ¬¨ {
¦ XÁ XÂ | f\dgib[` \d g[ÅÅ_gi_dÅ

�m ��������� �� ����}��}�� � �����} ¬p ���� � ��~ ��}� m�}� �m ���}����� �} ����}��}� m�� �}�� �}� ~��~������ ������m��m��}� { �} ����}��}�� « ������} ~���Ê�} ��} ~m���} ���m����m��}������}��} ���� �}� �m��� ���� ~��� �m�� �}� ��} �}�� �} �m ~m���} ���m����m��} ��~ ���}��} u�} ����ª��m���}�� (3, 1) ��m�� �} �m�� �} ~��� �m���} §���� À���} I {GG¨ { © �}�� ~������� �}
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� ÛÜ 4 âáè� â

� m�� �} ��m~���} ���� m���� }�~��� �m ��� m���} ~ }�� }��m�� �} ~m��}� �} � �m~~����}
H∞

�����m��m��} « � �m~~����} H∞

������m��m��} { Ñ � �����m� �� �m� �����m��m��} � ����m���� ���� � �m���� §�}¨������}� ��m��} �����m���} �� �m��}� �}� ��m��}� }� �}�� } � ���}�����m���} H∞
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Ën�����Ì �} ���� } ��m��m�� {�m �}����} ~m���} �� ��m~���} � �}�� }�~��¶�} « m�m�¶ �}� �m �������� H∞
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����} � ���� ��m�� �m ���� } H∞

�} � �}��}�� ~������}�� �}�m���} ~������} {
j��� m���� � ����� � �������� � ���} ����} m~~��� �� m���� }� }��}�� �}�m���} ��� � ~m� �m~ª~��� « � �}��}�� m�����} � �m�m���} ~��� � �}��}���} �}� ~���m����� ��} ����} m~~��� �� m����}� �m�� }� }� ~�m�} { À� � �m�Ê�} }� �m�� ��} �}� � �����}� }� ���m��}� ~��� � �}��}�� �}�m���}�}��}��}�� « ������} }� }��}�� m�����} �� ��m���}�� ~m�������}� ¯ �} ��m���}�� �} ~�m�} ����}~���}��} �m ~�m�} � ��� �¶ ��Ê� } §}� �����m��m��}¨ { �} �m���� �� ��m���}�� �} ~�m�} }����� m� ����� � ��� �m��}�� �~ }���m� ~m�������}� �� ���Ê�} « ������} {
j��� m���� �������� �m�� �m ��m~���} ì §��������� « ~Ý �}� À���¨ � �������� m�������� ���}
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�} �m ��m��} �}� � �����}� �} ��������� �m ~��� m���}��} ¯ � �m����m���� { ê ��m�� ~m���} �}�~��~������ �} �}��} m~~����} � ���� m���� m���� ������� �} �mÍ�� ����}�} �m �}��}���} � ������Ê�} ������ �m�� �} �m� �} ¬ ~�����m����� { ©}�� �}��}�� }� �m�� « �������} �} ~����Ê� }�} ��~m�� ~��� �� ~���� � ������m���m���� ~m�������}� ��� µ����}� �À} µ �} ~����Ê� } {

�} ����m�} �}� ~�����m����� � }�� � ��� ~���� �} ��} ~�m����} � ��} ��m~ } � �}��m��é}��}�������}��} }� �}�~� { ©���} �}� � �����}� }� ���m��}� � �m�~��}�� ~m� ��m�� }�� « �������}�} ~����Ê� } ~��� � ���� ~������ �}� m���}� ��} ��m����m���� }���} �} ����m�} � ���} ~��ª���m���� }� �m �������� ���}��} { À� }�� ~m� m���}��� �� ~}� �����m�������} � �m���}��}� �m�m���} ��÷ « ��}��} � ��� ���Ê�} « ������} ~m� �}� ��m�� �}� ~�����m����� { © �}�� ~����������� m���� ������� ��} ����}��} m~~����} �} �m ��������� �} ���Ê�}� ��� �}� �m��}� �}~���m����� �m�� ������}� �} ~�����m����� { °������} ���� ���� } ����}�} §}� �} ��� }����� Àª��}¨ � � �m��������} �~��� ��} ��} ~m���} �� ���Ê�} ������ � ����m���m�� �} �}��} �} �m ����������� }�� À��} ~m� m���}��� { ©}��} m~~����} ~ }�� �}���}� �m�� �m �m��} �}� � �����}� � �m���ª�m���� ��� À�}�� ��} ~m���} �� ���Ê�} ������ � � m�� �� }�� ~����� �} � ����} ���� � �m���� ��
« ��m�}�� �}� }�}�~�}� � � ��� ���m���}� � �m�������� } m�}� ��} �������� ��÷ « �m����m��m��} ��� �}~����m �� ����} m� ������} ��� �}� �m��}� �} ~���m����� �~ ���À�}� {
Þ îôÏð øÍ ô zõïÒøÍ øÍÓ ÍRÍÎ� ôÍÓ
�} ~�}� �}� }�}�~�} � �}�� � �} km����� � }�� �����m�}�� �}� ~��}���m����� �}� � �����}��m�� �} �m��} �����m��m��} { � �������m���� �} � �}��}�� �}�m���} }�� �m�� m���� ����} �����ªÀ�m���} ~ ��� m~~����}� � �m���ª�����m��} �� �¶ ��Ê� } { � �m÷ ��� �� ~�����m���� ~m��}ª�m�~ }�� }� � �m� �����}� � �}��}�� �}�m���} }� �m��}� ~���m����� ���� }� �������m�� « �}�~ }��}�� �m���ª�����m��} { © �}�� ~m� �m ��������� �~��� m�} m� �}�� �} �m ���� } �} om��}� �}�m���}~������} ��} ���� m���� � �m�� �� ~�}� �}� �}�~� � ������ �m �������� �m ~��� �m����m��m��}~m�� � �}� �}������}� ��m�����}� { ©}��} �������� m ��� m� ������} �m�� �m �m��} �} ~���mª����� ������} §[0; 2rad/s]¨ ��ß�} « ����} ����}��} m~~����} §���� ~m�} Gìn ¨ {
�} � }����m�� êàÎj ����}�� �} � }���}�� ������m� }� ��������m�� ��} m~~��� �� m�����~��� m�} m� �}�� � ���} ���� } �} om��}� ~������} � ~m�} GGì { �m ~�����m���� ������}~ }�� }� �} �}� }���} « � ����}��} �}� }����}� ��� � �m�� �} ���Ê�} �} ��~m�� � ��� �}� �m������~��~��������� {
�} ���Ê�} �} ��}� �} �¶~} G � �}�� �� ������ « � �����} p �m�� �m �m��} �} ~���m�����~ }����}��} ~��� � ���m���m���� �} �m ��� �} ����m��} { Î� �}�}�m�� �}� p ~�}� �}�� � ��}� ���¶��Ê� } §m� �}�� �}� ~���m����� ~��~�}�¨ � � �m����m���� ���� �} �} � ��~��� ��m���� �} � �}��}���}�m���} ~������} ����} �� ������m� ����m�� ~m� �}� � �����}� ��m�����}� �} �����m���} ���} ���� } �} om��}� { � �m~~����} ���}��} ��� �m �m��} �} ~���m����� [0, 5×10−3rad/s] � }��}�}�m�� m���� �}� p ~�}� �}�� ���}� � m ~ }�� �� �} �������} ��m�� « �m ��~ �������� �} �}��}m~~����} §~m�} Gìì¨ { j����� m���� ��} ���� m���� m������� ��� �}��} }�}�~�} � ~m�} Õp �� �����} �� ���Ê�} ������ ���}�� ~m� �����m���} ���������} � }� ~��~��m�� �� m��������} �}�������}��}��} �} � �����} { Ñ ���� � � �����} �} �m �������� �����} ~m� �m �����m���} ���������}m ��� m������� �} ´ ��m�� {

������} �}� �����m�}��� �} �¶��Ê� }� ������� ~m� �}� ���m����� m�� ������}� ~m���}��}�}� ���}�� � �� }�� ~������} � ����}��� �}� ���Ê�}� À��� � m�� �} ��m��} ��� }����� { �m ����������� ���Ê�} }�� m���� ��} ��m~ } ���}��m��} m�m�� �m ���}�� ��m���� �} ���� �} ����m��} {
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Î ��} � �m������} � ~m� �m~~��� « � �������m���� �} ����� m� ��������}� �} ���������� � ����}�� ����� ~ }�� }��m�� � ����� ��}� � ��������}� }�� �}� �m��m��}� � ���m�� { � m�� �m ~ }��~ }����}� ���m���}� �}� ���� �} ����m��} �} �¶~} �����}���}� � ���� m���� ~��~��� �m�� �m ~�}ª��Ê�} ~m���} �}� ������ ��� � �} �mÍ�� �¶ ���� m����} }� � má�����} � m~~����}�� �}� ���Ê�}��} ��m��} ��� }����� �m�� �}� �m��}� �} ~���m����� { ©}� ������ ���� ���}��m��}� ~��� �m����}~���� m������} ~m� �����m�}�� �} ���� �} ����m��} {� �m~~���m���� �}� � �����}� �} ��������� ~��� � ����}����� �} ���Ê�}� �} �¶���Ê�} ���ª���m��m��}� � « ~m���� �� ����� m ��������} �} Ë�}���� m�� � m ~ }�� �� �} ���� �m� }�}� «�� ���Ê�} �} ��}� ���~���m�� p ��m�� m� ��}� �} ¬n §����} ��}� ~��� ������} �}� ~m� ~����m�� �}� �} ���������m���� ���� �������¨ {
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Î� ~�}� �}� ��}� � ���� m���� ��m��� ��}���}� �Ê��}� ~��� �m ����}~���� �} ����}��}��� �}�¶~} Ë À ��� ��~���}�� « �m ���m����} �} ����m��} m�m� ����m��} { j��� �������� ����}���} �}�m�� �� �¶��Ê� } � }� ��� �m ��������} ��� ���} �} ��� �} ����m��} � ��� ��} �m ~ }����ª�m��} { ÑÀ� � �������}� m���� m����}� }�� �} ����}��}� �~ ���À�m����� �}��}� ��} �} ����ª�¸}� � ����}����� �} �m��}� �} ��m������ � ����m�}� � �� ����� m

H∞

nª����� }�� ~��~��� { �m��������� �� ����}��}�� H∞
���Ê�} ��} � ��� ~}�� �} �m� }�}� « ��} ��������} �} �¶~} Ë À

µm� ������ µ ��� ��~��� m�� �~ ���À�m����� {
©���} ~��� �m �¶���Ê�} �����m��m��} � �} �m� ������m��m��} }�� ��m��� }� ��������m��~��� ��m��} �~ ���À�m���� �� �m��}� �}� ��m��}� ��} ������m���� }� �}�� } �} �����m���}

H∞
~������} ��� ��} � m����} �} ��m���}�� �~ ���À��} �} �m �����} �}�� �} { � ���÷ }���� �} ��ª���~�m�} � �������m�� « � ������� �} �m ��~m������� �} � �}m� � }�� ~��� }�~�����}� }�� }� ���~�}m���� ��} � ����}����� �} �m��}� �} ��m������ ������m��m��}� { ®�} �¶���Ê�} H∞

nª����� }��� }��} ��� �� ���Ê�} �} �m�m� ������ �} �m�m� « 21 ��m�� §m� ��}� �} p¬¨ }� �} ����}��}�� ��ª�}�� }�� ������ « I ��m�� { � �����} �}� ¬ ���������� §�}��} �� ���Ê�} }� �}��} �� ����}��}��¨�}� }� m�m�� ��} �} �m��}� �}� ��m��}� ~ }�� ���} �}�~�� ~m� �� ����}��}�� �} ���~�}� ����m�����m��} {
j���} � ����������} � ��� ~��~��} �}� ������ ��m��� ����� �}� }� �m��� ��� � ��~��� ��m��������}�} ~���Ê�} �� ������� �}��m�� }� k��}��}� �} � �À�����}�� { Ñ~~�����} �}���Ê�}� }�� ����� �m� �����}� �} ����m��} � ��� �m�m� � }��} m ����� �}� ����������� �����}��m��}� { ®�}����} ������m���� � ������� µ����ª�~��� m�� µ �Ê�}�� « �}� ������m�� ~�m����}� �m����m��m��� {

�ÍÐÓ� Í�ïîEÍÓ
� m�� �} �m� �����m��m��} � � �m~~����} ���}��} �} �m ��������� �m�� �}� �m��}� �} ~��ª�m����� ���}��~~�} �m�� �} ��m~���} ì � ~����m�� � ���}���} « � �m~~��� �� m���� �} �m ~�m�}�m�� À�}� �}� ~Ý �}� �} �m �������� {�m ��������� �} �¶~} �����} ���}��} ��m�� m�����} � �} ��� m��} �} �m ��������� �} ����}�ª�}�� }� �����} �}�� �} ~����m�� �m��} � ���÷ }� � �����}� ~��� m~~�������}� {
©���}��m�� �m ����m��} �}� �m�m�� � �� ��Ê� } « � �����} m ~��� ��� �} ����}����� m��}��}� }�� �}� ����}��}��� ������m��m��}� }� �} �m�m�� ��� �}� ����}~�� ������ �}� ������m���� ¯ ����m��} m���� �� �m�} � �}~��� �} ������ { �} ���~��� �� �m�~���m�} �} �m�}������}é�m����m����� �} � ���m�}� ~����m�� m���� ���} ������� �} �mÍ�� ���}��} {Î�À� � �m ����}~���� �} ����}��}��� m�}� ����}��}� }�� �} �m��� ~ ����m�� �}��� ���~�} �}
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C Û  Ý¥áà�× ãàá æà á£5¥ôè¡ àÞ ß¤¥æâ¢ôÞ £¤¥á
�}� ~�����õ����� õ����}�� �} �õ � õ��Ê�} ����õ��} � À���} Ñ {G { Î ��}� ��õ������ }�� � �}�ª�}���} �}� ����õ�� ����}��� �õ�� �õ ����} ����� §õ� �}�� �} �õ ���� } }������}��}¨ }� �}�}��}���}� �} ����õ�� {U} � }� {E} {

G(jω)

Gr(jω)

-

-

-Wo(jω)- ?

6

- Wi(jω) -
+

−

u(jω) ∈ U ε(jω) ∈ E

d(jω) η(jω)

: i*
ö

6
ö

y ÃÖ z Ñ {G | Ë�����õ����� �����}���}��}� ~��� �õ �������õ���� � �}��}���} �} ����õ��

�}� ~ �����õ����� �����}���}��}� ~ }�� }��}�� �} � ��}�}� �}� }��}���}� U }� E « ~õ�����}� ����õ�� �õ������}� d(jω) }� η(jω)
{

u(jω) ∈ {U} ⇐⇒ ∃d(jω), ‖d(jω)‖ ≤ 1, u(jω) = Wid(jω)

ε(jω) ∈ {E} ⇐⇒ ∃η(jω), ‖η(jω)‖ ≤ 1, ε(jω) = W−1
o η(jω)

©}� �}�õ����� ���� �}� �������}��}� ���}��}� �}� ��À������� �}� }��}���}� {U} }� {E}}� ������õ�� � ����}���� ����� �} Wi
}� Wo

� ���� À���} Ñ {¬ {
¬¬´
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ωW (j   )
i

d w

ω <

W (j   )o ω

ηε

η ω||  (j   )|| <=  1

|| d(j  )||   = 1

y ÃÖ z Ñ {¬ | ê�õ������ õ���� �}� ����õ�� ~õ� õ÷ ��� �} ~�����õ�����

C Û¹ ' â�¤¥áÞ¢ôÞ £¤¥ æè Þåâ¤¢»� à   Û¹ Û 
Ñ� ��}� �} ��������}� �}� ����õ�� u(jω) }� ε(jω) ���� �õ���� �õ ��������õ���� ��� ������� �}� ����õ�� d(jω) }� η(jω) �õ� ¯

∀d(jω)/‖d(jω)‖ ≤ 1, ‖η(jω)‖ ≤ 1 ⇔ ∀u(jω) ∈ {U}, ε(jω) ∈ {E}
ø ¢¤ ��` �+����� ù

⇐=ú�~~����� ‖Wo(G − Gr)Wi‖∞ ≤ 1
{

‖η‖ = ‖Wo(G − Gr)Wid‖ ≤ σ̄(Wo(G − Gr)Wi)σ̄(d) ≤ 1
{

=⇒§~õ� � �õ�����}¨Ëõ� �¶~���Ê�} ∀d, ‖d(jω)‖ ≤ 1, ‖η(jω)‖ ≤ 1
{ú�~~����� õ� �����õ��} ��} ‖Wo(G − Gr)Wi

︸ ︷︷ ︸

T

‖∞ > 1 ⇔ supω σ̄(T (jω)) > 1
{

∃ω0 ∈ R̄, σ̄(T (jω0)) > 1
{ë~����� ��} �����~������� }� �õ�}��� �������Ê�}� §�õ���}� ~õ� ����} ��������õ��¨ �}

T (jω0) ¯
T (jω0) = U

øîÏ>
(σk)V

∗

V = (v1 . . .) U = (u1 . . .)

�¿ U }� V ���� �}� � õ����}� ����õ��}� { Ë�}���� d(jω0) = v1
§vT

1 v1 = 1¨ � õ���� η(jω0) =
T (jω0)v1 = σ1u1 = σ̄(T (jω0))u1



û÷÷ÆxÆ û ¬¬ü
À� � �}�� õ ���� ‖η(jω0)‖ = σ̄(T (jω0)) > 1

{ Ñ ���� ~ ��� d(jω0) = v1

����Àõ�� ‖d(jω0)‖ ≤ 1 �
‖η(jω0)‖ > 1 �} ��� �����}��� � ��¶~���Ê�} �} ��~õ�� { 2
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������ �� ����

� �  	
��
 ¢�
 ×¤¢¥�
©� ����� ���� �� �� �õ�õ�������� �õ�� � ����õ�� � ���õ� ��� �����õ ���� �� �¶�� H∞

� �����õ������ �
� !! " #$#$ %&"'(")*+,-./ 0

T (p) 12 03425673 0 5 04 897 :7 37; 3<572 04 0/.2 : =<04 0 [A,B,C,D] >/2/> 497 ? @ 75 :71A; 3.; .5/ 0/.25 5 1/B42 075 5.2 0 <z1/B4972 075 ?
i) ‖T (p)‖∞ < γ
ii)

/9 7A /5 07 12 7 > 403/C7 X 5D> <03/z17 :<E2/7 ; .5/ 0/ B7 5.910/.2 :7 9 =/2 <F49/ 0< G




AT X + XA XB CT

BT X −γ2I DT

C D −I



 < 0

©� ����� ����� Hõ�õI�� �õ�� �� �õ� �J � ��� �����õ�� ��� ���Kõ����� �������� �õ� ��� ���Kõ�����
õ� ���� �õ�K� �

� �¹ 	
��
 L
 M¼NO¢
� !! " #P #$
@ =/2 <F49/ 0<

[
Q(ξ) S(ξ)
ST (ξ) R(ξ)

]

≥ 0

.Q
Q(ξ) = QT (ξ)R R(ξ) = RT (ξ)

/2 B735/897R S(ξ) 5.2 0 :75 6.2 C0/.25 4S275 :7 ξ R 75 0<z1/B4972 07 T G
{

R(ξ) > 0
Q(ξ) − S(ξ)R(ξ)−1ST (ξ) ≥ 0

¬¬U



¬Õ ýÆ ÊÁ ÅþÈÉÿÄÃÇ÷ �ÆÅÐ ÊÁ ÿÇ��Á÷ÈÆ � ÁÂÂÊÃÿÁÄÃÇ÷ ÁÉ� ÿÁ÷ÁÉ�
� �V 	
��
 L Ø�£� £¥ôW £¤¥ L
X Yô¢£ô× 
X

ú����� G = GT ∈ Rn×n Z U ∈ Rn×m Z K ∈ Rm×k Z V ∈ Rk×n Z m < n
��

k < n
�

� !! " #[ #$
@ =7257> 897 :75 > 4 03/C75 G

B<3/E42 0
G + UKV + V T KT UT < 0

75 0 2 .2\B/:7 5/ 70 57197> 72 0 5/ G
UT⊥

T

GUT⊥

< 0

V ⊥T

GV ⊥ < 0

� �] 	
��
 L
 ¼¤�^�W £¤¥ L ØO¥
 � ôW¢£¼
 L�_¥£
 ^¤X£`
W £Y


� !! " #* #$ %&abc)*+,-./72 0 X ∈ R
n×n R Y ∈ R

n×n R 079975 z17 X = XT > 0 70 Y = Y T > 0 ? -./ 0 r 12 72 0/734B7C r < n ? d 9.35 R /9 7A /5 07 :75 > 4 03/C75 X12 ∈ R
n×r R X22 ∈ R

r×r
079975 z17 X22 = XT

22 70 G
[

X X12

XT
12 X22

]

> 0 et

[
X X12

XT
12 X22

]−1

=

[
Y ∗
∗ ∗

]

5/ 7 0 57197> 72 0 5/
[

X In

In Y

]

≥ 0 et efðg
[

X In

In Y

]

≤ n + r

� �h 	
��
 L
 ¼¤�^�W £¤¥ L ØO¥
 � ôW¢£¼
 Xº��W¢£iO

L Ø£¥
¢W £
 L¤¥¥�


� !! " #j #$-./72 0 X ∈ R
n×n R Y ∈ R

n×n R 079975 z17 X = XT > 0 70 Y = Y T > 0 ?@ 7 ; 915 ; 70/ 0 72 0/73 ; .5/ 0/6 r̄
079 z1 =/9 7A /5 07 m ≥ 0R X12 ∈ R

n×(r̄+m) R X22 = XT
22 ∈

R
(r̄+m)×(r̄+m) R B<3/E42 0

P̃
4
=

[
X X12

XT
12 X22

]

70 P̃−1 =

[
Y ∗
∗ ∗

] §k �l¨
4B7C

δ+(P̃ ) = n + r̄

δ−(P̃ ) = m
§k �¬¨

75 0
r̄ = δ+(X − Y −1)

ø mn opqrstruop ù ú�������� ∃r, /∃m ≥ 0, X12 ∈ R
n×(r+m), X22 = XT

22 ∈ R
(r+m)×(r+m)H���võ�� §k �l¨ �� §k �¬¨ �



û÷÷Æ�Æ w xÕ l
y �õ��z� Òú��UüõÓ Z ���� ���H��� ������ {

[
I −X12X

−1
22

0 I

]

P̃

[
I 0

−X−1
22 XT

12 I

]

=

[
X − X12X

−1
22 XT

12 0
0 X22

] |k �Õ}
~� Z Y −1 = X − X12X

−1
22 XT

12 ��� ��� �õ� ������z�� �������� ��� ������H� �� ����z��
nHõ ����� ������� �������� ��� ������H�� � �õ� �����

X22
�������� ���

r õ����� Hõ ����� ��������������� ��� ������H�� � �����
X − Y −1 = X12X

−1
22 XT

12
Z �� H ���� δ+(X − Y −1) ≤ r Z �õ� X12� ���� �õ� ������ ��� �� �õ�K ����� �

������� r = r̄
4
= δ+(X − Y −1)

�y �õ��z� Ò����I Ó �õK� xxx Z

∃Xf = XT
f ∈ R

n×n �� �õ�K ����� /X − Y −1 = Xf





Ir̄ 0 0
0 −Im 0
0 0 0



XT
f

�J
m = efðg(X − Y −1) − r̄

�
Î� ����Hõ��

Xf
4
=

[
Xf1 Xf2

]

õ���� Xf1 ∈ R
n×(r̄+m) �y� ���� Z ���� õH���

X − Y −1 = Xf1

[
Ir̄ 0
0 −Im

]

XT
f1

|k ��}
�������� õ ���� �� ��� ����õ�� X12 = Xf1

��
X22 =

[
Ir 0
0 −Im

] Z �õ ������������ ��
P̃���� ���� �õ��� �Î� ���� Z � �õ��z� �õ ������� � ���H������ � õ��������� Z ���� õH��� Y −1 = X − X12X

−1
22 XT

12��� ��� H���v�� � �õ��z� |k ��} ����� v��� Z �õ ��� ���� � �������� ��
P̃ õ ���� ���������� � y �õ��z� |k �Õ} Z P̃

����z��
r
Hõ ������������ �������� ��� ������H�� ���H��õ�� �� X22

��
m

Hõ ����� ������� �������� ��� ��Kõ��H�����H��õ�� ��
X22

� y� ���� Z �����
X − X12X

−1
22 XT

12 = Y −1 Z P̃
����z�� ������ n

Hõ ������������ �������� ��� ������H�� � 2

� �� �OW�
X 
��
X
� !! " #� #$-./72 0 :71A > 4 03/C75 P 70 Q 5D> <03/z175 R 49.35 G

[
P I
I Q

]

≥ 0 ⇒
{

P > 0
Q > 0

|k ��}
ø mn opqrstruop ù �õ �������� �õ� � �õI����� � ú�������� x1 6= 0

H������ ������ ��
P õ��� ���� �õ Hõ ���� ������ � �

xT
1 Px1 = 0

�� ������ ∀λ ∈ R, (λxT
1 )P (λx1) = 0

��� �õ��õ�� � �õ ���� � ��õ��õ����� Z
|k ��} ��H���� {



x�x ý� �� �þ��ÿ���÷ ���� �� ÿ����÷�� � �����ÿ����÷ ��� ÿ�÷���

[
λx1

x2

]T [
P I
I Q

] [
λx1

x2

]

≥ 0, x2 6= 0, λ ∈ R

�õ� ����� Z λxT
1 x2 + λx2x

T
1 + xT

2 Qx2 ≥ 0
� �� I���õ�� Q

�õ� ηI
u ¡ 

Q ≤ ηI, η > 0 Z ��H ���� {
λxT

1 x2 + λx2x
T
1 + ηxT

2 x2 ≥ 0, ∀λ ∈ R�� �õ ��õ�� ������ λ
H��� −∞ �Z �õ �����z�� ���Kõ ���� � ���� ���� H���v�� �� ��� ���������

P ≥ 0
� y��� Z P > 0

� ¢� �õ������� ��� ��� ��õ��� õI����� � Q > 0
�

2

� !! " #� #P
@4 > 4 03/C7

[
P γI
γI Q

]

R Q > 0R 75 0 :7 342F :<F <2 <3< 4D42 0 £ C.>> 7 B49713 ; 3.; 37 :7
> 19 0/; 9/C/ 0< j 5/ 70 57197> 72 0 5/ P − γ2Q−1 75 0 12 7 > 4 03/C7 :<F <2 <3<7 ; .55<:42 0 £ C.>> 7B49713 ; 3.; 37 :7 > 190/; 9/C/ 0< j ?
ø mn opqrstruop ù [

P γI
γI Q

] ZQ > 0
��� ���I�õI�� � [

P − γ2Q−1 0
0 Q

] ZQ > 0
�

2

� !! " #� #[¤¥d ££¦ -./72 0 A 70 P = P T § > 4 03/C75 :7 R
n×n R B<3/E42 0

AP + PAT + BBT = 0

-1;; .5.25 z17 P 75 0 /2 B735/ 897 70 z17 A 2 7 ; .55¨:7 ; 45 :7 B497135 ; 3.; 375 513 9 =4A 7/> 4F/24/37 ? d 9.35 δ−(A) = δ+(P ) 70 δ+(A) = δ−(P ) ?
ø mn opqrstruop ù ú���

ε > 0
��© �õ����� ����� ��� ��� A − εP

����z�� �� � ��� ���I���� Hõ ����� ������� �������� ��� ������H�� �� ��Kõ��H�� ��� A
� ª ����

P (AT − εP ) + (A − εP )P + (BBT + 2εP 2) = 0

��
BBT + 2εP 2 ��� ��� � õ����� ��v��� �������� ��� ������H�� � y �õ��z� �� �����z� � x �� �l��� «����I¬ Z �� ������õ� ��� ������õ� � 2

� !! " #� #*3.® 7C0/.2 : =12 799/; 5.¯:7 513 12 ; 942-./ 0
εQ−1

9 =799/; 5.¯:7 :<E2/ ; 43
{

x =

[
x1

x2

]

/xT Q−1x ≤ 1

}

.Q
Q = QT > 0 70 Q =

[
Q11 ∗
∗ ∗

]

?° .0.25 I(εQ−1)
94 ; 3.® 7C 0/.2 .3 0± .F.2497 :7 εQ−1 5 13 97 ; 942 x2 = 0 ?d 9.35 I(εQ−1) = {x/xT Q−1

11 x ≤ 1}



û÷÷��� w x��
ø mn opqrstruop ù

x ∈ I(εQ−1)
�� �� ������ ��� �� ∃y

��� ��� {
[

x
y

]

∈ εQ−1

⇔
[

x
y

]T

Q−1

[
x
y

]

≤ 1 ⇔





1
[

xT yT
]

[
x
y

]

Q



 ≥ 0

⇔





1 xT 0
x Q11 ∗
0 ∗ ∗



 + UyV + V T yT UT ≥ 0

õH�� U =





0
0
I




��

V =
[

I 0 0
] �

ª��������� �� ����� � ����� ��õ���� ��� � ����Kõ ���� ���������� �
UT⊥

=





1 0
0 I
0 0




� ²� ��H������� ��� �� � ����Kõ ����

UT⊥T





1 xT 0
x Q11 ∗
0 ∗ ∗



UT⊥ ≥ 0

õI����� �
[

1 xT

x Q11

]

≥ 0

�õ� õ�����õ���� �� ����� �� ú���� Z �� H ����
xT Q−1

11 x ≤ 1

2

� !! " #� #j³A/5 072 C7 : =12 7 5.910/.2 X/AX + XB = C-./72 0 A ∈ R
n×n R B ∈ R

m×m 70 C ∈ R
n×m ? ´9 7A /5 07 127 5.910/.2 X ∈ R

n×m T9 =<z14 0/.2 AX + XB = C 5/ 7 0 57197> 72 0 5/ G
µ¶

(A) ∩ µ¶
(B) = φ

ø mn opqrstruop ù ¢�� ��������õ���� ������ Iõ��� ��� �� ������� �� ·�����¸�� �� ����H��õ�� «����I¬ � 2
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Î �Ï ÎÐ��
ÑWô Ò�
X 
W L��ÐÑXW�ôWÒÐÑ LO WN�Ð�Ó�
 Ô �Ô �Ï
² �õ������� ��� Iõ��� ��� �� �õ�õ ��z�� ����� ��������� �� ���z��� �� �����z�� �� ��� ������ õ��� � ������ ������ � ²�� ���������õ����� � ���õ� ��� ��������� ��õ������� ���� �õ���Õ���� �

Wi
s
=

[
Awi Bwi

Cwi Dwi

]

Wo
s
=

[
Awo Bwo

Cwo Dwo

]

G
s
=

[
A B
C D

]

Ö��� �õ������� ��� ��� ������õ����� ���� �õ����� �� ��� ������ nu
�� ����z���� �� ���I��� ���õ�� ni

����
Wi(p)

��
no

����
Wo(p)

� ² ������� �������� ∆(p) = Wo(p)(G(p)−Gr(p))Wi(p)���� � ��×���� �� ����� � �����������× ��� � ��� ��õ������ H(p) õH�� Gr(p)
{
∆(p) = H(p) ?

Gr(p)
�y �õ��z� �õ vK��� x �lZ �õK� xU Z ������ H

�� ����z� � ����õ ��� ��õ�����õ ��� ������ �õ� {
[

z
y

]

= H

([
w
u

])

²õ ���������õ���� � ���õ� õ��� ���� �
H

��� ������ �õ� {

H
s
=





A Bw Bu

Cz Dzw Dzu

Cy Dyw 0





|� �l}
��������� ����� ���������õ���� � ���õ� �
H(p)

� ������ ���� ��� ���� � � ���� õ�� �� ���I���� «Ø��U�¬ �� �Ù � Ù��z�� ���HÙ��� {

H(p) =

(
Wo(p) 0

0 I

) (
−I G(p)
0 I

)(
0 I

Wi(p) 0

)

�� ���������Ù���� � ���Ù�
H(p)

� ��×���� � ����� {

H(p)
s
=





Awo Bwo 0
Cwo Dwo 0
0 0 I









A 0 B
C −I D
0 0 I









Awi Bwi 0
0 0 I

Cwi Dwi 0
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x�Ú ý� �� �þ��ÿ���Û ���� �� ÿ����Û�� � �����ÿ����Û ��� ÿ�Û���
ª ��Ù��� ��� �������� �� ������ ���Ù���� �� �������� �� �������� Ü «ú��UüÙ¬ Z H(p)

���Ù ���� � |� �l} � ��×���� � �� �Ù �ÙÝ�� ���HÙ��� {

H(p)
s
=









Awo BwoC BwoDCwi BwoDDwi −Bwo

0 A BCwi BDwi 0
0 0 Awi Bwi 0

Cwo DwoC DwoDCwi DwoDDwi −Dwo

0 0 Cwi Dwi 0
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Gr(p)
î ðosîs¡ upñ msu¡ís oí mò të ó r

r¡ë ôí ¡ õ
z(p) = Wo(p)(G(p) − Gr(p))Wi(p)w(p) = (H(p) ? Gr(p))w(p)

q our
ö qrt÷ë¡ø
ö ‖H(p) ? Gr(p)‖∞ ≤ γ ùq u ¡r q ¡í ë¡n ¡pr qu uë ¡ì uqr¡ î¡íì n trsuú¡q

P
¡r

Q
r¡ë ë¡q ôí ¡ õ

[
Cy Dyw

]⊥T







A Bw

Cz Dzw

I 0
0 I







T 





0 0 P 0
0 I 0 0
P 0 0 0
0 0 0 −γ2I
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Cz Dzw
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[
Cy Dyw

]⊥ ≤ 0

|� ��}

[
BT

u DT
zu

]⊥T







A
T CT

z
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zw

I 0
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0 0 Q 0
0 I 0 0
Q 0 0 0
0 0 0 −γ2I













A
T CT

z
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w DT
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I 0
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[
BT

u DT
zu

]⊥ ≤ 0

|� ��}
[

P γI
γI Q

]

≥ 0

|� ��}

efðg
[

P γI
γI Q

]

≤ n + ni + no + r

|� �Ú}
û üýüý þ ÿ������ ����� �� �	 
�������� �û ü�

²Ù �Ù����� [
Cy Dyw

] � ������ [
0 0 Cwi Dwi

] 4
=

[
0 0 Ω

] ÙH��
Ω =
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Cwi Dwi

] �~� Ù {
[

0 0 Ω
]⊥

=

[
Ino+n 0

0 Ω⊥

]

�J
Ω⊥ =

[
Cwi Dwi

]⊥ 4
=
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Ω1 Ω2

] ÙH��
Ω⊥ ∈ R
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[
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]

Cwo DwoC DwoDΩ
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[
Ino+n 0

0 Ω⊥

]
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0 0

[
Awi Bwi

]
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� �� ����HÙ�� P
���� �Ù ���� � [

P11 P12

P T
12 P22

] Z ÙH�� P11 ∈
R

(no+n)×(no+n) Z � ����KÙ���� |� ��} � ������ Ù���� {




Awo BwoC 0
0 A 0
0 0 Ai

inv





T
[

P11 P12

P T
12 P22

]




I 0 0
0 I 0
0 0 Ω1



 + . . .

. . . +





I 0 0
0 I 0
0 0 ΩT
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[
P11 P12

P T
12 P22
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Awo BwoC 0
0 A 0
0 0 Ai

inv



 + . . .

. . . +





[
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CT DT
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]
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Cwo DwoC
]
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0 −γ2ΩT
2 Ω2



 ≤ 0

|� �&}



x�� (� �� �)��*���Û +��� �� *�,,�Û�� - �����*����Û ��$ *�Û��$
.� ��� �����I �� �� ��������

Ω1
��

Ω2
�� �Ù��Ù�� � �������z�� ��� Dwi

��� ��H����I �� �
� !! ä #$#P
@4 > 4 03/C7 DT

wi + D−1
wi CwiC

T
wi 75 0 :7 342F nu

/ mn opqrstruop õ 0�������� �� �����Ù��� {∃v 6= 0, (DwiD
T
wi + CwiC

T
wi)v = 0

� �� ����Õ������ ��Ù�� �Ù� vT Z ���� ÙH���
vT (DwiD

T
wi + CwiC

T
wi)v = 0

|� ��}
~�

Di
��Ù�� ��H����I �� Z ∃ε1 > 0, DwiD

T
wi ≥ ε1I

� y� ���� ∃ε2 ≥ 0, CwiC
T
wi ≥ ε2I

�Ø ��Ù��� ��� Z ∀v, vT (DwiD
T
wi + CwiC

T
wi)v ≥ (ε1 + ε2)v

T v > 0 Z �� ��� ���������
|� ��} �²Ù �Ù�����

DT
wi + D−1

wi CwiC
T
wi

��� ���� �� �Ù�K ����� nu
�

2

²�� ���������� ��� Ω1
��

Ω2
{ [

Cwi Dwi

]
[

Ω1

Ω2

]

= 0
�� [

CT
wi Ω1

DT
wi Ω2

] �� �Ù�K �����
� z���� Ù� ����× �����I �� ���HÙ�� {

[
Ω1

Ω2

]

=

[
I

−D−1
wi Cwi

] ��� efðg(DT
wi + D−1

wi CwiC
T
wi) = nu

�� ��� ��� ���1 ���� H�Ù� � �Ù��z� �� ����� ��������� �
2 !bâ34 ä #$#$-/

Dwi 75 0 /2 B735/ 897R Ai
inv = Awi − BwiD

−1
wi Cwi ? ° .0.25 z17 C7007 > 4 03/C7 75 0 94 > 4 03/C7

A :7 94 37; 3<572 04 0/.2 : =<04 0 :7 W−1
i (p) ?

Ø ��Ù��� ��� Z � ����KÙ���� |� ��} ��H���� Z ���� � �������z�� ��� Dwi
��� ��H����I �� {





Awo BwoC 0
0 A 0
0 0 Awi − BwiD

−1
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T
[

P11 P12
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]

+ . . .

. . . +

[
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Awo BwoC 0
0 A 0
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−1
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 + . . .

. . . +





[
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CT DT
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]
[

Cwo DwoC
]

0

0 −γ2CT
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ªv� �� ��H������� � ����KÙ���� |� ��} Z ���� �� ����� � �ÙI ��� �� ��Ù�K����� �� IÙ�� {

T =





0 0 I
0 I 0
I 0 0





���
H(p)

� ² ������I�� ��� � Ù������
Q

�� �����z� � � �l�l ���Ù �I���� �Ù� ��Ù�K�� ��� ��
IÙ�� ��H���� �
H(p)

��H���� {

H(p)
s
=









Awi 0 0 Bwi 0
BCwi A 0 BDwi 0

BwoDCwi BwoC Awo BwoDDwi −Bwo

Cwo DwoC DwoDCwi DwoDDwi −Dwo

0 0 Cwi Dwi 0









[
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u DT
zu

]
=

[
0 0 −BT

wo −DT
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] � ������ Ù����
Λ =

[
BT

wo DT
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] � ����� �����Õ
������� � ������K��Ù� [

BT
u DT

zu

]⊥ � ��×���� � �� �Ù � Ù��z�� ���HÙ��� {
[

Ini+n 0
0 Λ⊥

]

�J
Λ⊥ ∈ R

(no+nu)×no
� �Ù� ��Ù���� �Ù� �Ù����� Ù� �Ù���� ��������� Z � ����KÙ���� |� ��} ����� {
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 + . . .
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T

+ . . .

. . . +





[
Bwi

BDwi
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[

BT
wi DT

wiB
T
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0

0 −γ2ΛT
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 ≤ 0

ÙH��
789

Λ⊥ 4
=

[
Λ1

Λ2

]

7889
Q = QT 4

=





Q33 QT
23 QT
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QT
23 Q22 QT
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Q13 Q12 Q11





78889
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4
= ΛT

1 Awo + ΛT
2 Cwo

Λ1
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Λ2
�� ��������� ������� Dwo

��� ��H����I�� � yÙ�� �� �Ù� Z �� ��� �����I �� �� ������������ �Ù�� � ����KÙ���� ���������� ��� Λ1 = I
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wo BT
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∃Q = QT 4
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BDwi
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wo BT
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²Ù ��������Ù���� �� �Ù�� �Ù����� ��� �� ������Ù�� �� �����z� � � �l�lZ �ÙK� x�Ú � yÙ���� �Ù��� Z H(p)

|vK��� x �U} HÙ��
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A − BD−1C 0 BD−1
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0 I 0
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zu]
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² ��� ��Ù���� �� �Ù�¸�� ��� � �Ù�����Ù���� ��� � ��� ������ �Ù����

u(t), t ≤ 0
��

u(t) =
0,∀t > 0

�Ù�� ������� ����� �Ù ������ ������
y(t),∀t ≥ 0

�
SàTUV Uç UáV S #$#$-./ 0

G(p) ∈ RH∞ :<C3/ 0 ; 43 WX ?YZ ? d 9.35 9 =.; <34 0713 :7 [ 42\79 ΓG 75 0 :<E2/ C.>> 7 G
ΓG : L2[−∞, 0] → L2[0,∞]) : (ΓGv)(t)

4
=

∫ ∞

0

CeA(t+τ)Bv(τ)dτ, t > 0

y(t)

u(t)

u(t) = 0

Γ
G

t

y(t), t>0

] �^ _ y �l ` .������Ù���� �� � ��� ��Ù���� �� �Ù�¸�� ΓG
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b¾Åc ÉÆ d eºK

²�� � Ù������ � ���Ù��
A Z B Z C Z D

�� ���z�� ������ ��� ��� ����� «fÙ�UU¬ ���� ������HÙ���� {

A =






a1���
a10






ÙH�� {Ù l g «� l � � � � � � � �¬ hÙx g «� Õ� �ll�x� Õ� �U� l�U Õ ll���& Õ ll���& ÕÚ� ��� Õ�� ���U Õ�� ���U Õx& �Ú�� �¬ hÙ� g «�x� �lxl Õ l�l&�� ÕxU �l� l � �lx&xx x ������ ÕUÚ& �&� ÕÚ&� �l� ÕÚ&� �l� � Õ lxU �xU¬ hÙ� g «Õ lx& �� � ��Ú lÚ& ll��xU� Õ l���&U l� �lx�& ��� ��&U xÚÚ ��� l xÚÚ ��� l � l��� ���¬ hÙ� g «Õ l�Ú ��� � �Ú&�&� lÚ �&��� � ��Ú�Ux Õ l& ��Ú� ��� ���x ��U �xÚ� ��U �xÚ� � Õ�&� �Ux¬ hÙÚ g «�� l�U l& l��U l&� l��x �&� &�Ú ��Ú� &�Ú ��Ú� ÕxU �&&� � �lÚ��& � �x&ÚxÚ � �¬ hÙ& g «Õ�� �&�� Õ� ��U�l& ÕU� �Ú&� ÕÚ� ��xU ÕÚ� ��xU x �Ú&&�� Õx �Ú��� � ����U& � �¬ hÙ� g «Õ��x ��Ú Õ� �UÚ��� ÕU�� �UÚ ÕÚÚ� �U� ÕÚÚ� �U� xÚ ��xUx x ��x�x� ÕU ��Ú�� � �¬ hÙU g «� � � � � � � � Õ l�ÚÚÚÚ& �¬ hÙl� g «� � � � � � � � � Õ l�¬ h

B =



















0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

1.66667 0
0 10



















C =

[
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−0.49134 0 −0.63203 0 0 −0.20743 0 0 0 0

]
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j É½�Æ¿ÁÀ ÅÆ kÃÊÁ¾ ÂÄÀÃÁ Ä¾ ¿ À ÌÆÊÁ ÂÃ ÉÆ

����� �Ù���� Ù ���� �I 1 ����� � ����������� �������� ������ ������Ù���� � �Ù � Ù�����Ù������� �Ù������ �� ����Ù�× � ²Ù ������ �� �� ����� ��� ���������� ���� Ù�× �Ù������ �� ����������� ��Ù������ ������� �Ù���������� ������H�� � ²�� ��v������� ���HÙ���� �������� ��� ������� �
SàTUV Uç UáV ( #l #P %mbçâ Uc âà nn âbç UáVV nn æáoUç Up &(ä'é)+,
@4 > 403/C7 :7 6.2 C0/.25 :7 03425673 0 Z(p) 75 0 3<7997 ; .5/ 0/ B7 5/ 7 0 57197> 72 0 5/ G
(i) Z(p) 2 =4 ; 45 :7 ; q975 :425 97 :7> /\; 942 :3./ 0 .1B73 0?
(ii) Z(jω) + Z(jω)∗ ≥ 0,∀ω ∈ R − {ω0/ jω0 75 0 ; q97 :7 Z(p)} ?
(iii)

-/
jω0 75 0 ; q97 :7 Z(p)

49.35 /9 75 0 5/>; 97 70 97 3<5/:1 C.3375; .2:42 0 75 0 127 > 4 03/C7± 73> /0/722 7 57> /\:<E2/7 ; .5/ 0/B7 ?����� ��v������ ��Ù���� �Ù�� �� �Ù� K��������
|
Z(p) ∈ RH∞

} ��� �Ù �Ù���� ������ ��
Z(jω)

��� ������H� � y� ����� Z ���� ����������� �Ù�� �Ù ����� Z �Ù�� � ���� �� K����Ù���� Z ����Ù ��������� �� ������H ��� ��� �HÙ���� ��� � �Ù×� �� ÙK��Ù��� �
SàTUV Uç UáV ( #l #[ %èæ cçâ âbç UáVV n æáoUç UT  ç Tbcç 4âo oæ cçâb4r ,
(i) @4 > 403/C7 C433<7 :7 6.2 C0/.25 :7 03425673 0 Φ(p) : =.3:37 m 75 0 4;; 79<7 5; 7C037 ; .5/ 0/65 =/9 7A /5 07 12 7 > 4 03/C7 :7 6.2 C0/.25 :7 03425673 0 3<7997 34 0/.22 7997 ; .5/ 0/ B7 Z(p)

07997z17
Φ(jω) = Z(jω) + Z(jω)∗ ≥ 0,∀ω ∈ R

(ii) G(p) ∈ RH∞ 75 0 12 64C0713 5; 7C0349 T F41C±7R 5 04 897 455.C/< T 12 5; 7C037 34 0/.22 79
Φ(p) ≥ 0

9.35z17 Φ(p) = G(p)G(p)∗ ? G(p) 75 0 12 64C0713 5; 7C0349 > /2/> 49 9.35z1797 :7F3< n :7 G(p)
B<3/E 7 m = 2n ?

(iii) V (p) ∈ RH∞ 75 0 12 64C0713 5; 7C0349 T :3./ 07R 5 04 897 455.C/< T 12 5; 7C037 34 0/.22 79
Φ(p) ≥ 0

9.35z17 Φ(p) = V (p)∗V (p) ? V (p) 75 0 12 64C0713 5; 7C0349 > /2/> 49 9.35z1797 :7F3< q :7 V (p)
B<3/E 7 m = 2q ?y� �Ù ��v������ ���������� Z ���� ���H��� ��� Ù����� �� ��� �� �����

Φ(p)
H���v�

Φ(jω) =
Φ(jω)∗

�� ��� Φ(jω) ≥ 0,∀ω ∈ R
�²� ����� �� ����Ù�� �� ����� ������� �������� � ������ �� � ������I�� ��� �Ù������ �� ��Õ��Ù�×

V (p)
��

G(p)
Ù������� � �� �� ����� �Ù�������

Φ(p) = G(p)G(p)∗ = V (p)∗V (p)
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���� �������� ��� Z ���� ���������� �� ��������� ��� ��������� Ù�K������ ����� Ù�× ���I�z� �����HÙ��� ��� ���� ��� ������ ���������� ���������� ���� �Ù ����� {` ��Ù�� ������ Φ(p) Z ������ ��� �Ù�Ù������Ù���� �� � ������I�� ���

V (p)
��

G(p)H���vÙ�� |Ø �l} � ���� ��� �Ù�� �Ù� � ������� ���Ù��� �� �����z� � Ø �l�lZ �ÙK� x�� �` 0 �
G(p)

��� ��� � Ù����� �� ��������� �� ��Ù������ ��ÙI�� Z ����H�� �� �Ù�����
V (p)��ÙI�� �� � ������ �� ��Ù�� � ²Ù ���������� �� �� ���I�z� � ��� � ���� �Ù�� �Ù �������Ø �� Z �ÙK� x�x �` 0 �

G(p)
��� ��� � Ù����� �� ��������� �� ��Ù������ ��ÙI�� �� ���Õ� ������ �� ��Ù�� Z����H�� �� �Ù����� �� ����Ù�

W (p)
��ÙI�� �� � ������ �� ��Ù�� ��� ��� G(p)G(p)∗ =

W (p)W (p)∗
���� � ��������� ��� ��� ÙI���Ù����� �������� �� ª����Ù����� �� s�Ù���� ��� �� ��ÕK�Ù� Z ���� ����������� ��� ��� Ù�� ���� ���������� ��� ���� � ������ �� � ������I�� ��� ���������«ª��&� Z Ø�t&U¬ �� ���� ����� �� �Ù���� �

u �Ï vÑX
�w 
 L
X x;yW
O�X X^ 
yW�;Oz ;XXÐ y Ò�X { OÑ X^
yW�

0���

Z(p)
s
=

[
AZ BZ

CZ DZ

]

∈ RHq×q
∞

��� �Ù����� �� ��������� �� ��Ù������ ������H�
������ �� � ���� Ù�� H���vÙ�� {

Φ(p) = Z(p) + Z(p)∗ > 0

² ������I�� ��� �Ù������ �� ����Ù�×
G(p)

s
=

[
A B
C D

]

∈ RHq×p
∞

��
V (p)

s
=

[
AV BV

CV DV

]

∈
RHm×q

∞

H���vÙ�� |Ø �l} ��� ����� �Ù� �� �����z� � ���HÙ�� {
Þßàáâã! ( #$#$
G(p)

¡r
V (p)

q opr î¡q ñ túr¡ísq q| ¡úrstíì qrt÷ë¡q ¡r n upun tíì tqq oúumq tí q| ¡úrs¡
Φ(p)

4
=

Z(p) + Z(p)∗
qu ¡r q ¡íë¡n ¡pr qu uë ¡ì uqr¡ íp ¡ s¡| smq ¡prtruop î ðmrtr îtpq ëtôí ¡ë ë¡ õ

(i) A = AZ
¡r

C = CZ
 

(ii) B
¡r

D
q opr r¡ë ë¡q ôí ¡ qu ∃Q = QT > 0 }msu~ tpr

N(Q)
4
=

[
AZQ + QAT

Z BZ − QCT
Z

BT
Z − CZQ −DZ − DT

Z

]

≤ 0

|Ø �x}
tëosq

−
[
−B
D

]
[
−BT DT

]
= N(Q)

|Ø ��}
(iii) AV = AZ

¡r
BV = BZ

 
(iv) CV

¡r
DV

q opr r¡ë ë¡q ôí ¡ qu ∃P = P T > 0 }msu~ tpr
M(P )

4
=

[
AT

ZP + PAZ PBZ − CT
Z

BT
ZP − CZ −DZ − DT

Z

]

≤ 0

|Ø ��}
tëosq

−
[

CT
V

DT
V

]
[

CV DV

]
= M(P )

|Ø ��}
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/ mn opqrstruop õ �������� � �ÙI��� ��� ��

V (p)
��� �� �Ù����� �� ����Ù� � ���� Ù�Z Ù���� ��������������� (iii)

��
(iv)

���� H�Ù��� �����H��� ��� ���������Ù����� � ���Ù� �� Z + Z∗ �� ��
V ∗V

|
Z + Z∗ = V ∗V

} {

Z(p) + Z(p)∗
s
=





AZ 0 BZ

0 −AT
Z −CT

Z

CZ BT
Z DZ + DT

Z





V (p)∗V (p)
s
=





AV 0 BV

−CT
V CV −AT

V −CT
V DV

DT
V CV BT

V DT
V DV





|Ø �Ú}
.����������� P

�Ù �������� �� � ����Ù���� �� ²�Ù����H {
P/AT

V P + PAV + CT
V CV = 0

|Ø �&}
�Ù� ������������ P

�× ���� ��
P = P T > 0

�Ù� �Ù �Ù���
(AV , CV )

��� �I���HÙI�� �Ù�������z�� ��
V (p)

��� ��ÙI�� �
~������ �� ��Ù�K�� ��� �Ù�� � ����Ù�� � ���Ù� T

4
=

[
I 0
P I

] ��� � ��×�������� |Ø �Ú} � .� H ���� {

V (p)∗V (p)
s
=





AV 0 BV

0 −AT
V −PBV − CT

V DV

DT
V CV + BT

V P BT
V DT

V DV





|Ø ��}
²�� ���������Ù����� � ���Ù� ��

Z + Z∗ ��
V ∗V

���� �KÙ��� � �� ��Ù�K�� ��� �� IÙ�� ��z� �������� V V ∗ = Z + Z∗ Z �� � ��� ������� �Ù ���������Ù���� � ���Ù� ��
V (p) Z � �Ù��z�

|Ø ��} Z����� ���� {
AV = AZ

��
BV = BZ

� y� ���� Z ���� ÙH��� −PBZ − CT
V DV = −CT

Z

��
DZ+DT

Z = DV DT
V

� �Ù� Ù������� Z ���� ÙH��� � �Ù��z� |Ø �&} P = P T ��
AT

ZP+PAZ+CT
V CV =

0
� y� ��� �KÙ����� ������� � ��KÙ���� � Ù��������� ���HÙ��� {

[
AT

ZP + PAZ PBZ − CT
Z

BT
ZP − CZ −DZ − DT

Z

]

= −
[
−CT

V CV −CT
V DV

−DT
V CV −DT

V DV

]

= −
[

CT
V

DT
V

]
[

CV DV

]
≤ 0

����������� ��� �������� ��� ��� ���������� (iii)
��

(iv)
���������� ��� V (p)

��� ���Ù����� �� ����Ù� Ù������ Ù� �� ����� �������
Φ = Z + Z∗ �y �Ù��z� �� ����� ������� ���� Z �Ù ��������� |Ø ��} �×���� � �Ù ������H ��� ��

Φ = Z + Z∗ �0�������� �� ��� �× ���� P
����� ���

|Ø ��} ���� H���v�� Z � ����Õ�Õ���� M(P ) ≤ 0
� .� �× ���� Ù����

��� ������������� ��
M(P )

���� �Ù ���� �
M(P ) = −

[
CT

V

DT
V

]
[

CV DV

] Z �� ��� Ù������ ��× ������� ��
CV

��
DV

� �������� �� �ÙH�� �� ��� ����× ��� � Ù������ � ���Ù� ��
V (p) ���

Z + Z∗ = V ∗V
� y �Ù��z� �� ��� ����z�� Z ���� ���H��� ������ {
[

AT
ZP + PAZ PBZ − CT

Z

BT
ZP − CZ −DZ − DT

Z

]

= −
[

CT
V

DT
V

]
[

CV DV

]

�� ������
[

AT
ZP + PAZ + CT

V CV + PBZ + CT
V DV

BT
ZP + DT

V CV DT
V DV

]

=

[
0 CT

Z

CZ DZ + DT
Z

]
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�� ��� ������ ��Ù�� ��� x � ��I��� �� �Ù �����z�� �KÙ���� �Ù� [

(jω − AZ)−1B
I

]∗ �� �� ����
������ ��Ù�� �Ù� [

(jω − AZ)−1B
I

] Z �� H ���� {
V ∗V = Z + Z∗ ²� �Ù���� �� ���I�� ��

KÙ���� ��� ��������� � ����� �Ù�� �Ù�� �Ù ��������Ù���� �� �����z� � |� �� �Ú} Z �ÙK� &U � ²��Ù���� �� ���I�� �� ������ ��� ��Ù�� � ��� �Ù�� ��© ����� �¢�� ��������Ù���� ��������� ������� Ù� ������Ù� �������Ù�� �� �Ù����� �� ����Ù�
G(p)|���Ù����� (i)

��
(ii)

} � ��� Ù������ ���
|Ø �x} �� |Ø ��} ��� �Ù � �� � ��������� � ��� ���KÙÕ����� ���� ��Ù��� �� |Ø ��} � ��I����� � �Ù���� �� |Ø �x}�Ù� �Ù ���� �� ��� ������ ���Ù���� �Ù�

[
P−1 0
0 I

] �� �� ���Ù�� Q = P−1 �
2

2 !bâ34 o ( #$#$
Y ? @ 75 72 0/735 p 70 m

z1/ :<5/F2 72 0 375; 7C0/B7> 72 0 97 2.> 837 : =72 03<75 :7 G 70 972 .> 837 :7 5.3 0/75 :7 V :<; 72:72 0 :75 > 4 03/C75 Q 70 P
B<3/E42 0 W� ?§Z 70 W� ?�Z ?  9157A 4C07> 72 0R p = ef�g(N(Q)) 70 m = ef�g(M(P )) ?§ ? @ 75 7257> 8975 P 4

= {P = P T > 0/M(P ) ≤ 0} 70 Q 4
= {Q = QT > 0/N(Q) ≤ 0}5.2 0 :75 7257> 8975 C.2B7A 75 W/2 07357C 0/.2 :7 § 7257> 8975 C.2B7A 75Z ? 43 4/997135 R C757257> 8975 5.2 0 673> <5 R 8.32 <5 R 7 0 4:> 70072 0 12 > 4A/> 1> 70 12 > /2/> 1> ¤�/9 �YR��� ��¦ ? � 425 94 51/ 07R 2 .15 2 .073.25 G

Pmin ≤ P ≤ Pmax,∀P ∈ P
70

Qmin ≤ Q ≤ Qmax,∀Q ∈ QX ? ° .15 ; .1B.25 :7 ; 915 2 . 073 z17 P ∈ P ⇔ P−1 ∈ Q 72 37> 43z142 0 z17 M(P ) ≤
0 ⇔ N(P−1) ≤ 0

WB./3 E2 :7 94 :<> .25 034 0/.2 :1 0± <.3¨> 7 � ?Y ?YZ ? �7C/ > ¨2 7 :.2 CT G
P−1

min = Qmax

Q−1
min = Pmax

� ? ³2 C.25/:<342 0 97 89. C
(1, 1) :7 W� ?�Z R 2 .15 37> 43z1.25 z17 5/ P ∈ P R 49.35 P 75 04 155/ 97 F34>> /72 : =.8573 B4 8/9/ 0< :7 V (p) ; .13 CV 70 DV

B<3/E42 0 W� ?�Z ? � 7 > �> 7R12 <9<> 72 0 Q ∈ Q 75 0 97 F34>> /72 :7 C.>>42:4 8/9/ 0< :7 G(p) ; .13 B R C 70 QB<3/E42 0 W� ?XZ ?
u �Ô � �Ð^�Ò�W�X ;XXÐ yÒ�
X ;Oz XÐOWÒÐÑX 
zW��� ; 
X

yÙ�� � ������ �������Ù�� �Ù ��������� �� � ������� ���Ù��H� Z ���� ������ Ù� ��� � �����Õ����� ��� ��������� Pmin
��

Qmax
��v���� �Ù�� �Ù ��� Ù���� Ø �l�l�

� !! ( #P #$
(i) Pmin 75 0 94 5.910/.2 :1 ; 3.89¨> 7 : =.; 0/> /54 0/.2 5 1/B42 0 G

Pmin = fegB 8� CefE?(P )
P

P = P T > 0
[

AT
ZP + PAZ PBZ − CT

Z

BT
ZP − CZ −DZ − DT

Z

]

≤ 0
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(ii) � 7 > 42/¨37 <z1/B4972 07 Pmin 75 0 94 5.910/.2 5 04 8/9/542 07 :7 9 =<z14 0/.2 :7 � /CC4 0/ G

AT
ZP + PAZ + (PBZ − CT

Z )(DZ + DT
Z)−1(BT

ZP − CZ) = 0

|Ø �U}
(iii) @7 64C0713 5; 7C0349 V (p) :1 5; 7C037 Φ(p) = Z(p) + Z(p)∗ R 455. C/< T 94 5.910/.2 Pmin:7 9 =/2 <F49/ 0< W� ?�Z 75 0 5 04 897R C433< 70 > /2/> 1> :7 ;±457 ?
(iv) � 7 94 > �> 7 >42/¨37 Qmin 75 0 94 5.910/.2 :1 ; 3.89¨> 7 : =.; 0/> /54 0/.2 51/B42 0 G

Qmin = fegB8� CefE?(Q)
Q

Q = QT > 0
[

AZQ + QAT
Z BZ − QCT

Z

CZQ − BT
Z −DZ − DT

Z

]

≤ 0

(v) � 7 > 42/¨37 <z1/B4972 07 Qmin 75 0 94 5.910/.2 5 04 8/9/542 07 :7 9 =<z14 0/.2 :7 � /CC4 0/ G
AZQ + QAT

Z + (BZ − QCT
Z )(DZ + DT

Z)−1(CZQ − BT
Z ) = 0

|Ø �l�}
(vi) @7 64C0713 5; 7C0349 G(p) :1 5; 7C037 Φ(p) = Z(p) + Z(p)∗ R 455. C/< T 94 5.910/.2 Qmin:7 9 =/2 <F49/ 0< W� ?§Z 75 0 5 04 897 C433< 70 > /2/> 1> :7 ;±457 ?
/ mn opqrstruop õ 0���

P ∈ P � �Ù� ��v������ ��
Pmin

���� ÙH��� P − Pmin ≥ 0 Z ����CefE?(P −Pmin) ≥ 0
�� CefE?(P ) ≥ CefE?(Pmin)

�
Pmin

���� �z� ���� ���� �Ù������ � �Ù��z�
(i)

�
(ii)

��� � ����� �Ù�� «�yt UÚ¬ ����� ������� (iii)
��������� �� ������Ù� ��Ù��Ù�� ��� ��� ���Ù����� �� � ���Ù�� «�ytUÚ Z� ��&l¬ { ��� HÙ����� ������� ��

AZ − BZ(DZ + DT
Z)−1CZ + BZ(DZ + DT

Z)−1BT
ZPmin

���� � �Ù���� ������ ��KÙ��H� � �� ��H�����Ù�� �Ù �����z�� �KÙ���� K���� Ù�× ���Ù����� (iii)��
(iv)

�� �����z� � Ø �l�lZ ���� �I������ ��� �Ù � Ù����� {
AV − BV D−1

V CV

� ��� HÙ����� ������� � �Ù���� ������ ��KÙ��H� �²Ù �Ù�����
M(Pmin)

��� �� �Ù�K �KÙ� �
ny

� �� ���� Z M(Pmin)
��� ���I�ÙI�� � |H��� ��Õ������Ù���� �� ����� k �� �lZ �ÙK� x��} {

[
AT

ZPmin + PminAZ + (PminBZ − CT
Z )(DZ + DT

Z)−1(BT
ZPmin − CZ) 0

0 DZ + DT
Z

]

²� I��� (1, 1)
��Ù�� ��� �� Dz

�� �Ù�K ����� �KÙ� �
q Z �� � ������� � �Ù��z� �Ù ��� Ù���� Ø �l�lZ

��� m = q
�
V (p)

��� ���� �Ù��� �
¢�� ��������Ù���� ��� ��Ù��� � �Ù ���������� ÙI����� Ù�× ������������ (iv)

��
(v)

�
2
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u �V �
yNÑÒiO
X L
 y; yO

yÙ�� �� ��� ����z�� Z ��� ���������� Ù�K�I������ ��� �Ù������ �� ����Ù�× Ù������� � ���� ����� ��� ��� ���������� � �×Ù� ����� ���� �������� ��� ������� ��� �Ù������ �Ù�� �� �Ù��Ù��� �
� ü üý û	�
�� � ��� �	
���� �� �
��	� � ������ � ������ �� ��	��

��Ù�� ����� G(p)
�� �Ù����� �� ����Ù� � KÙ���� Z ��ÙI������� �Ù ��� Ù���� ���� �I������� �Ù����� �� ����Ù� � ������

V (p)
��ÙI�� �� � ������ �� ��Ù�� � ���� �I����� ��� ���� ���

V (p) Z ���� ���H��� ���� �� � �Ù���� ��
G(p)

�� ��Ù������ Z(p)
� ²� �����z� � Ø �l�l ����������� ���

V (p)
�����I��� � ����� ����������Ù�� � Pmin

|����� Ø �x �l} � ������ �� ��Ù�� � ²Ù���Ù���� �� ��Ù���� v�Ù��� ��� ����� ���� {
l� s���H��

Z(jω)
��� ��� G(jω)G(jω)∗ = Z(jω) + Z(jω)∗

� ���� �� �Ù��� Z ��� �������Õ����� (i)
��

(ii)
�� �����z� � Ø �l�l ������� AZ = A Z CZ = C

��
DZ = 1

2DDT � .�H ���� ���� {
Z(p)

s
=

[

A BZ

C 1
2DDT

]

�J
BZ

� ��×���� � Z � �Ù��z� (ii) Z �� �������� ��
Q

�� K�Ù�� ��� �� ����Ù��ÙI����� ��
G

{
BZ = QCT + BDT

|Ø �ll}
x � ��Ù�� ������ Z(p) Z ����H�� V (jω)

������� �� ��Ù�� ��� ��� V (jω)∗V (jω) =
Z(jω) + Z(jω)∗

� y �Ù��z� �Ù ����������� (iii)
�� �����z� � Ø �l�lZ ���� ÙH��� AV =

AZ = A Z BV = BZ
��

DV = DT � ²� ����� Ø �x �l ������� � ��I������� ��
V (p)

��ÙI���� � ������ �� ��Ù�� �� ������Ù�� Pmin
H���vÙ�� |Ø �U} �

V (p)
s
=

[
A BZ

CV DT

]

ÙH��
CV = D−1(C −BT

ZPmin)

|� �Ù��z� �Ù ����������� (iv)
�� �����z� � Ø �l�l} Z PminH���vÙ�� � ����Ù���� �� � ���Ù�� {

PminA + AT Pmin + (C − BT
ZPmin)T (DDT )−1(C − BT

ZPmin)
︸ ︷︷ ︸

CT
V

CV

= 0

|Ø �lx}

Pmin
������ �Ù� |Ø �lx} ���������� �� K�Ù�� ��� � ��I���HÙI����� �� �Ù����� �� ����Ù� � ������

V (p)
� ������ �� ��Ù�� �

2 !bâ34 ( #[ #$
� 425 94 :<> 43C± 7 ; 3<C<:72 07R 2 .15 ; .1B.25 2.073 12 9/72 <03./ 0 4B7C 94 :<C.>; .5/ 0/.2> .:497 ; 43 0/7997 ? @4 37C± 73C± 7 :7 Z(p) T ; 43 0/3 :7 G(p) ; 710 57 64/3 7 :7 > 42/¨37 <z1/B4\972 07 T 9 =4/:7 :7 94 3794 0/.2 W� ?XZ R ; 4F 7 � �R 72 ; 37242 0 Wi = G∗ 70 Wo = I ?� 7 > �> 7R 97 C49C19 :7 V (p) 75 0 /:72 0/z17 72 C.25/:<342 0 975 3794 0/.25 W� ?�Z 70 W� ?�Z ; 4F 7�� ? � 425 C7 C45 R /9 5 =4F / 0 :7 C.25/:<373 Wo = V ∗ 70 Wi = I ?
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� � � ��� �	
���� �� �
��	� � �	�
�� � ������ �� ��	��

yÙ�� ����Ù��� �Ù� Z �� ��� ����� Z ��Ù�� ������ ��� �Ù����� �Ù���� �� ��������� �� ��Ù��������ÙI�� �� ���Õ� ������ �� ��Ù��
G(p) Z �� ����H��

W (p)
��ÙI�� �� � ������ �� ��Ù�� H�Õ��vÙ�� G(p)G(p)∗ = W (p)W (p)∗

� �Ù� Ù���������� ������� ��� ����� ����Ù���� Z ���������� ���Ù� �
1
�� �Ù ������� ���������� Z � �ÙH��� �Ù ������������� �� Z + Z∗ � �Ù���� ��

G
� ������ Z � �Ù���� ��

Z(p)
s
=

[

A BZ

C 1
2DDT

]

ÙH��
BZ = QCT +BDT ��

Q
�� K�Ù�� ��� �� ����Ù��ÙI����� �� G Z ���� ���H��� ��H����� �Ù �Ù�Ù������Ù���� �� � ������I�� ���

G(p)
���� ��� Z + Z∗ = GG∗ �� ������� � ����� ���

W
������� �� ��Ù�� �Ù�Ù������� �Ù�

Qmin
H���vÙ�� �Ù ���Ù���� |Ø �l�} � yz� ���� Z � �Ù��z��Ù ��������� (ii)

�� �����z� � Ø �l�lZ ���� ÙH��� {
BZ − QminC

T = BW DT � .� H ���� ���� {
BW = B + (Q − Qmin)CT D−T

�� v�Ù��� ���
W (p)

s
=

[
A BW

C D

]

0���� �Ù � Ù�����
B

�� �Ù ���������Ù���� � ���Ù� ��
G

��H���� BW
�� �ÙÝ�� � ������ ��� �������ÙI��� �

� ü ü ����ÿ����	���� � �ÿ�	� 
���	
�� 	��� 
�ÿ� � 5 �	
����� �� �
�
��	��

ª� H� ��  ¡�¢¡£ �¤¥Ù¥¦§¤  ¨ ©£¥Ù¥ Ù  § ª¦£�  �
G(p) Z Z(p)

�¥
V (p) Z ¤§«  ¢§«H§¤  ª§¤ ¦Õ¨£¡�¡ ¬� ¥¡Ù¤ �¡¥ ª§¤ªÙ¥£¤£  «¦HÙ¤¥ §¡® £ ¨�

G Z Z Z V �¥ ¨ ©«¤ ¥¡Ù¤ �¡¥
Fc

{
[

Z(p) G(p)
V (p) Fc(p)

]

=

[
1
2DDT D

DT Fc(∞)

]

+

[
C
CV

]

(pI − A)−1
[

BV B
]

|Ø ¯l�}
�Ù¢¢�¬§¤  �«�  ¦

G(p)
� ¥ ¬�  �«¬ ¥¡Ù¤ �¡¥ ª§¤¤« Z Ù ¬§¡  BV = QCT + BDT Z ÙH�ª QK¡Ù®® ¦�¤ ¨� ª§®® Ù¤¨ÙI ¦¬¦¥£ ¨�

G
�¥

CV = D−1(C − BT
V P )

|
P

H£¡¦vÙ¤¥ |Ø ¯�}} ¯0¦
V (p)

� ¥ ® ¦¤¦®«® ¨� ¢�Ù � Ù¬§¡  ¬Ù ® Ù¥¡¦ª� ¨� ¥¡Ù¤ �¡¥
Fc(p)

¢§  z¨� ¬Ù ¢¡§¢¡¦£¥£¨ ©�¥¡� ¬Ù ¢Ù¡¥¦� ªÙ« Ù ¬� ¨« ¥¡Ù¤ �¡¥ Ù ¬¬Õ¢Ù  
V (jω)−∗G(jω)

¯ �¤ ���¥ Z ªÙ ¬ª« ¬§¤  V (p)∗Fc(p)
{

V (p)∗(Fc(p) − Fc(∞)) = (D + BT
V (−pI − AT )−1CT

V )CV (pI − A)−1B = . . .
. . .

|¨ ©Ù¢¡z  Ø ¯lx}
= DCV (pI − A)−1B + BT

V (−pI − AT )−1((−pI − AT )Pmin + . . .
. . . + Pmin(pI − A))(pI − A)−1B = . . .
. . . = (DCV + BT

V Pmin)(pI − A)−1B + BT
V (−pI − AT )−1PminB = . . .

. . . = G(p) + (−D + BT
V (−pI − AT )−1PminB)

�¤ ®«¬¥¦¢ ¬¦Ù¤¥ � KÙ«ª�� ¢Ù¡
V (p)−∗

|Ù¤¥¦ªÙ« Ù ¬} �¥ �¤ ¢¡�¤Ù¤¥ ¬Ù ¢Ù¡¥¦� ªÙ« Ù¬� ¨�  x®�®I¡�  Z ¦¬ H ¦�¤¥ {
Fc(p) − Fc(∞) = [V (jω)−∗G(jω)]+

s
=

[
A B
CV 0

] |Ø ¯l�}
²� ¥¡Ù¤ �¡¥

Fc(p) Z °¥£ ¨�  §¤ ¥�¡® � ¨¦¡�ª¥ Z ¢§  z¨� ¨§¤ª ¢¡§¢¡¦£¥£ ¨ ©�¥¡� ¬Ù ¢Ù¡¥¦�ªÙ« Ù ¬� ¨« ¥¡Ù¤ �¡¥ Ù ¬¬Õ¢Ù  
V (jω)−∗G(jω)

¯
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•r = 6

G6(p) =
39.98(p + 0.4071)(p2 + 0.1228p + 0.2181)(p2 + 0.0212p + 0.229)

(p2 + 9.997p + 25)(p2 + 0.48p + 0.06821)(p2 + 1.395p + 0.5152)²�  �¡¡�«¡  �¤ KÙ ¦¤ �¥ ®§¨«¬�   §¤¥ ¢¡£ �¤¥£�   «¡ ¬Ù vK«¡�  «¦HÙ¤¥� ¯
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] �^ _ t ¯l ` � ¡¡�«¡  «¡ ¬� KÙ ¦¤ | |G(jω)| − |G6(jω)| | �¥  «¡ ¬Ù ¢�Ù � feg(G(jω)) −feg(G6(jω))

•r = 5

G5(p) =
39.98(p2 + 0.05191p + 0.2222)(p2 + 0.07994p + 0.2271)

(p + 5.155)(p + 4.835)(p + 0.8093)(p2 + 0.6541p + 0.1077)
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•r = 6

G6(p) =
40(p + 0.2775)(p2 + 0.1184p + 0.2197)(p2 + 0.02382p + 0.2283)

(p + 5.193)(p + 4.803)(p + 0.6966)(p + 0.6109)(p2 + 0.4418p + 0.05668)
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yÙ¤  ª� ªÙ  Z ¬ ©�¡¡�«¡ G(jω) − G6(jω)
� ¥

σ2
6

Ù ¬¬Õ¢Ù   { |G(jω) − G6(jω)| = σ6

¯ ² ©Ù¢Õ¢¡§× ¦® Ù¥¦§¤ � ¥ §¢¥¦® Ù ¬� ¯
•r = 5
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²Ù ¡£¨«ª¥¦§¤ � ¬ ©§¡¨¡�
6
¨§¤¤� ¬¦�« � «¤ ®§¨z ¬� ¡£¨«¦¥ �×¥¡�®�®�¤¥ ¢¡§ª�� ¨« ®§¨z ¬�¦¤ ¦¥¦Ù ¬ ¯ �§®®� ¢§«¡ ¬Ù ¥¡§¤ªÙ¥«¡� £�«¦¬¦I¡£� Z ª�¥¥� ® £¥�§¨�  «¢¢¡¦® � ¬�  �«¬ ¢°¬� ¡£�¬ �«¦Ù ¬Ù ¢¡§¢¡¦£¥£ ¨ ©�¥¡� ¢¡§ª�� ¨ ©«¤ �£¡§ ¯ª ¬ ©§¡¨¡�

5 Z ¬�  ¥¡Ùª£  ¡£�«�¤¥¦�¬  ¨�
G(p)

�¥
G5(p)

 §¤¥ ¥§«1 §«¡  ¦¤¨¦ ª�¡¤ÙI ¬�  ¯�§®¢¥� ¥�¤« ¨� ¬Ù I§¡¤� Ù ¢¡¦§¡¦  «¡ ‖∆rel‖∞
¨§¤¤£� ¢Ù¡ ¬Ù ¡�¬Ù¥¦§¤ |� ¯l�} Z ¤§«  ª�§¦Õ ¦  §¤  ¨� ¥¡Ùª�¡ ¬�  �¡¡�«¡  �¤ ®§¨«¬� �¥ �¤ ¢�Ù � �«¦ §¤¥ ¬Ù ¢¡§¢¡¦£¥£ ¨� ¢§  £¨�¡ ¨� 

I§¡¤�   «¢£¡¦�«¡�  �¤ §¤ª¥¦§¤ ¨� ¬Ù I§¡¤�  «¡ ‖∆rel‖∞
{ ¡�¬Ù¥¦§¤  |x ¯� l} Z ¢ÙK� � l �¥ |x ¯�x} Z¢ÙK� �x ¯

• r = 6

G6(p) =
39.98(p + 0.3534)(p2 + 0.1154p + 0.2172)(p2 + 0.02491p + 0.2297)

(p + 5.151)(p + 4.839)(p2 + 1.339s + 0.4489)(p2 + 0.4852p + 0.06806)
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G(jω)

�¥
G6(jω)

• r = 5

G5(p) =
39.98(p2 + 0.1133p + 0.2171)(p2 + 0.02519p + 0.2298)

(p + 5.334)(p + 4.643)(p + 0.8569)(p2 + 0.6287p + 0.1009)
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1rad/s
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G(jω)
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G5(jω)

½ G¾GÃ GÃ Ç f�È?@ e?@fC8Ë ¶fÆ Ì ¶fÆ
• r = 6

G6(p) =
40(p + 0.2501)(p2 + 0.1151p + 0.2172)(p2 + 0.02496p + 0.2297)

p + 5.396)(p + 4.598)(p + 0.8068)(p + 0.4771)(p2 + 0.4479p + 0.05651)



#ÛÛ�$� É x�U

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
x 10

−3

pulsation (rad/s)

ga
in

 (
db

)

borne sup.
sur | |G|−|G

4
| | 

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

pulsation (rad/s)

ph
as

e 
(d

eg
)

borne supérieure sur l’erreur
en phase 

] �^ _ t ¯� ` � ¡¡�«¡  ¨� ®§¨«¬� | |G(jω)|dB − |G6(jω)|dB | �¥ ¨� ¢�Ù � |feg(G(jω)) −feg(G6(jω))| �¥ I§¡¤�   «¢£¡¦�«¡�  Ù  § ª¦£� 

• r = 5

G5(p) =
40.14(p2 + 0.1143p + 0.2164)(p2 + 0.02492p + 0.2299)

(p + 5.938)(p + 4.088)(p + 0.9307)(p2 + 0.5956p + 0.09521)
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²�  £�«Ù¥¦§¤  ¨� 0Ù ¦¤¥Õf�¤Ù¤¥  §¤¥ ¨¦ ª¡£¥¦ £�  ÙÏ�ª «¤ ¢Ù   ¢Ù¥¦Ù ¬
∆x Z �¥ «¤ ¢Ù ¥�®¢§¡�¬

∆t.
�¤¥¡� ¬�   �ª¥¦§¤ 

s∆x
�¥

(s + 1)∆x Z �¤ ¡�¢¡�¤Ù¤¥ ¬�  ¤§¥Ù¥¦§¤  Ï«�  ¨Ù¤ ¬Ù  �ª¥¦§¤ & ¯� Z §¤ Ù |vÐ«¡� � ¯l} {�¤¥¡� ¬�   �ª¥¦§¤ 
(s − 1)

�¥
s Z ¬�  ÏÙ¡¦Ù¥¦§¤  ¨� ª§¥�

δY
�¥ ¨� ¨£Ñ¦¥

δQ
 §¤¥ ¡�¬¦£� ¢Ù¡ {
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��¥¥� £ª¡¦¥«¡� ® Ù¥¡¦ª¦�¬¬� ¥¡Ù¨«¦¥ ¬�  £�«Ù¥¦§¤  ¨� ª§¤¥¦¤«¦¥£ �¥ ¨� ¨�¤Ù®¦�«� ¨� ¬ ©£ª§«Õ¬�® �¤¥ ¯ ² ©§Ñ¥�¤¥¦§¤ ¨� ª�¥¥� §¡® � � ¥ ®§¤¥¡£� ¨Ù¤  «� Ù ¬U�¬ ¯ ²�  ¨�«× ª§¤¨¦¥¦§¤  � ¬Ù¬¦® ¦¥� ¡Ù1 §«¥�¤¥ ¨�«× ¡�¬Ù¥¦§¤  Z �¥ ¨§¤¤�¤¥ ¨§¤ª «¤� §¡® � ªÙ¡¡£� Ù«× ® Ù¥¡¦ª� 
Aij

�¥
Bij
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δQ1 = δQV j
¨Ù¤  «¤ Ï�ª¥�«¡ ¨� ª§®® Ù¤¨� ¯ y � ® �®� Z� ¬Ù  �ª¥¦§¤ ¦ Z §¤ Ù ¦¥ ¢Ù  �¡

δQi = δQV j+1
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�& 	�
 �óÚó`ó&� Z �ó�� ¯«Ø§¤ó�¬ 0 ¯ Ø§¤¥ ¯ × �öÝ øîøëøò þ¡ | øíù | ù¡õîù¡ ¡õ úøü| ö¡ ëý ùø÷íúö¡úú ¡ î¡ú úÞúöïü ¡úýúú ¡ù}þú õ ø| öþü þúýöþøõ
H∞

¡ö ý|| ùøúÝ ¡ úÞü ÷øëþôí¡ î¡ ëý ñ øùü ¡ úöýõîýùî¯
��� ¥�� ¦  Z ¢¤¦Ï�¡ ¦¥£ �Ù¡¦  , . � ¡ Ù�Z Ø¡Ù¤ª� Z �óó� ¯
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«Ø0��¬ f ¯ Ø¡§® ¦§¤ Ù¤¨ t ¯ 0ª§¡¬�¥¥¦ ¯ ª ¥��§¡¦¥¦ªÙ¬ ¡Ù®��§¡¸ §¡ ÐÙ¦¤  ª��¨«¬¦¤Ð ¯ úú¡| ö¡î öø .¤¥�¡¤Ù¥¦§¤Ù ¬ %§«¡¤Ù¬ § �§Ñ« ¥ Ù¤¨ Ö§¤¬¦¤�Ù¡ �§¤¥¡§¬ Z ���� ¯«tª �Ú¬ � ¯ t¡��¤ Ù¤¨ ò ¯� ¯� ¯ ª¤¨�¡ §¤ ¯ s�� Ù¢¢¡§× ¦® Ù¥¦§¤ § ¢§��¡  ¢ �ª¥¡Ù Ñ�¢�Ù � ® Ù¥ª� ¦¤Ð ¯ .¤ � ùøú¡¡îþõòú øñ 20öÝ ÷øõñ ¡ù¡õ ú¡ øõ / ¡úþú þøõ ýõî ÷øõöùøëZ¢ÙÐ�  ����` ��ó� Z ª¥��¤  Z t¡��ª� Z �ó�Ú ¯«tª �ó¬ � ¯ t ¡��¤ Ù¤¨ ò ¯� ¯� ¯ ª¤¨�¡ §¤ ¯ � §¨�¬ ¡�¨«ª¥¦§¤ Ñ� ¢�Ù � ® Ù¥ª� ¦¤Ð ¯ × ýûöÝ ¡üýöþúú øñ ÷øõöùøëø Úþòõý ëú ýõî ÚÞúö¡üú Z � ����` �Ú� Z �ó�ó ¯«tª ó� ¬ �¯ tÙ� ¦¤�¥ Ù¤¨ � ¯ ª¢¸Ù¡¦Ù¤ ¯ ª ¬¦¤�Ù¡ ® Ù¥¡¦× ¦¤��«Ù ¬¦¥� Ù¢¢¡§Ùª� ¥§

H∞ª§¤¥¡§¬ ¯ êõö¡ùõýöþøõý ë �øíùõý ë øñ �ø÷íúö ýõî Ù øõ ëþõ ¡ýù ÷øõöùøëZ � ����`��� Z�óó� ¯«ttó�¬ �¯% ¯ t§¨¨Ù¡¨ Ù¤¨ · ¯ t ¬§Ï�¡ ¯ �§¤¥¡§¬¬�¡ Ù¢¢¡§× ¦® Ù¥¦§¤ � Ù¢¢¡§Ùª��  §¡¢¡� �¡Ï¦¤Ð
H∞

¢�¡§¡® Ù¤ª� ¯ êôôô Øùýõúýúöþøõú øõ í öøü ýöþú ÷øõöùøëZ�� 	&
 ����`�&� Z �óó� ¯«t%&ó¬ � ¯� ¯ t Ù¡�� Ù¤¨ � ¯0 ¯ %§�¤ §¤ ¯ ÷øü| í ö¡ùú ýõî êõöùýúöý÷þëþöÞ    �í þî¡ öøöÝ ¡ ØÝ ¡øùÞ øñ Ù� û÷øü| ë¡ö¡õ ¡úú¯ � ¯� ¯ Ø¡��® Ù¤ Ù¤¨ ª§®¢Ù¤�Z Ö �� �§¡¸ Z�ó&ó ¯«t²ó�¬ � ¯ t ¡��¤ Ù¤¨ � ¯% ¯Ö ¯ ² ¦® �Ñ��¡ ¯ � þõ ¡ýù �ø÷íúö ÷øõöùøë¯ � ¡�¤¥¦ª�Õ�Ù ¬¬ Z .¤ª ¯Z�¤Ð¬��§§¨ � ¬¦3   Z Ö �� %�¡ �� �&Ú�� Z �óó� ¯«t²��¬ � ¯ t�§¡Ð�  Ù¤¨ , ¯ ² ¦¥¡¦ª§ ¯ í öøü ýöþôí ¡ | øíù ëý ò ¡úöþøõ î¡ú ù¡úú øíùú¡ú¡õ ¡ýíZ ª�Ù¢¥�¡ �§®® Ù¤¨� ¨� ¨¦® �¤ ¦§¤  ¤¦� Z ¢ÙÐ�  ���` ��ó ¯ � �¡® �  Zª§¬¬�ª¥¦§¤ .�� Z ���� ¯«t¬§�� ¬ · ¯ t ¬§Ï�¡ ¯ ª ¬¬ §¢¥¦® Ù ¬ � Ù¤¸�¬Õ¤§¡® Ù¢¢¡§× ¦® Ù¥¦§¤  § ¬¦¤�Ù¡ ®«¬¥¦ÏÙÕ¡¦ÙÑ¬�  � ¥�®   Ù¤¨ ¥��¦¡
L∞Õ�¡¡§¡ Ñ§«¤¨  ¯ êõö¡ùõýöþøõý ë �øíùõý ë øñ ÷øõöùøëZ�ó 	Ú
 �����` ��ó� Z �ó�� ¯«t¬§�Ú¬ · ¯ t ¬§Ï�¡ ¯ �«¬¥¦¢ ¬¦ªÙ¥¦Ï� Ù¢¢¡§× ¦® Ù¥¦§¤ § ¬¦¤�Ù¡ ®«¬¥¦ÏÙ¡¦ÙÑ¬�  � ¥�®  � ¦¥�

L∞
�¡¡§¡ Ñ§«¤¨  ¯ � ùøú¡¡îþõòú øñ öÝ ¡ êôôô  ÷÷Z ¢ÙÐ�  �&��` �&�ó Z�ó�Ú ¯«t¬§�ó¬ · ¯ t ¬§Ï�¡ ¯ / ýöý öø × øî¡ëø �  ÷ &þë ë¡üú Z ª�Ù¢¥�¡ ª ¥«¥§¡¦Ù ¬ §¤ �Ù¤¸�¬Õ¤§¡®Ù¢¢¡§× ¦® Ù¥¦§¤ ¯ 0¢¡¦¤Ð�¡Õf�¡¬ÙÐ Z �ó�ó ¯«t²0óÚ¬ · ¯� ¯ t ¡¦Ð§¡¦Ù¨¦  Z % ¯ ² ¦« Z Ù¤¨ � ¯� ¯ 0¸�¬¥§¤ ¯
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� §¨�¬ � �¨«ªÕ¥¦§¤ Ï¦Ù ² ¦¤�Ù¡ � Ù¥¡¦× .¤��«Ù ¬¦¥¦�  ¯ .¤ � ùøú¡¡îþõòú øñ )0öÝ ÷øõñ ¡ù¡õ ú¡ øõ/ ¡úþú þøõ ýõî ÷øõöùøëZ ¢ÙÐ�  ����`���& Z ·§Ñ� Z %Ù¢Ù¤ Z �óóÚ ¯«t�ª�� �Ù¬ s ¯ fÙ¤ t� ¥�¬ Z ò ¯ � � � §§¡ Z ò ¯� ¯� ¯ ª¤¨�¡ §¤ Z Ù¤¨ � ¯ fÙ¤ �Ï�¡ ª��� ¯ � ¦ Õª«  ¦§¤ §¤ � 4 §¤ ¡��«�¤ª� ��¦Ð�¥�¨ ÑÙ ¬Ù¤ª�¨ ¥¡«¤ªÙ¥¦§¤ � �Ù¤¸�¬  ¦¤Ð«¬Ù¡ÏÙ ¬«�  Ù¤¨ �¡¡§¡ Ñ§«¤¨  4¯ ô íùø| ¡ýõ �øíùõý ë øñ ÷øõöùøëZ & 	Ú
 ��ó�` �ó� Z ���� ¯«t�ª�� �Ñ ¬ s ¯ fÙ¤ t� ¥�¬ Z ò ¯ � � � §§¡ Z ò ¯� ¯� ¯ ª¤¨�¡ §¤ Z Ù¤¨ �¯ fÙ¤ �Ï�¡ ª��� ¯ �¤¡��«�¤ª� ��¦Ð�¥�¨ ÑÙ ¬Ù¤ª�¨ ¥¡«¤ªÙ¥¦§¤ � � Ù¤¸�¬  ¦¤Ð«¬Ù¡ ÏÙ ¬«�  Ù¤¨ �¡¡§¡Ñ§«¤¨  ¯ ôíùø| ¡ýõ �øíùõý ë øñ ÷øõöùøëZ & 	Ú
 ����` �ó� Z ��� � ¯«tÖ ó�¬ �¯ t Ù� ¦¤�¥ Ù¤¨ ª ¯ Ö �® ¦¡§Ï ¸ ¦¦ ¯ �× ê �ý÷ õ  � ýúÜýò ¡ ñ øù × ýõþ| íëýöþõò ýõîÚ øë}þõò �× êú¯ .Ö� .ª Z �óó� ¯«t�ª ó&¬ ² ¯ � ¬ t�Ù§«¦ Z Ø ¯ �« ¥¡�Z Ù¤¨ � ¯ ª ¦¥�Ù®¦¯ ª ª§¤� ª§®¢¬�® �¤¥Ù¡� ¬¦¤�ÙÕ¡¦�Ù¥¦§¤ Ù ¬Ð§¡¦¥�® §¡  ¥Ù¥¦ª §«¥¢«¥Õ��¨ÑÙª¸ Ù¤¨ ¡�¬Ù¥�¨ ¢¡§Ñ¬�®   ¯ êôôôØùýõúýúöþøõú øõ í öøü ýöþú ÷øõöùøëZ �� 	�
 ��`Ú Z �óó& ¯«t¡���Ù¬ � ¯ t¡��¤ ¯ òÙ ¬Ù¤ª�¨  ¥§ª�Ù ¥¦ª ¡�Ù ¬¦�Ù¥¦§¤  ¯ �øíùõý ë øñ � þõ ¡ýù  ëò ¡÷ùý ýõîþöú || ëþúýöþøõú Z ó� �� ��` ��& Z �ó�� ¯«t¡���Ñ ¬ � ¯ t ¡��¤ ¯ ª ¡�¬Ù¥¦Ï� �¡¡§¡ Ñ§«¤¨ §¡ ÑÙ ¬Ù¤ª�¨  ¥§ª�Ù ¥¦ª ¥¡«¤ªÙ¥¦§¤ ¯ êôôôØùýõúýúöþøõú øõ í öøü ýöþú ÷øõöùøëZ �� 	��
 �óÚ �`óÚ� Z �ó�� ¯
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H∞
®§¨�¬ ¡�¨«ª¥¦§¤ Ï¦Ù ¬¦¤�Ù¡ ® Ù¥¡¦× ¦¤��«ÙÕ¬¦¥¦�  � ª§¤¥¦¤«§«  Ù¤¨ ¨¦ ª¡�¥�Õ¥¦® � ªÙ �  ¯ ÚÞúö¡üú ýõî ÷øõöùøë �¡öö¡ùú Z�Ú ����`��� Z �óó� ¯«t«ó�¬ t«§× ¦Ù¤Ð t« ¯ � §¨�¬ ¡�¨«ª¥¦§¤ � ¦¥� ¡�¬Ù¥¦Ï�*®«¬¥¦¢ ¬¦ªÙ¥¦Ï� �¡¡§¡ Ñ§«¤¨ Ù¤¨ ¡�¬Ù¥¦§¤  ¥§ ª§¤¥¡§¬¬�¡ ¡�¨«ª¥¦§¤ ¯ êôôô Øùýõúýúöþøõú øõ í öøü ýöþú÷øõöùøëZ �� 	�
 ���&�` ���� Z �óó� ¯«� Ù¬ó�¬ � ¯ � Ù¬�Ï ¦ ¯ Ø¡��«�¤ª� ��¦Ð�¥�¨ ®§¨�¬ ¡�¨«ª¥¦§¤ Ï ¦Ù §¢¥¦® Ù ¬ ¢¡§1 �ª¥¦§¤ ¯êôôô Øùýõúýúöþøõú øõ í öøü ýöþú ÷øõöùøëZ �& 	��
 ����&` ���� Z �óó� ¯«� �¬ó�¬ ª ¯ � �¬® �¡  §¤ ¯ � §¨�¬ ¡�¨«ª¥¦§¤ « ¦¤Ð ²� .  ¯ .¤ ))th ÷øõñ   øõ / ¡úþú þøõ ýõî÷øõöùøëZ Ï§¬«®� � Z ¢ÙÐ�  ���&`���� Z ²Ù¸� ò«�¤Ù Ï¦ ¥Ù Z Ø ¬§¡¦¨Ù Z  �¢¥�®Ñ¡��óó� ¯«�%��Ù¬ � ¯ �Ù¡ �ÙÏÙ¡¨�Ù¤Ù Ù¤¨ � ¯ª ¯ %§¤ª¸���¡� ¯ 0¢ �ª¥¡Ù ¬ Ùª¥§¡ ¡�¨«ª¥¦§¤ Ñ� ¢�Ù �® Ù¥ª� ¦¤Ð � ¥�� ª§¤¥¦¤«§« Õ¥¦® �  ¦¤Ð¬�Õ ¦¤¢«¥  ¦¤Ð¬�Õ§«¥¢«¥ ªÙ � ¯ êõö¡ùõýöþøûõý ë � øíùõý ë øñ ÷øõöùøëZ �� 	�
 ���`Ú� Z �ó�� ¯«�%��Ñ ¬ � ¯ª ¯ �§¡¤ Ù¤¨ � ¯� ¯ %§�¤ §¤ ¯ × ýöùþì õý ëÞúþú ¯ .0òÖ �Õ���Õ����ÚÕ� ¯ �Ù® ÕÑ¡¦¨Ð� ¢¤¦Ï�¡ ¦¥� ¢¡�   Z �ó�� ¯«�%0�� ¬ � ¯ �Ù¡ �ÙÏÙ¡¨�Ù¤Ù Z � ¯ª ¯ %§¤ª¸���¡� Z Ù¤¨ ² ¯� ¯ 0¦¬Ï�¡® Ù¤ ¯ 0¥§ª�Ù ¥¦ª ÑÙÕ¬Ù¤ª¦¤Ð Ù¤¨ Ù¢¢¡§× ¦® Ù¥¦§¤Õ ¥ÙÑ¦¬¦¥� Ù¤¨ ® ¦¤¦® Ù¬¦¥�¯ êôôô Øùýõúýúöþøõú øõ í öøü ýöþú ÷øõöùøëZ �ó 	�
 �&��` &�Ú Z �ó�� ¯«.0ó�¬ s ¯ .�Ù Ù¸ ¦ Ù¤¨ � ¯� ¯ 0¸�¬¥§¤ ¯ s�� ,� Õª�¤¥�¡¦¤Ð Ù ¬Ð§¡¦¥�® §¡ ¥�� ¨«Ù¬²� . ¢¡§Ñ¬�® � Ù ¤�� Ù¢¢¡§Ùª� ¥§  ×�¨Õ§¡¨�¡ ª§¤¥¡§¬ ¨� ¦Ð¤ ¯ êõö¡ùõýöþøõý ë�øíùõý ë øñ ÷øõöùøëZ Ú� 	Ú
 ����&` ��&� Z �óó� ¯«%���¬ � ¯ª ¯ %§¤ª¸���¡� Ù¤¨ % ¯� ¯ � �¬¥§¤ ¯ �§��¡ 0¢�ª¥¡«® � �¨«ª¥¦§¤ Ñ� �¢¥¦® Ù ¬� Ù¤¸�¬ Ö§¡® ª¢¢¡§× ¦® Ù¥¦§¤ § ¥�� ��Ù � § ¥�� �«¥�¡ 0¢�ª¥¡Ù¬ ØÙª¥§¡ ¯êôôô Øùýõúýúöþøõú øõ í öøü ýöþú ÷øõöùøëZ �� 	��
 ���ó�` ��� � Z �ó�� ¯«%²�&¬ � ¯ %§¤ª¸���¡� Ù¤¨ � ¯ ² ¦ ¯

L∞
�¡¡§¡ Ñ§«¤¨ §¡ ¥�� ¢�Ù � ® Ù¥ª� ¦¤Ð Ù¢¢¡§× ¦Õ® Ù¥¦§¤ 	¥�� §¤�Õ ¥�¢ÕÙ¥ÕÙÕ¥¦® � �Ù¤¸�¬ ¤§¡® ®§¨�¬ ¡�¨«ª¥¦§¤ Ï�¡ ¦§¤ 
 ¯ êõûö¡ùõýöþøõý ë �øíùõý ë øñ ÷øõöùøëZ �Ú 	�
 �����` ���� Z �ó�& ¯«·ÙÑ��¬ � ¯s ¯ ·ÙÑÙ®ÑÙ ¯ òÙ ¬Ù¤ª�¨ §¡®   � �Ù¤§¤¦ª¦¥� Ù¤¨ ¢Ù¡Ù®�¥�¡¦�Ù¥¦§¤ ¯ êôôôØùýõúýúöþøõú øõ  í öøü ýöþú ÷øõöùøëZ ª� Õ�� 	��
 ����Ú` ���ó Z �ó�� ¯«·ª� ó�Ù¬ 0 ¯� ¯ · ¦® Z ò ¯� ¯� ¯ ª¤¨�¡ §¤ Z Ù¤¨ ª ¯t ¯ � Ù¨¦�Ï ¸ ¦ ¯ � ¡¡§¡ Ñ§«¤¨ §¡ ¥¡Ù¤ Õ�¡ «¤ª¥¦§¤ §¡¨�¡ ¡�¨«ª¥¦§¤ « ¦¤Ð ¡��«�¤ª� ��¦Ð�¥�¨ ÑÙ ¬Ù¤ª�¨ ¥¡«¤ªÙ¥¦§¤ ¯ÚÞúö¡üú ýõî ÷øõöùøë �¡öö¡ùú Z �� 	�
 ����` �ó� Z �óó� ¯«·ª� ó�Ñ ¬ 0 ¯� ¯ · ¦® Z ò ¯� ¯� ¯ ª¤¨�¡ §¤ Z Ù¤¨ ª ¯t ¯ � Ù¨¦�Ï ¸ ¦ ¯ �«¬¥¦¢ ¬¦ªÙ¥¦Ï� Ù¢¢¡§× ¦Õ® Ù¥¦§¤ § ¥¡Ù¤ �¡ «¤ª¥¦§¤  � ¦¥� ¡��«�¤ª� ��¦Ð�¥¦¤Ð ¯ ÚÞúö¡üú ýõî ÷øõöùøë�¡öö¡ùú Z �� 	�
 ��óó`��� Z �óó� ¯«·òó�¬ � ¯ ·ÙÏ¡Ù¤§

ğ
¬« Ù¤¨ � ¯ ò�¥¥Ù��Ñ ¯ ��Ù¡Ùª¥�¡¦�Ù¥¦§¤ § ¥��  §¬«¥¦§¤ ¥§ ¥��§¢¥¦® Ù ¬

H∞
®§¨�¬ ¡�¨«ª¥¦§¤ ¢¡§Ñ¬�® ¯ ÚÞúö¡üú ýõî ÷øõöùøë �¡öö¡ùú Z �� �óó`��& Z �óó� ¯«·²� ó�¬ · ¯t ¬§Ï�¡ Z � ¯% ¯Ö ¯ ² ¦® �Ñ��¡ Z Ù¤¨ � ¯0 ¯ �«¤Ð ¯ ª  ¥¡«ª¥«¡�¨ Ù¢¢¡§× ¦® Ù¥¦§¤¢¡§Ñ¬�® � ¦¥� Ù¢¢¬¦ªÙ¥¦§¤  ¥§ ¡��«�¤ª� ��¦Ð�¥�¨ ®§¨�¬ ¡�¨«ª¥¦§¤ ¯ êôôôØùýõúýúöþøõú øõ  í öøü ýöþú ÷øõöùøëZ �& 	�
 ���&`�Ú� Z �óó� ¯«·�0&Ú¬ � ¯f ¯ ·§¸§¥§Ï¦ª Z � ¯� ¯ � ©� Ù ¬¬��Z Ù¤¨ �¯ 0Ù¤¤«¥¦ ¯ 0¦¤Ð«¬Ù¡ ¢ �¡¥«¡ÑÙ¥¦§¤  Ù¤¨§¡¨�¡ ¡�¨«ª¥¦§¤ ¦¤ ª§¤¥¡§¬ ¥��§¡�Õª¤ §Ï�¡Ï¦�� ¯ í öøü ýöþúýZ �� ����` ��� Z�ó&Ú ¯«²ª ��¬ t ¯ª ¯ ²Ù¥�Ù® Ù¤¨ ò ¯� ¯� ¯ ª¤ �¡ §¤ ¯ Ø¡��«�¤ª�Õ��¦Ð�¥�¨ §¢¥¦® Ù¬ �Ù¤¸�¬¤§¡® Ù¢¢¡§× ¦® Ù¥¦§¤ §  ¥ÙÑ¬� ¥¡Ù¤ �¡¥ «¤ª¥¦§¤  ¯ ÚÞúö¡üú ýõî ÷øõöùøë�¡öö¡ùú Z � 	�
 ���ó` ��� Z �ó�� ¯
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«²ª �ó¬ � ¯ ² ¦« Ù¤¨ ò ¯� ¯� ¯ ª¤¨�¡ §¤ ¯ 0¦¤Ð«¬Ù¡ ¢ �¡¥«¡ÑÙ¥¦§¤ Ù¢¢¡§× ¦® Ù¥¦§¤ § ÑÙÕ¬Ù¤ª�¨  �  ¥�®   ¯ � ùøú¡¡îþõòú øñ öÝ ¡ 2�öÝ úøõñ ¡ù¡õ ú¡ øõ î¡úþú þøõ ýõî úøõöùøëøØýü|ýZ ¢ÙÐ�  ����` ��Ú� Z �ó�ó ¯«²ò��¬ � ¯· ¯ ² ¦¤¨¤�¡ Ù¤¨ % ¯ òÙÑ�¤¨¡�¦�¡ ¯ ª s¡Ù1 �ª¥§¡� ª¤Ù¬� ¦  § Ö �Ù¡ ª ÐÐ¡�ÐÙÕ¥¦§¤ ¯ êôôô Øùýõúýúöþøõú øõ í öøü ýöþú ÷øõöùøëZ �� 	�
 ��&�`�&& Z �ó�� ¯«²�ó�¬ � ¯ª ¯ ² ¦¤ Ù¤¨ s ¯� ¯ �� ¦« ¯ � §¨�¬ � �¨«ª¥¦§¤ Ï¦Ù Ø¡��«�¤ª� ��¦Ð�¥�¨ òÙÕ¬Ù¤ª�¨ � �Ù ¬¦�Ù¥¦§¤ ¯ ÷øõöùøëû ØÝ ¡øùÞ ýõî î}ýõ ú¡î Ø¡úÝõøëøòÞ Z � ��� �`��� Z�óó� ¯«²Ø��Ù¬ , ¯ ² ¦¥¡¦ª§ Ù¤¨ f ¯ Ø¡§® ¦§¤ ¯ ªÑ§«¥ §¢¥¦® Ù¬ ¢ �¡§¡® Ù¤ª� Ù¤¨ Ù¢¢¡§× ¦® Ù¥¦§¤§ §¢ �¤Õª�Ù¤¤�¬ ��¨¡Ù«¬¦ª  � ¥�®   ¯ .¤ + 5th ÷øõñ   øõ / ¡úþú þøõ ýõî ÷øõöùøëZ¢ÙÐ�  ����`���Ú Z � ¡¬Ù¤¨§ Z ��� � ¯«²Ø��Ñ ¬ , ¯ ² ¦¥¡¦ª§ Ù¤¨ f ¯ Ø¡§® ¦§¤ ¯ .¤ ¤¦¥� ¨¦® �¤ ¦§¤Ù ¬ ® §¨�¬¬¦¤Ð § §¢ �¤Õª�Ù¤¤�¬��¨¡Ù«¬¦ª  �  ¥�®   §¡ ª§¤¥¡§¬ ¢«¡¢§ �  ¯ .¤ + #th ÷øõñ   øõ / ¡úþú þøõ ýõî÷øõöùøëø �ýú 6¡òýú Z ��� � ¯«²�óÚ¬ ª ¯ ² ¦¤¨�«¦ ¥ Ù¤¨ t ¯ � ¦ªª¦ ¯ �Ù¤§¤¦ªÙ ¬ ª§¡¡�¬Ù¥¦§¤ Ù¤Ù ¬� ¦  Z Ù¢¢¡§× ¦® Ù¥� ª§ÕÏÙ¡¦Ù¤ª� �×¥�¤ ¦§¤ Z Ù¤¨ ¦¨�¤¥¦ ªÙ¥¦§¤ §  ¥Ù¥¦§¤Ù¡� ¥¦® �  �¡¦�  ¯  í öøü ýöþúýZ�� �&�ó`&�� Z �óóÚ ¯«� Ù ¬ó�¬ �¯� ¯ � Ù ¬Ù¥�¡¡� ¯ × øî�ëþúýöþøõ ýõý ëÞú ¡ ¡ö úøüüýõî¡ ø| öþü ý ë¡ � 7� î ðíõ úýûõý ë î ðþùùþòýöþøõ¯ ��� ¥�� ¦  Z �8�ªt98Ø*²ªª 0 	�Ö90
*8Öt98Ø Z �óó� ¯«� Ù ¬ó�¬ �¯Õ� ¯ � Ù ¬Ù¥�¡¡� ¯ ²Ù ¡£Ð«¬Ù¥¦§¤ ¨�  ªÙ¤Ù«× ¨ ©¦¡¡¦ÐÙ¥¦§¤ � ªÙ¡ª¥£¡¦ Ù¥¦§¤ �¥ª¬Ù  ¦ ªÙ¥¦§¤ ¯ �ý : øí þë ë; ! ëýõ úÝ ;Z �*Ú ��&`<� Z �óó� ¯«� Ù ¬ó�¬ �¯� ¯ � Ù ¬Ù¥�¡¡� ¯ � .²�s8 � ² ¦¤�Ù¡ 1«Ù¨¡Ù¥¦ª �¢¥¦® Ù ¬ �§¤¥¡§¬¬�¡ §¡ .¡Õ¡¦ÐÙ¥¦§¤ �Ù¤Ù ¬  ¯  Ú ÷ô � øíùõý ë øñ êùùþòýöþøõ ýõî /ùýþõýò ; ôõò þõ ;;ùþõò Z��� 	�
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^_`a¸ _ b· ¹c def`·
ghi j klmnhi lh iopqrmih lh pkjsthuv ioiqmj hi wxkjjh nhi xypyuv l z{tt{|yq{kp } ikpq lhl{j hpi{kp {puq{nhj hpq {j~ktqypqh xyt ksqhpui ~yt l{ixt�q{iyq{kp l z��uyq{kpi yuv l�t{��hi ~yt�q{hnnhi �g zks� hxq{� hiq {x{ lh ~tk~ kiht uph j �qrklh lh t�luxq{kp lu jklmnh lu ioiqmj h � xkjj yplht ~ kutny iopqrmih l zup xktthxqhut H∞

hp ~thpypq hp xkj~qh nh xyr{ht lhi xryt|hi � gy �ktj yn{iyq{kplu ~tksnmj h ~u{i ny �ktjunyq{kp lh iy iknuq{kp ~yt nhi kuq{ni lh n zy~~tkxrh g� � pkui j mphpq �
xkp� hxqutht w�� } l{� x{nh ny t�iknuq{kp wk~q{j ynh} lh xh ~tksnmj h � � ypi xh xylth � nhi j �qrklhihv{iqypqhi s{hp �uh ikui�k~q{j ynhi ~ kiimlhpq up {pq�t�q ~tyq{�uh j y� hut � �kui j kpqtkpi �uh nyjunq{~ n{x{q� lh xhi j �qrklhi ih tyj mph � n zuq{n{iyq{kp lh lhuv qhxrp{�uhi � qtkpxyquth ��u{n{st�hhq j {p{j {iyq{kp lh ny pktj h lh �yp�hn � �ph y~~tkxrh l{thxqh lu ~tks nmj h hiq hpiu{qh ~tk~ ki�hhp ih syiypq iut nhi kuq{ni lh ny tksuiqhiih �g z{pq�t�q lh pkqth y~~tkxrh hiq {nnuiqt� ~yt ny iopqrmih lh xkjj yplhi junq{�yt{ysnhi lh xypyuvl z{tt{|yq{kp � ks� hq lh ny xknnys ktyq{kp hpqth nh g��� n z���� hq nh �������� hq xylth lh xhqqhqrmih � gy iopqrmih hiq syi�h iut ny j {p{j {iyq{kp l zup xt{qmth H∞

junq{�yt{ysnh qtylu{iypq up
xyr{ht lhi xryt|hi qo~ {�uh wl�xku~ny|h � hqx �} � gy j {ih hp �u�th lhi j �qrklhi lh t�luxq{kp lhj klmnhi iut nh j klmnh lh iopqrmih hq iut nh xktthxqhut ~ htj hq l zksqhp{t up xktthxqhut l zktltht�lu{q w�} ~ kut up j klmnh {p {q{yn l zktlth �� � yiiutypq nhi j �j hi i~ �x{�xyq{kpi �uh nh xktthxqhutl zktlth ~nh{p �� � ¡¢£¤¥¡ � xkjj yplh tksuiqh junq{�yt{ysnh � xypyuv l z{tt{|yq{kp � t�luxq{kp lh j klmnhi � k~q{�j {iyq{kp g� � �
¦§`d¨c©d ª« de· de·`¬`
®�¯ ¯�°±¤ ®±°²£ ³�´  � ®�µ²¡  £�´ ®�¤¶ ·¸¸¤³£¹ ³�´  � ³®®³º¹ ³�´ £¹´¹¤¡ £�´ ®�¤

�hi{|p j klhni k� j ypo ioiqhj i wyi {tt{|yq{kp xypyni} yth upphxhiiyt{no r{|r l{j hpi{kpyn yi ks�qy{phl so l{ixthq{»{p| ~ytq{yn l{¼hthpq{yn h�uyq{kpi ��p ktlht qk lhi{|p
H∞

xkpqtknnht � kut ~ut~ kih {i qk ~tk~ kih y j klhn thluxq{kp ~tkxhii �kt qrh~nypq ½r{xr hv~n{x{qno xkpi{lhti xkpqtkn i~ hx{�xyq{kpi � ¾o {p�hiq{|yq{p| ~tksnhj �ktj yn{iyq{kpypl qrh �ktjunyq{kp k� {qi iknuq{kp ui{p| qrh g� � y~~tkyxr � ½h xkp� hxquth w�� } rytlphii k� qrhwk~q{j yn} ~tksnhj thiknuq{kp � � i y xkpih�uhpxh � h�hp {� hv {iq{p| j hqrkli yth ius�k~q{j yn � qrh{t~tyxq{xyn {pqhthiq {i iqtkp| luh qk qrh{t xkj~uqyq{kpyn h� x{hpxo� �p qr{i qrhi{i � qrhih puj htkuij hqrkli yth up{�hl ui{p| q½k qhxrp{xyn y~~tkyxrhi � synypxhl qtupxyq{kp ypl �yp�hn pktj j {�p{j {»yq{kp � �utqrhtj kth � ½h ~tk~ kih y l{thxq iknuq{kp k� qrh ~tksnhj syihl kp qrh tksuiqphii
ypynoi{i �tyj h½kt� �¿rh {pqhthiq k� kut y~~tkyxr {i {nnuiqtyqhl ½ {qr qrh lhi{|p k� junq{�yt{ysnh xkpqtknnhti �kt {t�t{|yq{kp xypyni � ¿r{i y~~n{xyq{kp {i qrh ~ut~ kih k� y xknnys ktyq{kp s hq½hhp g��� ���� ypl�������� ½r{xr {pxnulhi qr{i qrhi{i � �kpqtknnht {i lhi{|phl so j {p{j {»{p| y junq{�yt{ysnh
H∞

xt{qht{kp ½rhth qo~{xyn i~ hx{�xyq{kpi wyi lhxku~n{p| � hqx} yth hv~n{x{qno xkpi{lhthl � ¾o y~�~no{p| j klhn thluxq{kp j hqrkli kp qrh lhi{|p j klhn ypl kp qrh xkpqtknnht � y nk½ ktlht xkpqtknnhtw�} �kt yp {p{q{yn lhi{|p j klhn k� ktlht �� � hpiut{p| �unn ktlht xkpqtknnht ~ ht�ktj ypxh � {i ksqy{phl �À±ÁÂ�®°¡ Ã junq{�yt{ysnh tksuiq xkpqtkn � {tt{|yq{kp xypyni � j klhn thluxq{kp � g� � k~q{j {»yq{kp �
Ä ³¡£³¸ ¤³´± Ã �uqkj yq{�uh
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