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RESUME.L'automatique fréquentielle classique connait une forte évolution avec I'émergence
d’'outils de Conception Assistée par Ordinateur basés sur I'optimisation convexe comme alter-
native au réglage a la main d’asservissements a partir de tracés graphiques. Les bénéfices sont
importants : exploration rapide des compromis d’un cahier des charges, commande multiva-
riable, analyse fine des effets d’'incertitudes, etc. Cette évolution n’est pas le fruit du hasard :
elle estI'aboutissement de la formalisation rigoureuse des concepts classiques de I'automatique
fréquentielle. Ces travaux qui se sont principalement concentrés sur les systémes linéaires sta-
tionnaires avec I'approché{,, sont en cours de généralisation aux systéemes non linéaires a
travers I'utilisation de la norme incrémentale. L'objectif de cet article est d’évoquer de fagon
informelle les différents aspects de cette mutation (version longue disponible dans [SCO 02]).

ABSTRACTRecently, a strong evolution occurs in the feedback control using frequency domain
approach. Computer Aided Design tools involving optimisation emerges as an alternative to
traditional tuning based on frequency diagrams as Bode, Black and so one. Benefits are im-
pressive: direct investigation of possible trade-offs, precise analysis of uncertainty effects and
so one. This evolution does not happen by chance: it is the result of a rigorous formulation
of classical concepts of automatic control. These results mainly focus on linear time invariant
systems with the so calldd.. approach: its extension to nonlinear systems is under progress
with the incremental norm approach. This paper purpose is to illustrate different aspects of this
evolution in a non formal way (the long version available in [SCO 02]).

MOTS-CLES :automatique fréquentielle, robustesse, commafdg, ;. analyse, optimisation
LMI, analyse non linéaire, séquencement de gains.
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1. Introduction

Les applications industrielles sont plus que jamais au coeur des enjeux actuels
de l'automatique. Ce renouveau est lié & 'augmentation constante des exigences de
qualité et de performance des systemes asservis et I'exigence de plus en plus forte
du “meilleur compromis”. Les cahiers des charges d’asservissements industriels sont
de plus en plus complexes et serrés. Tout cela a pour conséquence dans bien des cas
d’invalider I'hypothése de linéarité : les effets non linéaires des systémes ne sont plus
négligeables, ou méme s'ils le sont, des correcteurs non linéaires sont souvent néces-
saires pour satisfaire aux exigences de performance. Enfin, il faut prendre en compte
dans le processus de syntheése I'évolution ou I'ajustement permanent du cahier des
charges. Face a cela, 'automatique fréquentielle apparait comme un outil incontour-
nable, méme si les outils classiques, généralement basés sur des critéres graphiques et
développés des années 30 aux années 60 ne sont pas adaptés pour traiter de problémes
aussi complexes. L'automatique fréquentielle a subi une profonde mutation depuis le
début des années 80, ce qui se traduit par une activité de recherche tres dynamique
dans ce domaine. Le moteur de cette mutation est I'optimisation. L'optimisation a
remplacé I'utilisation des criteres graphiques qui ont permis, par leur simplicité, de
populariser 'automatique fréquentielle. L'idée essentielle de cette nouvelle approche,
et sans aucun conteste son succes actuel, est avant tout liée au fait qu’elle s’appuie sur
les principes qui ont fait le succes de I'approche classique tout en I'étendant a I'en-
semble des classes de systemes usuellement considérés par les ingénieurs. L'objectif
de ce papier est de montrer que, sous la forme de logiciels de conception assistée par
ordinateurs, des outils basés principalement sur I'optimisation, étendant largement les
criteres graphiques tout en gardant leur simplicité, sont en cours de développement.
Leur ambition est d'aborder les enjeux industriels actuels.

2. Automatique fréquentielle : un peu d’histoire

Face a ces défis, 'automatique fréquentielle apparait comme un outil incontour-
nable. Lautomatique fréquentielle est une branche importante de I'automatique en
tant que science de I'ingénieur, qui est trés ancienne puisque ces origines remontent
aux années 30.

Automatique fréquentielle classique.Des années 30 aux années 50, se déve-
loppa 'automatique fréquentielle “classique” : on peut citer, par exemple, les travaux
de Black [BLA 34], Nyquist [NYQ 32], Bode [BOD 45], Horowitz [HOR 63]. Cela
correspond grossiérement a ce qui est couramment enseigné lors de la formation ini-
tiale des ingénieurs. C’est assez paradoxal quand on sait qu’elle se base sur la théorie
des fonctions d'une variable complexe, une théorie trés profonde et subtile qu'on ne
peut pas demander aux ingénieurs de maitriser. En fait, le succes de I'automatique fré-
quentielle est lié au développement d’outils de mise en ceuvre que I'on peut appliquer
sans maitriser la théorie des fonctions d’une variable complexe. Il s’agit d’outils utili-
sant des criteres graphiques basés sur des représentations fréquentielles (diagrammes
de Bode, Black, Nyquist) et nécessitant la manipulation de schéma-blocs (préférés
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a la manipulation d’équations). Le réglage d’'asservissement de systémes, en général
monovariables, se fait “a la main” avec un fort recours au savoir-faire. Dés les ori-
gines, les avantages de la boucle de rétroaction (rejet de perturbations non mesurées
et robustesse) ont été mis en avant.

Approche entrée/sortie. Trés tot (dans les années 60/70), I'extension de I'ana-
lyse de la stabilité des systémes bouclés développée en automatique fréquentielle, des
systemes linéaires stationnaires aux systémes non linéaires non stationnaires est en-
treprise : on peut citer les travaux de Sandberg [SAN 65], Zames [ZAM 60, ZAM 66]

, Safonov [SAF 80]. Elle est basée sur la théorie des opérateurs. Face au succes des
outils de l'automatique classique, la motivation est d’offrir aux ingénieurs des outils
équivalents mais pour les systémes non linéaires. Beaucoup de résultats d’ordre en gé-
néral théorique sont obtenus, avec, dans quelques cas, des outils (toujours graphiques)
accessibles a I'ingénieur : voir, par exemple, le critére du cercle ou le critére de Popov.
Cet axe de recherche décline a la fin des années 70, peut-étre a cause de la difficulté a
obtenir des outils accessibles alors que c’était une des motivations de départ.

Théorie de la robustessel.es années 80 ont vu émerger une théorie de la robus-
tesse des systémes linéaires stationnaires a partir des résultats de I'analyse des sys-
temes non linéaires par I'approche entrée sortie (comme par exemple le théoréme du
petit gain ou le lemme de Kalman Yakubovich Popov). Evoquée par Zames en 1966
[ZAM 66] : “One of the broader implications of the theory here concerns the use of
functional analysis for the study of poorly defined systems. It seems possible, from
only coarse information about a system, and perhaps even without knowing details
of internal structure, to make useful assessments of quantitative behdeité"par
Safonov [SAF 80]), il faudra attendre la fin des années 70 et le début des années 80
pour que cette idée soit véritablement exploitée (Safonov [SAF 80]). L'accent est alors
mis sur I'analyse de la robustesse des systémes linéaires stationnaires multivariables
[ZAM 81, DOY 81, SAF 81b] donnant naissance alanalyse [DOY 82b]%,,, ana-
lysis [SAF 82]). Cette avancée s’est basée sur un cadre mathématique rigoureux. Ce
qui est remarquable, c’est qu'au-dela de la formalisation des spécifications de robus-
tesse, ce cadre propose aussi une formalisation pertinente des spécifications de per-
formance (proposée par Zames [ZAM 81]), formalisation respectant les concepts de
base de 'automatique fréquentielle classiq@est cette formalisation qui est a I'ori-
gine de I'approchéd ... Elle doit son nom & I'utilisation de la nornmié.. (pondérée).

Dans cette approche, la synthése de la loi de commande est obtenue par la résolution
d’'un probleme d’optimisation ouvrant la voie a I'utilisation d’outils de conception as-
sistée par ordinateur en automatique fréquentielle, en complément (voire parfois en
remplacement pour des problémes pratiquement inaccessibles aux outils classiques)
du “réglage a la main” de l'automatique classique. Dans cette approche, le cahier des
charges est placé au centre : comment régler I'asservissement d’un systéme multiva-
riable de facon a remplir un cahier des charges ? Quels sont les compromis entre les
différentes spécifications ?

1. La limitation fondamentale de I'automatique fréquentielle classique est liée a I'absence d’'une
formalisation rigoureuse du cahier des charges.
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Optimisation convexe et informatique.Un outil de conception assistée ne peut
étre intéressant que dans la mesure ou I'algorithme de synthése est efficace. Au dé-
but des années 90, I'optimisation convexe, notamment I'optimisation convexe sous
contraintes LMI (Linear Matrix Inequality), s’est fortement développée du fait de I'in-
térét de ces problemes d’optimisation en automatique [BOY 94], des forts progrées au
niveau de leur résolution [NES 93] et de la puissance de calcul de plus en plus impor-
tante pour un codt de plus en plus faible. Nous verrons dans le fil de ce papier que
cette classe de problemes d’optimisation occupe une place centrale dans les avancées
récentes (postérieures aux années 80) de I'automatique fréquentielle, comparable a
celle des criteres graphiques dans I'automatique fréquentielle classique. Le premier
apport important de I'informatique a I'automatique fréquentielle a été la possibilité
d’'obtenir rapidement des tracés graphiques. Avec I'optimisation convexe, apparait le
second progrés important : synthése rapide de lois de commande en mettant a profit la
puissance de calcul disponible.

Approche entrée/sortie : le retour. Grace a I'émergence de I'optimisation LMI,
on est devenu capable de mettre en ceuvre un grand nombre des résultats de I'analyse
entrée/sortie de la stabilité des systémes non linéaires. Par suite, les travaux des années
60/70 ont été repris vers le milieu des années 90 (voir par exemple des travaux de
Megretsky [MEG 97]).

Commande robuste non linéaire Devant le succés a la fois sur les aspects théo-
riques et pratiques de la commande robuste, une extension aux systémes non linéaires
a été proposée [FRO 95a, FRO 99, FRO 01]. La démarche adoptée est tres similaire
a celle de la commande robuste linéaire. Notamment, une formalisation rigoureuse
du cahier des charges respectant les concepts de bases de I'automatique fréquentielle
classique a été proposée : elle est basée sur I'utilisation de la norme incrémentale
(pondérée), proposée comme extension de la négfgepondérée.

3. CAO en automatique fréquentielle : la commandéed,, comme exemple

A la base de la commandé,, se trouve l'article de Zames de 1981 [ZAM 81].
Dans cette section, nous allons illustrer le fait que la commdiideest la princi-
pale méthode de conception assistée par ordinateur de I'automatique fréquentielle. On
peut la qualifier de méthode néoclassique (les concepts sous-jacents sont ceux de I'au-
tomatique fréquentielle classique ; la principale différence est que la comniande
repose sur une formalisation mathématique rigoureuse du probléeme) et postmoderne
(les outils utilisés sont basés sur les outils de I'approche moderne : représentation
d’état, LQG,etc.). Nous allons d’abord illustrer le lien entre la synttfégeet la syn-
thése fréquentielle classique. La présentation adoptée est trés informelle : I'objectif
est de discuter simplement des problémes plus que de les présenter rigoureusement.
Une telle présentation semble nécessaire du fait, par exemple, que l'intérét de la syn-
theseH ., basée sur le modelage de fonctions de transfert en boucle fermée n’est pas
toujours largement reconnu (voir par exemple [AST 00]). Pour des documents intro-
ductifs a la synthes# ., voir par exemple les cours [DUC 99, DAM 01, SCO 01], le
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livre [SKO 96] ainsi que la thése [FON 95] ; pour des exemples de mise en ceuvre, voir
par exemple [FON 94, FER 96, FER 99]. La figure 1 illustre le processus de concep-

' '
Canhier des charges
Spécifications temporelles
Robustesse

' '
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Figure 1. Liens entre Automatique fréquentielle classique et néo classigug (

tion de lois de commande en automatique fréquentielle classique et en automatique
fréquentielle néoclassique (commaridg,). Il est commenté sur un exemple.

CAO en automatique fréguentielle a travers un exempleOn considére le sys-
teme en boucle fermée représente figure 2. On désire mettre au point un correcteur mo-
novariableXK qui assure une certaine rapidité pour la réparisea un échelon de réfé-
rencer(t), avec une limitation du dépassement et une erreur statique nulle.Dans I'ap-
proche fréquentielle, la premiére étapeafpe “Gabarits sur les modules des transferts
BF” (Boucle Fermée) sur la figure)lest de traduire (approximativement) cette spe-
cification en contraintes sur les modules des fonctions de transfert en boucle fermée :
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Figure 2. Systeme en boucle fermée

S(jw) qui relier(jw) a I'erreur de suivi de trajectoirgjw) : pour des références en
échelon,|S(jw)| doit présenter une pente de20dB/decades en basses pulsations

avec des gains suffisamment faibles pour assurer la rapidité et une erreur statique
faible etT'(jw) qui relier(jw) a la sortiey(jw) : la valeur maximale dél'(jw)| peut

étre limitée pour essayer de contraindre le dépassement. Enfin, pour assurer une bonne

1SGw)l ITGw)l

10° 10 10° 1010° 10" 10° 10°

Figure 3. Tracé de|S(jw)| et de|T (jw)]

robustesse vis-a-vis d'incertitudes multiplicatives inverses (marge de module), la va-
leur maximale deS(jw)| doit étre contrainte. Ainsi, les spécifications du cahier des
charges se formalisent naturellement par des contraintes portant sur les modules des
fonctions de transfert du systéme en boucle fermée. Notre objectif est ici de rechercher
un correcteut (p) qui satisfasse le cahier des charges. Les méthodes d’automatique
fréquentielle classique reposent sur une recherche manuelle de la loi de commande
K (p). Comme ces fonctions dépendent non linéairement du corret@yrque I'on
cherche & mettre au point S(p) = W)K(m et T(p) = %. Une re-
cherche “manuelle” dé&(p) de fagon & satisfaire ces contraintes peut étre trés com-
plexe, méme dans le cas d’'une structure simple pour le correfgtgyr L'idée fonda-
mentale des méthodes de synthése de lois de commande en automatique fréquentielle
classique consiste a transformer ces contraintes portant sur des fonctions de transfert
du systéme en boucle fermée en contraintes portant sur la fonction de transfert du
systéme en boucle ouverfép) = G(p) K (p), en utilisant les liens qui existent entre



LMI 167

les fonctions de transfert en boucle fermée et la fonction de transfert en boucle ou-
verte?. Lintérét est queL(p) est une fonction linéaire d& (p). L'étape suivante du
processus de conception est donc de rechercher les contraintes que doit satisfaire la
fonction de transfert en boucle ouveitgjw) = G(jw) K (jw) pour que le cahier des
charges soit rempliétape “Gabarit sur transfert BO” (Boucle Ouverte) sur la figure

1). Une fois que celles-ci sont déterminées, le correcté(iw) doit étre recherché
manuellement de fagon a ce qliéjw) les satisfassent. La tache est facilitée par le

fait que L(jw) est une fonction linéaire d& (jw). Cette recherche se fait a l'aide du
diagramme de Bode, du diagramme de Black, etc., de la fonction de trah&fert

Pour cela, il est nécessaire de choisir une structure adaptée pour la loi de commande
(étape “Choix de la structure du correcteur” sur la figur¢ domme par exemple un
Proportionnel Integral avec ou sans avance de phase, etc. La structure étant détermi-
née, les parametres du correcteur doivent étre réglés de fagon a ce que la fonction de
transfert en boucle ouvertg(jw) remplisse le cahier des charg&dape “Réglage

des parametres du correcteur” sur la figurg. 1l est enfin impératif de vérifier si le
correcteur obtenu remplit bien le cahier des charges inii@pg “Analyse du cor-
recteur” sur la figure 3. Si ce dernier n’est pas satisfait, alors soit il n’existe pas de
correcteur remplissant le cahier des charges, soit un mauvais choix a été fait a 'une
des étapes du processus de conception : cela peut venir une mauvaise traduction des
spécifications temporelles du cahier des charges en contraintes sur les fonctions de
transfert en boucle fermé&eu des contraintes sur les fonctions de transfert en boucle
fermée en contraintes sur la fonction de transfert en boucle ouverte ou encore d’'un
mauvais choix de structure ou de parametres pour le correcteur. Vu I'abondance des
possibilités, sans un bon savoir-faire et de la patience, il est donc difficile de claire-
ment identifier pourquoi le correcteur obtenu ne remplit pas le cahier des charges, ou
le processus de conception doit étre repris et enfin comment il doit étre modifié.

La synthésef,, est née de la recherche d'un outil qui, a partir des contraintes
sur les modules des fonctions de transfert en boucle fermée, recherche directement
s'il existe un correcteuf (p) tel que les fonctions de transfert en boucle fermée sa-
tisfassent les contraintes sur leur module et, si oui, fournit un tel correctape(
“Calcul du correcteur” sur la figure ). Avec un tel outil, si I'algorithme ne fournit
pas de correcteur, c’est que soit il n’existe pas de correcteur remplissant le cahier des
charges, soit que la traduction des spécifications temporelles du cahier des charges
en contraintes sur les fonctions de transfert en boucle fermée est mauvaee
résulte, d'une part, une considérable simplification du processus de conception et,
d’autre part, la possibilité de réellement tester I'existence d'un correcteur vérifiant le
cahier des charges. Comment cela pourrait-il étre possible ? Si on est capable de re-
présenter les gabarits fréquentiels sur les modules des fonctions de transfert en boucle

2. Ces contraintes sur la fonction de transfert en boucle ouverte sont traduites sur une ou plu-
sieurs représentations graphiques (diagrammes de Bode, de Nyquist et/ou de Black Nichaols).
C’est l'utilisation de ces représentations graphiques qui rend ces méthodes extrémement attrac-
tives.

3. Rappelons que le passage des unes aux autres est assez approximatif.

4. ldem.
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Figure 4. Tracé de|S(jw)| et de|T (jw)|

fermée|S(jw)| et|T(jw)| par I'inverse du module de fonctions de transfér (jw)|

et|Ws(jw)|, appeléepondérations (voir figure 4) alors la vérification des gabarits
VA Apit - : 1 : 1 ) N i

s'ecrit : v S < w5 etVw, T < ——— c’est-a-dire, en

seart: e, (S| < oy e T < iy _

introduisant la définition de la norn¥., d’'une fonction de transfert stablé(p) qui

est donnée par ||F||o. = sup,c(o, oo |F(jw)| ON @

[W1iS]leoe <1 et [[W3T| < 1. (1]

Chaque pondération contient le modeéle des signaux appliqués a l'entrée de la fonc-
tion de transfert en boucle fermée et le modéle des signaux que I'on veut avoir a
sa sortie. Par exemple, dans le cas de la fonction de sensidjlisddece = Sr,
on peut définir 'ensemble des signatpar la fonction de transfefi,. tel que :
{r(jw) tel quejr(jw)| < |W,(jw)|} et 'ensemble des signaux de sowigar la fonc-

tion de transfertV, telle que Z{e(jw) tel quele(jw)| < 1} . On aura alors

(We(jw)|
W1 = W.W,.. On adonc ici un critere mathématique (les conditions (1)) qui indique si
le cahier des charges traduit par des contraintes fréquentielles est vérifieé. Reste main-
tenant a trouver I'algorithme qui permet de tester s'il existe un correéfeetf que le
critere (1) soit satisfait et si oui de le calculer.

De la nécessité d'un algorithme “efficace”Si I'on dispose d’un tel algorithme,
le processus de conception de la loi de commande reste par nature itératif du fait du
passage assez approximatif des spécifications temporelles du cahier des charges aux
contraintes sur le module des fonctions de transfert en boucle fermée. Par suite, il est
nécessaire de disposer d’'un algorithme de calcul du correcteur efficace. Par efficace,
il faut comprendre que I'algorithme se termine normalement en un temps raisonnable

5.Dans le cas dune matrice de fonctions de transfert, on a|F|. =
SUP,e0, o] Tmaz (F'(jw)) Ol omas désigne la valeur singuliere maximale.
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(généralement en un temps qui est une fonction polynomiale d’'une grandeur caracté-
ristique du probléme de commande) sur un résultat déterminé. Par exemple, on désire
rechercher une loi de commande pour un systéeme d’orgrar I'exécution d’'un al-
gorithme. Le temps que va mettre sa résolution sur un ordinateur est fonction de la
taille n du systéme a commander. Les probléemes considérés comme faciles (faible
complexité) seront ceux pour lesquels le temps de résolution est une fonction poly-
nomiale de la taille du probléme (par exemple une fonctiom®n ceux qui seront
considérés comme difficile seront ceux pour lesquels le temps de résolution est une
fonction exponentielle de la taille du probléme (par exemple une fonctiai)et est

clair que la résolution des problémes difficiles méne rapidement a des temps de calcul
rédhibitoire (par exemple supérieurs a plusieurs milliers d’années). Il est important de
noter que la complexité d'un probléme est intrinséque, c’est-a-dire indépendante par
exemple des évolutions technologiques des ordinateurs : I'augmentation de la rapidité
de calcul des ordinateurs ne sera jamais suffisante pour mener a des temps de calcul
réalistes.

Retour a 'exemple.On recherche donc une loi de commaridép) telle que le
systeme bouclé (voir figure 2) soit stable et que :

[WiSllee <1 et [[W5To < 1. (2]

ce qui peut se récrire : trouvé¥ (p) telle que le systéme en boucle fermée est stable,

. 1 L GUwK(w) | _
Y, W) T GG R Ga) RECES wwreigmyarml e
Les deux derniéres conditions peuvent étre vues comme un probléme d’optimisation
particulier appelé probléme de faisabilité ou la variable d’optimisation est la fonction
de transfertK'(jw). Malheureusement, elles ne sont pas convexds g ).

‘ <1etVw,

Quelques notions d’optimisation.Un probléme d’optimisation peut s’écrire sous

la forme :
min  f(§)
EecC

ou C est I'ensemble des contraintésest la variable d’optimisatiorg (est de dimen-

sion finie quand’ C R™), la fonctionf (avecf(£) € R) est I'objectif ou la fonction

de colt. L'ensembl€ des contraintes peut étre défini par un ensemble d'inégalités
et d’'égalités. Si leur nombre est fini et&est de dimension finie alors on parle de
problémes d’optimisation de dimension finie. Un probléme d’optimisation particulier
(mais important) est lprobléme de faisabilité trouver¢, s'il existe, tel quet € C.

En automatique, cela peut correspondre a rechercher un correcteur qui satisfasse les
spécifications d’un cahier des charges. Dans le cas général, la résolution par un al-
gorithme est un probleme “compliqué”. Pourquoi ? Tres grossiérement, a partir d’'un
point initial £y, les algorithmes efficaces disponibles recherchent un minimum local.
Si la fonctionf admet plusieurs minima, le résultat va dépendre du point igiialn

cas tres intéressant est celui ol il n’existe qu’un seul minimum local (minimum local

= minimum global) : indépendamment du point initial, le minimum global sera alors
atteint. Cette propriété est obtenue dans le cag est une fonction convexe et @l
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est convexe : on parle alorsagitimisation convexeJn certain nombre de classes de
problémes d'optimisation convexe de dimension finie admettent des algorithmes de
résolution efficaces. Parmi ceux-ci, se trouv@ptimisation LMI Dans ce cas-la, la
fonction f est affine er¢ etC = {¢ € R™ | vz € R"\{0}, 2T F(£)z > 0} avec

F(¢) 2 Fy + er;l & F;, ou lesF; sontm matrices symétriques donnéesiie*",

i = 0,...,m. Cette contrainte est appeléentrainte Inégalité Matricielle Affineu
contrainteLMI. Notation F'(¢) > 0. Le symbole> 0 signifie définie positive. Les
problémes d’optimisation convexe sur des contraintes LMI ne sont résolus numérique-
ment de fagon efficace que depuis le début des années 90 [NES 94, VAN 96]. C'est le
résultat d'une avancée en optimisation convexe vers la fin des années quatre-vingt. Des
boites a outils ont été développées dans les logiciels généraux de calcul scientifique
(voir par exemple sous Scilab [NIK 95] et sous Matlab [El 95, GAH 95, LAB 02])
pour traiter cette classe de problémes d’optimisation.

Retour a I'exemple. Le probléme (2) se formule donc comme un probleme de
faisabilitéa priori non convexe. Pour mettre le probleme sous une forme convexe, on
utilise la paramétrisation de Youla (voir par exemple [MAC 89, BOY 91, HBA 02])
qui définit 'ensemble de tous les correcteurs stabilisant un systéneut correc-
teur stabilisant s’écrit comme une transformation linéaire fractionnaire bien déter-
minée (c’est-a-dire ici une fonction rationnelle) én fonction de transfert stable :

K(p) = (Y(p) - M(p)Q(p))(X(p) — N(p)Q(p))~! 0UX(p), Y(p), M(p) etN(p)

sont déterminés a partir dé(p). En faisant varieiQ(p) sur 'ensemble des fonc-

tions de transfert stables, I'ensemble des correcteurs stabilisant le systest@b-

tenu. La propriété fondamentale de cette paramétrisation des correcteurs stabilisant
est que lorsque I'on exprime les fonctions de transfert en boucle fermée en fonc-
tion du parametre&), on obtient des fonctions qui dépendaftinementde . Par
exemple, dans I'exemple précédent, dans le ca&/@st stable, on peut obtenir :

S(p) = I —-Gp)Q(p) etT(p) = G(p)Q(p). Par suite, en remplacant la variable
d’optimisation K par la variable d’optimisatio®, on obtient : trouve)(p) stable

telle queVw, |[Wi(jw)(l1+ G(jw)Q(jw))| < 1 etVw, |W3(jw)Q(jw)| < 1. La

bonne nouvelle est que chaque contrainte du probléme de droite définit un ensemble
convexe er). Comme l'intersection d’ensembles convexes est convexe, c’est donc un
probléme d’optimisation convexe. Le probléme de droite est donc un probléme d’op-
timisation (faisabilité) convexe. La mauvaise nouvelle est qu'il est convexe mais de
dimension infinie : la variable d’optimisatial appartient & un ensemble de dimen-
sion infinie (ensemble des fonctions de transfert) et le nombre de contraintes d’opti-
misation est infini : par exemple, les deux contraintes inégalités sont définies pour tout
w. Sous cette forme-Ia, le probléme d’optimisation (faisabilit€) ne peut espérer qu'une
résolution approchée : typiquement,va étre recherché dans un sous-espace de di-
mension finie de I'espace des fonctions de transfert stables et telle que les conditions
précédentes ne sont satisfaites que pour un nombre fini de pulsations. Cela permet
d’approcher la solution par la résolution de problémes d'optimisation de dimension
finie mais de grande dimension. Un autre défaut est que le correcteur obtenu peut étre
d’ordre important. L'idéal serait de trouver une solution sous la forme d’un probléme
d’optimisation convexe de dimension finie.
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Que faire ? Dans un premier temps, on peut considérer un cas de figure simplifié :
une seule contrainte sur la fonction de transfert en boucle feffde trouver K (p)
telle que le systéme en boucle fermée est stable et telle que :

. 1
Yo MU TE G RTw)
on cherche a satisfaire une seule spécification de performance. On est alors ramené au
probleéme de synthédé... Soit le systemé. Le problemeH ., standard s’écrit : étant

< 1. On parle alors de synthéseono critére:

SN -z,
P

U Y
LK

Figure 5. Probleme sous forme standard

donnéy > 0, existe-il une loi de commandg telle que le systéme bouclé représenté
figure 5 et notéP x K soit asymptotiquement stable P x K| < 17? Si oui,
construire une loi de commandéassurant pour le systéeme en boucle fermée les deux
propriétés précédentes. Pour obtenir une formulation de dimension finie du probléme,
la démarche est de passer en représentation d’état. D’une part, pour un ordre donné,
le correcteur est alors paramétrisé par les matrices de sa représentation d’état (soit un
nombre fini de variables de décision). D’autre part, un résultat fondamental, le lemme
borné réel (cas particulier du lemme de Kalman Yakubovitch Popov [PC¥p d&}
années 60 permet de transformer la vérification de la contraintes 2 (qui doit étre vraie
pour toute pulsation) en la résolution d’'un probléeme d'optimisation de dimension
finie. En deux mots, soit/ = D + C(pI — A)~'B une fonction de transfert stable
décrite par une représentation d’état minimale. Alors

TrouverP > 0 telle que

Yw, |[H(jw)|<v < ATP+PA+CTC PB+CTD ] _
BTP+DTC  D'D—21 | =0
(3]

Le second probleme est un probléme d’optimisation (faisabilité) LMI (donc convexe)
dont la variable d’optimisation egt (donc de dimension finie). Ce résultat est fon-
damental dans la recherche de formulations sous forme de problémes d’optimisation
de dimension finie. De plus, il permet de comprendre le lien entre les critéres gra-
phiques et I'optimisation LMI. Vérifier quew, |H (jw)| < -y peut étre effectué en

6. Le lemme de Kalman Yakubovitch Popov a été introduit pour I'analyse de la stabilité des sys-
temes linéaires stationnaires rebouclé sur des non linéarités statiques : cela illustre le réle joué
dans la commande robuste par les outils développés pour I'analyse des systemes non linéaires
dans les années 70.
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regardant si le diagramme de NyquistHeest inclus dans le disque de centre 0 et de
rayon~. La pratiqgue de 'automatique fréquentielle classique est basée sur I'examen
des tracés fréquentiels. Ce résultat met en avant la possibilité de rechercher certaines
propriétés des tracés fréquentiels par la résolution d’un probléme d’optimisation de di-
mension finie. Ceci est a la base des avancées de I'automatique fréquentielle moderne.
Pour notre probléme, en se basant sur cette formulation, une solution au probléme
de synthesdi,, a été donnée [GAH 94] sous la forme d'un probléeme d’optimisa-
tion convexe sous contrainte LMI, de dimension finie. Une condition équivalente a (3)
peut étre obtenue sous la forme d'une équation de Riccati [ZHO 95]. A partir de cette
formulation, pour une classe moins générale de sysféfnane autre solution au pro-
bléme de synthésH . a été proposée [DOY 89] sous la forme de résolutions d’une
série d’équations de Riccati. La résolution numérique est plus efficace que pour la
premiére solution. Historiquement, la solution par équations de Riccati est antérieure
a la solution par optimisation LMI. Cependant, la démarche adoptée pour 'obtenir
est beaucoup moins générale et beaucoup moins transposable a d’autres problémes
contrairement a la premiére solution.

Revenons a notre exemple de départ, c’est-a-dire un nombre de spécifica-
tions de performance supérieur a un : trouvglp) telle que le systeme en

boucle fermée est stable avétv, ‘Wl(jw)1+G(jclu)K(jw)’ < 1 et
Gw)K(jw)

o Wt TGl
a remplir plusieurs critéres de performance). A partir de la solution du probléme de
synthéseH ., on peut essayer de rechercher une solution exprimable comme un pro-
bleme d’optimisation de dimension finie suivant deux axes :

] ‘ < 1. On parle de synthésaulticritere(on cherche

1) reprendre les grandes idées de la démonstration du probléeme de synthése
(mono critére) H,, et les mettre en ceuvre sur le probléme de synthése multi-
critére (voir par exemple [CHI 96]). Le probléme d’optimisation obtenu basé sur
une condition nécessaire et suffisante est atmns convexePour éviter une ré-
solution difficile, il est en général nécessaire de considérer des conditions qui ne
sont que suffisantes mais qui se formulent comme des problémes d’optimisation
convexe [CHI 96, FOL 97, SCH 97, MAG 99, PEA 00] (par exemple, par restriction
du probléme d’optimisation non convexe de départ). Par suite, si le probléme d’optimi-
sation n'admet pas de solution, cela n’'indique pas que le probleme de départ n'admet
pas de solution : il n’a pas été “démontré” qu'il n'existe pas de correcteur remplissant
le cahier des charges. On parle alors de “conservatisme”;

2) se ramener a un probléeme de synthése monaocritére dont on peut garantir que
la solution satisfait le probléeme de synthése multicritére initial [FON 95]. Pour cela,
dans notre exemple, on considére le probléeme : troAvesl que

WS
Iz .= "

7. Ce qui est en général peu limitatif en pratique !
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Du fait des propriétés de la norndé. 8, on a (4)= (1), c'est-a-dire s'il existe un
correcteurk’ qui satisfait (4) alors elle satisfait (1). De plus, c’est un cas particulier du
probléme de synthédé,. qui se formule comme un probléme d’optimisation convexe
de dimension finie.

Devant cette alternative, quel choix effectuer ? On peut donner deux éléments de
réponse, le premier dans le cas général, le second dans I'exemple considéré. Pour
un ingénieur automaticien, la seconde approche apparait plus intéressante que la pre-
miere. En effet, dans la premiére, le conservatisme apparait au niveau du probleme
d’optimisation lui-méme. Cela veut dire que, dans sa mise en ceuvre pratique, I'ingé-
nieur automaticien devra avoir de bonnes notions d’optimisation, un certain savoir-
faire dans ce domaine, ce qui rend I'outil peu accessible. Dans la seconde approche,
le conservatisme apparait au niveau de la formulation du probléme d’automatique lui-
méme. Pour résoudre cette difficulté, I'ingénieur est amené a modifier la traduction
dans le domaine fréquentiel du cahier des charges. Par suite, lors de la mise en ceuvre,
il n'est pas nécessaire qu’il connaisse et travaille sur le probléme d’optimisation uti-
lisé. Dans I'optique de disposer d’un outil de conception facilement accessible a un in-
génieur automaticien, cette approche est plus pertinente. D’autre part, dans I'exemple
considéré, la seconde approche n’est pas si “conservative” que cela. Notons que :

2

H [ ‘VAVEJS“ ] Hoo = sup V/[W1(jw)S (jw) 2 + [Ws (jw) T (je)

[WiSlleo = sup,, [W1(jw)S(jw)| et [WsTllee = sup,, [Ws(jw)T (jw)|. Pratique-
ment, pour de larges gammes de pulsationi?; (jw)S(jw)| et |Ws(jw)T (jw)| ne
sont pas proches simultanémentidet donc la contrainte :

VIW1(jw)S(jw)]? + [Ws(jw) T (jw)[? < 1

vérifiées simultanément sans difficulté. Les satisfaire simultanément peut étre difficile
pour des gammes de pulsation limitées. Par suite, remplacer (1) par (4) n'est pas trés
limitatif. Il faut noter que ce raisonnement est essentiellement basé sur un savoir-faire
en automatique fréquentielle et non en optimisation.

et les deux contrainteV; (jw)S(jw)| < 1 et |W3(jw)T(jw)| < 1 peuvent étre

8. La normeH, d’'une matrice de fonctions de transfert est supérieure a la néfmede
chacun des éléments de la matrice.
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Morale de cette histoire.La synthesd{, se base sur :

1) l'utilisation des concepts fondamentaux de I'automatique fréquentielle clas-
sique : le cahier des charges peut se traduire comme des gabarits sur les modules
des fonctions de transfert en boucle fermée;

2) une formalisation mathématique rigoureuse du probléeme d’automatique (par
contraste avec l'automatique fréquentielle classique) a I'aide de nHgnpondérée ;

3) la recherche d’'une solution au probleme sous la forme d’'une condition néces-
saire et suffisante pour “qualifier” la difficulté du probléme : ici un probléme d’opti-
misation convexe mais de dimension infinie;

4) si cette derniére ne dispose pas d’un algorithme de résolution efficace, recherche
de solutions basées sur des conditions qui ne sont que suffisantes (conservatisme) mais
disposant d’un algorithme de résolution efficace en général sous forme d’optimisation
de préférence convexe et de préférence de dimension finie ; réle central joué par I'op-
timisation LMI. C’est le cas de la synthégk,, qui ne traite pas du probleme posé par
Zames [ZAM 81];

5) un outil simple d’utilisation : remplacement de la manipulation des diagrammes
et autres représentations graphiques par des algorithmes d’optimisation. Les prérequis
sont ceux de I'automatique fréquentielle classique a condition de choisir, dans le cas
de solutions suffisantes, celles dont I'utilisation ne nécessite pas de connaissance en
optimisation.

Les bénéfices de la syntheHg, pour I'ingénieur sont importants(¢) une consi-
dérable simplification du processus de mise au point des lois de commande : on est
passé du réglage a la main a la conception assistée par ordirfateune résolution
de problémes jusque-la difficilement abordables (explorer rapidement les compromis
d’'un cahier des charges, commande des systémes multivariables, etc.), des prérequis
relativement limités pour sa mise en ceuvre : bagage de I'automatique fréquentielle
classique : il n'est pas nécessaire de connaitre les espaces de Hardy ou I'optimisation
convexe pour utiliser la synthegé., ! Dans le cadre de la recherche de méthodolo-
gies, la démarche qui a abouti a la synth&isg est un cas d’école pour le chercheur.

4. Théorie de la robustesse en linéaire stationnaire : des critéres graphiques a
I'optimisation

Les méthodes de synthése assistée par ordinateur de lois de commande sont basées
sur un modéle du systéeme & commander. Malheureusement, il est expérimentalement
plus probable d’obtenir une modélisation ou les paramétres et la structure ne sont
gu’approximativement connus. Par essence, une modélisation ne peut pas étre cer-
taine. De plus, au cours du temps, ses caractéristiques peuvent évoluer. Cette remarque
a motivé I'introduction de la notion damille de modéled’idée sous-jacente est que,
puisqu’il estillusoire de décrire précisément un systéme physique par un modeéle, il se-
rait fructueux de considérer une famille de modeéles pouvant potentiellement contenir
un modéele adéquat. Le terme adéquat peut paraitre obscur : il traduit simplement le fait
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que le comportement du systéme est assez fidélement modélisé pour refléter correcte-
ment ses propriétés qualitatives. Il est important d’insister sur le fait qu’'un modeéle ne
peut pas représenter de fagon exacte un systéme réel. En résumé, l'indéterfhination
est dans la nature méme des objets physiques. L'utilisation d'une famille de modéles
susceptible de contenir le modéle le plus adéquat constitue I'idée de base de la robus-
tesse [DOY 78, SAF 78, DOY 81, SAF 81a, SAF 81b, DOY 82a, SAF 82, FON 95].
L'analyse consiste alors a garantir une propriété sur le systéme réel (stabilité, rapidité,
etc.) en vérifiant si elle est satisfaite pour tous les éléments de la famille de modeéles.
Ce concept de famille de modéles est au centre de I'automatique fréquentielle clas-
sique. Malheureusement, comme dans le cas de la synthése, la formalisation est en
général assez pauvfeA la fin des années 70, sont apparues des classes de familles
de modeles plus riches. L'analyse des systémes représentés par une famille de mo-
deles (ouu/k,, analyse) est plus amplement évoquée dans le rapport [SCO 02]. Dans
ce papier, nous nous réduirons a noter que les résultats;dé:}a analyse résultent

du méme cheminement que ce qui a mené a la synitigse

1) Utilisation des concepts fondamentaux de l'automatique fréquentielle clas-
sique : un systéme est représenté par une famille de modéles et comme support du
raisonnement, les schéma blocs sont préférés aux équations.

2) Formalisation mathématique rigoureuse du probléme d’automatique : comme
dans le cas de la formalisation de la performance, la formalisation de la robustesse
repose sur l'utilisation de la normi,, pondérée. Un méme cadre (norife, pon-
dérée) permet ainsi de traiter de la performance et de la robustesse.

3) Recherche d’'un algorithme efficace : role de l'optimisation de préférence
convexe, de préférence de dimension finie ; notamment réle central de I'optimisation
LMI (quite & modifier la formulation du probléme).

4) Un outil simple d'utilisation : ici encore, remplacement de la manipulation des
diagrammes et autres représentations graphiques par I'utilisation d’algorithme d’opti-
misation. De plus, les prérequis sont ceux de lI'automatique fréquentielle classique.

En conclusion, dans le cadre de I'automatique fréquentielle appliquée aux sys-
temes linéaires stationnaires, une forte évolution est intervenue dans les années 80.
Les concepts de base de I'automatique fréquentielle classique ont été conservés : le
cahier des charges se traduit par des contraintes sur les modules des fonctions de trans-
fert en boucle fermée (notamment nécessité de la rétroaction pour le rejet de perturba-
tion non mesurée (objectif de désensibilisation)), un systéeme physique est représenté
par une famille de modéles : importance de la robustesse et enfin le rle fondamental
des schéma-blocs. Une solution élégante a été apportée au défaut le plus important de
'automatique fréquentielle qui est I'absence de formalisation mathématique précise
du cahier des charges. Cela a permis des développements théoriques importants qui

9. Le terme couramment employé est celui d’incertitude. Nous pensons que le terme indétermi-
nation est plus adapté. En effet, il souligne qu’un systéme ne peut étre exactement “mesuré”. Le
terme incertitude a une connotation probabiliste. Néanmoins, pour étre cohérent avec l'usage

courant, nous utiliserons dans ce mémoire le terme incertitude.
10. A I'exception notoire d’'Horowitz [HOR 63].
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ont mené a des solutions exactes, trés souvent de complexité importante. Le cadre
théorique est actuellement trés complet. Parallélement & cela, des solutions dotées
d'algorithmes efficaces, faisant appel a I'optimisation convexe, ont été recherchées.
Elles sont basées sur des conditions suffisantes. Du fait de ce conservatisme, elle né-
cessite une certaine expertise de la part de I'utilisateur. De notre point de vue, il faut
privilégier celles qui nécessitent essentiellement une expertise en automatique, par
rapport & celle qui nécessite aussi une expertise en optimisation. Si le volet “théo-
rie” a été bien cerné, beaucoup de travail est encore nécessaire sur le volet “outils et
méthodes”.

5. Non linéaire : de la pratique des ingénieurs a la norme incrémentale

Du fait de l'augmentation constante des exigences de qualité et de performance
des systémes asservis et I'exigence de plus en plus forte du “meilleur compromis”, les
cahiers des charges d'asservissements industriels sont de plus en plus complexes et
serrés. Tout cela a pour conséquence dans bien des cas d'invalider I'hypothése de li-
néarité : les effets non linéaires des systémes ne sont plus négligeables, ou méme s'ils
le sont, des correcteurs non linéaires sont souvent nécessaires pour satisfaire aux exi-
gences de performance. La question majeure dans ce contexte est de trouver un cadre
théorique capable de formuler la vérification des performances qualitatives ou quanti-
tatives recherchées par la caractérisation de propriétés mathématiques du modéle non
linéaire. Cette question n'a été que peu abordée dans la littérature. Il ne s’agit pas ici
de nier les progres théoriques importants réalisés tout au long de ces 30 derniéres an-
nées dans la compréhension des systémes dynamiques non linéaires mais simplement
de remarquer leur peu de prise dans le monde des ingénieurs. L'aéronautique, domaine
ou l'automatique joue un réle important, est révélatrice de cette situation. Aussi pa-
radoxal que cela puisse paraitre, aucun cadre mathématique n’était encore récemment
capable d’expliquer de facon satisfaisante le comportement dynamique d’un engin vo-
lant (avion, missile) et donc encore moins une quelconque possibilité d’en quantifier
la performance. Cet exemple rend bien compte de I'inadéquation des outils théoriques
actuels a traiter certaines applications. Cela explique aussi les difficultés qu'ont les
“nouvelles techniques de commande” a s'imposer : les qualités et les défauts des an-
ciennes méthodes n'étant pas clairement analysés, il est difficile de savoir en quoi
I'emploi de nouvelles techniques comble en partie leurs défauts et si elles préservent
les qualités des anciennes. C'est I'ensemble de ces points qui ont conduit certains
auteurs a introduire un nouveau cadre théorique : la norme incrémentale pondérée.
L'introduction de ce nouveau concept est le résultat de I'examen de deux questions
spécifiques qui semblaient bien séparées a I'origine : la premiére question, de nature
théorique, s'intéressait au probleme de I'extension de I'appréthedans le cadre
non linéaire. La seconde se rapportait a la technique des gains variables. La suite du
document résume les argumentaires qui ont conduit a introduire la norme incrémentale
pondérée. Mais avant de développer tout cela, nous introduisons quelques définitions
et notations.
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Notations et définitions, est I'espace des fonctions a valeurs dRriset définies sur

R dont la norme, définie pdif||> = (/ ||f(¢)||?dt)'/?, est finie.Pr f est définie par
Prf(t) = f(t) pourt < T et0 pour les autres valeurs del’espace étendue associé

L$ est I'espace des fonctions a valeurs &It et définies sufR dont la troncature
causale appartient@,. Dans la suite, nous supposons gue le systéme dynamique est
décrit par le systéme suivany:= X (u) :

o(t) = flz@),u(t)); xz(to) = o,
Z{ y(t) = h(z(t),u(t)) R (5]

oux(t) € R™, y(t) € R™, etu(t) € RP. Les fonctionsf et h sont respectivement
définies deR™ x RP dansR"™ et R™. On les suppos€?, (uniformément) Lipschitz
continues et telles qug(zo,0) = 0 et queh(xy,0) = 0. Sous ses hypothéses est
bien-poséi.e. z(t) = ¢(t, to, xo,u), la solution de la partie différentielle du systeme
est unique et appartient& pour toutzy € R™ et pour tout: € L£5. De plus, la sortie
du systéme appartient elle ausst$ X estL, gain stable sut, s'il existey > 0 et

B > 0telles que||X(u)|l2 < v|ull2 + B pour touty € L,. ¥ est incrémentalement
borné sui’, s'il existen > 0 telle que||X(u1) — X(us2)||2 < n|lur — uzll2 pour tous
uy,uz € Lo. Le gain incrémental d&, noté||X|| A, correspond a la valeur minimale
de n. Enfin ¥ est incrémentalement stable s'il est stable, c’'est-a-dire s'il vdde
dans.; et s’il a un gain incrémental fini. On associ&€asa linéarisation (sa dérivée
de Gateaux), le long d'une entrée spécifigyes LS :

() = A@)Z()+ B(t)u(t)
y = DXglu|(n) ygt)) = C(t)z(t) + D(t)u(t) (6]
Z(tg = 0

avecA(t) = 9L (2, (1), ur (1), BG) = I (2, (1), u, (1)), (1) = B(e,(8), ur (1)

etD(t) = %(xr(t),ur(t)) et olz,.(t) = ¢(t,to, o, u,) €st la solution du systeme
(5) pour 'entréeuw,.(t) et I'état initial z(tg) = zo. Enfin, nous restreignons notre
attention au systeme bouclé représenté sur la figure(® est le systéme non linéaire

défini deL§ dans.C§ qu'il s'agit de commander ek est le correcteur définf§ dans
LS.

Figure 6. Systéme bouclé non linéaire

Les gains variables pour aborder la commande des systémes non linéaires.
Devant la nécessité de commander des systéemes bouclés non linéaires tout en ne dis-
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posant que de méthodologies de synthése de lois de commande pour des systéemes
linéaires stationnaires, les ingénieurs ont développé un ensemble de méthodologies
pragmatiques. Ces méthodologies, de nature heuristique, reposent en grande partie
sur I'idée que les linéarisations stationnaires du systéeme associées a I'ensemble des
points de fonctionnement (ceci ne concerne pas uniquement les points d’équilibre du
systéme), peuvent permettre non seulement d’analyser certains aspects des propriétés
du systéme bouclé non linéaire mais aussi constituer la base de la synthése du cor-
recteur. Ce type d’approche est communément utilisée dans les situations suivantes :
commande d’'un systéme non linéaire par un unique correcteur linéaire stationnaire,
d’'un systéme linéaire par un correcteur non linéaire (PID-non linéaire, correcteur flou)

et de systémes non linéaires par des correcteurs linéaires interpolés/séquencés (gains
variables). La nature commune des problémes théoriques liés a l'utilisation de I'heu-
ristique dans les trois types de configuration conduit a les confondre avec la derniére
qui est le cas le plus général. Dans la suite, nous nous intéressons plus spécifique-
ment a cette derniére, tout en notant qu’elle englobe sous beaucoup d'aspects, les
problémes rencontrés dans les deux autres configurations. De facon classique, I'en-
semble des méthodologies pragmatiques/heuristiques qui ont été développées autour
cette approche “linéaire” de la commande non linéaire est rassemblé sous le terme
de séquencement de gains (“gain scheduling” en anglais). Historiguement, le déve-
loppement de ce type de correcteurs a été important dans le domaine aéronautique.
Actuellement, les gains variables sont largement utilisés pour des applications indus-
trielles (aéronautiques civile et militaire, commande de moteurs, centrales nucléaires,
applications agro-alimentaires,etc.). De facon paradoxale, bien qu’employées de fa-
¢on intensive, les commandes a gains variables, dans leurs formes traditionnelles,
offrent rarement des garanties sur les propriétés du systéme bouclé (méme en ce qui
concerne la stabilité). De facon générale, I'analyse de tels systémes repose avant tout
sur une validatiora posterioride la boucle fermée a travers la réalisation d'un tres
grand nombre de simulations temporetleC'est la stabilisation exponentielle de
I'ensemble des trajectoires du systeme non linéaire qui constitue de loin la justifi-
cation la plus communément admise dans le cadre des gains varaBleait, dans

le cadre non linéaire, chercher a stabiliser exponentiellement I'ensemble des linéari-
sations d'un systéme bouclé est une demande tres forte. Au dela de la stabilisation ex-
ponentielle, les praticiens ont I'habitude de demander dans la plupart des applications
que le correcteur linéaire stationnaire associé a un point d’équilibre du systeme sa-
tisfasse les “canons” de I'automatique linéaire classique (marges de gain/phase, etc.).
Suivant ces remarques, il semble indispensable de savoir si de telles demandes peuvent
étre théoriquement justifiées. Comme nous le rappelons dans la suite de ce document,
la réponse a ces deux questions est affirmative et trouve sa justification dans la dé-

11. A travers cela, nous soulignons avant tout la pratique des ingénieurs.
12. Pour s’en convaincre, il suffit de consulter les deux récenisreys” sur le sujet (Shamma

et Rugh,Automatica2000, Leith et Leithead dandC 2000) qui laissent clairement entrevoir

que “l'approche gains variables” est avant tout le fruit d'un pari technique reposant sur I'idée
gue la stabilisation exponentielle des linéarisations d’un systéme peut, dans des cas favorables,
conduire a une commande satisfaisante du systeme non linéaire.
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sensibilisation. Cela n'est évidemment pas un hasard. En effet, méme si la stabilité
semble étre au coeur de la problématique des gains variables, elle ne semble pas étre
la cause de I'emploi de cette approche par les praticiens. En effet, les ingénieurs en
utilisant de telles solutions n’ont que trés rarement comme objectif premier de stabi-
liser le systém¥® mais plutdt celui de rendre le systéme bouclé “plus performant”. La
performance étant une notion recouvrant un nombre impressionnant de critéres, il est
important de préciser qu’elle doit étre entendue ici comme un indicateur permettant
de mesurer la capacité du feed-back a améliorer le comportement du systéme face a
des effets inconnus liés aussi bien a des perturbations non mesurées qu’'a des erreurs
de modeéle, etc. Certains diront, sans doute a juste titre, que la performance ne s’arréte
pas a I'unique obtention de propriétés de désensibilisation du systéme bouclé. En fait,
il est important de souligner ici que cette caractérisation de la performance du sys-
téeme en terme de désensibilisation est I'unique indicateur qui soit propre a mesurer
(et donc a prendre en compte) l'intérét du feed-back dans le cadre de la commande
des systemé§BLA 34, BOD 45, ZAM 81, DES 80]. Il est clair que si le praticien
choisit de prendre la voie toujours délicate de I'utilisation de solutions de type gains
variables, c'est qu'il a mesuré (la plupart du temps a travers un nombre important
de simulations) les avantages que ceux-ci procurent vis-a-vis d’'une loi de commande
en boucle ouverte ou encore vis-a-vis de l'utilisation d’'unique correcteur. De fait, la
conclusion de cette courte discussion est une tautologie : si les praticiens utilisent les
gains variables c’est que cela permet d’améliorer la performance du systéme. Nous
ajoutons a ce constat I'idée que cela concerne principalement la désensibilisation.

La désensibilisation : rappel$\ous rappelons dans ce paragraphe, en nous re-
streignant au probleme classique de la rejection de perturbation de sortie, comment
les objectifs de rejection de perturbation conduisent a contraindre de fagon directe les
linéarisations du systeme. Pour cela, associgns, H,,(r, d), le systéme en boucle
fermée de la figure 7, & un systéme en boucle ouverte équivalentio,,(r,0) dé-
crit sur la figure 8. Si le correcteur de la figure 8 est tel quekiye- K (I + GK)~!
alors on a pouel = 0 Hoy,(r,0) 2 H,,(r,0) ce qui implique I'équivalence des
deux systémes lorsque la perturbation agissant sur la sortie est prise nulle. L'effet
induit par la perturbationl sur la sortie du systéeme en boucle ouverte est donné
par 6H,,(r,d) = d + GK(I + GK)"'(r — d) — GK(I + GK)~'(r) et donc
§Hy(r,d) = S(r—d) — S(r) avecS = (I + GK)~'. Pour la boucle ouverte, 'effet
induit par la perturbation de sortie est donnée de fagon évident&fpay, (r,d) =
GK(I+GK) '(r)+d—GK(I+GK)~*(r) = d. Nous pouvons sur la base des deux
guantités précédentes, caractériser quantitativement 'intérét d’'une loi de commande

13. En effet, dans de trés nombreux cas, les systéemes sont naturellement stables (il suffit de
penser aux avions civils).
14. En disant cela, nous voulons souligner que c’est la nature indéterminée du systeme ou des

signaux agissant sur celui-ci qui conditionnent I'utilisation de lois a contre-réaction. En effet, si

le systéme et son environnement sont parfaitement connus, on peut toujours associer a n'importe
quel systéme bouclé un systéme en boucle ouverte ayant les mémes performances! Pour cela
il suffit de simuler la boucle fermée et d’appliquer au systeme réel la trajectoire générée par le
correcteur.
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Figure 7. Le systéme en boucle fermée
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Figure 8. Le systéme en boucle ouverte équivalent

en boucle fermée vis-a-vis d'une loi de commande en boucle ouverte. En fait, on dira
qu'il y a désensibilisation par bouclage|§iH,,, (v, d)||2,0 < [|[0Hoy,(r,d)||2,r est
satisfaite pour I'ensemble des signaux agissant sur le systeme. On peut démontrer
gu'il est naif de croire qu’un correcteur peut apporter une telle propriété pour toutes
les perturbations possibles. En effet, si 'opérat@ut’ est strictement causal alors

on a nécessairemefit! + GK)~*||a > 1. Cette relation implique simplement qu'il
exister,d € L5 telles qug|S(r—d) —S(r)|l2,r > ||d||2,r et donc nécessairement une
perturbation de sortie qui soit telle que la loi de commande en boucle fermée ne soit
pas meilleure que celle en boucle ouverte. Suivant ce résultat, la désensibilisation ne
peut en fait étre réalisée que pour une classe limitée de perturbations. Nous pouvons
maintenant expliquer pourquoi la désensibilisation contraint fortement les linéarisa-
tions du systéme. En fait, 'argument central de la démonstration repose sur I'utilisa-
tion du “théoréme de la moyenne en norme”. Ce théoréme, a l'instar du théoreme de
la moyenne suR, permet de lier les propriétés d’une fonction et de sa dérivée. Dans
le cadre des espaces fonctionnels, il va permettre de lier la constante de Lipschitz (la
norme incrémentale) de I'opérateur a la norme induite de ses linéarisations. En fait, on
peut démontrer qu’un systéme est incrémentalement stable et de gain inférieur ou égal
an si et seulement si'ensemble de ses linéarisations sgntgains stables et de gain
inférieur ou égal &. On peut déduire sur la base du “théoréme de la moyenne en nor-
me” qu'’il y a désensibilisation sur un sous-ensemble confxee LS avec un niveau

e C'est-a-dire pour tout € L5 etd € P°, ona||dHy,(r,d)||2 7 < €||[0Hoy.(r,d)||2,7

si et seulement si pour toup € £§ etw € P¢, on a||DS¢[uo](w)||2,7 < €||w]|2,.

Contraintes des linéarisations stationnairéstéressons nous aux conséquences
de ce résultat en nous restreignant tout d’abord aux linéarisations stationnaires. Pour
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cela supposons que la fonction de sensibilité est décrite par le systéme (5) et associons
a chague valeur constante de la référence son point d’équiliére,

Ze ={(we,ue) € R" x RP | §(t,to, Te,ue) = xe Vt > to} [7]

De plus, associons a chaque couple de point appartehats linéarisation des, qui
est décrite par le systéme linéaire stationnaire suivant : &tg¢ = 0, on a

i(t) = Az(t)+ Bu(t)
DSG(UG){ y(t) = Cz(t) + Du(t) .

ouA = %(me,ue), B = %(me,ue), C = %(me,ue) etD = %(Jce,ue). Dans

ce cadre, la contrainte sur la linéarisationgiémplique queDS¢ est au moinsCy

gain stable ou de fagon équivalente posséde une néfmdinie (puisqueD S est

un systéme linéaire stationnaire). De plus, les objectifs de désensibilisation peuvent se
reformuler en terme de nornié,, pondérée des lors qu'il est possible de décrire I'en-
semble des perturbations a rejeter de la fagon suivahte {d € L5||DW, " (d)|2,r <
e|ld|l2,7} ou DW, est un opérateur linéaire stationnaire stable et d'inverse stable. On
peut alors prouver qu'il y aura désensibilisation du systéme non linéaire si en chaque
point d'équilibre du systemgD S [ug|Wp| < 1 est satisfait. Sur la base du rai-
sonnement que nous venons de faire, nous venons de montrer que contraindre les
linéarisations stationnaires a satisfaire les “canons” de I'automatique linéaire est non
seulement une bonne chose mais surtout une nécessité si on désire obtenir un systéme
bouclé non linéaire performant!

Les linéarisations sont nécessairement exponentiellement staldas. pouvons
maintenant esquisser les arguments en ce qui concerne la nécessité de stabiliser expo-
nentiellement les linéarisations du systéme bouclé. La désensibilisation du systéme ne
peut étre réalisée que si la fonction de sensibilité a un gain incrémental fini et donc,
en utilisant le théoréme de la moyenne, que si les linéarisations de la fonction de sen-
sibilité sont elles-mémes, gains stables. Dans le cas spécifique des linéarisations
stationnaires, le résultat est acquis dés lors que la réalisation d’état des linéarisations
est minimale. En effet, il est connu qu’un systéme linéaire stationnaire possédant une
réalisation minimale ef, gain stable est exponentiellement stable (la réciproque est
aussi vraie). En fait, il en est de méme dans le cas des linéarisations non stationnaires
si la réalisation du systéme est uniformément contrdlable et observable [SIL 68].

Etendre I'approche H,, au systéme non linéaire : I'approche incrémentale.
Comme l'avons noté dans l'introduction, I'approch&, a ouvert la voie de I'ex-
tension de concepts classiques de I'automatique au domaine non linéaire. Dans ce
cadre, pour des raisons que nous n’expliciterons p&% eux extensions sont en-
visageables : I'approch& . non linéaire £, gain de I'opérateur) [VAN 92, IS| 94,

ISI 95]; I'approche incrémentale (constante de Lipschitz de I'opérateur) [FRO 95b,

15. Lutilisation de normes induites, des espaces étendus et du théoréme du faible gain consti-
tuent le socle de I'analyse de la robustesse que ce soit pour les systémes linéaires ou non li-
néaires.
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FRO 01]. Ce sont les problémes liés a la spécification de la performance qui font que
dans de nombreuses applications, I'approche incrémentale est préférable a I'approche
H,, non linéaire. On peut dire que I'intérét majeur de la norme incrémentale réside
dans le fait qu’elle permet de traduire dans un contexte non linéaire un ensemble de
spécifications typiques du cahier des charges d’un systéme bouclé (voir [FRO 99] ou
ce fait est amplement illustré et ou I'intérét d’une telle approche dans le contexte de
I'analyse de loi de commande pour des missiles non linéaires est détaillé). Du point de
vue qualitatif, le comportement asymptotique de la sortie d’un systéme incrémentale-
ment stable pour une entrée donnée est asymptotiquement indépendant de la condition
initiale. De plus, pour une entrée en échelon, la sortie tend vers une valeur constante.
Enfin, si le systéme est stationnaire alors pour une entrée périodique (resp. pseudo
périodique), la sortie tend vers un signal périodique (resp. pseudo périodique) (pour
plus de détails, se reporter aux articles [FRO 96a, FRO 96b, FRO 97a, FRO 97b]). Du
point de vue quantitatif, il est possible comme dans le cas linéaire, de reformuler les
demandes de robustesse et de désensibilisation comme des problémes de minimisa-
tion de norme incrémentale pondérée (pour plus de détails, se référer a [FRO 95b,
FRO 01]). Afin d’expliquer les liens existant entre la norme incrémentale et les gains
variables, nous allons évoquer maintenant I'utilisation de la norme incrémentale pour
spécifier la réjection des perturbations de sortie.

Réjection des perturbation€omme nous I'avons vu, I'utilisation de lois a contre-
réaction est fortement liée a leur capacité a réduire I'effet des perturbations non me-
surables agissant sur le systeme. Nous supposons ici que I'ensemble des perturbations
agissant sur le systemB¢ C LS, peut étre a l'instar du cas linéaire, défini de la fagcon
suivante P¢ 2 {d € Ls||[W,H(d) — W, (w + d)|| < €]|d]| pour tousw € L5} ou
W, et W, ! sont deux opérateurs causaux et incrémentalement stables. Sur la base
des résultats présentés dans [FRO 01], on peut montrer que la désensibilisation par
comparaison est obtenue sBf si la norme incrémentale pondérée de la fonction de
sensibilitéi.e. S = (I+GK)~1, estinférieure ou égale a 1 c’est-a-dj&V, |a < 1.
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