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Chaque candidat doit, au d́ebut de l’épreuve, porter son nom dans le coin de la copie
qu’il cachera par collage apr̀es avoirété pointé. Il devra en outre porter son nuḿero de

place sur chacune des copies, intercalaires, ou pièces annex́ees.

Les téléphones portables (m̂emeéteints) et ordinateurs de poche ne sont pas autorisés. La
note finale prendra en compte la qualit́e de la ŕedaction et des justifications des ŕeponses.

Seul document autoriśe : document manuscrit de 4 pages format A4.

Tous les exercices sont indépendants.

Exercice 1 : Points d’́equilibre d’un système non lińeaire

On consid̀ere le syst̀eme non lińeaire suivant :
[

ẋ1(t)
ẋ2(t)

]
=

[
x2(t)

h(x1(t))− c
mx2(t)

]

où x1(t) etx2(t) sont les deux variables d’état. La fonctionh est d́efinie par :

h(x1) = − k

m
(x1 − a2x3

1).

Tous les param̀etresa, c, k etm sont strictement positifs.

1. A partir deséquations d’́etat du syst̀eme et de l’expression de la fonctionh, déterminer
les points d’́equilibre de ce système non lińeaire en fonction dea, c, k etm.

2. Etudier la stabilit́e des points d’́equilibre d́etermińesà la question pŕećedente.
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Exercice 2 : Commande par retour d’́etat d’un moteur CC

On consid̀ere la commande nuḿerique d’un moteur̀a courant continu. Le modèle qui relie la
tension appliqúee au moteuru(k) à la position angulairey(k) de l’axe du moteur est donné par
la fonction de transfert :

Y (z) =
b0z + b1

(z − 1)(z − a)︸ ︷︷ ︸
G(z)

U(z)

aveca ∈]0, 1[, b0 + b1 6= 0 et b1 + ab0 6= 0.

Questions

1. Déterminer les p̂oles et les źeros de la fonction de transfertG(z). Cette fonction de
transfert est-elle stable ?

2. Ecrire la repŕesentation d’́etat sous forme commandable associéeà la fonction de transfert
G(z).

3. On d́esire mettre au point un correcteur par retour d’état mesuŕe d́efini par:

u(k) = −Kx(k) + Γy?(k)

où x(k) est le vecteur d’́etat de la repŕesentation d’́etat sous forme commandable,y?(k)
le signal de ŕeférence, et òu K etΓ sont les gains du correcteurà d́eterminer. On suppose
quex(k) est mesuŕe. K va être d́etermińe de façoǹa placer les p̂oles en boucle ferḿee.
Par la suite, on les noteraz∗i .

(a) Combien de p̂oles va-t-on placer ?

(b) ExprimerK en fonction dez∗i , a, b0 et b1.

(c) DéterminerΓ de façoǹa assurer la poursuite d’unéchelon sans erreur statique.

(d) Dans le cas òu une erreur se serait glissée dans la valeur des paramètresb0 et b1, le
correcteur mis au point dans la question préćedente permet-il d’assurer la poursuite
d’échelon avec une erreur statique nulle ? Le justifier.

4. On d́esire maintenant mettre au point un correcteur par retour d’état mesuŕe avec int́egrateur,
c’est-̀a-dire de la forme :

xI(k + 1) = xI(k) + (y∗(k)− y(k))
u(k) = −Kx(k)− kIxI(k)

où le vecteurK etkI sontà d́eterminer de façoǹa placer les p̂oles du syst̀eme en boucle
fermée. Cette structure de commande aét́e choisie de façoǹa assurer le rejet de pertur-
bation eńechelon.

(a) Etablir le syst̀eme augmenté assocíe.

(b) Combien de p̂oles va-t-on placer ? Dans la suite, on les supposera en0.

(c) Exprimer le vecteurK etkI en fonction dea, b0 et b1.

(d) Calculer la fonction de transfertTy?→y(z) en fonction dea, b0 et b1.

(e) A partir du ŕesultat de la question préćedente, d́eterminer si le système en boucle
fermée est capable de suivre sans erreur statique des signaux de référence en forme
d’échelon.

2



Exercice 4 : QCM

Répondre aux questions suivantes en cochant une seule réponse parmi les 3 proposées. Tout
choix devrâetre justifíebrièvement. Les ŕeponses devrontêtre port́ees directement sur la feuille.
Elle sera jointeà la copie avec la mention du numéro d’anonymat (nuḿero de place). Pour
chaque mauvaise réponse, un nombreNÉGATIF de points sera compté.

• Un correcteur RST áet́e mis au point pour commander le procéd́e

B(z)

A(z)
=

z − 0.75

(z − 0.8)(z − 0.9)

avec pour polyn̂ome caract́eristique du système en boucle ferḿeePc(z
−1) = 1− 0.5z−1. Quel

choix du polyn̂omeT (z−1) permet d’obtenir la poursuite d’un signal de référence eńechelon
avec une erreur statique nulle et une dynamique de poursuite plus rapide que la dynamique de
régulation ?

T (z−1) = 0.25 ¤ T (z−1) = 1− 0.5z−1 ¤ T (z−1) = 4− 2z−1 ¤
Justification :

• Les figures 1 repŕesentent les sorties de trois systèmes oscillants en fonction du temps pour
deux conditions initiales diff́erentes.

Le syst̀eme 1 peut-il̂etre lińeaire¤ non linéaire¤ entre les deux¤
Justification :

Le syst̀eme 2 peut-il̂etre lińeaire¤ non linéaire¤ entre les deux¤
Justification :

Le syst̀eme 3 peut-il̂etre lińeaire¤ non linéaire¤ entre les deux¤
Justification :
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Figure 1: Sortie du système 1 (en haut̀a gauche), 2 (en hautà droite), 3 (en bas)
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• On consid̀ere trois syst̀emes boucĺes non lińeaires de la forme donnée par la figure 2.

- Φ(.)
6

- G(jω) --
+

−
ε(t)0 y(t)w(t)

Figure 2: Syst̀eme avec non lińearit́e śeparable en régime libre

Les figures 3 pŕesentent le diagramme de Nyquist pour chaque fonction de transfertG(p)
ainsi que le traće des lieux critiques pour chaque non linéarit́eΦ.

Le syst̀eme 1 a des oscillations stables¤ est instable¤ est stable¤
Justification :

Le syst̀eme 2 a des oscillations stables¤ est instable¤ est stable¤
Justification :

Le syst̀eme 3 a des oscillations stables¤ est instable¤ est stable¤
Justification :
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Figure 3: Diagrammes de Nyquist deG(p) et traće de −1
N(ε1)

pourε1 allant de 0̀a+∞ syst̀eme

boucĺe 1 (en haut̀a gauche), 2 (en hautà droite), 3 (en bas)
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Exercice 3 : Commande RST

On consid̀ere le syst̀eme d́efini par la fonction de transfert :

Y (z) =
1− bz−1

1
V (z) +

Kz−1 −Kbz−2

1− z−1 U(z) (1)

avecY (z) la transforḿee en Z du signal de sortiey(k), V (z) la transforḿee en Z du signal
de perturbationv(k), U(z) la transforḿee en Z du signal de commandeu(k), a ∈]0, 1[ et
b ∈]0, 1[. La ṕeriode d’́echantillonnage est notéeTs.

On va d́eterminer un correcteur RST:

S(z−1)U(z) = T (z−1)Y ?(z)−R(z−1)Y (z) (2)

qui permet de satisfaire le cahier des charges suivant.

• Pc(z
−1) = (1− bz−1).

• Les signaux de consigne enéchelon doivent̂etre poursuivis avec une erreur statique nulle.

• Les signaux de perturbationV en forme d’́echelon ou de sinusoı̈de à la pulsationω0

doiventêtre rejet́es.

Questions

1. Repŕesenter le système en boucle ferḿee d́efini par leśequations (1) et (2) par un schéma
bloc.

2. Calculer la fonction de transfert du système en boucle ferḿee entre la perturbationv(k)
et la sortiey(k) du syst̀eme.

3. Déduire de la question préćedente les pŕe sṕecifications du polyn̂omeS.

4. Ecrire et ŕeduire l’́equation de Bezout.

5. Résoudre l’́equation de Bezout pour déterminerR etS.
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