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place sur chacune des copies, intercalaires, ou pièces annex́ees.

Les téléphones portables (m̂emeéteints) et ordinateurs de poche ne sont pas autorisés. La
note finale prendra en compte la qualit́e de la ŕedaction et des justifications des ŕeponses.

Seul document autoriśe : document manuscrit de 4 pages format A4.

Tous les exercices sont indépendants.

Exercice 1 : Analyse d’un syst̀eme boucĺe avec seuil
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FIG. 1 –Syst̀eme en boucle ferḿee

On consid̀ere un moteur̀a courant continu commandé en position par un correcteur Propor-
tionnel Int́egral d́ecrit figure 6. La pŕesence de frottements dans le moteur est modélisée par le
bloc NL dont la caract́eristique est représent́ee figure 3.

L’exercice consiste en trois parties indépendantes.

A : Manipulation de schéma-bloc

Par manipulation de schéma-blocs, montrer que le système boucĺe repŕesent́e figure 6 peut
se ramener au système boucĺe repŕesent́e figure 2. On d́eterminera l’expression deG en fonction
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deTi, τ , K etKG.
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FIG. 2 –Syst̀eme avec non lińearité śeparable

B : Calcul du gain complexeéquivalent

1. Déterminer la sortiew(t) de la non lińearit́e NL pour l’entŕee

∀t ∈ [0,
π

ω
], ε(t) = ε1 sin(ωt).

On donnera la fonction qui reliew(t) à t pourt ∈ [0,2π
ω

] et on tracera l’allure dew(t) sur
la figure 3.La feuille òu se trouve la figure 3 sera jointèa la copie avec la mention du
nuḿero d’anonymat (nuḿero de place).

2. A partir de l’expression dew(t), montrer que pourε1 ∈]a, +∞[,

N(ε1) =
4M1

πε1

(
1 +

M2 −M1

M1

√
1− a2

ε2
1

)
.

En d́eduire que pour∀ε1 ∈ [0, a]

N(ε1) =
4M1

πε1

.

Dans la suite,M2 −M1
M1

= −1
2 .

3. On consid̀ere la fonctionf définie par :

∀x ∈]0,1[, f(x) = x

(
1− 1

2

√
1− x2

)
.

Cette fonction est-elle monotone? Si oui, croissante ou décroissante.Justifier

4. En d́eduire le lieu critique dans le plan complexe. On prendra soin de l’orienter.
5. Le diagramme de Nyquist de la fonction de transfertG(jω) est repŕesent́e figure 4. En

régime libre, le système peut-il pŕesenter des oscillations stables?

C : Etude des oscillations forćees

On d́esireétudier le regime forće du syst̀eme boucĺe (figure 2) pour des entréese(t) =
e1 sin(ω1t) à la pulsationω1 = 600π rad/s. Pour un jeu particulier de valeurs deTi, τ , K, KG,
a etM1, on obtient le traće de|Z(ε1,ω1)| en fonction deε1 repŕesent́e figure 5. Pour les valeurs
suivantes dee1 présent́e dans le tableau 2, est ce queε(t) tends vers un signal sinusoı̈dal de
pulsationω1 ? Si oui, donner le ou les amplitudes possiblesε1.

2



-

6

..................................

. . . . . . . . .

.........

w(t)

ε(t)a−a

M1

M2

−M1

−M2

6

-

t

w(t)

0
1

2
3

4
5

6
7

−
1

−
0.8

−
0.6

−
0.4

−
0.2 0

0.2

0.4

0.6

0.8 1

t

ε(t)

2π/ω
 

ε1  

−ε1  

FIG. 3 – Non linéarité de type relais
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FIG. 4 –Nyquist deG(jω)
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FIG. 5 –Tracé de|Z(ε1,ω1)| en fonction deε1
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e1 ε(t) sinusöıdalω1 Si oui, valeur(s) possible(s) deε1

0.1
oui 2
non2

0.2
oui 2
non2

0.3
oui 2
non2

TAB . 1 –Tableauà compĺeter

Correction exercice 1

A : Manipulation de schéma-bloc
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FIG. 6 – Syst̀eme en boucle ferḿeeéquivalent
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B : Calcul du gain complexeéquivalent

1. voir la figure compĺet́ee.

– Si ε1 ≤ a alors∀t ∈ [0,π
ω
], w(t) = M1

– Si ε1 > a alors soitα tel queε1 sin(α) = a. On a :

∀t ∈ [0,α
ω
] w(t) = M1

∀t ∈]α
ω
,π−α

ω
[ w(t) = M2

∀t ∈ [π−α
ω

,π
ω
] w(t) = M1

2. Soit ε1 ∈]a, +∞[. Alors La non lińearit́e consid́eŕee etant syḿetrique par rapport̀a0 :

N(ε1) =
2j

πε1

∫ π

0

w
(u

ω

)
e−jud(u)

=
2j

πε1

(∫ α

0

M1e
−jud(u) +

∫ π−α

α

M2e
−jud(u) +

∫ π

π−α

M1e
−jud(u)

)

=
2j
πε1

(
M1

[
e−ju

−j

]α

0
+ M2

[
e−ju

−j

]π−α

α
+ M1

[
e−ju

−j

]π

π−α

)

= 2
πε1

(M1 (−e−jα + 1 + 1− ejα) + M2 (ejα + e−jα))

= 2
πε1

(2M1(1− cos(α)) + 2M2 cos(α))

= 4
πε1

(M1 + (M2 −M1) cos(α))
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Or, commeε1 sin(α) = a, on a :

cos(α) =

√
1− a2

ε2
1

D’où

N(ε1) = 4M1
πε1

(
1 +

(
M2
M1

− 1
) √

1− a2

ε2
1

)

Par continuit́e, on en d́eduit que pourε < a,

N(ε1) = 4M1
πε1

3.

∀x ∈]0,1[, f ′(x) = 1− 1

2

√
1− x2

︸ ︷︷ ︸
>0

+
1

2

x2

√
1− x2︸ ︷︷ ︸
≥0

f ′(x) est donc positive sur]0, 1[. La fonctionf est donc monotone et croissante.

4. – Pourε1 ∈]a,∞[ en prenantx = a
ε1

, on aN(ε1) = 4M1
aπ f( a

ε1
). Par suite,N(ε1) est

une fonction d́ecroissante enε1. De plus,N(a) = 4M1
aπ et limε1→∞ N(ε1) = 0.

– Pourε1 ∈]0,a[, N(ε1) = 4M1
πε1

qui est une fonction d́ecroissante aveclimε1→0 N(ε1) =
+∞.

Comme

C(ε1) =
1

N(ε1)

on a le traće figure 8.

6
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FIG. 8 –Lieux critiques

5. Il n’y a pas d’intersection entre le tracé des lieux critiques et le diagramme de Nyquist de
G(jω). Il n’y aura donc pas d’oscillations.

C : Etude des oscillations forćees

il faut déterminer les points d’intersection avec la droite horizontale d’ordonnéee1 (voir
figure 9).
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FIG. 9 –Tracé de|Z(ε1,ω1)| en fonction deε1

e1 ε(t) sinusöıdalω1 Si oui, valeur(s) possible(s) deε1

0.1 non
0.2 oui ε1 = 0.067, ε1 = 0.105, ε1 = 0.16
0.3 oui ε1 = 0.28

TAB . 2 –Tableauà compĺeter

Exercice 2 : Mise au point d’un correcteur RST

On consid̀ere le syst̀eme d́efini par :

Y (z) =
B(z−1)

A(z−1)
U(z) + Vy(z) (1)

avecA(z−1) = (1 − az−1), B(z−1) = Kz−1, a ∈]0, 1[, K > 0 et Ts = 1 s. Y (z) désigne la
transforḿee en Z du signal de sortie,U(z) la transforḿee en Z du signal de commande,Vy(z)
la transforḿee en Z du signal de perturbation.

L’exercice consiste en deux parties indépendantes.

A : Cahier des charges 1

On veut d́eterminer un correcteur RST défini par l’équation :

S(z−1)U(z) + R(z−1)Y (z) = T (z−1)Y ∗(z) (2)
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avecY ?(z) la transforḿee en Z du signal de référence,R(z−1), S(z−1) etT (z−1) des polyn̂omes
enz−1 à d́eterminer avec le terme constant deS(z−1) qui estégalà1 :

R(z−1) = r0 + r1z
−1 + r2z

−2 + . . . + rnrz
−nr

S(z−1) = 1 + s1z
−1 + s2z

−2 + . . . + snsz
−ns

T (z−1) = t0 + t1z
−1 + t2z

−2 + . . . + tntz
−nt

afin de satisfaire le cahier des charges suivant :
– Pc(z

−1) = 1 + αz−1 + βz−2 ;
– un signal de consigne enéchelon doit̂etre poursuivi avec une erreur statique nulle ;
– un signal de perturbationVy sinusöıdal de pulsationω0 en sortie du système doitêtre

rejet́e.

Questions
1. Déterminer le(s) pŕe sṕecification(s) du polyn̂omeS.
2. Ecrire l’équation de Bezout.
3. Résoudre l’́equation de Bezout pour déterminer les polyn̂omesR etS en fonction deK,

a, ω0, Ts, α etβ.
4. Proposer un choix pourT . Le justifier en quelques mots.

B : Cahier des charges 2

On suppose que le signaly(k) n’est pas directement mesuré. A la place dey(k), on dispose
du signalym(k) donńe par un capteur d́efini par :

Ym(z) =
Bm(z−1)

Am(z−1)
Y (z) + Vm(z)

avecAm(z−1) et Bm(z−1) sont deux polyn̂omes enz−1 donńes.Vm(z) désigne la transforḿee
en Z d’un signal de perturbation agissant en sortie du capteur. Ce signal est en forme d’échelon.
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6
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FIG. 10 –Boucle ferḿee avec correcteur RST (section B : Cahier des charges 2)

On veut d́eterminer un correcteur RST défini par l’équation :

Sm(z−1)U(z) + Rm(z−1)Ym(z) = Tm(z−1)Y ∗(z) (3)
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où Rm(z−1), Sm(z−1) et Tm(z−1) sont des polyn̂omes enz−1 à d́eterminer. Le système en
boucle ferḿee obtenu est représent́e figure 10.

Le cahier des chargesà satisfaire est le suivant :
– Pc(z

−1) = 1 + αz−1 + βz−2 ;
– un signal de consigne enéchelon doit̂etre poursuivi avec une erreur statique nulle ;
– un signal de perturbationVy sinusöıdal de pulsationω0 en sortie du système doitêtre

rejet́e ;
– un signal de perturbationVm échelon en sortie du capteur doitêtre rejet́e.

Questions

1. Calculer les fonctions de transfert en boucle ferméeTy?→y(z), Tvy→y(z) et Tvm→y(z) en
fonction deA(z−1), B(z−1), Am(z−1), Bm(z−1), Rm(z−1), Sm(z−1) etTm(z−1).

2. En d́eduire l’expression du polynôme caract́eristique du système en boucle ferḿee.

3. A partir de la ŕeponsèa la question 1, d́eterminer les conditions que doivent satisfaire
Rm(z−1) etSm(z−1) de façonà assurer le rejet des signaux de perturbationVy etVm. En
déduire des pŕe sṕecifications sur les polyn̂omesRm(z−1) etSm(z−1).

4. Ecrire l’équation de Bezout permettant d’obtenirPc(z
−1) = 1 + αz−1 + βz−2. On ne

résoudra pas cettéequation.

5. Proposer un choix pourTm(z−1). Le justifier en quelques mots.

Correction exercice 2

A : Cahier des charges 1

1. S(z−1) = (1− 2 cos(ω0Ts)z
−1 + z−2)S0(z

−1)

2. (1− az−1)(1− 2 cos(ω0Ts)z
−1 + z−2)︸ ︷︷ ︸

Abezout(z−1)

S0(z
−1)+ Kz−1︸ ︷︷ ︸

Bbezout(z−1)

R(z−1) = 1 + αz−1 + βz−2

︸ ︷︷ ︸
Pbezout(z−1)

3. L’ équation de Bezout admet une solution car

dPbezout(z
−1) = 2 ≤ 3 + 1− 1

De plusdR(z−1) = 3−1 = 2 etdS0(z
−1) = 1−1 = 0. DoncR(z−1) = r0+r1z

−1+r2z
−2

etS0(z
−1) = 1. Enégalant les termes de même degŕe des polyn̂omesà droite et̀a gauche

de l’équation de Bezout, on obtient :

r2 = a
K

r1 =
β − (1 + 2a cos(ω0Ts))

K

r0 =
α + (a + 2 cos(ω0Ts))

K

4. T (z−1) =
1 + αz−1 + βz−2

K carTy?←y est un filtreà ŕeponse impulsionnelle finie de gain
statiquéegalà 1. Ŕegime transitoire le plus rapide.
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B : Cahier des charges 2

1. Le syst̀eme en boucle ferḿee est d́ecrit par troiśequations.

– la premìere est celle du procéd́e :

A(z−1)Y (z) = B(z−1)U(z) + A(z−1)Vy(z) (4)

– La seconde correspond au capteur :

Am(z−1)Ym(z) = Bm(z−1)Y (z) + Am(z−1)Vm(z) (5)

– La seconde correspond au correcteur :

Sm(z−1)U(z) = Tm(z−1)Y ?(z)−Rm(z−1)Ym(z) (6)

OnélimineYm(z) entre l’́equation (6) et l’́equation (5) en faisantAm(z−1)(6) -Rm(z−1)(5).
On obtient :

Am(z−1)Sm(z−1)U(z) = −Rm(z−1)Bm(z−1)Y (z)−Am(−1)Rm(z−1)Vm(z)+Am(z−1)Tm(z−1)Y ?(z)
(7)

OnélimineU(z) entre l’́equation (4) et l’́equation (7) en faisantB(z−1)(7) +Am(z−1)Sm(z−1)(4).
On obtient :

Y (z) =
A(z−1)Am(z−1)Sm(z−1)

Pc(z
−1)︸ ︷︷ ︸

Tvy→y(z)

Vy(z)−B(z−1)Am(−1)Rm(z−1)

Pc(z
−1)︸ ︷︷ ︸

Tvm→y(z)

Vm(z)

+
B(z−1)Am(z−1)Tm(z−1)

Pc(z
−1)︸ ︷︷ ︸

Ty?→y(z)

Y ?(z)

(8)

avecPc(z
−1) = A(z−1)Am(z−1)Sm(z−1) + B(z−1)Bm(z−1)Rm(z−1).

2. Le polyn̂ome caract́eristique est donńe par

Pc(z
−1) = A(z−1)Am(z−1)Sm(z−1) + B(z−1)Bm(z−1)Rm(z−1).

3. – Rejet deVm en échelon : le mod̀ele d’unéchelon est donńe par1 − z−1. On aura
donc rejet s’il existe un polyn̂omeQ tel que

B(z−1)Am(−1)Rm(z−1) = (1− z−1)Q(z−1)

– Rejet deVy en sinus de pulsationω0 : le mod̀ele d’un échelon est donńe par1 −
2 cos(ω0Ts)z

−1 + z−2. On aura donc rejet s’il existe un polynômeQ tel que

A(z−1)Am(z−1)Sm(z−1) = (1− 2 cos(ω0Ts)z
−1 + z−2)Q(z−1)

Par suite on doit avoir
Rm(z−1) = (1− z−1)R0(z

−1)

et
Sm(z−1) = (1− 2 cos(ω0Ts)z

−1 + z−2)S0(z
−1)

où R0 etS0 sont deux polyn̂omesà d́eterminer.
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4.

A(z−1)Am(z−1)(1− 2 cos(ω0Ts)z
−1 + z−2)︸ ︷︷ ︸

Abezout(z−1)

S0(z
−1) + B(z−1)Bm(z−1)(1− z−1)︸ ︷︷ ︸

Bbezout(z−1)

R0(z
−1) = · · ·

1 + αz−1 + βz−2

︸ ︷︷ ︸
Pbezout(z−1)

5. On choisit

Tm(z−1) =
1 + αz−1 + βz−2

B(1)Am(1)

de façoǹa ce que la fonction de transfertTy?→y(z) soit un filtreà ŕeponse impulsionnelle
finie de gain statiquéegalà un.

Exercice 3 : Points d’́equilibre d’un système non lińeaire

On consid̀ere le syst̀eme non lińeaire suivant1 :
[

ẋ1(t)
ẋ2(t)

]
=

[
Ah(x1(t)) + k1x1(t) + x2(t)

h(x1(t)) + x1(t)

]

où x1(t) et x2(t) sont les deux variables d’état. On aA = 0.091, k1 = −0.6032 et la fonction
h1 qui est d́efinie par :

h(x1) = 13.24x3
1 − 21.22x1|x1|.

Sa caract́eristique est représent́ee figure 11.
1. A partir deséquations d’́etat du syst̀eme et de la courbe caractéristique de la fonctionh,

déterminer les points d’équilibre de ce système non lińeaire.

2. Etudier la stabilit́e du point d’́equilibre(0,0). On utilisera le fait que
d x|x|

dx
= 2|x|.

Correction exercice 3

1. xeq est le vecteur̀a deux composantesxeq1 etxeq2 tel que

[
Ah(xeq1) + k1xeq1 + xeq2

h(xeq1) + xeq1

]
= 0

La secondéequation s’́ecrit h(xeq1) = −xeq1. xeq1 est alors obtenu en déterminant les
points d’intersection entre la courbe caractéristique deh(x1) et la droite de pente−1
passant en 0 (voir la figure 12).
On obtient alors trois valeurs possibles pourxeq1 : −0.05, 0 et0.05. Les valeurs corres-
pondantes pourxeq2 sont obtenus̀a partir de la premièreéquation qui donne :

xeq2 = −Ah(xeq1)− k1xeq1

A.N. On obtient donc les points d’équilibre(−0.05,− 0.0348), (0,0), (0.05,0.0348).

1. C’est le mod̀ele simplifíe du mouvement d’un missile dans le plan vertical, pour une orientation donnée des
gouvernes.
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FIG. 11 –Courbe caract́eristique deh(x1)
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FIG. 12 –Courbe caract́eristique deh(x1)
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2.
dh(x1)
dx1

= 13.24× 3x2
1 − 21.22× 2|x1|. Par suite la matrice jacobienne est donnée par :

[
k1 1
1 0

]

Son polyn̂ome caract́eristique est donńe par

det

(
λI −

[
k1 1
1 0

])
= λ2 − k1λ− 1 = (λ− k1

2
)2 − 1− k2

1

4

D’où les racines sontk1
2 ±

√
1 +

k2
1
4 . Les deux racines sont réelles, l’unéetant strictement

positive. Par suite, le point d’équilibre(0,0) est instable.

Exercice 4 : QCM

Répondre aux questions suivantes en choisissant une seule réponse parmi les 3 (ou 4)
propośees en cochant la case correspondante. Tout choix devraêtre justifíe brìevement.Les
réponses devront̂etre port́ees directement sur la feuille. Elle sera jointeà la copie avec la
mention du nuḿero d’anonymat (nuḿero de place). Pour chaque mauvaise réponse, un nombre
NÉGATIF de points sera compté.

1. La figure 13 repŕesente la localisation des pôles et des źeros d’une fonction de transfert
discr̀ete.Le(s) s) p̂ole(s) dominant(s) est (sont) en A2 B 2 A et B 2

Justification :

2. Sur la figure 14, sont représent́ees les ŕeponses temporellesà unéchelon de 4 fonctions
de transfert discr̀etes. Sur la figure 15, sont représent́ees les localisations des pôles et des
zéros de ces 4 fonctions de transfert discrètes, mais dans un ordre différent.
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FIG. 14 –Réponses indicielles (en haut : 1à gauche, 2̀a droite; en bas : 3̀a gauche, 4̀a droite)

La réponse temporelle 1 correspondà la localisation des p̂oles 12 2 2 3 2 4 2

La réponse temporelle 2 correspondà la localisation des p̂oles 12 2 2 3 2 4 2

La réponse temporelle 3 correspondà la localisation des p̂oles 12 2 2 3 2 4 2

Justifications :

Correction exercice 4

1. Le pôles dominant est en A
Justification : C’est le p̂ole le plus proche du point1 dans la plan complexe.

2. – La réponse temporelle 1 correspondà la localisation des p̂oles 2 car dynamique
lente du premier ordre. Sur la localisation des pôles 3, le p̂ole lent est influenće par
un źero, d’òu la ŕeponse temporelle 4 plus rapide.

– La réponse temporelle 2 correspondà la localisation des p̂oles 4 car oscillateur pur
donc deux p̂oles complexes conjugués sur le cercle unité.

– La réponse temporelle 3 correspondà la localisation des p̂oles 1 car oscillation dùa
un p̂ole simple mais ńegatif.
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FIG. 15 –Localisations des p̂oles (x) et des źeros (o) (en haut : 1̀a gauche, 2̀a droite; en bas :
3 à gauche, 4̀a droite)
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