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MAITRISE E.E.A. (A.LL)
Examen: Commande nunérique des systmes
CORRIGE CORRIGE CORRIGE CORRIGE CORRIGE

EL426T1
durée: 2h

Responsable : G. Scorletti

Chaque candidat doit, au cEbut de I'épreuve, porter son nom dans le coin de la copie
gu’il cachera par collage apres avoirété pointé. Il devra en outre porter son nurréro de
place sur chacune des copies, intercalaires, ougmies anneg&es.

Les télephones portables (r@meéteints) et ordinateurs de poche ne sont pas autogés. La
note finale prendra en compte la quali€ de la redaction et des justifications des&ponses

Seul document autori€ : document manuscrit de 4 pages format A4.

Tous les exercices sont iegendants.

Exercice 1: Analyse d’un syséme boucé avec seulil

+  E(p)
+
A Tip p+1 D

FIG. 1 —Syséme en boucle feree

On consi@&re un moteué courant continu commaadn position par un correcteur Propor-
tionnel Inégral cecrit figure 6. La pesence de frottements dans le moteur estétigze par le
bloc NL dont la caradristique est refsenge figure 3.

L’exercice consiste en trois parties iggendantes.

A: Manipulation de schéma-bloc

Par manipulation de séima-blocs, montrer que le sgste boud repéseng figure 6 peut
se ramener au sy®ghe boud@ repeseng figure 2. On dterminera I'expression de en fonction
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deTZ-, 7, K et K.

e(t) + €(t) w(t) 2(t)

< Gl :

FIG. 2 —Syséme avec non ligarité £parable

B : Calcul du gain complexeéquivalent

1. Déterminer la sortiev(t) de la non lireari& NL pour I'entée
™

Vt e [0,;], €(t) = e sin(wt).

On donnera la fonction qui relie(¢) a¢ pourt € [0,27] et on tracera I'allure de(t) sur
la figure 3.La feuille a1 se trouve la figure 3 sera jointela copie avec la mention du
nunmero d’anonymat (nuéro de place).

2. A partir de I'expression de(t), montrer que pout; €]a, + oof,

AM My— M 2
N(e)) = 1<1+ 21 1—“—2>.

T M,y €1

En déduire que pouYe; € |0, a

4 M,
mey

N(e) =

Mo — My
Dans la suite: i =

DO[—

3. On consi@re la fonctionf définie par:
1
Ve €]0,1], f(x)== (1 - 5\/1 — x2) :
Cette fonction est-elle monotone? Si oui, croissanteamalssantelustifier

4. En deduire le lieu critique dans le plan complexe. On prendra soin de 'orienter.

5. Le diagramme de Nyquist de la fonction de transte(jw) est repeseng figure 4. En
regime libre, le systime peut-il pesenter des oscillations stables?

C: Etude des oscillations forees

On césireétudier le regime fore du systme boua (figure 2) pour des eréese(t) =
eq sin(wyt) a la pulsationv; = 6007 rad/s. Pour un jeu particulier de valeurs8er, K, Kg,
a et My, on obtient le tragé de|Z(e;,w )| en fonction de:; repeseng figure 5. Pour les valeurs
suivantes de;; présené dans le tableau 2, est ce que) tends vers un signal sinusial de
pulsationw; ? Si oui, donner le ou les amplitudes possilles

2



A
w(t)
My ——
My |oeeeeen
—a a €(t)
SR —M,
; —M,
0 -
S o o o o o o o
[ o S N o N S (=) oo =
T T T T T T T T
N
=S
€
Y

FIG. 3 —Non linéaritée de type relais
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| e1 || €(t) sinusadalw, | Sioui, valeur(s) possible(s) de |
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TAB. 1 —Tableaua compéter

Correction exercice 1

A : Manipulation de schéma-bloc

n Ko
- 4% GES) J
K<1+ 1 )«

Tip

Sl

FIG. 6 —Syséme en boucle fereeéquivalent

KoTp?

G(p) Tip® + Tip®> + KKoTip + KK

B : Calcul du gain complexeéquivalent

1. voir la figure compdtee.
— Sie <aalorsvt € [0,7],  w(t) =M,
— Si¢; > a alors soita tel quee; sin(a) = a. On a:

2. Soite; €la, + oo|. Alors La non lireari€é consi@rée etant syi@trique par rappo 0 :

Ve = 2 [w(®)eraw

TEQ
=B ([aneiors [t [ i)
- 3 ([ [ ]

= 2 (M~ 4 11— %) 4 My (7 + e7I7)

— Wlel (2M7(1 — cos(a)) + 2M; cos(«))

_ 4 (M + (My — M) cos(a))

TEY
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FIG. 7 —Non linéarité de type relais



Or, comme; sin(a) = a,0n a:

cos(a) = 4[1— a_2
€1
D'ou
_ 4M, M, ) _a
N) = 2L (1 v <M1 1)1
Par continuié, on en éduit que pout < a,
4AM
N(e) = 7T€11
3.
Ve g0l ) —1- SWITmal T
T rz)=1-—= — Tt
Pl B 2 2 1 — ,];‘2
—_——— . ,
>0 >0
f'(x) est donc positive syp, 1[. La fonction f est donc monotone et croissante.
4. - Poure; €]a, co| en prenant = % onaN(e) = 4%1 f(%). Par suite N (e;) est
une fonction @croissante es. De plus,N(a) = 4%1 etlim., . N(e) = 0.
— Poure; €]0,a], N(e1) = 47T]\6411 qui est une fonction&croissante avéan,, .o N(e;) =
+00.
Comme .
Cle) =
(61) N<€1)

on a le traé figure 8.

FIG. 8 —Lieux critiques

5. I n'y a pas d’intersection entre le trades lieux critiques et le diagramme de Nyquist de
G(jw). Il 'y aura donc pas d’oscillations.

C : Etude des oscillations forees

il faut determiner les points d’intersection avec la droite horizontale d’orédean (voir
figure 9).
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FIG. 9 —Tracé de|Z(e;,wy)| en fonction de;

| e1 | €(t) sinusddalw, | Sioui, valeur(s) possible(s) de |

0.1 non
0.2 oui €1 = 0.067, ¢; = 0.105, ¢, = 0.16
0.3 ouli € = 0.28

TAB. 2 —Tableaua compeéter

Exercice 2: Mise au point d’'un correcteur RST

On consi@re le sysme cfini par :

B(z™h
V(o) = 3 UE V) @
avecA(z7') = (1 —az'),B(z7') = Kz7',a €]0,1], K > 0 etT, = 1s.Y(z) désigne la
transforngée en Z du signal de sorti€(z) la transforn@e en Z du signal de commandg/ z)
la transfornée en Z du signal de perturbation.

L’exercice consiste en deux parties @mendantes.

A: Cahier des charges 1

On veut éterminer un correcteur RSEfini par 'equation :

S HU()+ R(zHY(2) =T(z"H)Y*(2) (2)



Y*(z)

avecY*(z) latransforngée en Z du signal déference k(> 1), S(z~!) etT (') des polydmes
enz~! a determiner avec le terme constantgie ') qui estégalal:

R(z™Y) = ro+rzt4rmz24+ . 1™
S = T4siz7 4802724+ .+ 5,27
T(z™Y = to+tiz Htez 2+ itz ™

afin de satisfaire le cahier des charges suivant:
- P(zY)=1+az'+ 3277
— un signal de consigne @thelon doiétre poursuivi avec une erreur statique nulle ;
— un signal de perturbatiolr, sinusddal de pulsationy, en sortie du sysime doitétre
rejee.
Questions
1. Déterminer le(s) @ syecification(s) du polygmesS.
2. Ecrire I'équation de Bezout.
3. Résoudre Equation de Bezout pouéterminer les polydmesR et S en fonction dek,
a, wy, T, aetp.
4. Proposer un choix pouf. Le justifier en quelques mots.

B : Cahier des charges 2

On suppose que le signg@lk) n'est pas directement megurA la place dey(k), on dispose
du signaly,, (k) donré par un capteuréfini par :

B Bn(z71)

mY(z) + Vin(2)

avecA,,(z7') et B,,(27') sont deux polydmes en:~! donrés.V,,(z) désigne la transforée
en Z d’'un signal de perturbation agissant en sortie du capteur. Ce signal est en fechneah.

Vy(2)
N L U(2) B(x! + o Y(2)
Tnz) ~O—18,(: ) Aéz_lg —O
b+ [ B |
e R I
| + |
[ ;
-~ captewr

FIG. 10 —Boucle fernge avec correcteur RST (section B : Cahier des charges 2)

On veut éterminer un correcteur RSEfini par I'équation :

S(z7HU(2) + Rn(271)Yim(2) = T (271 Y™ (2) 3)
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ol R,(z71), Su(z7!) et T,,(271) sont des polydmes enz~! a déterminer. Le sysime en
boucle fernge obtenu est repseng figure 10.

Le cahier des chargessatisfaire est le suivant :
— Pz =1+az'4 277
— un signal de consigne @thelon doiétre poursuivi avec une erreur statique nulle ;
— un signal de perturbatiolr, sinusddal de pulsationy, en sortie du sysime doitétre
rejeg;
— un signal de perturbatiovi,, €chelon en sortie du capteur défte rejeé.

Questions

1. Calculer les fonctions de transfert en boucle feef,. ., (2), T,,,—,(2) etTvay(z) en
fonction deA(z71), B(z71), A, (z7Y), B.(z74), R ( D), Sp(z71) etT,,(z71).

2. En déduire I'expression du polyime caradristique du sysime en boucle ferge.

3. A partir de la Eponsea la question 1, germiner les conditions que doivent satisfaire

R (271) etS,, (1) de facona assurer le rejet des signaux de perturbatipat V;,,. En
déduire des @ sgecifications sur les polyymesR,,,(z71) et S, (z71).

4. Ecrire 'equation de Bezout permettant d’obtefi(z"!) = 1 + az~! + 3272. On ne
résoudra pas cettgjuation.

5. Proposer un choix pouf,,(>~!). Le justifier en quelques mots.

Correction exercice 2

A: Cahier des charges 1

1. S(z71) = (1 — 2cos(woTy)z™t + 272)Sp(271)
2. (1 —az ) (1 —2cos(woTe)z " +272) So(z7 ")+ Kzl R =14az '+ 8277

e -1
Abezout(z_l) Bbezout(z ) Pbezout(zil)

3. L' équation de Bezout admet une solution car

deezout(Zil) =2 S 3+1—-1

DeplusdR(>7') =3—-1=2etdSy(z7!) = 1-1=0.DoncR(z') = ro+riz7  +ryz 72
etSy(z71) = 1. Enégalant les termes deéme dege des polydmesa droite eta gauche
de 'équation de Bezout, on obtient :

a

9 = F
B — (1 + 2acos(wyTs))
a+ (a+ 2cos(wyTy))

4. T(>) = 1Tz + B2 carT,.., est un filtred 'eponse impulsionnelle finie de gain
statiqueegala 1. I%glme transitoire le plus rapide.
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B : Cahier des charges 2

1. Le syséme en boucle ferae est écrit par troisequations.
— la premere est celle du préck :

A(TY (2) = B(z7)U(2) + A2V, (2) (4)
— La seconde correspond au capteur:
Am(zil)ym(z) = Bm('zil)y(z) + Am('zil)vm('z) )

— La seconde correspond au correcteur :

Su(zTU(2) = Tu(27)Y*(2) = Rin(27)You(2) (6)
OnélimineY,,(z) entre I'equation (6) et Bquation (5) en faisant,,(z1)(6) - R,,(271)(5).
On obtient:
Am(z7) (27U (2) = =R (27) B (2 7)Y (2) = A (") R (27 Vin (2)+ A (271 T (27 Y (2)
(7)
OnélimineU (=) entre I'equation (4) et Bquation (7) en faisa (z~1)(7) + A, (27 1) S, (271)(4).
On obtient:
A An(z")Sm () B(z ) Am (") Run(2 )
Y = V,(z) — Vin
(Z) PC<Z_1) y(Z) Pc(z—l) (Z)
Toyy(2) Tom—y(2)
B(z)Au(z ) Ta(27") ®
z mlZz m(Z
Y*
- Pz ) )
Ty*ry(z)
avecP.(z7') = Az A, (z7)Sn(z™Y) + B(z"H)Bn(z"H) R, (z71).
2. Le polynbme caradristique est dorspar
Pz = A"HA (2 Sz + B(z B (2 )R (z7h).
3. - Rejet deV,, enéchelon: le modle d’'unéchelon est dorparl — z~!. On aura

donc rejet s’il existe un polyadmeq tel que
Bz DAL HRu(z7) =1 -2HQ(z ™)

— Rejet deV/, en sinus de pulsation, : le mockle d’'unéchelon est dorparl —
2 cos(woTy)z~! + 272, On aura donc rejet s'il existe un pogmeQ tel que

Az AL (2 Sm(z7Y) = (1 — 2cos(weTy) 2zt 4+ 272)Q (27 )

Par suite on doit avoir
Rm(z_l) =(1- Z_I)RO(Z_1>

et
Sp(z71) = (1 = 2cos(woTy)z ™ + 272)Sp (27

ou Ry etS, sont deux polydmesa determiner.
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fl(z_l)Am(z_l)(l —2cos(woTy)z ™t + 272) Sp(z71) —f-\B(Z_l)Bm(Z_l)(l - Z_l)lRo(zfl) = ...

J
' '

Abezout(zil) Bbezout(zil)

1 +az !+ B272

Pyezout (Z_ 1)

5. On choisit
1+ az b+ 3272

Tz =
)= TBOALD
de facoma ce que la fonction de transférj._,, (=) soit un filtrea reponse impulsionnelle
finie de gain statiquégala un.

Exercice 3: Points dequilibre d’'un systeme non lireaire
On consig@re le systme non ligaire suivant:
{ i (t) } _ { Ah(xy(t)) + kyoy (t) + 22(t)
(1) h(z (1)) + 21 (1)

ou x1(t) etay(t) sont les deux variables &at. On a4 = 0.091, k; = —0.6032 et la fonction
h1 qui est @finie par:

h(xy) = 13.2423 — 21.221|7,.
Sa caradristique est ref@senge figure 11.

1. A partir deséquations cetat du systme et de la courbe carédistique de la fonction,
determiner les points @quilibre de ce sysme non liaire.

2. Etudier la stabilié du point déquilibre(0,0). On utilisera le fait quedg—kl7| = 2|x|.

Correction exercice 3
1. z., estle vecteua deux composantes,, etz.,, tel que

Ah’(*reth) + klxelh + Legs
h(xetn) T+ Tegy

La secondeequation fCrit h(z.,) = —Teq, - Teq, €St alors obtenu enétierminant les
points d'intersection entre la courbe ca&dtique deh(x,) et la droite de pente-1
passant en O (voir la figure 12).

On obtient alors trois valeurs possibles pauy, : —0.05, 0 et0.05. Les valeurs corres-
pondantes pout.,, sont obtenus partir de la pren@reéquation qui donne:

Tegy = —AN(Teq,) — k1Teq,

A.N. On obtient donc les points @uilibre(—0.05, — 0.0348), (0,0), (0.05,0.0348).

1. C’est le moéle simplifé du mouvement d’un missile dans le plan vertical, pour une orientatioredates
gouvernes.
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FIG. 11 —Courbe caracdtristique deh ()
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FIG. 12 —Courbe caracdtristique deh(z)
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FIG. 13 —Localisations desfes (x) et des&os (0)

dz(él) = 13.24 x 327 — 21.22 x 2|x,|. Par suite la matrice jacobienne est deempar :

ki 1
1 0
Son polyrdme caradristique est dorgpar

2
det()\]—{kl 1})2)\2—]{71)\_1:( _E)Q_l_ﬁ

2.

1 0 2 4
) k2 . .
D’ou les racines sor% +4/1+ —41— Les deux racines soréelles, 'uneetant strictement
positive. Par suite, le point @quilibre(0,0) est instable.

Exercice 4. QCM

Répondre aux questions suivantes en choisissant une spodese parmi les 3 (ou 4)
propoges en cochant la case correspondante. Tout choix @naggustife brevement.Les
réponses devrorgtre porees directement sur la feuille. Elle sera joirdidla copie avec la
mention du nur@ro d’anonymat (nu&ro de place). Pour chague mauvaiggponse, un nombre
NEGATIF de points sera comgt

1. La figure 13 repesente la localisation de$les et des&@ros d’'une fonction de transfert
discretele(s) s) le(s) dominant(s) est (sont)en A BO AetBO

Justification :

2. Sur la figure 14, sont repsenges les @ponses temporellésunéchelon de 4 fonctions
de transfert dis@tes. Sur la figure 15, sont ré&@senkes les localisations dedlps et des
zéros de ces 4 fonctions de transfert di¢es, mais dans un ordre @ifent.
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FIG. 14 —Réponses indicielles (en haut dlgauche, 2 droite; en bas : 3 gauche, 4 droite)

La reponse temporelle 1 correspomth localisation des@des 10 20 30 40
La reponse temporelle 2 correspoath localisation des@es 10 20 30 40
La reponse temporelle 3 correspomth localisation des@des 10 20 30 40

Justifications :

Correction exercice 4

1. Le pdles dominant est en A
Justification : C’est le ple le plus proche du poiritdans la plan complexe.
2. — La reponse temporelle 1 correspoada localisation des@les 2 car dynamique
lente du premier ordre. Sur la localisation dééeg 3, le Ble lent est influenge par
un zero, d’'ai la reponse temporelle 4 plus rapide.

— La reponse temporelle 2 correspoadha localisation des@des 4 car oscillateur pur
donc deux ples complexes conju@s sur le cercle urét

— Laréponse temporelle 3 correspoath localisation des@des 1 car oscillation de
un pole simple mais agatif.
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FIG. 15 —Localisations desfies (x) et desé&ros (0) (en haut: & gauche, 2 droite; en bas:
3 a gauche, 4 droite)
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