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Rappels

– Pour

Gc(p) =
ω2

0

p2 + 2ξω0p + ω0
2

Dépassement :

D = e
− πξ√

1− ξ2
(1)

Temps du premier maximum :

tmax =
π

ω0

√
1− ξ2

(2)

– sin(2θ) = 2 sin(θ) cos(θ)

– Pour la fonctiong(x) = arcsin(x), la d́erivée est donńee par :

g′(x) =
1√

1− x2
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Exercice 1 : Analyse d’un syst̀eme

On consid̀ere le syst̀eme d́efini par la fonction de transfert :

Ys(z) =
αz−1(1 + z−1)

1− (2 + β)z−1 + z−2U(z) =
B(z−1)

A(z−1)
U(z) (3)

avecTe = 0.1s, α > 0 etβ > 0.

A : Analyse du syst̀emeà commander
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FIG. 1 –Réponse indicielle 1

1. Quel est l’ordre de la fonction de transfert définie par (3)? Quelles sont ses pôles et ses
zéros? La fonction de transfert est-elle stable?

2. On donne les ŕeponses̀a unéchelon (ŕeponses indicielles) de trois fonctions de transfert
(voir les figures 1, 2 et 3. Laquelle correspondà la fonction de transfert définie par 3.
Justifier en quelques mots.

3. En prenant pour vecteur d’état : [
x(k)

x(k + 1)

]

avecx(k) tel que :
(q2 − (2 + β)q + 1)x(k) = u(k)

déterminer une représentation d’́etat du syst̀eme d́efini par la fonction de transfert (3).

B : Analyse d’un correcteur RST

Une perturbation agit en sortie du système :

Y (z) = Ys(z) + Vy(z)
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FIG. 2 –Réponse indicielle 2
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FIG. 3 –Réponse indicielle 3
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où Y (z) est la transforḿee enz de la sortie mesurée. Pourα = 0.1529 etβ = 0.0336, on a mis
au point le correcteur RST :

S(z−1)U(z) + R(z−1)Y (z) = T (z−1)Y ∗(z)

où R(z−1), S(z−1) etT (z−1) sont d́efinis par :

R(z−1) = (1− 0.8327z−1)(10.066− 15.676z−1 + 6.204z−2)
S(z−1) = (1 + 0.7897z−1)(1− 1.9601z−1 + z−2)
T (z−1) = 3.2708− 5.4470z−1 + 2.2678z−2

Le syst̀eme en boucle ferḿee est repŕesent́e figure 4.

T (z)
1

S(z)

R(z)
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FIG. 4 –Boucle ferḿee avec correcteur RST

1. Calculer la fonctions de transfert du système en boucle ferḿee entre la perturbation de
sortie vy(k) et la sortiey(k) du syst̀eme en fonction des polynômesA(z−1), B(z−1),
R(z−1), S(z−1) etT (z−1).

2. Le syst̀eme en boucle ferḿee peut-il effectuer le rejet de signaux de perturbation de sortie
vy(k)

(a) enéchelon?
(b) en rampe?
(c) en sinusöıde? si oui, pour quelle(s) pulsation(s)?

3. La fonctions de transfert du système en boucle ferḿee entre la consigney?(k) et la sortie
y(k) du syst̀eme est donńee par :

Ty?→y(z) =
B(z−1)T (z−1)

A(z−1)S(z−1) + B(z−1)R(z−1)

(a) Le syst̀eme en boucle ferḿee peut-il effectuer la poursuite de signaux de consigne
y∗(k) enéchelon?Justifier.

(b) Une erreur de quelques pourcents aét́e faite sur les coefficients deB(z−1). La pour-
suite de consigney∗(k) enéchelon peut-elle se faire (sans erreur statique)?

Correction exercice 1

A : Analyse du syst̀emeà commander

1.

Ys(z) =
α(z + 1)

z2 − (2 + β)z + 1
U(z)
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Fonction de transfert d’ordre 2. Un zéro en−1 et deux p̂oles solutions de l’́equation

z2 − (2 + β)z + 1 = 0

soit 1
2
(2 + β +

√
β(β + 4)) et 1

2
(2 + β −

√
β(β + 4)).

Commeβ > 0, 1
2
(2 + β +

√
β(β + 4)) > 1, la fonction de transfert est instable.

2. La réponse indicielle 1 est celle d’une fonction de transfert stable. Les réponses indi-
cielles 2 et 3 correspondentà des fonctions de transfert instables. La réponse indicielle 3
correspond̀a deux p̂oles complexes conjugués de module plus grand que 1. La réponse
indicielle de la fonction de transfert considéŕee est donc la deuxième.

3. 



[
x(k + 1)
x(k + 2)

]
=

[
0 1
−1 (2 + β)

] [
x(k)

x(k + 1)

]
+

[
0
1

]
u(k)

y(k) =
[

α α
] [

x(k)
x(k + 1)

]

B : Analyse d’un correcteur RST

1. De l’équation :
Y (z) = Ys(z) + Vy(z)

et de

Ys(z) =
B(z−1)

A(z−1)
U(z)

On en d́eduit :
A(z−1)Y (z) = B(z−1)U(z) + A(z−1)Vy(z)

En éliminantU(z) entre cettéequation et l’́equation ci-dessous

S(z−1)U(z) + R(z−1)Y (z) = 0

on obtient

(A(z−1)S(z−1) + B(z−1)R(z−1))Y (z) = A(z−1)S(z−1)Vy(z)

Soit
Y (z)

Vy(z)
=

A(z−1)S(z−1)

A(z−1)S(z−1) + B(z−1)R(z−1)

2. (a) non carA(1)S(1) 6= 0

(b) non carA(z−1)S(z−1) 6= (1− z−1)2Q(z−1)

(c) rejet sinus pulsationω0 si

A(z−1)S(z−1) = (1− 2 cos(ω0Te)z
−1 + z−2)Q(z−1)

ici dansA(z−1), le polyn̂ome d’ordre2 1− (2 + β)z−1 + z−2 ne peut pas se mettre
sous la forme1− 2 cos(ω0Ts)z

−1 + z−2 car2 + β > 1. DansS(z−1), le polyn̂ome
d’ordre 21− 1.9601z−1 + z−2 se met sous cette forme avec2 cos(ω0Te) = 1.9601
soitω0 = 2 rad/s.
Conclusion: rejet de sinus̀a la pulsationω0 = 2 rad/s.

3.

Ty?→y(1) =
B(1)T (1)

A(1)S(1) + B(1)R(1)
= 1

Donc suivi d’́echelon.
4. non car le correcteur ne contient pas d’effet intégrateur.
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Exercice 2 : Commande par retour d’́etat mesuŕe

On consid̀ere la commande nuḿerique d’un pendule sur chariot. Le modèle est donńe par la
repŕesentation d’́etat :

[
x1(k + 1)
x2(k + 1)

]
=

[
a −1
1 0

] [
x1(k)
x2(k)

]
+

[
b
0

]
u(k)

y(k) =
[

1 1
] [

x1(k)
x2(k)

]
+ vy(k)

(4)

Le vecteur d’́etat du syst̀eme :

x(k) =

[
x1(k)
x2(k)

]

est mesuŕe, ainsi que la sortiey(k). On va d́eterminer un correcteur numérique qui permet de
satisfaire le cahier des charges suivant.

1. Les signaux de ŕeférence consid́eŕes sont deśechelons. La sortie doit tendre vers la valeur
de l’échelon, sans erreur statique notable, avec le temps du premier maximum de l’ordre
de trois secondes et un dépassement de12%.

2. Un signal de perturbation en forme d’échelon en sortie du système doitêtre rejet́e.
La période d’́echantillonnage estTe = 0.1s.

Questions

1. On d́esire mettre au point un correcteur par retour d’état mesuŕe avec int́egrateur, c’est-̀a-
dire de la forme :

xI(k + 1) = xI(k) + (y∗(k)− y(k))
u(k) = −kT x(k)− kIxI(k)

où le vecteurk et kI sont à d́eterminer. Pourquoi a-t-on choisi cette structure de com-
mande?Justifier en quelques mots.

2. Etablir syst̀eme augmenté assocíe.
3. Le vecteurk et kI vont être calcuĺes de façoǹa placer les p̂oles du syst̀eme en boucle

fermée. Combien de p̂oles va-t-on placer ? Les déterminer en fonction du cahier des
charges. Dans la suite, on les noteraz∗i .

4. Exprimer le vecteurk et kI en fonction de la localisation des pôles en boucle ferḿeez∗i
préćedemment d́etermińee.

5. Dans le cas òu seule la sortiey(k) est mesuŕee, on peut v́erifier que le syst̀eme est ob-
servable. Par suite, un observateur peutêtre mis au point pour l’obtention d’un correcteur
par retour d’́etat estiḿe.

(a) la (dynamique de) poursuite est-elle modifiée par rapport̀a la commande par retour
d’état mesuŕe?Justifier en deux mots.

(b) Même question pour le rejet de perturbation de sortie.

Correction exercice 2

1. correcteur qui contient un intégrateur pour rejet et poursuiteéchelons
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2.




x1(k + 1)
x2(k + 1)
xI(k + 1)


 =

Fa︷ ︸︸ ︷


a −1 0
1 0 0

−1 −1 1







x1(k)
x2(k)
xI(k)


 +

ga︷ ︸︸ ︷


b
0
0


 u(k)

u(k) = − [
k1 k2 kI

]
︸ ︷︷ ︸

kT
a




x1(k)
x2(k)
xI(k)




3. 3 pôlesà placer. On prend 2 pôles complexes conjugués comme p̂oles dominants et un
pôle enz∗3 = 0 comme p̂ole auxiliaire.

– Calcul des p̂oles complexes conjugués en continu.

D = e
− πξ√

1− ξ2 ⇔ ξ =

√
ln(D)2

π2 + ln(D)2

PourD = 0.12, on aξ = 0.56

tmax =
π

ω0

√
1− ξ2

⇔ ω0 =
π

tmax

√
1− ξ2

soitω0 = 1.26 rad/s. Les p̂oles en continu sont donc

−ξω0 ± j
√

1− ξ2ω0

– Pôles en discret :

z∗1 = e−ξω0Te cos(
√

1− ξ2ω0Te) + e−ξω0Te sin(
√

1− ξ2ω0Te)

z∗2 = e−ξω0Te cos(
√

1− ξ2ω0Te)− e−ξω0Te sin(
√

1− ξ2ω0Te)

soit0.9267± 0.0974i

4.

Fa − gak
T
a =




a− bk1 −1− bk2 −bkI

1 0 0
−1 −1 1




D’où

det(zI − (Fa − gak
T
a )) =

∣∣∣∣∣∣

z − (a− bk1) 1 + bk2 bkI

−1 z 0
1 1 z − 1

∣∣∣∣∣∣
= bkI

∣∣∣∣
−1 z
1 1

∣∣∣∣ + (z − 1)

∣∣∣∣
z − (a− bk1) 1 + bk2

−1 z

∣∣∣∣
= z3 − (1 + a− bk1)z

2 + (−bkI + bk2 + 1 + (a− bk1))z
−bkI − bk2 − 1

Remarque : ce qui suit peutêtre fortement simplifíe en notant quez∗3 = 0.

En égalant̀aPc(z) = z3 − (z∗1 + z∗2 + z∗3)z
2 + (z∗1z

∗
2 + z∗3(z

∗
1 + z∗2))z − z∗1z

∗
2z
∗
3 on obtient

le syst̀eme d’́equations lińeaires :




1 + a− bk1 = z∗1 + z∗2 + z∗3
−bkI + bk2 + 1 + (a− bk1) = z∗1z

∗
2 + z∗3(z

∗
1 + z∗2)

bkI + bk2 + 1 = z∗1z
∗
2z
∗
3
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La premìereéquation donne :

k1 =
1

b
(1 + a− (z∗1 + z∗2 + z∗3))

En combinant les 3́equations :

k2 =
1

2b
(z∗1z

∗
2 + z∗3(z

∗
1 + z∗2)− 1)

Enfin

kI =
1

2b
(2z∗1z

∗
2z
∗
3 − z∗1z

∗
2 − z∗3(z

∗
1 + z∗2)− 1)

5. (a) non car dans les deux cas, les fonctions de transfertTy∗→y sont identiques.
(b) oui.

Exercice 3 : Mise au point d’un correcteur RST

On consid̀ere le syst̀eme d́efini par la fonction de transfert :

Ys(z) =
αz−1(1 + z−1)

(1− az−1)(1− z−1

a
)

U(z) =
B(z−1)

A(z−1)
U(z) (5)

avecTe = 0.1s, α > 0 eta > 0.

T (z)
1

S(z)

R(z)

6

-- - ? - B(z)
A(z)

- ? -
Y ∗(z) U(z) Us(z) Ys(z) Y (z)

Vu(z) Vy(z)

-
+

−
+

+

+

+

FIG. 5 –Boucle ferḿee avec correcteur RST

On va d́eterminer un correcteur RST qui permet de satisfaire le cahier des charges suivant.
1. Pc(z

−1) = (1− az−1)(1− az−1)

2. Un signal de consigne eńechelon doit̂etre poursuivi avec une erreur statique nulle.
3. Un signal de perturbation en forme d’échelon en entrée du syst̀eme doitêtre rejet́e.

Questions

1. Déterminer les pŕe sṕecifications du polyn̂omeS.
2. Ecrire l’équation de Bezout.
3. Résoudre l’́equation de Bezout pour déterminerR etS.
4. Proposer un choix pourT . Le justifier en quelques mots.
5. Quel est l’ordre du système en boucle ferḿee (voir figure 5)?
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Correction exercice 3

1. Pour rejeter une perturbationéchelon en entrée du syst̀eme, il faut queB(z−1)S(z−1) =
(1 − z−1)Q(z−1), donc queS(z−1) = (1 − z−1)S0(z

−1) où S0(z
−1) est un polyn̂omeà

déterminer.
2. Elle s’écritA(z−1)S(z−1) + B(z−1)R(z−1) = Pc(z

−1) soit

(1− az−1)(1− z−1

a
)(1− z−1)S0(z

−1) + αz−1(1 + z−1)R(z−1) = (1− az−1)(1− az−1)

Pourz = a, l’ équation s’́ecrit :a−1(1 + a−1)R(a−1) = 0, donc

R(z−1) = (1− az−1)R0(z
−1)

Par suite, l’́equation de Bezout se simplifie :

(1− z−1

a
)(1− z−1)

︸ ︷︷ ︸
Abezout(z−1)

S0(z
−1) + αz−1(1 + z−1)︸ ︷︷ ︸

Bbezout(z−1)

R0(z
−1) = (1− az−1)︸ ︷︷ ︸

Pbezout

3. L’ équation admet une solution unique ssi

d◦Pbezout ≤ d◦Abezout + d◦Bbezout − 1.

Or d◦Pbezout = 1, d◦Abezout = 2 etd◦Bbezout = 2. Comme1 ≤ 3, la relation est v́erifiée.
De plus,

d◦S0 = d◦Bbezout − 1 = 1 ⇒ S0(z
−1) = s0 + s1z

−1

d◦R0 = d◦Abezout − 1 = 1 ⇒ R0(z
−1) = r0 + r1z

−1

L’ équation se ŕecrit alors :

(1− z−1

a
)(1− z−1)(s0 + s1z

−1) + αz−1(1 + z−1)(r0 + r1z
−1) = 1

Onécrit l’égalit́e des coefficients des polynômes de gauche et de droite.
terme constant s0 = 1
terme enz−1 s1 − 1

a
− 1 + αr0 = −a

terme enz−2 1
a
− s1

a
− s1 + αr0 + αr1 = 0

terme enz−3 s1

a
+ αr1 = 0

La dernìereéquation permet d’exprimer

r1 = − s1

aα

En retranchant la secondeéquatioǹa la troisìeme, on obtient :

s1 = −
a− (

2

a
+ 1)

2(
1

a
+ 1)

Par suite

r0 =
1 +

1

a
− a− s1

α
et

r1 =
a− (

2

a
+ 1)

2aα(
1

a
+ 1)
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4. En prenantT (z−1) =
Pc(z

−1)
B(1)

, on a

– Ty?→y(1) = 1, donc poursuite sans erreur statique
– Ty?→y(z

−1) est un filtreà ŕeponse impulsionnelle finie, donc poursuite rapide par
rapportà la ŕegulation.

5. le syst̀emeà commander est d’ordre 2 ainsi que le correcteur. Le système en boucle ferḿee
sera donc d’ordre 4.

Exercice 4 : Analyse d’un syst̀eme boucĺe avec seuil

On consid̀ere la fonction non lińeaireΦ tel quew = Φ(ε) définie par sa caractéristique
repŕesent́ee figure 6. La pente de la droite est de 1.

-

6

ε(t)

w(t)

∆
2

−∆
2

1
1

FIG. 6 –Zone morte

A : Calcul d’un gain complexe équivalent

1. Déterminer la sortiew(t) de la non lińearit́eΦ pour l’entŕee

∀t ∈ [0,
2π

ω
], ε(t) = ε1 sin(ωt).

On donnera la fonction qui reliew(t) à t pourt ∈ [0,2π
ω

] et on tracera l’allure dew(t) sur
la figure 7.La feuille òu se trouve la figure 7 sera jointèa la copie avec la mention du
nuḿero d’anonymat (nuḿero de place).

2. A partir de l’expression dew(t), montrer que

N(ε1) = 1− 2α

π
+

1

π
sin(2α)− 2∆

πε1

cos(α)

avecα = arcsin
(

∆
2ε1

)
.

3. A partir de l’expression dew(t), montrer que

N(ε1) = 1− 2

π


arcsin

(
∆

2ε1

)
+

∆

2ε1

√
1−

(
∆

2ε1

)2
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FIG. 7 –Syst̀eme boucĺe avec relais

11



B : Tracé du lieu critique

1. On consid̀ere la fonctionf définie par :

∀x ∈ [0,1], f(x) = arcsin(x) + x
√

1− x2

cette fonction est-elle monotone? Si oui, croissante ou décroissante.Justifier
2. En d́eduire le lieu critique dans le plan complexe. On prendra soin d’orienter le lieu cri-

tique.

C : Etude d’un système avec non lińearité śeparable

- Φ(.)
6

-
w(t)

G(jω) --
+

−
ε(t)e(t) y(t)

FIG. 8 –Syst̀eme avec non lińearité śeparable

On d́esire analyser le système boucĺe repŕesent́e figure 8 avec

G(p) =
(p + 10)2

(p + 1)3

et Φ la fonction non lińeaire dont la caractéristique est donńee figure 6. Pour cela, on dispose
du lieu critique d́etermińe question B et du Diagramme de Nyquist deG(p) repŕesent́e figure 9.
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−0.2

0
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0.4

0.6

0.8

1

FIG. 9 –Diagramme de Nyquist deG(p) completà gauche et zooḿe à droite

Questions

En ŕegime libre (e(t) = 0), y-a-t-il oscillations? Si oui, sont-elles stables? Si elles existent,
ne pas calculer la pulsation propre des oscillations.
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Correction exercice 4

-
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FIG. 10 –Syst̀eme boucĺe avec relais

A : Calcul du gain complexeéquivalent

1. 



∀t ∈ [0, α
ω
] w(t) = 0

∀t ∈ [α
ω
, π−α

ω
] w(t) = ε1 sin(ωt)− ∆

2

∀t ∈ [π−α
ω

, π
ω
] w(t) = 0

Dans la suite, on poseu = ωt.
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2. La non lińearit́e est syḿetrique par rapport̀a0 :

N(ε1) =
2j

πε1

∫ π

0

w(
u

ω
)e−jud(u)

=
2j

πε1

∫ π−α

α

(ε1 sin(u)− ∆

2
)e−jud(u)

Or (
ε1 sin(u)− ∆

2

)
e−ju = ε1

1− e−2ju

2j
− ∆

2
e−ju

D’où

N(ε1) =
1

π

∫ π−α

α

(1− e−2ju)du

︸ ︷︷ ︸
A

− j∆

πε1

∫ π−α

α

e−judu

︸ ︷︷ ︸
B

Or

A =
[
u + e−2ju

2j

]π−α

α
= π − 2α +

1

2j
(e2jα − e−2jα)

︸ ︷︷ ︸
sin(2α)

et

B =
[
e−ju

−j

]π−α

α
= 2

j
1

2
(ejα − e−jα)

︸ ︷︷ ︸
cos(α)

Par suite,

N(ε1) = 1− 2α

π
+

1

π
sin(2α)− 2∆

πε1

cos(α)

3. Commesin(2α) = 2 cos(α) sin(α),

N(ε1) = 1− 2α

π
+

2

π
cos(α) sin(α)− 2∆

πε1

cos(α)

Par d́efinition,sin(α) = ∆
2ε1

. De plus,cos(α) =
√

1− sin(α)2. Par suite, on obtient :

N(ε1) = 1− 2

π


arcsin

(
∆

2ε1

)
+

∆

2ε1

√
1−

(
∆

2ε1

)2



B : Tracé du lieu critique

1. Calcul de la d́erivée

∀x ∈ [0,1], f ′(x) =
1√

1− x2
+
√

1− x2 − x2

√
1− x2

= 2
√

1− x2 > 0

f(x) est donc croissante pourx ∈ [0,1]. Elle croit de0 à π
2 .

2. N(ε1) = 1 − 2
πf

(
1
ε1

)
. Par suite,N(ε1) est donc croissante de 0à 1. Par suite, quandε1

va de0 à l’infini, le point C(ε1) = − 1
N(ε1)

décrit l’axe ŕeel, de−∞ au point(−1,0).
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C : Etude d’un système avec non lińearité śeparable

Le lieu critique intersecte le tracé deG(jω) au point(−4,0). Il y aura donc oscillations.
Sont-elles stables ? L’intersection entre les deux tracés est telle qu’en parcourant le tracé

deG(jω) parω allant de 0à +∞, on laissèa sadroite le lieu critique, c’est-̀a-dire le traće de
C(ε1) = −1

N(ε1)
orient́e parε1 allant de 0à +∞. La condition du crit̀ere de Loeb n’́etant pas

remplie, l’oscillation ne sera pas stable.
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