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place sur chacune des copies, intercalaires, ougiies anne&es.

Les télephones portables (r@meéteints) et ordinateurs de poche ne sont pas autoés. La
note finale prendra en compte la qualié de la redaction et des justifications des@ponses

Seul document autori€ : document manuscript de 4 pages format A4.

Tous les exercices sont iegendants.
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Exercice 1: Analyse d’un syséme

On consi@re le systme @fini par la fonction de transfert :

Yi(2)

az (14271 _ B(z™h

1 (24 B)z7t + 272
avecl, =0.1s,a > 0ets > 0.

U(z) 3)

A Analyse du sysemea commander
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FIG. 1 —Réponse indicielle 1

1. Quel est I'ordre de la fonction de transfeéfihie par (3) ? Quelles sont seSlgs et ses
zéros? La fonction de transfert est-elle stable?

2. On donne leséponses unéchelon (eponses indicielles) de trois fonctions de transfert
(voir les figures 1, 2 et 3. Laquelle correspamda fonction de transfertédinie par 3.
Justifier en quelques mots

3. En prenant pour vecteurétat :

avecz(k) tel que:

Py

(" — (2+ B)g + (k) = u(k)

déterminer une re@sentation dtat du systme @fini par la fonction de transfert (3).

B : Analyse d’un correcteur RST

Une perturbation agit en sortie du sirste :

Y(z) =Ys(2) + Vy(2)
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ou Y'(z) est la transforr@e enz de la sortie mesée. Poury = 0.1529 et 5 = 0.0336, on a mis
au point le correcteur RST :

S(z YU () + Rz Y (2) =T(z"HY*(2)
ol R(z71), S(z71) etT(2') sont ckfinis par :
R(z"1) = (1—0.8327271)(10.066 — 15.6762"" + 6.20422)
Sz = (140.7897271)(1 — 1.9601z7! + 272)
T(z7Y) = 3.2708 — 5.447027! 4 2.267822

Le syséme en boucle ferée est reggseng figure 4.

S(z) -

Vil2) V()
MO ey ey RO R C Ry O RACR AR (G
- +

FiG. 4 —Boucle fernee avec correcteur RST

1. Calculer la fonctions de transfert du siiste en boucle ferée entre la perturbation de
sortie v, (k) et la sortiey(k) du syseme en fonction des polpmesA(z~1), B(z1),
R(z7Y), Sz etT(z71).

2. Le syseme en boucle ferge peut-il effectuer le rejet de signaux de perturbation de sortie
vy (k)

(@) enéchelon?
(b) enrampe?
(c) en sinusdde ? si oui, pour quelle(s) pulsation(s) ?

3. Lafonctions de transfert du sgshe en boucle ferée entre la consigng (k) et la sortie
y(k) du syseme est dorge par :

B(z"HT(z™)

T = A5G BE ARG

(a) Le syseme en boucle ferge peut-il effectuer la poursuite de signaux de consigne
y*(k) enéchelon ustifier.

(b) Une erreur de quelques pourcentst@faite sur les coefficients de(>~!). La pour-
suite de consigng*(k) enéchelon peut-elle se faire (sans erreur statique) ?

Correction exercice 1

A Analyse du sysemea commander

1.
alz+1)

)/8(2)222—(2—1—@2—1—1

U(z)
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Fonction de transfert d’ordre 2. U en—1 et deux les solutions de &quation
22— 2+p)z+1=0

soits(24+ 0+ /B(B+4) eti(2+ 06— /B(6+4)).

Commeg > 0, 5(2+ 3+ v/B(3 +4)) > 1, la fonction de transfert est instable.

La réponse indicielle 1 est celle d’'une fonction de transfert stable. &gsnses indi-
cielles 2 et 3 correspondeatdes fonctions de transfert instables. Epanse indicielle 3
corresponch deux @les complexes conju@s de module plus grand que 1. l&ponse
indicielle de la fonction de transfert congiée est donc la deuaine.

BEZS” B [—01 (Qiﬁ)i:){ xé(i)n}*{?}“(’f)

k) = Lo o]l gy

B : Analyse d’un correcteur RST

1.

2.

De I’équation::

etde

On en eduit:
A=Y (2) = Bz YU (2) + A=)V (2)

EnéliminantU (=) entre cette&&quation et Bquation ci-dessous
SEHU()+REHY(2)=0
on obtient
(A(z)S() + BETHR(E )Y (2) = Az7)S(27)Vy(2)

Soit
Y(z) _ A(z"HS(Y
Vi(z)  A(THS(Y) + B(zHR(=™)
(@) noncarA(1)S(1) #0
(b) noncarA(z"1)S(z7!) # (1 — 2712Q(z7 1)
(c) rejet sinus pulsationy Si

AzHS(™Y = (1 —2cos(weTy)zt +272)Q(z71)

ici dansA(z71), le polyrdbme d’ordre2 1 — (2 + 3)z~! + 272 ne peut pas se mettre
sous la formd — 2 cos(w0Ty)z"' + 272 car2 + 3 > 1. DansS(z '), le polyndbme
d'ordre 21 — 1.9601z~! + 22 se met sous cette forme avecos(wyT:.) = 1.9601
Soitwy = 2 rad/s.

Conclusion: rejet de sinusla pulsationv, = 2 rad/s.

. B(l)T(l)l

=)= T050) + BOORD)

Donc suivi dechelon.

4. non car le correcteur ne contient pas d’effeégriateur.
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Exercice 2: Commande par retour détat mesure

On consi@re la commande numique d’'un pendule sur chariot. Le n&d est dona par la
repesentation dtat:

] - [ (][

gy = [1 H[i;ﬁ’;i}ww)

(4)

Le vecteur détat du systme :
_ | =(k)
z(k) = [ 22(k) ]
est mesw#, ainsi que la sortig(k). On va ceterminer un correcteur n@rique qui permet de

satisfaire le cahier des charges suivant.

1. Les signaux deaférence consietés sont degchelons. La sortie doit tendre vers la valeur
de I'échelon, sans erreur statique notable, avec le temps du premier maximum de l'ordre
de trois secondes et ugpassement de2%.

2. Un signal de perturbation en formeédhelon en sortie du s¥she doitétre rejeé.
La période déchantillonnage esf. = 0.1s.

Questions

1. On dcésire mettre au point un correcteur par reto@taf mesu avec inégrateur, c’'esé-
dire de la forme::
vi(k+1) = z(k)+ (y"(k) — y(k))
u(k) = —kTx(k) — krz(k)
ou le vecteurk et k; sonta determiner. Pourquoi a-t-on choisi cette structure de com-
mande ustifier en quelques mots
2. Etablir syseme augmegtasso@.

3. Le vecteurk et k; vont étre calcugés de facora placer les ples du systme en boucle
fermée. Combien de des va-t-on placer? Leséterminer en fonction du cahier des
charges. Dans la suite, on les notefa

4. Exprimer le vecteuk et k; en fonction de la localisation de®les en boucle ferge z;
précedemment étermiree.

5. Dans le cas o seule la sortig/(k) est mesuge, on peut &rifier que le systme est ob-
servable. Par suite, un observateur g mis au point pour I'obtention d’un correcteur
par retour détat esting.

(a) la (dynamique de) poursuite est-elle mogkfipar rappora la commande par retour
d’état mesug ?Justifier en deux mots

(b) Méme question pour le rejet de perturbation de sortie.

Correction exercice 2

1. correcteur qui contient un iagrateur pour rejet et poursuiéehelons



) ]j’g Ya
z1(k+1) a —1 0 x1(k) b
z(k+1) | = 1 00 zo(k) | + | 0 | u(k)
1 (k)
U(l{?) = — [ kl k’g l{] ] $2(l€)
LT :CIUC)

a

3. 3 polesa placer. On prend 2gbes complexes conju@s comme ples dominants et un
pole enzi = 0 comme dle auxiliaire.

— Calcul des ples complexes conju@s en continu.

g
D:em@g: In(D)?

7 +1In(D)?
PourD = 0.12, on a¢ = 0.56

™ 7
tmaw:—@ Y e
(*‘)0\/1_52 <0 tmaz\/l_gz

soitwy = 1.26 rad/s. Les ples en continu sont donc

—&wo £ j/1 — 2wy

— Pdles en discret :

zp = e 0T cos(y/1 — EwoT,) + e~ Te sin(\/1 — E2woT,)
2 = e t0Tecos(y/1 — E2weT,) — e *0Te sin(y/1 — 2w, T,)

S0it0.9267 4= 0.09744

4.
a—0bky —1—0bky —Dk;
Fa _gakg — 1 0 0
-1 -1 1
D’ou
zZ — (CL — bkl) 14 bkg bk[
det(z] — (F, — gok1)) = -1 z 0
1 1 z—1
B -1 =z z— (a—bky) 1+ bksy
= bkr| | |t 1 |
= 25— (14 a—bky)z® + (=bky + bky + 1 + (a — bky))=z
—bkr — bky — 1

Remarque : ce qui suit peétre fortement simpli& en notant que; = 0.

Enégalan® P.(z) = 2° — (2] + 25 + 25) 22 + (2725 + 25(27 + 23) )2 — 272525 on obtient
le syskme dequations ligaires :

1+ a— bk = 2tz +2;
—bkr +bka+ 1+ (a —bky1) = 2725+ 25(27 + 23)
bk + bky + 1 = 22523



La premereéquation donne:
1 * * *
k= E(l—ka— (21 + 25 + 23))

En combinant les &quations:

by = o (525 + 251 +25) — 1)
Enfin
ki = o (2607255 — 218 — 51 +25) = 1)
5. (@) non car dans les deux cas, les fonctions de transfert, sont identiques.
(b) oui.

Exercice 3: Mise au point d’'un correcteur RST
On consi@re le systme @fini par la fonction de transfert :

az (14271
Yi(z) = ) U(z) = —1
(1—az")(1- ) A=)

U(z) (5)

avecl, =0.1s,a > 0 eta > 0.

Fic. 5 —Boucle fernge avec correcteur RST

On va ceterminer un correcteur RST qui permet de satisfaire le cahier des charges suivant.
1. P(zY)=(1—az"H(1 —az™!)
2. Un signal de consigne éthelon doiétre poursuivi avec une erreur statique nulle.
3. Un signal de perturbation en formeéthelon en enée du systme doitetre rejeé.

Questions

1. Déterminer les g sgecifications du polyamesS.

2. Ecrire 'équation de Bezout.

3. Résoudre Equation de Bezout pougéterminerR et S.

4. Proposer un choix pouf. Le justifier en quelques mots.

5. Quel est I'ordre du systme en boucle ferge (voir figure 5)?



Correction exercice 3

1. Pour rejeter une perturbati@chelon en enée du systme, il faut queB(z~1)S(z71) =
(1 —2"1HQ(z71), donc queS(z71) = (1 — 271)Sp(271) o1 Sp(271) est un polydmea
déterminer.

2. Elle secrit A(z71)S(z7') + B(z"Y)R(z7') = P.(27!) soit

-1

(1—az"H)(1— %)(1 — 2 NS E N a1+ 2 YR =1 —az ) (1 —az™)

Pourz = a, I'équation fcrit:a= (1 + e !)R(a™!) = 0, donc
Rz =1 —azHRy(z™)

Par suite, lequation de Bezout se simplifie :

(1— i)(1 — 2 NS +ar 1+ 2 D Ry(z ) = (1 —az™)
R a . —_— —

~~ B 1 -
Abezout(zil) bezout (Z ) bezout

3. L' équation admet une solution unique ssi
donezout S doAbezout + doBbezout -1

Ord°Precous = 1, d° Aperour = 2 €1d° Bresour = 2. Commel < 3, la relation est @rifiee.
De plus,

dOS() = dOBbezout —1=1 = So(Zil) = Sg + 812’71

d°Ry = d°Apezous — 1 =1 = Ro(z7') =ro+rz7!
L’ équation seécrit alors :

271

(1-— 7)(1 — 2 Do Fsiz ) +ar 1 +2Yre+rmz ) =1
Onécrit I'égali€ des coefficients des polymes de gauche et de droite.
terme constant so=1
terme ez ! s1—+—1+arg=—a
termeenz™? 1% g farg+ar, =0
terme ez =3 Ltar =0
La dernereéquation permet d’exprimer
51
rn=-—-——
ax

En retranchant la seconéguatiora la troiseme, on obtient :

2
a—(—+1)
s = ——a_

—_

2(—+1)

S

Par suite

1
1+——G—51
a

To =
«Q

et

2
a—(—+1)

_ a
rn=—"_
2a0(— 41
(> +1)



-1
4. En prenanf'(z71) = % on a

— T,~—,(1) = 1, donc poursuite sans erreur statique

— T—,(271) est un filtrea reponse impulsionnelle finie, donc poursuite rapide par
rapporta la 'egulation.

5. le sysemea commander est d’ordre 2 ainsi que le correcteur. Le&sysen boucle ferge
sera donc d’ordre 4.

Exercice 4 : Analyse d’'un syséme boucé avec seulil

On consiére la fonction non ligaire® tel quew = &(¢) définie par sa caragtistique
repesenge figure 6. La pente de la droite est de 1.

w(t)] 4
1
/% 2 0

FIG. 6 —Zone morte

A Calcul d’'un gain complexe équivalent
1. Déterminer la sortiev(¢) de la non lirearie ¢ pour I'entée

Vit € [0,2%], €(t) = e sin(wt).

On donnera la fonction qui relie(¢) a¢ pourt € [0,27] et on tracera I'allure de(t) sur
la figure 7.La feuille a1 se trouve la figure 7 sera jointela copie avec la mention du
nuneéro d’anonymat (nu@ro de place).

2. A partir de I'expression de(t), montrer que

N(e)=1- 2a + L sin(2a) — 28 cos(a)

T T TEY

— arcsin (A
aveca = arcsin (261 :

3. A partir de I'expression de(t), montrer que

2 AN A AN’
N(g)=1-= n (=2 )+ 21— (=
(€1) — | arcsin (261) + 2, (261)

10
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FIG. 7 —Syséme boud@ avec relais
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B : Tracé du lieu critique
1. On consi@re la fonctionf définie par:
Vo € [0,1], f(x)=arcsin(x)+ zv1 — x?

cette fonction est-elle monotone ? Si oui, croissanteémralssantelustifier

2. En déduire le lieu critique dans le plan complexe. On prendra soin d’orienter le lieu cri-
tique.

C: Etude d'un systeme avec non liarité fparable

e(t e(t w(t t
(t) 4 () 20 (t) i) y(t)

FIG. 8 —Syséme avec non lisarité €£parable

On cesire analyser le sy&me boud repeéseng figure 8 avec

(p + 10)?
(p+1)°

G(p) =

et ® la fonction non lirgaire dont la caraetistique est dorge figure 6. Pour cela, on dispose
du lieu critique @termiré question B et du Diagramme de Nyquist@e) repeseng figure 9.

80 T T T T T T 1

08
60 -

06
40 -
04

02 -
ol e P A
~0.2 4

-041

20

a0k
-0.6-

—60 -
-0.8[

80 L I L L I I =
-40 -20 0 20 40 60 80 100 -5 -45 -4 -35 -3 -25 -2 -15 -1 -0.5 0

FIG. 9 —Diagramme de Nyquist d&(p) completa gauche et zooés droite

Questions

En réegime libre ¢(t) = 0), y-a-t-il oscillations? Si oui, sont-elles stables? Si elles existent,
ne pas calculer la pulsation propre des oscillations.
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Correction exercice 4
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FIG. 10 —Syseéme bou@ avec relais

A: Calcul du gain complexeéquivalent
1.

vt € [0, 2] w(t) =0
Vt e [2, =2] w(t) = e sin(wt) —

Vte =2, ] w(t)=0
Dans la suite, on pose= wt.

A
2

13
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2. La non lireari€ est syratrique par rappoi 0 :

27 [T u, _.
Ne) = =L Uy eing
@ = 2= [T
2 T—Q ' A i
= 7T_:571 ) (€1 sin(u) — 5)6 T (u)
Or 0
A l—e @ A
(61 sin(u) — 5) et =¢ 2? — Ee’J“
D’ou A
N = = 1 —e ") du—=— Td
(@) 7T/@ ( =22 [ e
A B
Or
—2ju] T :
A = [u—|—€2jj ]a = m—2a+; (e — e7 %)
sinéa)
et | 1
—juTQ ) )
B — |:€ ) :| _ 2 N [ [
—J la J 2<€ ¢ )
—
cos(a)
Par suite, A
20 1 2
N(e)=1— "2 4 Zsin(2a) — =
(€1) - + - sin(2aq) = cos(a)
3. Commesin(2a) = 2 cos(«) sin(a),
200 2 2A
Nie)=1-2242 in(a) — 22
(€1) - + - cos(a) sin(a) p— cos(a)

Par cefinition, sin(a) = % De plus,cos(a) = /1 — sin(«a)?. Par suite, on obtient :

2 A A AN
N(e)=1- 2 n (= )+ =21 (=
(€1) — | arcsin (261) + 2, (261)

B: Tracé du lieu critique
1. Calcul de la érivee

1 2
VJZG[O,].], f'(x)=ﬁ+v1—x2—\/%:2vl—x2>0

f(z) est donc croissante powre [0,1]. Elle croit de0 a %
2. N(e;) =1— %f <%) Par suite N (e;) est donc croissante ded0l. Par suite, quand
1

va de0 a l'infini, le pointC'(e;) = ) décrit I'axe el, de—oco au point(—1,0).
1

14



C: Etude d'un systeme avec non liarité £parable

Le lieu critique intersecte le tréaeG (jw) au point(—4,0). Il y aura donc oscillations.
Sont-elles stables ? L'intersection entre les deuxésagst telle qu’en parcourant le teac
de G(jw) parw allant de 0a +oo, on laissea sadroite le lieu critique, c’est@a-dire le traé de

Cle) = N_(—ell orienk pare; allant de 0a +oo. La condition du criére de Loeb rétant pas

remplie, I'oscillation ne sera pas stable.
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