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Examen: Commande nungrique des systmes
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duréee: 2h

Responsable : G. Scorletti

Chaque candidat doit, au cEbut de I'épreuve, porter son nom dans le coin de la copie
gu’il cachera par collage apres avoirété pointé. |l devra en outre porter son nuneéro de
place sur chacune des copies, intercalaires, ougaies anne&es.

Les telephones portables (rBmeéteints) et ordinateurs de poche ne sont pas auto@s. La
note finale prendra en compte la qualié de la redaction et des justifications des@&ponses

Seul document autori€ : document manuscript de 4 pages format A4.

Tous les exercices sont iedendants.

Exercice 1 : Analyse d’un syséme

On consi@re le systme efini par la fonction de transfert :

v = P (Ve + ) @

1—az”
avecY (z) la transforng@e en Z du signal de sortigk), V(=) la transforn@e en Z du signal

de perturbationy(k), U(z) la transfornge en Z du signal de commandék), a €]0, 1] et
b €]0, 1[. On a mis au point le correcteuefini par :

(1—a)(l—az™)

Ve = —a o

(Y*(2) =Y (2)) (2)

avecY*(z) la transfornge en Z du signal de consigne.

1. Repgésenter le sygme en boucle ferge cfini par lesequations (1) et (2) par un sema
bloc.



2. Calculer la fonction de transfert du sgste en boucle fer&e entre la perturbation k)
et la sortiey(k) du syséme.

3. Le syséme en boucle ferée peut-il effectuer le rejet de signaux de perturbatidrn

(a) enéchelon ?
(b) en rampe ?
(c) en sinusde ? si oui, pour quelle(s) pulsation(s) ?

Justifierbrievemenpar un argument.
4. Etablir 'expression d€,._,,(z) et I'expression d€’,._,(z) en fonction dez, b et K.

5. En I'absence de perturbation(¢) = 0) et pour une consigng* (k) un échelon unitaire,
déterminer les 5 premiers pas de la sortié) et de la commande(k). Application
nunmérique :a =0,1,b=0,9et K = 1.

6. La fonction de transfert reliant le signal de commandela sortiey :

Kz'(1+b271)
(1—az"H(1 -2z

Y(2)= U(z)

aété obtenue par transposition du nébel continu suivant:

G(p) = KCM

p(tp+1)
A partir du resultat de la question @edente, ref@senter 'allure probable deglvolution
entre les instants dthantillonnage de la sortie du sste continus commané par le
correcteur @fini par(2), en I'absence de perturbatiarii) = 0) et pour une consigne
y*(k) un échelon unitaire. Visxvis du proéce continu, le correcteur est-il aussi satis-
faisant que le laisse supposer la questicopdente? Justifier.

Corrigé
1. Voir figure.
V(z)
Y*(Z> + 1—a 1—az— 1 U<Z) Kz~ 1 + 14+bz—1 Y(Z>;
_ K 1+bz—1 1—2-1 + 1—az—1

Transposition avec bloqueur d’ordre 0.



. AvecY*(z) = 0, I'équation (1) seé&écrit:
(1—2H1—azHY(2)=1+bz") (1—2"V(z) + Kz'U(z))
et I'équation (2) :
KA+bzHU(2) = —(1 —a)(1 —az )Y (2)

Onélimine U(z) entre ces deugquations : on ajouta la preméreéquation la seconde
équation multiplee parz ! :
(1=l -az ) +2z'1-a)l—az))Y(z) = (1+bz"H(1 -2 ")V(2)

D'ou
(14+bz"H(1—27h
(1—az™h)?

Tyy(z) =

(@) ouicarT,_,(z) = (1 — 271 F(z2)
(b) noncarT, ., (2) # (1 — 271)*F(2)
(c) non car7,_,,(z) n'a pas de &ros complexes conjugs.
. AvecV (z) = 0, I'équation (1) se&écrit :
(1—2H1-az Y (2)=(1+bzHKz'U(2)
et I'équation (2) seéécrit :
K14+bzYU(2)=(1—a)(1—az" ) (Y*(2) = Y(2)).

Onélimine U(z) entre ces deugquations : on ajouta la preméreéquation la seconde
équation multiplee parz ! :

(=2l -az)+2z"1-a)l—az"))Y(z) =271 —a)(1 —az"")Y*(z)

D'ou ( -
1—a)z"
Tpy(2) = ———
Yy y( ) 1 — aZ—l
D’autre part, erelimineY (z) entre ces deug&quations : on multiplie la premieéquation
par(1 — a) et ony retranche la secondgquation multipkee par(1 — z71) :

(KQ=2z"(14+bz ")+ Kz (1 —a)(1+bz"1))U(z) = (1—a)(1—az"")(1—z"H)Y*(2)
D’ou
(- a)(1- =

K(1+0b271)

Typ—u(z) =

. D’apres la question @cédente y(k) —ay(k—1) = (1—a)y*(k—1) etu(k)+bu(k—1) =
1_T“y*(k;). Par suite,

y(0) =0 y(1)
uw(0) =0 wu(l) =
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6. Commeb > 0, la commande change alternativement de signe :
w(0)=0 wu(l)>0 u(2)<0 u3)>0 wu(4) <0

De plus, commez = 0,1, on ay(4) ~ 1 et commeb = 0,9, u(4) = —0,9* pas
négligeable devand. De plus, d'apes la relation deécurrenceu(k) = —(—0,9)" :
doncu(k) tends ver9) mais tes lentement. Le préck continu pesentera donc une
oscillation entre les instants@thantillonnage. Voir les figures 1.
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Figure 1: Reponses temporelles : sortiggauche et commanadedroite

Exercice 2 : Mise au point d'un correcteur RST
On consi@re le systme @fini par la fonction de transfert :

Kz ' (1—bzh
(1—2"H1 -az)

avecY (z) la transfornge en Z du signal de sortié/(z) la transfornge en Z du signal de
commandeg €]0, 1] etb €]0, 1].

Y(z) = U(z) (3)

A : Cahier des charges 1

On va ceterminer un correcteur RST qui permet de satisfaire le cahier des charges suivant.
o P(z7hH=(1-b")
e Un signal de consigne &thelon doiétre poursuivi avec une erreur statique nulle.

¢ Un signal de perturbatioli, en forme de rampe en sortie du sysie doitétre rejeé.

Questions

1. Déterminer les i sggcifications du polygmesS.
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2. Ecrire et Eduire I'equation de Bezout.
3. Résoudre Equation de Bezout pougéterminerR et S.

4. Proposer un choix pouF. Le justifier en quelques mots.

B : Rejet de perturbation mesuré

V(z)
Y*(2) B + U(z) 1 |t = Y(z)
T<Z 1) — S(Zlfl) %—22—1 + 1Iiz—1
R(z71)

Figure 2: Boucle ferree avec correcteur RST

On consi@re maintenant que le sgshe @fini par la fonction de transfert :

1—bz!

(wz) e U(z)) (4)
1—az

ou V (z) est la transforr@e en Z d’'une perturbation en rampe. Un correcteur RSHjeeéte mis

au point : T R
sen” T sEn T

les polyromesR, S et T' sont donc connus. Le polgme S est tel queS(z~!) = (1 —
271 Sy(271) avecSy(1) # 0. Le syséme en boucle ferée est refirsent figure 2.

U(z) =

1. Etude du rejet de perturbation :

(a) Calculer la fonction de transfert du sgste en boucle ferée entre la perturbation
v(k) et la sortiey(k) du syséme.

(b) En déduire que le rejet d’'une perturbatiof¥) en forme de rampe ne peut paise
effectie.

2. Rejet de la perturbation(k) a partir de sa mesure : on suppose maintenant que la pertur-

bationv(k) en forme de rampe est meger Cette mesure \&re utili®e pour calculer la
commander (k) par :

T(z™h)

() = g V() = G V) + g V) ©)

Y*(z) -

ou
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Figure 3: Boucle ferree avec correcteur RST + mesure de la perturbation

++

e R, S etT sontceux éfinis question B.1 ;
e R, ets,, sont deux polydmesa ceterminer de fagcoa assurer le rejet.
Voir la figure 3.

(a) A partir deséquations du correcteur (5) et deguations du systne (4), calculer la
fonction de transfert de(k) versy(k) : T,_.,(z) en fonction des polydmesR, S,

R, Sp,a, bet K.
(b) Ecrire la condition que doit satisfaire cette fonction de transfert pour assurer le rejet

de perturbation en rampe.
(c) En céduire que le rejet de perturbation en rampe sera efesties poly@mesR,,
et S,, sont solutions de €quation de Bezout :

(1—az Sz )+ 1 —bz HRp(zH) =121

(d) Résoudre cettéquation de Bezout.

Corrigé
A
1. Pour rejeter une perturbation en forme de rampe :
AETSET) =1 -27)Q(=)
Ce quiimplique que S(z71) = (1—271)Sy(z7!) puisqued(z~1) = (1—2"1)(1—az").
2. I"équation de Bezout&trit :
(1—2z1?1—azHS( )+ Kz (1—bzHR(zH) =1—bz"
Par suite,Sp(27!) = (1 — bz7")S;(27'). D’ou I'équation de Bezouéduite :

(1—2"H%(1— az_l)J.Sl(z_l) —1—5\2/_;1[{(,2_1) =L

~
Apezout Biezout Pyezout




Cetteéquation de Bezout admet une solution minimale uniqQuéday...; < d°Apc.our+
d° Bpe.out — 1. De plus,

d°S1 = d°Bperour —1=1—-1=0

et
d°R =d°Aperot —1=3—-1=2

Par suite,S;(z71) = 1 et R(27!) = ry + r1z~! + ryz 2. Enécrivant l'egali€ des coeffi-
cients des polydmes de gauche et de droite, ésolution de Equation de Bezout eme

donca:
terme constant 1=1
termeen:™! —(2+4a)+ Kryg=0
terme enz 2 (2a+1)+ Kr; =0
terme ez 3 —a+Kry=0

Ce sysetme déquations ligaires eséquivalent :

7,0:2[—?@
Tl:_l%}—(Qa
TQZF

3. Compensation de la dynamique du &yse en boucle ferée pour avoir unéggime tran-
sitoire rapide ; @ponse impulsionnelle finieT'(z7!) = %

1. (a) L' équation du sysime sécrit :
(1—2H1—-az Y (2) =Kz 1 —azHYV(2) + Kz7'(1 = bz"HU(2)
L’ équation du correcteuré&trit (avecY™(z) = 0) :
S(zHU(2) = —R(z Y (2)

PouréliminerU(z) entre les deukrquations, on ajouila preméreéquation multi-
pliee parS(z~1) la secondé&quation multipee park z—'(1 — bz~1), ce qui donne :

(1—21—az ™))+ Kz ' (1 bz YR(z)) YV(2) = Kz ' (1—az H)S(z"HV(2)
Soit

Kz Y1 —az")S(z™)

o) = T 0= 56 + K 10— be DRG)

(b) Pour assurer le rejet de perturbation, il faut qu'il existe un patgaQ(>~') tel
que :
Kz '(1—azH)ShH=010-21HQx"

ce qui n'est pas le cas puisgdéz—1) = (1 — 271)Sy(z71) avecSy(1) # 0.
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2.

(a) L' équation du sysime sécrit :
(1—2H1-azY(2) =Kz (1 —az " )V(2)+ Kz (1 = bz HU(2)
L’ équation du correcteurécrit (avecY™*(z) = 0) :
S(z NS (zHU(2) = —R(z7H)Sm(zHY (2) + Ru(z7HS(zHV(2)
PouréliminerU(z) entre les deukrquations, on ajouila preméreéquation multi-

pliee parS(z~')S,,(271) la secondé&quation multiplee parkz—'(1 —bz""), ce qui
donne :

(1= =)0 =@z )8() + K21 = b YR() Sl Y (2) = -
(Kz7'(1 —az"HS(zHS(z™) + Kz~ 1 — bz R, (27H)S(z71)) V(2)
Soit

(1—az Sz + (1 —bzHRpu(z™h
(=21 -az")SE)+ Kz (1—bz"HR(z™1)) Su(z™h)

Tyy(z) = K2715(z71)

(b) 1l suffit qu'il existe un polydmeQ(z1) tel que :
Kz'S(N)S(E (T—az)Sn(z )+ (1= bz )Ru(27)) = (1—27")2Q(z )

(c) PuisqueS(z71) = (1 — 271)Sy(27!) avecSy(1) # 0, une condition suffisante de
rejet de perturbation est que :

1—az Sz +A-bzHR(zH=1-2""
Abezout Bbezout Pbezout

(d) Cette équation de Bezout admet une solution minimale uniquedeay,...;, <
d° Apezout + d°Biesour — 1. De plus,

d°Sy, =d°Bpezour —1=1—-1=0

et
d°R,, = d°Aperot —1=1—-1=0

Par suite S,,(z71) = sp et R,,,(271) = ro. Enécrivant I'egali€ des coefficients des
polyndmes de gauche et de droite, é&solution de Equation de Bezout éme donc

a:
terme constant so+19=1

termeemn™'  —asy —brg = —1
Ce sysetme déquations likaires eséquivalent :




Exercice 3 : Commande par retour detat

On consi@re le proéce cecrit par le moéle continu :

Il va étre commané par une loi de commande nénque,a la eriode déchantillonnagd’, =
1s. Répondre aux questions suivantes en choisissant une épolese parmiles 3 prop&ss en
cochant la case correspondante. Tout choix detrejustife brievementLes eponses devront
étre porées directement sur les feuilles. Elles seront joiritda copie avec la mention du
nunero d’anonymat (nuiro de place). Pour chaque mauvaigponse, un nombmeEGATIF
de points sera compt

1. Latransposition dé/(p) avec bloqueur d’ordre O est dozm par

_9 -2 -1 -1
G(x)=12—= O GRe=%15 0 G)=5= O

Justification en quelques mots :

2. Quel est 'ordre d&j ?
1 O 2 O 3 O

Justification en quelques mots :

3. Une repésentation détat de vecteur @tatx est assoéea la fonction de transfedi(z).
On veut mettre au point un correcteur par retowtaf qui assure :
e rejet de perturbation d’eréte sinusiale de pulsationy ;
e rejet de perturbation de sortie éohelon ;
Parmi les trois choix de structure de correcteur, quelle est la plus simple (d’ordre le plus
faible) qui permet de remplir le cahier des charges :
zo(k +1) = Fara(k) + ga(y* (k) — y(k))

u(k) = —kTa(k) — kTzq(k)
1+ 2cos(wsTe) —(14 2cos(wTy)) 1 1 O
ou F, = 1 0 0 et g4 = 0
0 1 0 0
zi(k+1) = w(k)+ (" (k) —y(k)) .
u(k) = —kTx(k) — krz(k)
za(k +1) = Fara(k) + ga(y™ (k) — y(k))
u(k) = —kTa(k) — kTzq(k)
U
ol F;= ZCOSgwsTa _01 } et gq= { (1) }

Justification en quelques mots :



4. Le correcteur mis au point pour remplir le cahier des charges®gents permet la pour-
suite par le sygtme en boucle ferge de :

échelons et

sinusa 1 pulsation donee
Dans le cas d’une poursuite de sinigssa une pulsation dor@e, indiquer la pulsation

de celle-ci :

echelons (seulq)l sinusa 1 pulsation donge (seulesl)]

Justification :

Corrigé

1. Lafonction de transfert diseteéchantillonee bloq@e de I'inégrateur donne :

1— 271

auquel se “rajoute” un terme ! pour le retard pur d’'unegriode déchantillonnage. La
bonne solution est donc le premier choix.

2. D’ordre 2 (pensera mettre la fonction de transfert sous la forme d’'un rapport de deux
polyndbmes ern: eta examiner I'ordre du@&hominateur).

3. Pour assurer le :

e rejet de perturbation d’erée sinusiale de pulsationy ;
e rejet de perturbation de sortie énhelon ;

Le correcteur doit faire appadtee le moctle des perturbations soit
Dz = (1—z Y (1—2cos(woT,)z 4272) = 1— (142 cos(w, T, )z +(14+2 cos(w,T,) )z 2 —2°
Le bon choix est donc le premier.

4. Poursuite déchelon et de sinug la pulsationu, car avec cette structure de commande,
on poursuit les signaux deéme nature que ceux qui sont régt

Exercice 4 : Analyse des sysimes non lireaires

On consigére le systme repeseng figure 4. La fonction de transfert correspandelle d’'un
moteura courant continu entimaant un axe sur lequel est ménin ressort de rappel. La car-
acéristique du ressort de rappel est deapar la non ligarie repesenge figure 5. Le dispositif
est commané par un correcteur Pl. Un tel dispositif peut par exempleasgmter la commande
du papillon d’'un moteua essence.

1. Mise en forme du prokime : Par manipulation de smima-blocs, montrer quegtude de
la stabili& du systme repeseng figure 4 peut se ramen&i’ étude du sysime repeseng
figure 6. On @terminerad etG.
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Figure 4: Systmea analyser

Figure 5: Non lireari€é

Figure 6: Systme avec non ligarie £parable
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2. Calcul du gain complexéquivalent

(a) Déterminer la sortiev(t) de la non lirgari€ ¢ pour I'entiee

vt € [0, Qg], €(t) = € sin(wt).

On donnera la fonction qui relie(t) at pourt € [0, 2] et on tracera I'allure de
w(t) sur la figure 7 La feuille ai se trouve la figure 7 sera joingela copie avec la

w(t)

(S
Do
3

£(t)

dg0-
d90-
dv0-
dz0-
-20

70
-190
-180

oz

Figure 7: Systme boua avec relais

mention du nu@ro d’anonymat (nugro de place).
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(b) A partir de I'expression de(t), montrer que

4
N(El):1—|—7r—€1

3. On cesire analyser le sy&@ine boud repeseng figure 6. Pour cela, on dispose du Dia-
gramme de Nyquist dé(p) repeseng figure 8.

Nyquist Diagram

6 T T T T T T T

Imaginary Axis
o
T
4
I

-6 I I I I I I I
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Real Axis

Figure 8: Diagramme de Nyquist d&p)

(a) Repesenter le lieu critique sur le diagramme figurel& feuille ai se trouve la
figure 8 sera jointe la copie avec la mention du né@mo d’anonymat (nu&ro de
place).

(b) En regime libre ¢(t) = 0), y-a-t-il oscillations ? Si oui, sont-elles stables ? Si elles
existent, ne pas calculer la pulsation propre des oscillations.
Corrigé
1. Lalinéarisation du sy&mme non ligaire sécrit :
ox = —30x”

Ce sysetme temps invariant a pour valeur propregui est sur I'axe imaginaire. On ne
peut donc pas conclure sur la stakildu point dequilibre0 du syséme non lieaire. Le
bon choix est donc le troisme.

2. Dans le premier cas, pour des conditions initialesédéhtes, I'oscillation a toujours
méme amplitude : le sy8ine ne peuétre que non ligaire. Dans le troisime cas, les
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oscillations ne sont pas sinudales et sont toujours deéme amplitude pour deux con-
ditions initiales diferentes : le systme ne peuétre que non ligaire. Enfin, dans le
second cas, les oscillations sont siridstes et leur amplitudeégpend de la condition
initiale : le syséme est donc ligaire invariant.

t | R P K 1 §
Y = T p(tp+1) |

; ;

: M :

Figure 9: Scema blocequivalent

1. Le sclema bloc de la figure 4 peut se mettre sous la formecssmée figure 9. De ce
sckema, on éduit que :
Kp

Glp) = pi(rp+ 1)+ kK(p+a)

{ Vie [0, 7]  w(t) = e sin(wt) +1

Vt € [m, 2n] w(t) = e;sin(wt) — 1
Dans la suite, on pose= wt.
(b) La non lirtarié est symtrique par rappor 0 :

25 [T ,
Ne) = L [ w@)yedudw)
e Jo w
2j [T »
= — | (esin(u) 4+ 1)e 7"d(u)
7T61 0
Or }
] 1 — 6—2]11,
(ersin(u) + 1) e = ¢ — e
2j
D'ou
1 T —27u .] " —Ju
Ne) = = | Q- du+—— | e "du
7 Jo mer Jo
A B
Or )
—2ju ™
A = [ e " ] _
U+ 27 4 T



et

—J
Par suite, A

N(e) =14 —

(e1) + Py

3. Le trac des lieux critiques est doampar
— 7€
Cle) =

(e1) mer + 4

poure; allant de0 a +oo. Il recouvre donc I'axe des abscisses entre le point d’abscisse
—1 et le point d’absciss8. Par suite, d'ags la figure 8 il ne peut pas y avoir (auto)
oscillation.
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