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Seul document autoriśe : document manuscript de 4 pages format A4.

Tous les exercices sont indépendants.

Exercice 1 : Analyse d’un syst̀eme

On consid̀ere le syst̀eme d́efini par la fonction de transfert :

Y (z) =
1 + bz−1

1− az−1

(
V (z) +

Kz−1

1− z−1U(z)

)
(1)

avecY (z) la transforḿee en Z du signal de sortiey(k), V (z) la transforḿee en Z du signal
de perturbationv(k), U(z) la transforḿee en Z du signal de commandeu(k), a ∈]0, 1[ et
b ∈]0, 1[. On a mis au point le correcteur défini par :

U(z) =
(1− a)(1− az−1)

K(1 + bz−1)
(Y ?(z)− Y (z)) (2)

avecY ?(z) la transforḿee en Z du signal de consigne.

1. Repŕesenter le système en boucle ferḿee d́efini par leśequations (1) et (2) par un schéma
bloc.
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2. Calculer la fonction de transfert du système en boucle ferḿee entre la perturbationv(k)
et la sortiey(k) du syst̀eme.

3. Le syst̀eme en boucle ferḿee peut-il effectuer le rejet de signaux de perturbationv(k)

(a) enéchelon ?

(b) en rampe ?

(c) en sinusöıde ? si oui, pour quelle(s) pulsation(s) ?

Justifierbrièvementpar un argument.

4. Etablir l’expression deTy?→y(z) et l’expression deTy?→u(z) en fonction dea, b etK.

5. En l’absence de perturbation (v(k) = 0) et pour une consigney?(k) un échelon unitaire,
déterminer les 5 premiers pas de la sortiey(k) et de la commandeu(k). Application
numérique :a = 0, 1, b = 0, 9 etK = 1.

6. La fonction de transfert reliant le signal de commandeu à la sortiey :

Y (z) =
Kz−1(1 + bz−1)

(1− az−1)(1− z−1)
U(z)

a ét́e obtenue par transposition du modèle continu suivant1 :

G(p) = Kc
b1p + b0

p(τp + 1)

A partir du ŕesultat de la question préćedente, repŕesenter l’allure probable de l’évolution
entre les instants d’échantillonnage de la sortie du système continuG command́e par le
correcteur d́efini par(2), en l’absence de perturbation (v(k) = 0) et pour une consigne
y?(k) un échelon unitaire. Vis-̀a-vis du proćed́e continu, le correcteur est-il aussi satis-
faisant que le laisse supposer la question préćedente? Justifier.

Corrig é

1. Voir figure.

Kz−1

1−z−1
1+bz−1

1−az−1

?- - --1−az−1

1+bz−1
1−a
K

---
6 +

++

−
Y ?(z)

V (z)

U(z) Y (z)

1Transposition avec bloqueur d’ordre 0.
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2. AvecY ?(z) = 0, l’ équation (1) se ŕeécrit:

(1− z−1)(1− az−1)Y (z) = (1 + bz−1)
(
(1− z−1)V (z) + Kz−1U(z)

)

et l’équation (2) :

K(1 + bz−1)U(z) = −(1− a)(1− az−1)Y (z)

On élimineU(z) entre ces deux́equations : on ajoutèa la premìereéquation la seconde
équation multiplíee parz−1 :

(
(1− z−1)(1− az−1) + z−1(1− a)(1− az−1)

)
Y (z) = (1 + bz−1)(1− z−1)V (z)

D’où

Tv→y(z) =
(1 + bz−1)(1− z−1)

(1− az−1)2

3. (a) oui carTv→y(z) = (1− z−1)F (z)

(b) non carTv→y(z) 6= (1− z−1)2F (z)

(c) non carTv→y(z) n’a pas de źeros complexes conjugués.

4. AvecV (z) = 0, l’ équation (1) se ŕeécrit :

(1− z−1)(1− az−1)Y (z) = (1 + bz−1)Kz−1U(z)

et l’équation (2) se ŕeécrit :

K(1 + bz−1)U(z) = (1− a)(1− az−1)(Y ?(z)− Y (z)).

On élimineU(z) entre ces deux́equations : on ajoutèa la premìereéquation la seconde
équation multiplíee parz−1 :
(
(1− z−1)(1− az−1) + z−1(1− a)(1− az−1)

)
Y (z) = z−1(1− a)(1− az−1)Y ?(z)

D’où

Ty?→y(z) =
(1− a)z−1

1− az−1

D’autre part, eńelimineY (z) entre ces deux́equations : on multiplie la premièreéquation
par(1− a) et on y retranche la secondeéquation multiplíee par(1− z−1) :
(
K(1− z−1)(1 + bz−1) + Kz−1(1− a)(1 + bz−1)

)
U(z) = (1−a)(1−az−1)(1−z−1)Y ?(z)

D’où

Ty?→u(z) =
(1− a)(1− z−1)

K(1 + bz−1)

5. D’après la question préćedente :y(k)−ay(k−1) = (1−a)y?(k−1) etu(k)+bu(k−1) =
1− a
K y?(k). Par suite,

y(0) = 0 y(1) = 0 y(2) = 1− a y(3) = 1− a2 y(4) = 1− a3

u(0) = 0 u(1) = 1− a
K u(2) = −b1− a

K u(3) = b2 1− a
K u(4) = −b3 1− a

K
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6. Commeb > 0, la commande change alternativement de signe :

u(0) = 0 u(1) > 0 u(2) < 0 u(3) > 0 u(4) < 0

De plus, commea = 0, 1, on a y(4) ' 1 et commeb = 0, 9, u(4) = −0, 94 pas
négligeable devant0. De plus, d’apr̀es la relation de ŕecurrence,u(k) = −(−0, 9)k :
doncu(k) tends vers0 mais tr̀es lentement. Le procéd́e continu pŕesentera donc une
oscillation entre les instants d’échantillonnage. Voir les figures 1.
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Figure 1: Ŕeponses temporelles : sortieà gauche et commandeà droite

Exercice 2 : Mise au point d’un correcteur RST

On consid̀ere le syst̀eme d́efini par la fonction de transfert :

Y (z) =
Kz−1(1− bz−1)

(1− z−1)(1− az−1)
U(z) (3)

avecY (z) la transforḿee en Z du signal de sortie,U(z) la transforḿee en Z du signal de
commande,a ∈]0, 1[ et b ∈]0, 1[.

A : Cahier des charges 1

On va d́eterminer un correcteur RST qui permet de satisfaire le cahier des charges suivant.

• Pc(z
−1) = (1− bz−1)

• Un signal de consigne eńechelon doit̂etre poursuivi avec une erreur statique nulle.

• Un signal de perturbationVy en forme de rampe en sortie du système doitêtre rejet́e.

Questions

1. Déterminer les pŕe sṕecifications du polyn̂omeS.
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2. Ecrire et ŕeduire l’́equation de Bezout.

3. Résoudre l’́equation de Bezout pour déterminerR etS.

4. Proposer un choix pourT . Le justifier en quelques mots.

B : Rejet de perturbation mesuré

Kz−1

1−z−1
1−bz−1

1−az−1

?- - --1
S(z−1)

R(z−1)¾

--
6 +

++
− -

V (z)

U(z) Y (z)
T (z−1)-Y ∗(z)

Figure 2: Boucle ferḿee avec correcteur RST

On consid̀ere maintenant que le système d́efini par la fonction de transfert :

Y (z) =
Kz−1

1− z−1

(
V (z) +

1− bz−1

1− az−1U(z)

)
(4)

où V (z) est la transforḿee en Z d’une perturbation en rampe. Un correcteur RST a déjà ét́e mis
au point :

U(z) =
T (z−1)

S(z−1)
Y ?(z)− R(z−1)

S(z−1)
Y (z)

les polyn̂omesR, S et T sont donc connus. Le polynôme S est tel queS(z−1) = (1 −
z−1)S0(z

−1) avecS0(1) 6= 0. Le syst̀eme en boucle ferḿee est repŕesent́e figure 2.

1. Etude du rejet de perturbation :

(a) Calculer la fonction de transfert du système en boucle ferḿee entre la perturbation
v(k) et la sortiey(k) du syst̀eme.

(b) En d́eduire que le rejet d’une perturbationv(k) en forme de rampe ne peut pasêtre
effectúe.

2. Rejet de la perturbationv(k) à partir de sa mesure : on suppose maintenant que la pertur-
bationv(k) en forme de rampe est mesurée. Cette mesure vâetre utiliśee pour calculer la
commanderu(k) par :

U(z) =
T (z−1)

S(z−1)
Y ?(z)− R(z−1)

S(z−1)
Y (z) +

Rm(z−1)

Sm(z−1)
V (z) (5)

où

5



Kz−1

1−z−1
1−bz−1

1−az−1

?- - --1
S(z−1)

R(z−1)¾

--
6 +

++
−

V (z)

U(z) Y (z)- -

Rm(z−1)
Sm(z−1)

?

¾

T (z−1)-Y ∗(z)
+
+

Figure 3: Boucle ferḿee avec correcteur RST + mesure de la perturbation

• R, S etT sont ceux d́efinis question B.1 ;

• Rm etSm sont deux polyn̂omesà d́eterminer de façoǹa assurer le rejet.

Voir la figure 3.

(a) A partir deséquations du correcteur (5) et deséquations du système (4), calculer la
fonction de transfert dev(k) versy(k) : Tv→y(z) en fonction des polyn̂omesR, S0,
Rm, Sm, a, b etK.

(b) Ecrire la condition que doit satisfaire cette fonction de transfert pour assurer le rejet
de perturbation en rampe.

(c) En d́eduire que le rejet de perturbation en rampe sera effectué si les polyn̂omesRm

etSm sont solutions de l’́equation de Bezout :

(1− az−1)Sm(z−1) + (1− bz−1)Rm(z−1) = 1− z−1

(d) Résoudre cettéequation de Bezout.

Corrig é

A

1. Pour rejeter une perturbation en forme de rampe :

A(z−1)S(z−1) = (1− z−1)2Q(z−1)

Ce qui implique que :S(z−1) = (1−z−1)S0(z
−1) puisqueA(z−1) = (1−z−1)(1−az−1).

2. l’ équation de Bezout s’écrit :

(1− z−1)2(1− az−1)S0(z
−1) + Kz−1(1− bz−1)R(z−1) = 1− bz−1

Par suite,S0(z
−1) = (1− bz−1)S1(z

−1). D’où l’ équation de Bezout réduite :

(1− z−1)2(1− az−1)︸ ︷︷ ︸
Abezout

S1(z
−1) + Kz−1︸ ︷︷ ︸

Bbezout

R(z−1) = 1︸︷︷︸
Pbezout
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Cetteéquation de Bezout admet une solution minimale unique card◦Pbezout ≤ d◦Abezout+
d◦Bbezout − 1. De plus,

d◦S1 = d◦Bbezout − 1 = 1− 1 = 0

et
d◦R = d◦Abezout − 1 = 3− 1 = 2

Par suite,S1(z
−1) = 1 etR(z−1) = r0 + r1z

−1 + r2z
−2. En écrivant l’́egalit́e des coeffi-

cients des polyn̂omes de gauche et de droite, la résolution de l’́equation de Bezout m̀ene
doncà :
terme constant 1 = 1
terme enz−1 −(2 + a) + Kr0 = 0
terme enz−2 (2a + 1) + Kr1 = 0
terme enz−3 −a + Kr2 = 0

Ce syst̀eme d’́equations lińeaires est́equivalent̀a :




r0 = 2 + a
K

r1 = −1 + 2a
K

r2 = a
K

3. Compensation de la dynamique du système en boucle ferḿee pour avoir un ŕegime tran-
sitoire rapide ; ŕeponse impulsionnelle finie :T (z−1) = 1

K

B

1. (a) L’ équation du système s’́ecrit :

(1− z−1)(1− az−1)Y (z) = Kz−1(1− az−1)V (z) + Kz−1(1− bz−1)U(z)

L’ équation du correcteur s’écrit (avecY ?(z) = 0) :

S(z−1)U(z) = −R(z−1)Y (z)

PouréliminerU(z) entre les deux́equations, on ajoutèa la premìereéquation multi-
pliée parS(z−1) la secondéequation multiplíee parKz−1(1− bz−1), ce qui donne :
(
(1− z−1)(1− az−1)S(z−1) + Kz−1(1− bz−1)R(z−1)

)
Y (z) = Kz−1(1−az−1)S(z−1)V (z)

Soit

Tv→y(z) =
Kz−1(1− az−1)S(z−1)

(1− z−1)(1− az−1)S(z−1) + Kz−1(1− bz−1)R(z−1)

(b) Pour assurer le rejet de perturbation, il faut qu’il existe un polynômeQ(z−1) tel
que :

Kz−1(1− az−1)S(z−1) = (1− z−1)2Q(z−1)

ce qui n’est pas le cas puisqueS(z−1) = (1− z−1)S0(z
−1) avecS0(1) 6= 0.
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2. (a) L’ équation du système s’́ecrit :

(1− z−1)(1− az−1)Y (z) = Kz−1(1− az−1)V (z) + Kz−1(1− bz−1)U(z)

L’ équation du correcteur s’écrit (avecY ?(z) = 0) :

S(z−1)Sm(z−1)U(z) = −R(z−1)Sm(z−1)Y (z) + Rm(z−1)S(z−1)V (z)

PouréliminerU(z) entre les deux́equations, on ajoutèa la premìereéquation multi-
pliée parS(z−1)Sm(z−1) la secondéequation multiplíee parkz−1(1− bz−1), ce qui
donne :

((1− z−1)(1− az−1)S(z−1) + Kz−1(1− bz−1)R(z−1)) Sm(z−1)Y (z) = · · ·
(Kz−1(1− az−1)S(z−1)Sm(z−1) + Kz−1(1− bz−1)Rm(z−1)S(z−1)) V (z)

Soit

Tv→y(z) = Kz−1S(z−1)
(1− az−1)Sm(z−1) + (1− bz−1)Rm(z−1)(

(1− z−1)(1− az−1)S(z−1) + Kz−1(1− bz−1)R(z−1)
)
Sm(z−1)

(b) Il suffit qu’il existe un polyn̂omeQ(z−1) tel que :

Kz−1S(z−1)S(z−1)
(
(1− az−1)Sm(z−1) + (1− bz−1)Rm(z−1)

)
= (1−z−1)2Q(z−1)

(c) PuisqueS(z−1) = (1 − z−1)S0(z
−1) avecS0(1) 6= 0, une condition suffisante de

rejet de perturbation est que :

(1− az−1)︸ ︷︷ ︸
Abezout

Sm(z−1) + (1− bz−1)︸ ︷︷ ︸
Bbezout

Rm(z−1) = 1− z−1

︸ ︷︷ ︸
Pbezout

(d) Cette équation de Bezout admet une solution minimale unique card◦Pbezout ≤
d◦Abezout + d◦Bbezout − 1. De plus,

d◦Sm = d◦Bbezout − 1 = 1− 1 = 0

et
d◦Rm = d◦Abezout − 1 = 1− 1 = 0

Par suite,Sm(z−1) = s0 etRm(z−1) = r0. Enécrivant l’́egalit́e des coefficients des
polynômes de gauche et de droite, la résolution de l’́equation de Bezout m̀ene donc
à :
terme constant s0 + r0 = 1
terme enz−1 −as0 − br0 = −1

Ce syst̀eme d’́equations lińeaires est́equivalent̀a :

{
s0 = 1− b

a− b
r0 = 1− a

b− a
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Exercice 3 : Commande par retour d’́etat

On consid̀ere le proćed́e d́ecrit par le mod̀ele continu :

G(p) =
e−p

p
.

Il va être command́e par une loi de commande numérique,à la ṕeriode d’́echantillonnageTe =
1s. Répondre aux questions suivantes en choisissant une seule réponse parmi les 3 proposées en
cochant la case correspondante. Tout choix devraêtre justifíe brìevement.Les ŕeponses devront
être port́ees directement sur les feuilles. Elles seront jointesà la copie avec la mention du
nuḿero d’anonymat (nuḿero de place). Pour chaque mauvaise réponse, un nombreNÉGATIF

de points sera compté.

1. La transposition deG(p) avec bloqueur d’ordre 0 est donnée par

G(z) = z−2

1− z−1 ¤ G(z) = z−2

2
1 + z−1

1− z−1 ¤ G(z) = z−1

1− z−1 ¤

Justification en quelques mots :

2. Quel est l’ordre deG ?

1 ¤ 2 ¤ 3 ¤

Justification en quelques mots :

3. Une repŕesentation d’́etat de vecteur d’étatx est associéeà la fonction de transfertG(z).
On veut mettre au point un correcteur par retour d’état qui assure :

• rejet de perturbation d’entrée sinusöıdale de pulsationω0 ;

• rejet de perturbation de sortie enéchelon ;

Parmi les trois choix de structure de correcteur, quelle est la plus simple (d’ordre le plus
faible) qui permet de remplir le cahier des charges :

xd(k + 1) = Fdxd(k) + gd(y
∗(k)− y(k))

u(k) = −kT x(k)− kT
d xd(k)

où Fd =




1 + 2 cos(ωsTe) −(1 + 2 cos(ωsTe)) 1
1 0 0
0 1 0


 et gd =




1
0
0




¤

xI(k + 1) = xI(k) + (y∗(k)− y(k))
u(k) = −kT x(k)− kIxI(k)

¤

xd(k + 1) = Fdxd(k) + gd(y
∗(k)− y(k))

u(k) = −kT x(k)− kT
d xd(k)

où Fd =

[
2 cos(ωsTe) −1

1 0

]
et gd =

[
1
0

] ¤

Justification en quelques mots :
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4. Le correcteur mis au point pour remplir le cahier des charges préćedents permet la pour-
suite par le système en boucle ferḿee de :

échelons (seuls)¤ sinusà 1 pulsation donńee (seules)¤ échelons et
sinusà 1 pulsation donńee

¤

Dans le cas d’une poursuite de sinusoı̈desà une pulsation donnée, indiquer la pulsation
de celle-ci :

Justification :

Corrig é

1. La fonction de transfert discrèteéchantillonńee bloqúee de l’int́egrateur donne :

z−1

1− z−1

auquel se “rajoute” un termez−1 pour le retard pur d’une ṕeriode d’́echantillonnage. La
bonne solution est donc le premier choix.

2. D’ordre 2 (penser̀a mettre la fonction de transfert sous la forme d’un rapport de deux
polynômes enz et à examiner l’ordre du d́enominateur).

3. Pour assurer le :

• rejet de perturbation d’entrée sinusöıdale de pulsationω0 ;

• rejet de perturbation de sortie enéchelon ;

Le correcteur doit faire apparaı̂tre le mod̀ele des perturbations soit

D(z−1) = (1−z−1)(1−2 cos(ω0Te)z
−1+z−2) = 1−(1+2 cos(ωsTe)z

−1+(1+2 cos(ωsTe))z
−2−z−3

Le bon choix est donc le premier.

4. Poursuite d’́echelon et de sinus̀a la pulsationωs car avec cette structure de commande,
on poursuit les signaux de même nature que ceux qui sont rejetés.

Exercice 4 : Analyse des systèmes non lińeaires

On consid̀ere le syst̀eme repŕesent́e figure 4. La fonction de transfert correspondà celle d’un
moteurà courant continu entraı̂nant un axe sur lequel est monté un ressort de rappel. La car-
act́eristique du ressort de rappel est donnée par la non lińearit́e repŕesent́ee figure 5. Le dispositif
est command́e par un correcteur PI. Un tel dispositif peut par exemple représenter la commande
du papillon d’un moteur̀a essence.

1. Mise en forme du problème : Par manipulation de schéma-blocs, montrer que l’étude de
la stabilit́e du syst̀eme repŕesent́e figure 4 peut se ramenerà l’étude du système repŕesent́e
figure 6. On d́etermineraΦ etG.
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Figure 4: Syst̀emeà analyser
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Figure 6: Syst̀eme avec non lińearit́e śeparable
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2. Calcul du gain complexéequivalent

(a) Déterminer la sortiew(t) de la non lińearit́eΦ pour l’entŕee

∀t ∈ [0,
2π

ω
], ε(t) = ε1 sin(ωt).

On donnera la fonction qui reliew(t) à t pour t ∈ [0, 2π
ω

] et on tracera l’allure de
w(t) sur la figure 7.La feuille òu se trouve la figure 7 sera jointèa la copie avec la

-

6

ε(t)

w(t) 6w(t)

-
π
ω

2π
ω t

0
1

2
3

4
5

6
7

−
1

−
0.8

−
0.6

−
0.4

−
0.2 0

0.2

0.4

0.6

0.8 1

t

ε(t)
2π/ω

 

ε1  

−ε1  

Figure 7: Syst̀eme boucĺe avec relais

mention du nuḿero d’anonymat (nuḿero de place).
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(b) A partir de l’expression dew(t), montrer que

N(ε1) = 1 +
4

πε1

.

3. On d́esire analyser le système boucĺe repŕesent́e figure 6. Pour cela, on dispose du Dia-
gramme de Nyquist deG(p) repŕesent́e figure 8.

−2 −1 0 1 2 3 4 5 6
−6

−4

−2

0

2
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6

Nyquist Diagram

Real Axis

Im
ag

in
ar

y 
A

xi
s

Figure 8: Diagramme de Nyquist deG(p)

(a) Repŕesenter le lieu critique sur le diagramme figure 8.La feuille òu se trouve la
figure 8 sera jointèa la copie avec la mention du numéro d’anonymat (nuḿero de
place).

(b) En ŕegime libre (e(t) = 0), y-a-t-il oscillations ? Si oui, sont-elles stables ? Si elles
existent, ne pas calculer la pulsation propre des oscillations.

Corrig é

1. La linéarisation du système non lińeaire s’́ecrit :

˙δx = −3δx2

Ce syst̀eme temps invariant a pour valeur propre0 qui est sur l’axe imaginaire. On ne
peut donc pas conclure sur la stabilité du point d’́equilibre0 du syst̀eme non lińeaire. Le
bon choix est donc le troisième.

2. Dans le premier cas, pour des conditions initiales différentes, l’oscillation a toujours
même amplitude : le système ne peut̂etre que non lińeaire. Dans le troisième cas, les
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oscillations ne sont pas sinusoı̈dales et sont toujours de même amplitude pour deux con-
ditions initiales diff́erentes : le système ne peut̂etre que non lińeaire. Enfin, dans le
second cas, les oscillations sont sinusoı̈dales et leur amplitude dépend de la condition
initiale : le syst̀eme est donc lińeaire invariant.

K
p(τp + 1)

-

k
p + a

p

6

¾

--
+

−
-

6

-
+

−
6 -

G(p)

Figure 9: Sch́ema bloćequivalent

1. Le sch́ema bloc de la figure 4 peut se mettre sous la forme représent́ee figure 9. De ce
sch́ema, on d́eduit que :

G(p) =
Kp

p2(τp + 1) + kK(p + a)

2. (a) { ∀t ∈ [0, π] w(t) = ε1 sin(ωt) + 1

∀t ∈ [π, 2π] w(t) = ε1 sin(ωt)− 1

Dans la suite, on poseu = ωt.

(b) La non lińearit́e est syḿetrique par rapport̀a0 :

N(ε1) =
2j

πε1

∫ π

0

w(
u

ω
)e−jud(u)

=
2j

πε1

∫ π

0

(ε1 sin(u) + 1)e−jud(u)

Or

(ε1 sin(u) + 1) e−ju = ε1
1− e−2ju

2j
+ e−ju

D’où

N(ε1) =
1

π

∫ π

0

(1− e−2ju)du

︸ ︷︷ ︸
A

+
2j

πε1

∫ π

0

e−judu

︸ ︷︷ ︸
B

Or
A =

[
u + e−2ju

2j

]π

0
= π
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et
B =

[
e−ju

−j

]π

0
= 2

j

Par suite,

N(ε1) = 1 +
4

πε1

3. Le traće des lieux critiques est donné par

C(ε1) =
−πε1

πε1 + 4

pour ε1 allant de0 à +∞. Il recouvre donc l’axe des abscisses entre le point d’abscisse
−1 et le point d’abscisse0. Par suite, d’apr̀es la figure 8 il ne peut pas y avoir (auto)
oscillation.
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