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La Vie, I’Univers et le Sexe

Ce rapport fait la synthése de mes travaux de recherche en mathématiques appliqués depuis mes travaux de these
effectués a I'université Paris Dauphine sous la direction de B. Perthame et S. Mischler en 2005 et intitulé “Principe
d’entropie relative généralisée et dynamique de populations structurées”. Les travaux de théses ont été publiés dans
plusieurs revues internationales suivant deux axes de recherche : I'un sur des outils de type énergie pour étudier la
dynamique de solutions de systemes d’équations modélisant des populations structurées [[127} [135] [134]] et 1’autre
sur I’étude et I’optimisation de valeurs propres, de ces systemes d’équations, caractérisant la croissance des popu-
lations [[125] [126] [124] [31]]. En 2006, j’ai été recruté sur un poste de Maitre de Conférence a I’Ecole Centrale de
Lyon et attaché au laboratoire de mathématique de 1’Université Claude Bernard Lyon 1, Institut Camille Jordan.
Bien que mathématiquement assez variés (analyse, systemes dynamiques, processus stochastiques, optimisation et
modélisation), mes travaux de recherche depuis et, a posteriori, également sur la période de these, ont des applications
centrées sur la reproduction et la dynamique de population.

Que ce soit d’un point de vue biologique (mécanisme de la reproduction), écologique (disparition ou expansion
d’especes), démographique et de santé publique (infertilité) : la reproduction est une thématique incontournable et
passionnante. Cela s’explique par le fait que la reproduction est une caractéristique majeure dans la bonne marche de
I’évolution. En effet, imaginons un instant, un individu qui serait résistant aux maladies, intelligent, fort, rapide, avec
une durée de vie double ou triple de celle de son espece... mais stérile (ou peu enclin a se reproduire) verrait son trait
disparaitre (par non transmission). De fait, ne pouvant ou ne voulant transmettre ses génes, sa lignée s’arréterait avec
lui 158} [183]] et il ne participerait pas a I’évolution de son espece. Il est donc nécessaire, pour que les génes soient
transmis, que le processus de transmission (reproduction) soit possible et en un certain sens efficace. On remarque
que d’une part, la reproduction est le moteur de 1’évolution, celle qui lui permet d’avancer et d’autre part qu’elle est
soumise a 1’évolution (Charles Darwin en 1859 dans I’Origine des espece [40]) comme toutes autres caractéristiques.

Plus précisément, les individus d’une espeéce, naissent avec certaines caractéristiques génotypiques et, in fine,
phénotypiques, sont en compétition avec les autres especes mais aussi avec les individus de leur propre espece, se
reproduisent (ou non) et meurent (participant de fait a la compétition : apport de ressources et/ou disparition de
compétiteurs). Ceux qui survivent assez longtemps pour se reproduire et qui en ont la possibilité transmettent leurs
caractéristiques a leurs descendances. De fait, les genes (c’est a dire les caractéristiques des individus), au cours de
I’évolution, n’ont eu de cesse d’étre sélectionnés pour leurs capacités a se transmettre efficacement aux générations
futures et, en quelque sorte, 1’enveloppe corporelle se trouve n’étre, pour les génes eux méme, qu’un moyen d’étre
transmis. Ainsi, via I’évolution, il existe un lien fort entre reproduction, dynamique de population et évolution.

Avant de discuter de la notion d’efficacité, nous allons présenter différents modes de reproduction : c’est-a-dire
de méthodes pour créer de nouveaux individus. La méthode sans sexe, consistant a la capacité d’un organisme de
se multiplier sans partenaire, peut prendre pour les organismes unicellulaires, différentes formes parmi lesquelles la
mitose simple, le bourgeonnement ou encore la mitose multiple (voir [[142]], figure .

L’avantage se fait sur le nombre et la vitesse de croissance de la population. En effet, un individu n’ayant pas
besoin de partenaire pour se reproduire gagne du temps, de I’énergie, évite les prédateurs et potentiellement les
maladies sexuellement transmissibles. De plus, a nombre d’enfants constant, puisqu’il faut la présence d’individus de

1. Elle existe également pour les organismes pluricellulaires (végétaux et animaux) tels que le requin-marteau, le gecko, le puceron et les
bdelloides sur lesquels nous reviendrons.



FIGURE 1 — La mitose simple est une division cellulaire d’une cellule mére qui aboutit & deux cellules filles identiques. Lors du
bourgeonnement, les cellules forment un amas cellulaire, le bourgeon, qui donnera le futur individu. La mitose multiple est une
division cellulaire d’une cellule mere qui aboutit a plusieurs (> 2) cellules filles.

sexes différents, le taux de croissance de la population est par conséquent plus faible pour les especes sexuées (voir
figure2).
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FIGURE 2 — A gauche une reproduction sexué donnant a chaque génération K individus (et les parents disparaissant au bout
d’une génération). A la génération n il y a donc K" enfants. A droite, il faut un pourcentage de males (1 — 3) pour assurer la repro-
duction. A la génération n, il y a donc K(BK)"~! enfants dont (BK)" femelles. On note que, pour 8 < 1, le rapport K" /K(BK)" !
tend vers I'infini lorsque n tend vers 1’infini. De plus le cas K = 2 et § = 1/2 montre que la méthode de reproduction sexuée
pourrait étre a croissance nulle alors que celle asexuée serait a croissance exponentielle.

Etant donné cette différence de croissance, d’efficacité et de complexité, 1’avantage, seul, du nombre aurait di faire
disparaitre le sexe au cours de l’évolution.Il y a donc des avantages substantiels a la méthode de reproduction avec
sexe liés au brassage génétique qu’elle entraine. Le sexe permet de chercher, pour un individu, ce qui lui manque
ou ce qui est défectueux, via le génome, dans un autre individu. Lorsqu’advient un probléme génétique pour un
individu se reproduisant par clonage, toutes ses filles en héritent. Tandis que lors d’une reproduction sexuée, si I’'un
des partenaires en est exempt, sa descendance aura une chance d’en étre exempte ou tout du moins compensée par
le geéne du partenaire sain. Le sexe est un moyen d’obtenir du brassage génétique. Sans brassage, sans évolution du
génome possible, pas d’évolution. Sans évolution, pas de possibilité de survivre dans un environnement changeant
trop vite. De maniere grossiere, pour résoudre un probleme, 1’exploration par le sexe est, sous certaines conditions,
exponentiellement plus rapide que la mutation (aléatoire) du génome (voir figures [3). Par contre, I’exploration par
mutation, bien que lente, ne nécessite aucune condition et il est presque siir qu’une ou plusieurs mutation(s) finisse(nt)
par permette de résoudre un probleme se posant a une espece donnée (exemple : bactérie évoluant contre la sensibilité
a un antibiotique).

Par conséquent, sur le long terme, on s’attendrait naturellement, dans un environnement globalement sexué, a ce

2. Ce qui est arrivé pour quelques especes qui ont perdu le sexe : définitivement (bdelloides) ou partiellement, c’est a dire pouvant recourir
a l’une ou I’autre des méthodes (gecko et puceron) en fonction des besoins.
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FIGURE 3 — A gauche : Le terme X; représente le génome de 1’individu de la iéme génération. En supposant qu’il est choisi de maniére
aléatoire (uniforme) dans 1’espace des génomes possibles (en rouge), la probabilité qu’il soit dans 1’ensemble des génomes favorables (vert) est
de p = Aire(Vert)/Aire(Rouge). La premiere fois ol un individu atteint I’ensemble vert, c’est a dire le N = minimum{i : X; est dans le vert}
suit une loi géométrique et I’espérance (la moyenne) de N est 1/p. A droite : Avec du brassage génétique. Ici, il y a deux types de sexes : X et Y
pouvant donner “naissance” a un individu de caractéristiques moyennées de ses deux parents. On a alors a faire a une recherche dichotomique
du meilleur (cad qu’un descendant tombe dans le vert). Si au départ les parents sont assez nombreux et que les génes favorables puissent
étre atteint, c’est-a-dire dans 1’enveloppe convexe des caractéristiques des parents, alors le temps d’atteinte N est en logarithme(1/p) (avec
p = Aire(Vert) /Aire(Rouge)), qui est trés petit part rapport a 1/p.

qu’une espece qui ne produirait que des descendants identiques (ou quasi-identiques) se fasse dépasser par des especes
moins prolifiques mais qui explorent plus rapidement 1’espace des génomes possibles, c’est-a-dire, in fine trouvent
des solutions plus rapidement a leurs problemes. En revanche, sur le court terme (par rapport a I’échelle écologique),
la croissance d’une population qui n’utiliserait plus le sexe étant beaucoup plus importante que celle d’une population
qui se reproduirait de maniere sexuée, on s’attendrait naturellement, dans une population donnée, a ce que le sexe
finisse par disparaitre.ﬂD’autres organismes, bactériens notamment, ont cette capacité d’intégrer de I’ ADN exogene,
et donc de produire de la variabilité génétique. Les pucerons, quand a eux, possedent les deux types de modes de
reproduction et en fonction de la période de 1’année se reproduisent rapidement (asexué) ou produisent des oeufs
capables de passer 1’hivers (sexué). Nous ne sommes donc pas dans un probleme simple et sans exception : sexe
versus pas de sexe. Nous ne prétendons pas résoudre la grande question, celle de la vie, de I'univers et du sexe :
Pourquoi le sexe se maintient t’ilEl? Nous allons nous focaliser sur des questions plus simples toutes centrées autour
de la reproduction.

En préliminaires, dans le chapitre [} nous introduirons bri¢vement et de maniére pragmatique, le cadre historique
de la modélisation mathématique, la traduction de ces questions dans un formalisme mathématique et les apports
de mes recherches dans les mathématiques appliquées. Les premiers résultats mathématiques seront donnés dans le
chapitre 2] Dans le chapitre [3] nous allons voir que la reproduction peut nécessiter des processus de développement
complexes et cofiteux en temps et en énergie. Nous nous attarderons a la description, pour les femelles du groupe
des mammiferes, de la production des follicules ovariens (oeufs), qui sont en premiere ligne dans le processus de
reproduction. Le processus de développement folliculaire se décompose en plusieurs étapes, incluant croissance,
maturation [138] 35]] et sélection. Dans le chapitre [d] nous allons nous focaliser sur la croissance
de populations comme marqueur d’adaptabilité. Tout cela pour en arriver a la possibilité de produire de nouveaux
individus de maniere efficace... ou pas. En effet, avec les Néo-Malthusiens et leurs adeptes, les enfants sont considérés
comme de futur poids pour I’environnement et la gestion des ressources. Dans le chapitre 5] nous allons traiter de ce
phénomene, de sa modélisation et d’une approche de son analyse.

3. Mais ce n’est pas si simple! Revenons un instant sur les bdelloides. Elles ont la particularité de se reproduire de maniere asexué et,
malgré tout, sont toutefois présents sur terre depuis des dizaines de millions d’années. Le sexe, n’est pas la seule fagcon de créer de la diversité,
la prédation permet a cette espece d’absorber une partie de I’ADN d’organismes tels que les bactéries, les champignons, les plantes... et donc
de recréer une forme de diversité génétique [66].

4. au cours de I’évolution ... enfin!



Chapitre 1
Préliminaires

Cette partie a pour objectif de présenter quelques modeles mathématiques appliqués a la biologie, plus parti-
culicrement en dynamique des populations, et de se familiariser avec leurs constructions, leurs hypotheses et leurs
conclusions. Les modeles mathématiques d’évolutions de populations, que ce soit cellulaires, animales ou végétales,
en épidémiologie, en écologie... sont basés sur des principes de conservation [143] 123} [152]. L’un des premiers a
utiliser les mathématiques dans un cadre biologique fut Thomas Malthus en 1798 [[112]]. Son modele peut se résumer
ainsi : la taille d’une population N(¢) au temps 7 évolue avec le nombre de naissances et de morts, ¢’est-a-dire, entre
le temps ¢ et le temps 41, on a

N(t+1)=N(t)+B.N(t) —D.N(t),

avec B le taux de naissance et D le taux de mort. La version continue en temps en serait
N'(t) = (B—D)N(1),

pour lequel B (resp. D) serait le taux de naissance (resp. mort) instantané. Ce dernier modele peut €tre réecrit, par
intégration,

t
N =N(O)+ [ (B-D)NGs)ds. (10.1)
0
Puisque les solutions sont données par
N(@t)=N(0)(1+B—D), teN, (resp. N(t)=N(0)e® 9" pour le modele continu),

Malthus en tira la conclusion qu’il fallait arréter d’aider les pauvres, qui se reproduisaient trop, car leur population
allait croitre exponentiellement [112]]. Or un modele ne peut pas dire plus que ce que ses propres limitations lui
imposent. Un modele, en biologie de méme qu’en physique (ou en ﬁnance[[), possede des hypotheses. Dans ce cas
précis, pour assurer que B et D soient invariants par rapport au temps, il faut avoir des ressources illimitées, €tre en
grande population pour que les effets probabilistes se moyennent et enfin avoir une population homogéne pour qu’il
ne soit pas nécessaire d’introduire des structures (telle que 1’4ge, la taille, un trait génétique...) qui influeraient sur
les différents taux (naissance/mort...). Il ne fallut pas longtemps pour que P.-F. Verhulst [179] (1847), mathématicien
belge, propose un modele non linéaire prenant en compte les ressources du milieu de sorte qu’en cas de pénurie de
ressources le taux de naissance s’effondrerait et le taux de mort augmenterait.

Il faudra attendre le 20¢me si¢cle pour voir I’explosion des mathématiques appliquées a la biologie avec Volterra
[181] et Lotka [[108]] dans les années 1920. Ceux-ci furent les précurseurs de I’application des mathématiques a
I’écologie dans le but de répondre a des questions sur la coexistence d’especes en compétitions d’especes de proies et
de prédateurs, 1’évaluation des effets d’une moisson (péche, chasse...) sur une espéce voire au sein d’un écosysteme.
McKendrick (1926), quant a lui, s’intéressa a I’application des mathématiques a la dynamique d’une épidémie et
son modele (systeme d’équations non linéaires couplées) introduit la structure discréte (sain, malade, remis) de la
population [46]] et est encore utilisé de nos jours.

1. Autre domaine par excellence ou les hypotheéses ne sont jamais vérifiées.

6



Avec le développement des mathématiques, les modeles se complexifierent pour prendre en compte les effets non
linéaires dus aux ressources limitées, les structures fines (age, maturité, infectiosité...) des populations ou encore les
limites en faible population.

Dans son modele d’évolution de population, Von Foerster [[182], étend le modele de Malthus dans lequel on structure
la population suivant son age. Plus précisément, on considere n(z,a) la quantité, au temps ¢, d’individus d’age a. En
I’absence de naissance ou de mort, le nombre d’individus au temps #; d’age a est égal au nombre d’individus au temps
t, d’age a+1, —t; (il y a conservation du nombre d’individus) et par conséquent, n(z,a) suit une équation de transport
(modele d’équation aux dérivées partielles [143]]) :

in(r,a) + in(t,a) =0, Y(t,a)eR2.

at da
Ensuite, en supposant que les individus dans la tranche d’4ge (a,a + da) donnent naissance a B(a)n(t,a)da individus
avec B(a) le taux de naissance des individus d’age a, on trouve la condition au bord :

n(t,0) = / n(t,a)B(a)da.
Ry
On peut aussi prendre en compte le taux de mortalité D et I’on obtient le modele de McKendrick-VonFoerster [46] :

) d B )
En(t,a) + %n(t,a) = —D(a)n(t,a), V(t,a) e RE,

n(t,0) = /R n(t,a)B(a)da.

De la méme maniere, Kermack et McKendrick [93} (95, 196] complexifierent le modele épidémiologique de McKen-
drick pour étudier 1’évolution et la propagation de maladies dépendant du stade d’infection des individus. Au temps
t, le nombre d’individus dont I’infection est au stade x (a 1’age x) noté n(z,x), évolue au cours du temps suivant
I’équation de transport suivante (modele d’équation aux dérivées partielles, non linéaire)

gtn(t,x) + jxn(t,x) =—(B(x) +D)n(t,x), V(t,x) €R%,

dans laquelle, 8 est le taux de mortalité 1ié a la maladie et D le taux de mortalité naturelle. Un individu sain est infecté
par un individu d’4ge d’infection x avec une probabilité k(x). Ainsi, la quantité d’individus infectés au temps 7 est

n(t,O):/R k(x)n(t,x)M(t)dx,

avec M(t) la quantité d’individus sains au temps 7 (ce qui nécessite en outre une hypothese d’indépendance lors
des contacts et une non prise en compte du choix individuel). On remarque, dans ces deux derniers exemples, que
ces modeles d’équations aux dérivées partielles sont dérivés des équations de conservation que 1’on retrouve en
mécanique des fluides [100]. Cela est du aux lois de conservation des densités de population. Il existe d’autres types
d’équations : avec diffusion (population dans I’espace, ...), diffusion fractionnaire, opérateur intégral... et I’histoire
de la modélisation (déterministe) se poursuit aussi bien en Equations Différentielles Ordinaires qu’en Equations aux
Dérivées Partielles.

Les versions probabilistes compléterent et comblerent les lacunes des modeles déterministes en faible population.
Nous éluderons 1’approche classique par Chaine de Markov [60]], processus de vie et de mort [[60], pour nous intéresser
a I’approche individu centré / mesure ponctuelle (grandement développé par S. Méléard, N. Champagnat, V.C. Tran...
[118} 28169, 24] par exemple), qui a la particularité de poser un cadre théorique solide permettant de passer a la limite
en grande population. Dans une population structurée, par exemple en adge A et en trait X (qui peut étre sa maturité, sa
position dans 1’espace ...), un individu est représenté par le symbole 5(X7 ) et la population par Z; = Ziv’zl 5(Xk(t),Ak(t))



avec ¢ le temps et V; la taille de la population au temps ¢. Les effets probabilistes sur I’évolution du trait sont gérés par
une équation d’évolution de la forme (assez proche de la forme intégré (1.0.T)))

No t
Z, = Z O(X,(0),A (0)+1) —l—/o / lien, {Evolution au temps s — ] Q(ds,n(dk),de)
k=1 €

Le terme Q intervient sur le choix de I’individu k qui va évoluer et indique comment il évolue : évolution de son trait,
il peut donner naissance ou mourir par exemple. De plus, 1’opérateur d’évolution va dépendre du probleme, tout en
restant intuitif et lisible, et la limite en grande population de Z; est une solution d’une équation aux dérivées partielles
(voir 118281169, 24} 27])).

Le travail que je présente dans ce rapport se place dans la continuité de ce préliminaire mathématique et dans le
cadre biologique présenté ci-dessus. Il se divise en quatre parties :

- dans la premiere partie (chapitre[2), nous nous intéresserons a la dynamique de systémes linéaires et non linéaires,
tels que présenté dans ce prliminaire

Dynamique : Chapitrelﬂ
Travail de These
(135 [134] [127] [136]] [133, 98]
2004/2005 2007 2013 2019,2020
Dynamique de modeles | Dynamique de modeles | Dynamique de modeles | Dynamique de modeles
linéaires (Entropie) non linéaires (Entropie) | non linéaires (Entropie) | non linéaires (Entropie)

- ensuite dans la seconde partie (chapitre [3), nous passerons de la modélisation stochastique et son étude proba-
biliste, a la dynamique singuliere d’équations de transports et aux bifurcations et catastrophes d’un systeme
d’Equations aux Dérivées Partielles non linéaires couplées dans le cadre de la croissance folliculaire (essentielle
pour la reproduction sexué chez les mammiferes).

Développement folliculaire : ChapitreEl

Follicules (terminale) (deterministe) Follicules (basale) (probabiliste)
[128] [129] (35] [130]
2008 2011 2013 2017
Dynamique d’une Systeme dynamique Modélisation Etude probabiliste
équation de transport EDP non linéaires stochastique de la et deterministe
(a solution singuliere) | (catastrophes/bifurcation) | croissance folliculaire de la convergence
en grande population

[140], 2016, Synthese sur le développement folliculaire

- dans la troisiéme partie (chapitre [4)), nous nous attarderons sur 1’optimisation de la plus grande valeur propre
(taux de croissance Malthusien) pour une espece se reproduisant avec et sans sexe.

Optimisation de taux de croissance Malthusien : Chapitrehl

Travail de These
(1250 [124] [126] (30, 31]] [131]]
2005/2006 2007 2019
Etude du taux de Etude du taux Etude du taux
croissance exponentiel croissance exponentiel croissance exponentiel
d’un modele de mitose | d’un modele de McKendrick | d’un modele de reproduction

- enfin dans la derniere partie (chapitre [5), nous nous focaliserons sur la modélisation d’une population anticipant
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une crise environnementale, en jouant sur la possibilité d’avoir un enfant, et son étude mathématiques [132]. Celle
ci est basée sur des travaux sur la vaccination [62, 64] pour lesquels I’individu avait le choix de se vacciner et faisait
son choix de maniere rationnelle.

Choix : Chapitre
[132] [62] 64]
2021 2017,2019
Démographie | Modele épidémiologique
et choix d’avoir | et vaccination volontaire
un enfant avec anticipation




Chapitre 2

Converge

De maniére formelle, on peut réécrire les équations d’évolution de populations sous la forme

aatn:fn, 2.0.1)

avec n la densité de la population, n(r = 0,.) = ng(.) (la population initiale) et . un opérateur. La forme de I’équation
(2.0.1)) est suffisamment générale pour contenir tous les exemples du chapitre précédent. En effet, on obtient :

— Equation différentielle ordinaire linéaire : . est une matrice de changement d’états et n représente le vecteur
d’états (voir les matrices de Leslie-Usher population [[143]).

— Le transport avec : Zf = —% f opérateur de dérivation.

— Multiplication par r : 2! f = rf, qui peut, par exemple, donner un terme de mort.

— Diffusion : Z°f = g—;f.

— Intégral : (par exemple : I’équation de Chapmann Kolmogorrov (voir [176])) : Z3f = [K(.,y)f(y)dV(y) cor-
respondant a des termes de mélange de population.

Comment se comportent en temps long les solutions des équations de dynamiques de populations ?

On rappelle dans la partie que lorsque .Z est linéaire, n(t) se comporte en temps long comme CN e, avec C une
constante, A et N solutions d’un probléme aux valeurs propres .ZN = AN. On introduit I’entropie relative généralisée
(voir [44, 76, 101, 1351152, 106} (151} 127, 137/, [1]]) qui permet de montrer le résultat de convergence en temps long.
Cet outil permet de quantifier la convergence dans I’étude des solutions des semi-groupes d’équations d’évolution
(voir [85) (84 183} 138}, 154, 155, [189]) tel que, par exemple, les équations de renouvellement (voir [31} 135} [76]]). Son
application était essentiellement dans le cas d’opérateur . linéaire. Il est cependant possible d’étendre 1’entropie
relative généralisée a des modeles non linéaires (d’ordre 1) que I’on présente dans les parties [2.2] et 2.3] et qui font
I’objet de deux articles : [[133] et [[L36] respectivement. On étudiera alors

d
o= Z((n,y))n. (2.0.2)

ou (n,y) correspond a la consommation de ressources par la(es) population(s) (voir [152, 38 51 22} 53] [52} 35]]).
On donne trois exemples d’applications : Chaines de Markov, Equations Différentielles Ordinaires et Equations aux
Dérivées Partielles.
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2.1 Comportement en Temps Long Sans Contrainte de Ressource [135]

On s’attend, dans un environnement sans contrainte de ressources, a ce que le résultat de croissance exponentielle
de Malthus se vérifie. De maniere formelle, soit # une solution de I’équation d’évolution en temps

d
Enzgn, (2.1.3)

avec n(t =0,.) = no(.) et £ un opérateur linéaire a définir.

Proposition 2.1.1 (Formelle) On suppose qu’il existe (A,N,§) € R x X x X* solution de A = sup{Re A : A € Spectre
de L}, (ZLyNy)x = ANy, (£ §y)x = A9y, ¢ est-a-dire, A est lavaleur propre de partie réelle la plus grande, N vecteur
propre associé a la valeur propre A pour £ et ¢ pour I’opérateur dual & *EI Alors, on obtient (formellement), pour
toute fonction H réguliére

d

E<H(fx)Nm ¢x> = Dg(fx) = <°%((H/(fx)(fy _fx) "‘H(fx) _H(fy))Ny)7 ¢x>7 (2-1-4)

pour f, = nxe*l’/Nx. De plus, on a la loi de conservation suivante
(filNx, §x) = (felNx, 0x) (1 = 0). (2.1.5)
Preuve En utilisant la linéarité de . et la définition de (N, A, @), on trouve
(LHE)~HEIN)E),0) = (HEAM)E),00) — (LHBIN) (), 9:)
A(H (N, 00) = (N (Z590(0)) =0, (2.1.6)

et

(LH (F)FN)),9c) = A(H' (£ £ ). 2.17)
De plus, on a
U LING 0) = (H (R BN (3), ) — AGH' () fue, 0,

et, en utilisant (2.1.6) et (2.1.7), on trouve que ([2.1.4) est vérifiée. L’équation (2.1.5) est un cas particulier de (2.1.4)
pour H(x) = x. O

Ce qui donne pour les opérateurs positifs (voir [105]]) suivant :
— Equations différentielles ordinaires linéaires : .’ est une matrice de changement d’états (positive en dehors de
la diagonale) et n représente le vecteur d’états (voir les matrices de Leslie-Usher population [143]]) :

D¥ = —Zaiij(Pi [H'(f;)(fi— f)+H(f;) —H(f;)] <0.
ij

— Le transport avec : £V f = % f opérateur de dérivation, on trouve Dg "= 0, Ker(Dg 0) =X.
— Multiplication par r : £ f = rf, Dgl =0, Ker(D;({l) =X.

— Diffusion : £2f = 5 £, Df" = ~(H"(f)(3:./)*N,9 ) <0.

— Intégral : £ f = [K(.,y)f(y)dv(y) correspondant & des termes de mélange de populations

D" = ~{ [ Ky (B (£ = £+ H(F) = HA)NAV(),60) <0,

1. pour les matrices réelles : la transposée, pour un opérateur dans un Hilbert (£ f,g) = (f,-£*g) pour tous f,g.
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La conséquence est que le terme (H (f)Ny, ¢x), qui correspond a une énergie, est décroissante au cours du temps.
On a donc un principe de convergence de La Salle (voir [[137] pour une démonstration).

Proposition 2.1.2 Soit t; une suite t.q. ty — oo lorsque k — oo,
7@ = f+n),

et pour tout 1 > 0, on définit B} = {(t,x,y) C| R0 —fyk(t) >>n } Alors on a la mesure de B]!

n(B) = /0 (Ly(X (1 xyyenrNy), ¢x>dt, (2.1.8)

qui vérifient
lim p(B}) =0,
k—o0

et 'ensemble w-limite de la suite f; appartient au noyau Ker(DZ )O{f 1 (filVx, §x) = (no, ¢x) }.
Preuve On pose H(x) = x*.Alors on a

o= (50570

Par conséquent, en intégrant en temps ¢, on trouve

[ (00 £ 00)d < (12N =0) <o

Ainsi, on obtient

oo

| (B = 27N 0 e = [ (A= 52N, 00 )t 00,
k
et en utilisant 1’inégalité de Markov, on a
n/ (XgnNy) ¢x>dt < / <,$y((fy’< —ff)ZNy),¢x>dt ses 0.

Tk

Finalement on en déduit que (1 (B}!) —— 0. a

Conclusion : Par conséquent, on a le comportement en temps long de n qui est donné par le couple (A,N) ou A est le
taux de croissance exponentielle (Malthusien) et N le profil asymptotique de la solution » :

n ~ Constante NeM

11 suffit d’adapter pour un systeme d’équations d’évolution, le formalisme, les méthodes et les calculs développés dans
cette partie.

La conséquence est que, dans un environnement sans contrainte, le taux de croissance Malthusien est solution d’un
probleme aux valeurs propres et caractérise la capacité de croissance, i.e. c’est-a-dire invasive, d’une population.
Cette remarque sera centrale dans 1’étude de I’ optimisation de cette capacité invasive que nous allons développer dans
le chapitre §]
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2.2 Comportement en Temps Long avec Contrainte de Ressource [133]

Dans cette partie, on a pu montrer que 1’outil d’entropie relative généralisée peut étre étendu au cas non linéaire. La
dissipation d’entropie se décomposant alors en deux terme : I’un lié au comportement ’linéarisé’ qui tend a dissiper
réellement 1’entropie, I’autre lié a la non linéarité qui peut faire augmenter 1’entropie. La comparaison de ses deux
effets permet de montrer que, sous certaines conditions, les résultats de convergence peuvent s’étendre au cas non
linéaire. En supposant que pour tout M € 2 espace de Banach bien choisi, il existe (Nys, ®ys) solution de

ZL((M,y))Ny = AyNy, ZL*((M,v¥))ou = Anu,

et qu’il existe un point fixe 8 M — Ny et 4y =0, i.e. Z((N,¥))N =0 (et Z((N,y))*d = 0). On définit I’opérateur
linéaire a 1’équilibre

Log:=Z((N,¥)),
avec N satisfaisant Z((N,y))N = 0. On pose S (g) := (H(g)N, 9).

Définition 2.2.1 On définit la variation de £ autour de N,

LN, y)+(gN,y)) = Z((N,y))
(eN,y)

De plus, on définit les différentes composante de la variation d’entropie par
DE " (g) 1= (Zg ((x,3) ), 9 (),

(En)¥ (g) := (AL (N(g+ 1)) (){(8(s)H'(§(x))=N(s), w(5)), 9),

Vg, AL =—

et
NDy " e (g) := —{|AL| (N (g + 1)) (x) (u(x.y), w(7)), #(x)),

avec u(x,y) := (H'(g(x))(g(y) — g(x)) + H (g(x)) — H(g()) )N ().

On a alors le résultat principal de convergence des solutions n de

d
priae Z((n,y))n. (2.2.9)
Théoréme 2.2.2 (Entropy Calculus). Soit H une fonction C' (R, R, convexe et vérifiant H(0) = 0. Alors, on a
d noar
(= 1) =D " (f = 1)+ (En)” (f = 1) + (En) T (£ 1),

avec f =n/N, oit N est solution de £ ((N,y))N = 0 et n solution de (2.2.9). Si I'on suppose de plus que |AZ,| est
un opérateur positif, alors, on a Df, (g) :< D "¢ (f — 1)+ NDy) orlinear(f —1).
Remarque 1 (Bornes et CVG). S’il existe C > 0 tel que

I 1
ICst €R, V—1<g<C+1, ]AD%\(N%) < inf (Lo + Cotly)
u>

alors ng < CN implique qu’en tout temps t > 0, n(t,.) < CN(.). De plus, si no < CN et

<u,ul/f>)’

ICsteR, YV—1<g<C, |AZ|(N(g+1))< inf(%q+CstId)( ! )
u>0 <M, ll/>
alors on an(t,.) =i N.

Les preuves du théoréme 2.2.2]et de la remarque [I] sont données dans [91]]. On donne trois exemples d’applications
de cette méthode : la premiere en temps discret (Chaine de Markov) dans le paragraphe [2.2.1] en temps continue et
espace discret (Equations Différentielles Ordinaires), dans le paragraphe et enfin en temps et espace continus
(Equations aux Dérivées Partielles) dans le paragraphe
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2.2.1 Application aux Chaines de Markov

Soit g un vecteur de probabilité sur R”, y € R” tel que (1, y) = 1 et supposons que £ ((g, ¥)) soit une matrice
n x n positive et irréducible. On a, par le théoréme de Perron Frobenius, que .Z((g, ¥)) admet un vecteur propre
strictement positif. De plus, si .Z((g, ¥)) est stochastique alors le rayon spectral est égal a 1 et ¢ = (1,1,...,1) estun
vecteur propre de £ ((g, ¥))* associé a la valeur propre 1, i.e. £ ({g, ¥))¢ = ¢. On peut alors construire une chaine
de Markov non homogene (avec ¥ vecteur de probabilité),

7Tk+1 = ﬂk$(<7rkvll/>)’ <7rka 1> = <7_l', 1> =1 (2.2.10)

En supposant, de plus que g — Z ({7, y)) est continue, on a par compacité, I’existence de 7 solution a 1’équation
(stationnaire)

T=nZ (7, y)). (2.2.11)
Alors on a o o
Proposition 2.2.3 Si la variation de la matrice de transition AL = ”(‘/(it( ;‘k’/»;“_/“;r’w» vérifie
a(E-1)x,
(infl/m—1)(supy/m+1) sup (hAZL7®, 1)< inf <h(M)ﬁ,l), (2.2.12)
>0, (k1) h>0,  (h,1) n
) L(r ), o 2 L)
7T 7, _

(BELNEWD) —g)z(%)ir, 1) =0 g=Cst = (1,---,1). (2.2.13)

T
Alors, on a la convergence en loi de la chaine, i.e. T8 —*=> 7.

Preuve On pose Entropy := g(% 1)2%,1), et sa variation D5 := <(§ —1)27,1) — {(Z

= o
2.2.10) et (2.2.11), on a (((M)

—1)?7,1). En utilisant

; TRELEE 1) = (%27, 1) - (FTHE)27,1). De plus, on

kg k7
<(7f (%ﬂ V)

T

peut séparer la partie non linéaire et la partie linéaire de la variation de 1’entropie, en notant que D‘zg =
1)27,1) — <(%k —1)27,1), on trouve que

De <(ﬂk($(<ﬂkvw>) -2z, W>)))(ﬂk($(<ﬂ"vw>)+i’(<ﬁ, ¥)))

T T

En se focalisant sur la partie non linéaire on trouve

k k _ = k k =
n (L ((n ,llf>7)_r f((%‘l/))))(ﬂ (Z ({7 ,W>7)_T+$(<7T,W))) )|

((

< i1/ DU VR aZla ) + (- )zl )

En utilisant (2.2.12)) et (2.2.13), on peut conclure a la décroissance de I’entropie et a la convergence de la chaine. O

Remarque 2 Chaine de Markov homogene : en supposant que £ est une matrice n X n positive et irréductible, on a,
par le théoréme de Perron Frobenius, que £ (resp. &' =' ) admet Tt un vecteur de probabilité (vecteur propre)
associé a la valeur propre : rayon spectral de £. De plus, si £ est stochastique alors le rayon spectral est 1 et on

sait que ¢ = (1,1,...,1) est vecteur propre de L' associé a la valeur propre 1. Soit €; := {j Doag > ()}, on définit
la relation d’équivalence ~ par

GG e Jig=1i, i1, in,enir=J : Cpf |1 #£0, Vke[0,r—1].
On note Q.. :={1,2,3,...,n}/ ~ l’espace quotient. Ainsi, la condition d’apériodicité peut étre vu comme

Q. =1= lim m = 7.
k—roo
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2.2.2 Application a un Systéeme d’Equations Différentielles Ordinaires

Soit X (1) = (x;(¢))Y.,, au temps 7, un élément de RY, ol x;(¢) correspond au nombre d’individus dans 1’état i, au
temps ¢, qui vérifie I’équation d’évolution

%X(I):ZX(t), W>0, e X(0)=Xo. (22.14)

On peut par exemple donner la matrice de type Leslie-Usher (voir [11} [184])

bi(t)—di—p1  bat) bs(t) o by(2)
P —dy—p2 0 0
L= 0 P2 —d3—p; O T I
0 0 Pn—1 —dy

pour modéliser le vieillissement avec (p;);, la mort avec (d;); et les naissances avec (b;); > 0. En supposant les
ressources du milieu limitées, le taux de naissance dépend des ressources et, de fait, du nombre d’individus. On a

bi(t) = big(w(1)),

avec

W(t) = Z(X,‘Xi(t),

qui représente la taux de consommation des ressources, ; > 0 le taux de ressources consommées par 1’individu d’age
i et g I’effet des ressources limitées et de leurs consommation sur le taux de naissance (décroissante en w) [163]].

On a le résultat de convergence suivant.

Proposition 2.2.4 En supposant que g est décroissante, C' et vérifie,

g ( P )
O b1+ by I 2k _ 1 inf(b;);inf(ct;);
pitd; ~ 2(C+1) sup(b)sup(a;),

17/ Pk—1
b1+Y > b1 Prtdy

, V£el0,C) aiNy,

et X(0) <CN (C > 1) avec N la solution stationnaire et X solution de (2.2.14), i.e.,

bi(YiaiNi) —di —p1 ba(XiuiNi) b3(L;06N;) -+ ba(X; 06N;)
Pi —dr—p2 0 0
0 ) 2%) —d3—p3 0 N=0.
0 s 0 Pn—1 —d,

Alors, on a le résultat de convergence : X (t) —_ N.
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2.2.3 Application aux Equations de Renouvellement avec Diffusion en Age (Equations aux Dérivées
Partielles)

Les équations de renouvellement permettent d’étudier 1’évolution d’une population possédant une structure interne
(telle que I’dge) (comme par exemple [38], 18385, 184, [152]). Dans ce qui va suivre, on considére que la densité n(z, x)
au temps ¢ et a I’age x suit une équation de transport avec un terme de mort et, dans notre cas, un terme de diffusion
(du a la variabilité dans ce qui détermine 1’age “’véritable” d’une entité biologique [18}[10]) :

n(t,x) +ny(t,x) +D(x,S(t,x))n(t,x) = €ny(t,x), ¢>0,x>0,
n(1,0) — eny(1,0) = / B(x,S(t,x)n(t,x)dx, >0,

(2.2.15)
n(0,.) =no(.), noe€L'(RTY)NL*(RT),
avec 1/5(t,x) représentant les ressources allouées a 1’individu de trait x au temps ¢,
S(t.2) = [ Blxyn(edy, Vi (2.2.16)

Lorsque C = 0, I’équation est connue comme 1’équation de McKendrick—Von Foerster (MV)[138, [169] qui
a fait I’objet d’études de la dynamique de ses solutions utilisant des outils de semi-groupe ou d’entropie ([38l, 184,183,
861 92] par exemple). Le cas linéaire a été traité par [1]] et nous reviendrons dans la partie[2.3] (correspondant a [136]),
al’étude d’un cas dont la non linéarité se situe sur le taux de naissance. Nous allons voir que la solution n de (2.2.13)
- (2.2.16)) converge vers N solution de 1’équation stationnaire
N'(x)+d(x,S(x))N(x) =CN"(x), x>0,

N(0) —CN'(0) = / B(x,$(x))N (x)dx, 2.2.17)

[N <o, S0 = [ Bley)NOIy

avec une entropie autour de 1’équilibre nécessitant 1’introduction de ¢ solution du probleme adjoint de (2.2.17))
—¢'(x) +d(x,5(x))9 (x) = C9"(x) + ¢(0)B(x,S(x)), x>0,
0 (2.2.18)

¢'(0) =0,
/ O(ON(x)dx = 1.

Résultat principal Les fonctions d, B, B sont supposées positives et continues. De plus on suppose qu’il existe L > 0
telle que pour tous x, S,, Sp ona

IB(x,Sa) — B(x,Sp)| < L|Sa— Spl, |d(x,Sa) —d(x,Sp)| < LISa— Sy, (2.2.19)
) )
—d(.,. —B(.,. 2.2.2
0<Bn<B(,)<By, 0<dy<d(.,.)<dy, 0<P<Pu, (2.2.21)

avec By, By, dy,dy, By des constantes positives.
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Proposition 2.2.5 Sous les conditions —(2.2.21)), il existe une unique solution faible
neC(RTLY(RT))NL;, (RT;W2(RT)) satisfaisant (2.2.15)) - (2.2.16). De plus, en supposant et

k<B<K, 0<k<K<o, (2.2.22)
Sy — B(x,S2) strictement décroissante et S — d(x,S) strictement croissante sur [, B], o < B, (2.2.23)

et
B(x,0) —d(x,0) >0 B(x,00) —d(x,0) <0, (2.2.24)

satisfaites. Alors il existe une solution a (2.2.17)-(2.2.18).
On va se focaliser sur le résultat de convergence de n, solution de (2.2.15)) - (2.2.16)), vers N solution de (2.2.17).

Proposition 2.2.6 En supposant que n(0,.) < KN(.) pour K > 0 et
B(x,S) — B(x,S) 1 B(y,S)

S—S | K B(x,y)’
Cb d SS )
(Cbound) Sup‘ x,8) — d(x,S)‘<°o
5.5 S—S ’

2sup ‘
(2.2.25)

alors, pour toust > 0, n(t,.) < KN(.). De plus sous la condition

Z/I & S \B (x y Ndx<B(y,S)N(y)/K,

(2.2.26)
e FPTELE EYEE TR

‘(XS;_S /Bxydy < B(x, )N( )/K,

(C2) /S‘X’/OS B x,y)dy[4¢( )| B(x, S;_S ‘N+‘d(x,S)—d(x,S) ‘N(p(x)}dx (2.2.27)

Alors, on a la convergence n(t,.) — e N, i.e. [(f(t)—1)*dv — 0.

Idée de la preuve On commence par décomposer la variation de 1’entropie en sa partie positive et négative : lemme

Ensuite, on démontre que sous les conditions (2.2.25)) et ((2.2.26) ou (2.2.27)), la partie négative (qui induit la
convergence) I’emporte sur la partie positive (qui crée des oscillations). Plus précisemment, on a le résultat suivant.

Lemme 2.2.7 Soient n,N, ¢ solutions de (2.2.15), (2.2.17) et (2.2.18) respectivement, on pose f =n/N et dv(x) =
N(x)¢ (x)dx. On définit lentropie par 7 (f(t)) := [(f(t) —1)?dv. Alors, on a

CAF@) = P () +DE" () + B (] +E (),
~—
<0 >0

avec la dissipation d’entropie due au terme de diffusion et de renouvellement
DIIT(f) = e [ (2-(6,0)) avi),
05" (1) = ~0(0) [{ (0 -1) = (76,00 1) =2((,0)) [£(6.0) ~ £0,0)] }Be N,
By ()= 0(0) [ [2(£(0.0)~ 1) (Bx.5) = B(xS)|_Nax=2 [ [(£(1.0) ~ D[alw.5) ~d(x, )] £(e.5)] av(),

et la partie positive due aux non linéarité
EF () =2000) [ [(£(0.0)~ 1) (BxS) = BGx,S)) | Ndx— [ [2(£(06) ~ D[a(x.8) = S)] £0.2)]_aviw).
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2.3 Cas Particulier de Contrainte (de Ressource) sur les Naissances [136]

Dans cette partie, on va présenter un résultat d’extension du modele de VonFoerster (avec diffusion) dans un cadre
non linéaire. On a montré que sous certaine conditions sur la non linéarité (i.e. la fonction f) (voir [45} 159} 127, [183]])
les solutions de I’équation :

{ n(t,x) +ny(t,x) +d(x)n(t,x) =0, t>0, x>0,
(#,0) = f(Jo" B(x)n(t,x)dx), et n(0,x) = no(x),

convergent vers la solution stationnaire. Nous allons nous intéresser a 1’équation de renouvellement avec terme de
diffusion modélisant la variabilité dans 1’age biologique

{ n (t,x) — Ny (£,%) + 1y (t,x) +d(x)n(t,x) =0 >0, x>0,

n(t,0) — ne(1,0) = £(J Bn(t,x)dx), and n(0,x) = no(x) € LL (R*). (2.3.28)

On peut noter que le probleme (2.3.28)) apparait dans d’autres applications (voir [42],[26], [103]], [175]). On suppose
que les différents taux sont positifs, continus et vérifient les conditions

0 < By, <B(x) < By and 0 < dy, < d(x) < diy. (2.3.29)
La fonction f est réguliere (C' (]0, (), croissante et satisfait les conditions
350> 0 ¢ Vs €]0,50] £(5')/s' > du/Bm, (2.3.30)

et
Js1 >0 : V' €]sy,00 f(s")/s' <dw/Bu. (2.3.31)

On note que la condition (2.3.30) (resp. (2.3.31))) évite que la population ne s’éteigne (resp. n’explose). En effet, sous
I’hypothese d’existence de solutions a (2.3.28)), on a

jt/own(t,X)dx > f(Bm /Omn(t,x)dx) —dy /Omn(t,x)dx,

et la condition (2.3.30) implique que [y n(f,x)dx > min( [ no(x)dx,so) pour tous temps 7 > 0. La solution nulle n’est,
par conséquent, pas stable. En supposant f sous affine,

f(x) <ax+y, (2.3.32)

on a le résultat suivant.

Théoreme 2.3.1 En supposant que (2.3.29)-(2.3.30) et (2.3.32) avec (2.3.31) sont satisfaites. Alors, pour toute condi-
tion initiale positive ny € L' (R™, e *dx), la solution n de (2.3.28) vérifie

N(x) < hmlnfn(t x) < limsupn(t,x) < N(x),
—}

t—oo
avec N (resp. N) la solution maximale (resp. minimale) non triviale du probleme stationnaire

—N"(x) +N'(x) +d(x)N(x) =0, x>0,

N(0) = N'(0) = f(Jo” B(x)N(x)dx), (2.333)
Jo*N(x)dx < oo, and N > 0.

De plus si (2.3.33)admet une unique solution non triviale N alors n(t,x) converge vers N(x) lorsque t — o.

La preuve du théoreme fait essentiellement appel a des arguments de comparaison de solutions (sous/sur solutions).
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2.4 Dynamique Non Linéaire d’un Réseau Neuronal [98]

L’ utilisation de I’entropie relative généralisée nous a permis d’étudier la convergence en temps long du modele de
dynamique de réseau neural suivant. On considere un réseau (dense) de neurones de densité n(t,s, o) au temps ¢,
d’age s (c’est-a-dire de temps de dernier pulse) et de parametre o (différence possible dans I’activation neurale) (voir
[[149}141]] pour plus de détail sur la modélisation). La densité n satisfait au cours du temps le systeme d’EDP suivant

pour o € R,

n(s,t;0) +ng(s,t;0) + p(s,X (¢); 0)n(s,t;0) = eng(s,t;0),s > 0,

n(0,t;0) —ens(0,t;0) = | p(s,X(t);0)n(s,t;0)ds, t >0,
(2.4.34)
J//st )n(s,t;0)dsdo, t >0,

([ n(s,0,0) =np(s;0), s >0.

avec X qui représente 1’environnement (activité neurale globale) d’un réseau de connectivité J et p(s,X) représente
le taux avec lequel les neurones déclenchent leurs pulses (a 1’age s et dans un environnement X). Sous les hypotheses

0<p<l,

et pour tout (s,0) E RT xR :

et

(p(s,0;0) — 1) € L*(RY), p.p. 6 €R, (2.4.35)

x> p(s,x;0) € C°(Ry), et croissante. (2.4.36)

K ::]sup/ /| p(s,x,0)|dsdo < 1. (2.4.37)
x>0

On a alors les résultats d’existence, d’unicité et de dynamique en temps long suivants.

Théoreme 2.4.1 Sous les hypotheéses 0 < p < 1, (2.4.35)), et si ng vérifie

(1+sHng(s;0) € LX(RT)NL'(RT),Vo €R, et /R/nodsdc =1, (2.4.38)

alors il existe une solutionn € L* ([0,T],H"(R*)) NL~ ([0,T],L'(RT)) a 2:4:34) avec

/ /n(s,t;c)dsdc =11>0.
R

De plus, si est satisfaite alors la solution a (2.4.34) est unique.

Théoreme 2.4.2 Sous les hypotheéses 0 < p < 1, (2.4.35)), (2.4.36)) et (2.4.37)) alors il existe une unique solution N a

( Ns(s;0) + p(s,X*;6)N(s;0) = €Ng(s;0),s > 0,
N(0;0) — eN(0;5) = / (5, X*; 0N (s 6)ds,

:J/R/p(s,X*;G)N(s;G)dsdG

L [N(s;0)ds=g(0o), Yo € R.

(2.4.39)

dans L*(R* x R). De plus si supg [5°|1 — p(s,0,0)|ds < 1%, alors

1+K"

/ / In(s,1;6) — N(s;0)|dsdo — 0, as t — oo,
R
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Chapitre 3

L’Oecuf en Bave t’il ?

Pour les femelles du groupe des mammiferes, la fonction ovarienne est centrale dans le processus de reproduction
[138} 109, [104]]. Il n’est pas étonnant qu’elle ait été étudié de maniere intensive dans le but d’améliorer la capacité
reproductive des espeéces domestiques (voire sauvage) et de traiter 1’infertilité chez la femme [[104. (109, (180} [115} [35]].
Les follicules ovariens constituent 1’unité fonctionnelle (en premiere ligne dans le processus de reproduction) : de
maniere grossiere c’est I’oeuf. Durant le cycle ovarien (croissance, division cellulaire et processus de maturation),
de nombreux follicules sont en compétition pour leur survie [33} 132} 34} |35} 153} 199, [115} 138, [104]. Seul un petit
nombre d’entre eux participent a I’ovulation et donc a la reproduction en tant qu’ovocytes “fertilisables”, les autres
dégénerent (atrésie) [34) 135, 52]. Cette machine a évolution procede a une sélection drastique, sur les femmes par
exemple, sur 7 millions d’oeufs (dont le stock est formé avant la naissance) il n’en reste que 20 000 a 40 ans, et
seul quelques centaines participent effectivement a 1’ovulation. La folliculogénese, ou développement folliculaire,
est un processus en plusieurs étapes, incluant croissance et maturation. Le processus commence par le recrutement
de follicules ovariens parmi un ensemble de follicules dormant (dont la croissance n’a pas été initiée) et fini par
I’ovulation (qui participe a la reproduction) ou la mort du follicule par atrésie [115]. La folliculogénese est régulée
par des hormones et par des interactions cellulaires. Elle peut étre divisée en deux phases, la phase basale (début, non
contrdlée par les hormones) et la phase terminale (fin, contréle hormonal) [139].

granulosa

N
primary S IE R
follicle transitional primary

to secondary follicle small secondary

follicles

FIGURE 3.1 — Phase basale. Apres initiation de la croissance, chaque follicule est composé d’une cellule germinale :
I’ovocyte, entourée d’une seule couche de cellules de granulosa. Au cours du développement folliculaire, I’ovocyte
grossit, et les cellules de granulosa proliferent. Cette croissance conjointe se fait griace a des interactions entre cellules
de granulosa et ovocyte.
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La phase de croissance basale, développé dans les partie|3.1H3.2| et le pool de follicules dormant ont une importance
cruciale pour le processus de selection de la phase terminale et sont une des cibles des techniques de reproduction
assistées [[180, 21, [157]. Néanmoins, les mécanismes de régulation du développement folliculaire basal n’est pas
completement compris (bien qu’étant de plus en plus étudié) [81, 68]. Cela a donné lieu a deux articles : ’'un sur
la modélisation [35]] initié lors d’un appel a projet de 'IXXI en 2009 dont j’étais le porteur et I'un sur 1’analyse du
modele stochastique ainsi développé [130].

Le développement terminal, développé dans la partie(3.3] a été étudié de manicre intensive et le role des hormones
sur sa croissance est bien établie [[67, [79] [115) 138 (104, [183]] et il a fait I’objet de modélisations mathématiques
[33L 132} 134, 53], 52}, 135} [99]]. L’étude mathématique d’un modele EDP introduit par F. Clément et al. a donné lieu
a une note au CRAS [128]] et un article de dynamique de systemes complexes [129]. Un article de synthese sur la
modélisation du développement des follicules ovariens a été publié en 2016 [140].

3.1 Trop Peu pour Etre Déterministe [35]

A T’échelle microscopique, un follicule est composé d’une cellule germinale : 1’ovocyte, entouré d’une couche (de
I'ordre de la dizaine) de cellules somatiques : granulosas. La croissance est caractérisée par trois phénomenes : le
changement de forme des cellules de granulosas (qui ne sera pas traité ici), la croissance de 1I’ovocyte et la prolifération
des cellules de granulosa [117] (voir figure [3.1)).

Ce développement est coordonné par un ’dialogue’ moléculaire entre I’ovocyte et les cellules de granulosa [} (113}
83]]. L’ovocyte synthétise et secrete les facteurs de croissance et de différentiation (GDF9) et (BMP15), qui agissent sur
la fonction de prolifération et de différentiation des cellules de granulosa [[164}97]]. De mé&me, les cellules de granulosa
sécretent le Kit Ligand (KITLG), qui joue un role déterminant dans la croissance de 1I’ovocyte [82, 107, [172].

Nous allons présenter un modele stochastique de croissance d’un follicule (ovocyte / cellules de granulosa) per-
mettant de rendre compte des interactions dues a GDF9/BMP15 et le Kit Ligand avant la formation de 1’antrum (soit
le début du développement basal). Ce modele a été développé pour reproduire qualitativement et quantitativement le
développement folliculaire basal chez le mouton (proche de I’humain) [17, 186} [15} 139} [109]. Ce modele individu-
centré stochastique est basé sur un formalisme que 1’on retrouve dans les travaux de S. Méléard [[118 161} 169, 24] qui
permet (via des outils probabilistes) de passer a la limite en grande population.

3.1.1 Description du Modele

Chaque celle de granulosa est caractérisée par son dge et sa position dans 1’espace (partie[3.1.1.1)). Les modifications
de la morphologie du follicule entrainent des changements dans la prolifération et le déplacement des cellules de
granulosa (partie couplés avec la croissance de I’ovocyte (partie [3.1.1.3). La dynamique cellulaire est dirigée
par une équation différentielle stochastique (EDS) définit sur un espace probabilisé (Q,.7, &) que I’on retrouve dans

(611169, 28| 24] (partie[3.1.T.4).

La morphologie du follicule peut étre caractérisée par le diametre folliculaire, le diametre de 1’ovocyte (au centre du
follicule) et le nombre et la position des cellules de granulosa (entourant 1’ovocyte). L’évolution du follicule se fait a
trois échelles différentes :

1. A I’échelle microscopique, on trouve les cellules de granulosa qui sont positionnées dans une structure d’espace
discrétisé Z(] ) (), et dont I’Age est caractérisé par un nombre réel positif.

2. Al’échelle mésoscopique, on trouve les différentes couches de cellules de granulosa entourant I’ovocyte (£ (®)).

3. A T’échelle macroscopique on a le diamétre ovocytaire dp(t), le diametre folliculaire dp(r) et le nombre de
cellules de granulosa .
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3.1.1.1 L’ Espace, I’Ultime Frontiere

Pour tout t > 0 et p.p. @ € Q, I'ovocyte est modélisé par une boule de diamétre dp(f,®) centré a 1’origine :
Bn(0,do(t,)) € RY (avecN = 1,2 ou 3 la dimension de 1’espace).

[N
Bn(0,do(t,m)) := {(xl,--- ,XN) satis faisant x? < do(t,a))/Z}.
i=1

Les cellules de Granulosa sont modélisées par des boules de diametre dg (constant) (voir Figure 3.1)) et sont situées
dans différentes couches autour de 1’ovocyte &;(m)

& () :=RY/By(0,do(t,®)), N =1,20u3 fixé,

[N
& (o) = {(xl,-'- ,Xy ) satis faisant x? > do(t,a))/Z}.
i=1

On subdivise notre espace &;(®) en couches (.Z/(®)); que 1’on subdivisera en sous espaces (.Zj(j ’i)(a))> o,
JEON;

Définition 3.1.1 La i™ couche £} (®) autour de I’ovocyte au temps t (et ® € Q) est donné par (voir Figure

ZLi(w): = By(0,do(t,)+2idg)/Byn(0,do(t,®) +2(i—1)dc)
1 : A .
_ {(xl,... o) 5. 5dolt, @) +(i—1)do < 4| Y5 < 3do(t, ) +sz}.
i=1
On subdivise la i couche £ (@) en un ensemble de sous ensembles (.,iﬂt(j ’i)(a))) . (N; € N*) connexes (voir
JEON;

Figure[3.2). On note
Volt(j’i)(a)):/ oo, )ldx,
L (o

le volume de I’élement Z(j A,

Les cellules de granulosa pouvant passer d’un élement de partition a un autre, on définit donc le voisinage accessible
lors d’un déplacement.

Définition 3.1.2 (Voisinage) Le voisinage de Z(j ) () est

”//,U’i)(a)) = {(j’,i’) . pour tout € > 0 il existe x € R" tel que

Z(N)((D) mBN(X’ €)£0 et Z(./’,i')(a)) ﬂBN(x, €) # 0}.

3.1.1.2 Dynamique Cellulaire

Définition 3.1.3 (Cellule de Granulosa)

Chagque cellule de granulosa peut étre caractérisée par une position dans [’espace et son dge.
Xi(t), X € N2, est la position de la cellule k dans I’espace :
X =(J,i) signifie que la cellule appartient a x(j’i) (a))ﬂ
Ai(t), Ax € Ry, est I’dge de la cellule k au temps t (temps depuis la derniére mitose).

1. Pour simplifier les notation, on ométra @ dans la suite.
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A B oocyte
granulosa granulosa
cells cells

FIGURE 3.2 — En coordonnées sphériques la partition de la couche i est Z("i)(w) ={(r,0,¢) € [do(t,w)/2+ (i —
1)dg,do(t,w)/2+idg] x [(.)0, (. +1)8e] x [(.)0p, (.4 1)3s], ot & and J, sont de I’ordre de dg. Puisque le diametre

folliculaire croit au court du temps, le volume de Lt("l) (w) croit également.

La population de cellules de granulosa, au temps ¢, est notée Z;,
N;
Zi =Y, S 400 G.1.1)
k=1

et la condition initiale Zy = ):kNil 0(x,(0),4,(0))- L-a distance d’une cellule de granulosa (Xi(t) = (j,i);Ax(t)) (située sur
la i couche, i > 1) a I’ovocyte est (i — 1)dg.
Les cellules de Granulosa peuvent se diviser (mitose) et se déplacer (par manque d’espace).

1. b(k,Z,t) =1 —e /% X (1) = (j,i), est la probabilité que la £ cellule de Z, entame une mitose au temps
t (avec A; 1ié a la durée de la mitose qui augmente avec i), la cellule fille a la méme position que la cellule mére

(voir fig. 33).

2. p(,i”,(j 7i),Z,,t) est la probabilité que la k" cellule, située dans .,Sf,(j ) (Xk(t) = (j,1)), se déplace  (due a
I’encombrement maximum dans .,Z”t(] ’t)).
3. m((j,i),(j',7'),Z,t) estlaprobabilité que le déplacement se fasse de Z(j D vers Z(j ) e A ), préférentiellement
la ou il y a I’encombrement le plus faible (voir fig.[3:3). On pose

i 1 i i
p( LV 7)) = ————, xi= (2, LY Volg Vol (3.1.2)
e e i

nombre de cell. dans ,Z('i )

m((j,i),(j',i'),Z,1) = 1= p(4 ’i)’Zi,’i,) : (3.1.3)
Y (-pV N z0)

") oy )
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FIGURE 3.3 — A gauche : La division d’une cellule de Granulosa dans ., ()

granulosa ZU+) (jaune) vers . () g (i) (rouge)

. A droite : Déplacement d’une cellule de

Définition 3.1.4 (Diametre folliculaire : dr) Le diameétre folliculaire dp peut étre estimé avec le nombre de cellule
N,, leurs diamétre dg et le diametre de I"ovocyte do(t) :

N, 1/3
dp (1) = (E’dg +d0(t)3) , (3.1.4)
avec U, le coefficient de remplissage.

3.1.1.3 Dynamique Ovocytaire

La croissance de I’ovocyte est stimulé par le facteur KITLG exprimé par les cellules de granulosa [148 1711.

Définition 3.1.5 (Granulosa cell-derived growth factor : ( ) ;) La parametre K; et plus preczsemment L représente
Uintensité de la sécrétion de KITLG par une cellule de granulosa situé sur la couche i. La suite K; est decrozssante
par rapport a i.

La dynamique du diametre de 1’ovocyte, dop(t), est donnée par 1’équation suivante :
t .
do(t) = dp(0) +/ (do(s—))* (1 —do(s B )Y Zs_,.,zﬂ;,)ds, (3.1.5)
0 i>1 log2

avec dp(0) la condition initiale, (Z, %) le nombre de cellule sur la couche i, et (@, ) deux parametres réels.

3.1.14 Modele IBM

En s’inspirant de [61} (69, 28], on va choisir un modele stochastique (processus ponctuel Markovien) qui va captu-
rer les événements probabilistes (naissance et déplacement) indépendants et asynchrones. On pose € := N x R, X &,
I’évolution de (Z;),>0 est pilotée par une EDS dirigée par un processus ponctuel de Poisson. Soit Q(ds,n(dk),d0,J(dj))
la mesure de Poisson ponctuelle (P.P.M.) sur R, x N* x R, x N? d’intensité ¢(ds,n(dk),d8,J(dj)) := ds @ n(dk) ®
d6 ®J(dj) indépendante de Zj (voir [28} 24] pour plus de détails). Alors, on a

Zéxk oo+ [ [ 1w Qldsintak),ae.5(a )|

3.1.6
(25 (Xe(s=)i—s) — O(Xe(s—) A (s—)+1—s)) Lo<@<my (5,2, k) (3.1.6)
+(6 (JAg(s—)+1—s) — 6(Xk(s—),Ak(s—)+l—s))1m1(s,Zs_ ,k)§®<m2(s—,Zy_,k,J)] )
avec
my(s,Zs—,k) = b(k,Zs—_,s—), (3.1.7)
mz(s—,Zs,,k, (j/ai/)) ml(S Zs 7k)+p($y(f ),ZS,,S—)m(Xk(S—),(j/,l./),Zs,,S—). (318)

On peut interpréter les différents termes de comme suit, au temps 7 :
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1. Vieillissement des cellules du pool de cellules initiales ijvil 5(Xk(0) Aw(0)) qui devient Zgil S(Xk(()% AL(0)+1) AU
temps £.

2. Siunévénement de naissance intervient au temps s, 0 < s < t, en considérrant que les cellules issues de la mitose
ont un age 0, on ajoute deux nouvelles cellules d’4ge (¢ —s) au temps ¢. On enléve la cellule (t—s+ Ax(s—)) au
temps de la mitose.

3. Lorsqu’un événement de déplacement intervient au temps s, 0 < s < ¢, on ajoute une cellule au nouvel empla-
cement et on enleve une cellule de I’emplacement de départ.

3.1.2 Simulations du Modéele

Le probleme de paramétrage du modele n’est pas trivial. En effet, les constantes a paramétrer u, o, o, 3, A;, ;, cf
Table[3.1] sont des paramétres microscopiques, tandis que les données biologiques sont, quant 4 elles, macroscopiques
(diametres de I’ovocytes, du follicule et du nombre de cellules) et non connues de maniere continue temporellement
(pas de données cinétique).

Nous avons accés aux données de la morphologie folliculaire basées sur des analyses histologiques d’ovaires de
moutons :

1. Romney [109,17] et Merinos [[186] "wild-type ewes”,
2. pour des cas mutants BMP15 (Inverdale Romney ewes, [17]),
3. pour des cas mutant BMPRIB (Booroola Merinos ewes, [[180]).

TABLE 3.1 — Parametres

Parameétre | Définition Valeur (Unité)
dg Diametre des cellules de granulosa 0.1145[]
Volg Volume es cellules de granulosa 7.8598 - 10*4@
dp(0) Diametre initial de I’ovocyte 0.339¢
u Moyenne de la tolérance a I’encombrement local[ﬂ 0.52
o Ecart type de la tolérance a I’encombrement local 0.03
(a,B) Paramétre de croissance de 1’ovocyte (—4.1252,0)
Ai Durée de la mitose dans la couche i 500(1+0.6755(i—1))
K; Facteur de croissance percu depuis la couche i 3.5-107/(1+2(i—1))
a. 10%um
b. 108um?

b. essentiellement, combien de boules on peut caser dans une boite
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Un équilibre entre croissance ovocytaire et prolifération de granulosa. Les simulations numériques permettent
d’observer la croissance des follicules a différentes échelles. A 1’échelle microscopique, la simulation permet d’ob-
server la répartition détaillée des cellules de granulosa évoluant au cours du temps (voir fig [3.4). Le “ratio” entre
facteur de croissance ovocytaire et facteur de prolifération cellulaire donne différents types de croissance folliculaire
qui correspondent a des types normaux ou mutants pour lesquels on a des données de croissances.

5

FIGURE 3.4 — Représentation 3D de trois type de simulations de croissance folliculaire. On observe en jaune I’ovocyte
et en vert les cellules de granulosa. Sur les trois figures du panneau en haut, on observe trois difféntents temps de
la croissance d’un follicule du type BB (mutant, gros ovocyte). Dans les trois images du milieu, on observe une
croissance d’un follicule de type wild-type (++) sheep (croissance ovocytaire/prolifération normale). Celle du bas une
croissance (anormale petit ovocyte) d’un follicule.



A T’échelle macroscopique, on peut observer les courbes temporelles de croissance de 1’ovocyte, du follicule et du
nombre de cellules. Le diameétre de 1’ovocyte croit de 33um a sa valeur finale de 100um et dans le méme temps le
nombre de cellule de graulosa passe d’une vingtaine a plusieurs milliers.
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FIGURE 3.5 — Simulation de différents type de croissance ovocyte/follicule pour le mouton. Les figures A, D et G
illustrent la relation entre le diametre folliculaire et ovocytaire, les figures B, E et H illustrent la relation entre le
nombre de cellules de granulosa, le diametre folliculaire et le diametre ovocytaire. Les figures C, F et I illustrent la
relation entre le nombre de cellules de granulosa et le nombre de couches de cellules entourant I’ovocyte. A, B et C :
simulation correspondant au type wild-type (++) sheep. Les points dans les figures A et B correspondent aux données
biologiques (++ 1 : [109]; ++ 2 : [17]; ++ 3 : [186]). D, E et F : deux simulations correspondant (1) au type BB sheep
(en pointillée) [[186] : gros ovocyte et faible nombre de cellules de granulosa et (2) trés gros ovocyte et tres faible
nombre de cellules correspondant au type II sheep [[17] (trait plein). G, H et I : petit ovocyte et trés grand nombre de
cellules de granulosa.
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A T’échelle mésoscopique, on peut suivre une lignée particuliere de cellules de granulosa et observer sa répartition

spatiale (voir fig. [3.643.7).

FIGURE 3.6 — Observation de la prolifération clonale (cellules ayant pour ancetre la méme cellule initiale). Dans cette
figure, I’ovocyte en jaune est entourée de cellules de granulosa. On peut capturer la distribution spatiale d’une famille
(lignée) de cellules issue d’une cellule du pool initiale que 1’on a choisit (bleu).
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FIGURE 3.7 — Distribution des cellules de granulosa en fonction du numéro de la cellule ancétre (2 gauche, non trié
et a droite, trié en fonction du temps de la premiere division). On montre statistiquement que la vitalité (présence
spatiale) d’un clone est d’autant plus importante que son temps de premicre divison est faible.
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3.2 Vers le Déterministe et au Dela [[130]

On rappelle que I’age d’une cellule est un nombre réel positif et on pose Age =R ;.. Nous allons modifier légerement
le modele de la partie précédente pour en simplifier I’analyse : au lieu de considérer que 1’ovocyte croit, nous imposons
que le rayon de I’ovocyte est constant (= 1) mais que 1’espace local autour de 1’ovocyte évolue au cours du temps (ce
qui revient a faire un changement de variables). L’ espace physique est

Space =R3/B(0,1), ouB(0,1)={(r,0,9) € Space : r < 1}.
Soit € > 0 le diametre d’une cellule de granulosa, alors la i"** couche est
ZE={(r,0,9) € Space : re[1+(i—1)e,1+ig[},

et pour N = E,,(1/¢) € N*, on subdivise cette couche en sous ensembles

fj’k ={(r,0,¢) € Space : re[1+(i—1)e,1+ig],

j k—1 k
, =1, e|l-n+2—n,—n+2—-mn|}.
L 9el-mt2—m—m+2oal)
Pour £ > 0, le volume de chaque .2 (resp. .£* i, ) (qui évoue avec le rayon de I’ovocyte rp) est donné par

4 4
Volf = ?”[(ro +ig) — (ro+ (i—1)e)*] = ?ﬂ[83(3i2 ~3i4+1)+3€2r0(2i— 1) +3erd),

et
ar
Volf ; , = Volf /N* ~ 82? [€3(31* = 3i+ 1) +3€%r0(2i — 1)+ 3erd).
Une cellule est caractérisée par un dge et une position et la population totale par une mesure ponctuelle .#p(Space x
Age)

N
1 0
Ms(da dp) = Z 5 e ey € Mp(Space x Age), (3.2.9)

avec M un parameétre de normalisation et (ag,xx)x C Age X Space, au temps initial, t.q.
sup(Ny' /M) <
M.
et r]g’s(O) = ry > 0. Soit Q(ds,Compt(dn),d®,I1;_(p,dp’)) la mesure de poisson ponctuelle R} x £ = Ry x N x
R, x R3 d’intensité
q(ds,Compt(dn),d®,TI_(p,dp')) = ds @ Compt(dn) @dOTIE_(p,dp’), dp’ =r’sin(0)drd0d¢,

indépendante de Z)"* (voir [611 173} 119, [TT8. 28])). On note X,;"*(r) et A}"*(r) la position et I'age de la k™ cell. au
temps ¢ (dans 1’ordre lexicographique R* x R, , voir [61} 173} (119, 118} 28] pour les détails). Le rayon de I’ovocyte
suit I’équation d’évolution

) = R0+ X (= 1)e) [ () (0240 s 3210
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avec @ < 0, k € CO(R4,R.) et W7, une approximation réguliere de x e, La *densité’ de population ZM, suit
I’équation

NMe
MS
(da dp — Z 5 Me +l‘XMS(O))

M / / 1n<NM€ z s,X,jlw‘E(sf))_5(Aﬂ4‘s(sf)+tfs,X,y‘s(s7)))10<®<Bﬁ/[f

+(5(AME( —)+i—s,p') 5(AME(A —)+t—s. X2 (Af))>1o<e BME <pe (xM S(cf))j|

ns—

0(ds, (dn),d®.TI;_(p,dp')), (3.2.11)

ou
Byie = B(AM*(s—), X} (s—)), with B(a,p) = 1— e /*Pl2) 2 € CO(R, R ), (3.2.12)
e, Volg .
=C* ) (PIR((W] 1 225 ) e ), with R(x) = ———, (3.2.13)
i,j.k i,j.k 1+e @
“ PE(lp' = p)GE_(p')dp’ P (p')
¥ (p,dp') = S with GE_(p') =1— == (3.2.14)

J¥e(lqg—p|)Gi_(q)dq’ ce

avec C¢ =C/e? > 0.

3.2.1 Résultats de Convergence

Le résutat principal de [130] consiste a étudier la convergence de (Z, ( “(da,dp)) ¢.m lorsque la population tends vers
I'infini et que la taille des cellules de granulosa tend vers zéro. La difficulté provient du fait que la convergence
et/ou compacité (tension) sont des outils trés puissants mais mal adaptés a la convergence ponctuelle et qu’a M fixé
on ne peut passer a la limite en &€ — 0. Et il n’est pas complétement clair que (Z¢(da,d P))e.m converge pour
toutes suites (&, M;) — (0,0). On va voir que la limite (étroite-weak limit [118} [61] pour des études similaires) de
(Zﬁw “(da,dp)) ¢.m (pour un € fixé et M — oo) est bien définie (unique) et solution forte de I’EDP

Intermediate eq.
d
( 3,)P _/PE p AP dp) e (t,a,p')dp"+P2(p)p®(t,a,p) =0,
0)+ Y x((i—1)e / //‘P,Jk ¢(t,a,p)dadpds (-2.15
i,j,k
p(1,0,p) = 2/3 (a,p)p*(t,a,p)dadp, p(0,a,p’) = p;(a.p), rp(0) = ro.

avec My (1, p) := [ p*(t,a, p)da,

we . (p)M(t, p)dpVol 1
PL( zZ‘I’uk f ”4”’“(p)v lg( P)dp G), avec R(x) = ——, (3.2.16)
K i,k OLi ik 14+e
M (' dp) = - UP' = PDG:_(p)dp
J¥e(lg—P'1)Gi_(q)dq’
we . (p)ML(t,p)dpVol
avee GE_()=1- Y W ()R r(! Fissdp) s(p)p 9. (32.17)
Tk Vol”k
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Ensuite, on passe a la limite en € — 0, qui va étre une limite faible (en utilisant les espaces de Sobolev et la convergence
faible—x [[19]]) vers la solution de I’EDP

9.
(5 +5)p+div(CpRY (log(1-R))) =0, 1>0,a>0,7>1,

Final eq. p|a:0 — 2/B(a,p)p(t,a,p)da, Pi—0 = Pos (3218)
p|r:l =0,
avec C>0,R=R(Jp p(t,a p)da%) et
rp(t) // p(t,a,p)r? sin(0)dadrd0d¢, ro(0) = ry. (3.2.19)
AgexSpace

Hypotheses

I- Géometrique : En supposant que pour tout p, la matrice
Mo — I, ¥ (la—pl)(g—p) ' (¢—p)dq
v &* [¥e(lg—pl)dq

, vérifie

My est définie positive
VpVe, 0 <infe ,min{A € Sp(My)} < sup, ,max{A € Sp(My)} < oo (3.2.20)
CMy —C"(5pac) Cp(p).

Remarque : la construction donnée dans [130] vérifie (3.2.20) et I’'on a Ch(p) = C.Id pour tout p € Space. De plus,
on remarque que
Volg(3r* +6r+3)

3r2+6rro(t) +3ro(t)?

Volg/qlij7kdp/V01§j,k =570

I1- Bornes uniformes sur Zéw et pé(a, p) : On suppose qu’il existe m > 1 et w > 0 t.q.

sup IE // (I+a"+r)Z Me(da dp))? / (1+a®" +r"™)Z Ms(da dp))) (3.2.21)
(M,e)eU,,
avec

U, = {Me > w}, (3.2.22)
sup [ (1+1pI)( | p§ @, pda-+( [ p(a.p)da) ([ 12-pi(a plda?lap < . (3.223)

III- Convergence de Zéw “ et pé(a,p)
7y E (da,dp) —u1 e p§(a, p)dadp, with pé(a,p) € CH(RT x RT x R3), (3.2.24)
pE(a, p) — S o p) with  pola,p) € CHRY xRY X RY). (3.2.25)
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On a le résultat suivant (voir figure [3.2.1) pour une illustration).

Théoreme 3.2.1
I) En supposant que (|3.2.24|) et (I3.2.2]|) sont satisfaites. Alors, pour tout € > 0, (ZIM ’g(da,dp))M est tendue sur
D(Ry, (AF(Age x Space),weak)). Sa valeur limite est limp, o ZM*#(da,dp) = p*(t,a, p)dadp, est un processus i

valeur mesure continue vérifiant (3.2.13)-([3.2.17).
1) En supposant que , et (3.2.20) sont satisfaites alors (p,rf) solution de converge fai-
(2.1 i )-(_'l)-)

blement vers (p,ro) solution faible de 2.19).

III) En supposant que (3.2.24), (3.2.23), (3.2.21) et (3.2.20) sont satisfaites. Alors, pour tout C > 0, il existe une

sous suite (&,My) C Uc t.q. Mg — oo et

lim (2% (da,dp), y) = (p(t,a, p)dadp,y), Yy € C},

k—o0

solution faible de (3.2.18)-([3.2.19).

e— 0

AN Tightness of ZM: M — oo

‘ EM' JE

FIGURE 3.8 — Preuve de Convergence. Le théoreme [3.2.1] peut étre visualisé comme suit. Sous les conditions du
théoréme, on prouve la convergence lorgsque M — o puis lorsque € — 0 et finallement lorsque (M, &) — (0,0) (sous
la condition sur €.M)

L 3
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3.2.2 Idées des Preuves

Preuve de la convergence du processus stochastique wa * lorsque M — o Pour montrer la tension de la suite
7M#(da,dp) (comme mesure de probabilité sur D(R , , (.#F(Age x Space),vague))), on utilise le critére de Rolley
(voir [160, 57, [58]]) établissant qu’il suffit de montrer que pour toute fonction f d’un sous espace dense de (Cp(Age x
Space,R), ||.]l) (ici C}(Age x Space,R)) la suite (f;,Z"°) est tendue dans D(R;,R). On montre que

)= )+ 7
—— ~——

Martingale  Finite Variation

Ainsi, en utilisant un critere de Aldous-Rebolledo [2, 158} 1156], il suffit de montrer que :
- pour tout € .7 (dense dans R ), (///,M"S( f)) et ”l/tM’s( f) sont tendues sur R
-pourtout 7 > 0, u > 0,1 > 0, il existe 6 > OetN(I,V[’e eNtq.

sup P(ILa(F) = (A (PN =1, T < Su+8) <u,

M>Ny"*

sup PV (F) = Far (NI =M, Tye <Sw+8) <u,
M>N"*®

pour toutes suites de temps d’arréts (Sys, Tys) de la filtration naturelle %), telle que Sy < Ty < T. Les deux points
sont une conséquence de bornes uniformes (voir [130]). En utilisant le théoreme de Prohorov, on peut extraire une
sous suite Z"* (da,dp) convergeant vaguement vers Z&(da,dp) et par construction

1,00
wp (2~ (.20 < cal
teR,,feC (AgexSpace) k

et le processus limite est p.s. continue. Finalement en utilisant un résultat de [118]], pour montrer la convergence
faible, il suffit d’ajouter la tension de (l,ZfM’8> (voir [130] pour le détail). On montre alors que la partie Martingale du
processus vérifie

B (DI < BUAE P = B4 () < corl 0= o

En passant a la limite dans (3.2.16)-(3.2.17), on a

C <lP£ 'kaZss— (da7dp)>VOZG 1
PE pm PE(s—) = = Y WE . (R(~: ), avec R(x) = —
K — 82 l;( L], VOlie:j,k 1 te 6#

(W8, . Z¢ (da.dp))Volg

Volfj‘k

etIlf (.,dq) = p—eo oo = Y =pDG_ (D)D" e G, (P)=1-Yix ESITIOL ). Ainsi, on trouve

— J¥¢(lg—pD)GS-(9)dq
que pour tout f € W=

d d

<($+x)f(u,a,p),Zf,”’e(da,dp»du

0= <ﬁ,Zf4’8>—(fo,Zgl’g>—/

0
~ [(@765.0.0) = £(5.0.0)Bla:p)
+ Spgcfe(s,p,p’) — f(s,a,p))P5(s—)(p)u(p,dp’), 2} *)ds,

est vérifiée. La limite est I’unique solution faible de (3.2.15).
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Preuve de la convergence of p? lorsque € — 0 La preuve d’existence d’une unique solution de (3.2.15) est ob-
tenue a ’aide d’un théoréme de point fixe. Sous I’hypothese , on montre que pour tout T > 0, M(¢, p) :=
[ pE(t,a,p)da (resp. p€) appartient 2 un compact de L%([0,T] x Space) (resp. L*([0,T] x Age x Space))et VM/(t, p)
appartient 2 un compact faible—x de L([0, T] x Space). En supposant (]3.2.25[) - (]3.2.20[), soit f € C!(Age x Space),
en multipliant par f et intégrant par rapport a a : on trouve que

aat/pf(a,P)PS(t,a,p)dadp—//B(a,p)f(a7p)ps(t’am)dadp
- /ppf (f(a,p’) - f(a,p))Hf, (p,dp")PE (p)p(t,a,p)dadp.

Ce qui revient a

/a » (ta,p") = £la,p) T (p,dp' PE(p)p® (1,0, p)dpda

O -
A 6 S
_ /pz Y ) CceJ, IPSO;I\P;E Rﬁ ; 1)73[;(61 —p)dq Rfcip) ot VGc;f

_ /pr(a,p)psCh(p)RtV (1081~ R))dpda-+o(1).

= [ e (r@r)-r@n)

pdadp+o(1)

(p)dadp+o0(1)

En passant 2 la limite V f(a, p)p%(t,a, p)Ch(p) dans L? et V(log(l —R)) faible—x L? vers p solution de (3.2.18).

3.2.2.1 Preuve de la convergence de wa * lorsque M — et £ — 0

Soit 7 > 0. En changeant 1’échelle de temps 7 — t€, on note que pour (M, €) € Uy, les bornes utilisées dans la partie
I du théoreme sont indépendantes de £, M. On montre alors que la tension de la suite est assurée dans U;. Pour
obtenir la convergence il suffit d’avoir €M — oo, Quite a extraire une sous suite, on montre que

lim sup|(Z""" (da,dp), y) — (p(t,a, p)dadp,y)| =0, Yy € Cy.

I’IA)OOIST
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3.3 Compétition, Sélection et Ovulation [129]

Nous allons étudier la dynamique, en temps, des solutions d’un modele de croissance de follicules en phase termi-
nale proposé par [35] dans lequel les follicules sont définis, au temps ¢, par la densité de leurs cellules ®¢(¢,a,y). On
structure en age a et maturité v, et les densités suivent un systéme d’équations aux dérivées partielles non linéaires
couplées.

- Division cellulaire. Dans chaque follicule, au début du processus de croissance et maturation, on observe que les
cellules se divisent (cycle cellulaire en 4 phase G1-S-G2-M) et participent a la croissance du follicule. La phase G1
dure un temps a; > 0 et la durée totale du cycle est de a; > a;. Apres un certain temps les cellules arrétent de se
diviser (lié a la capacité d’utiliser I’hormone FSH). Le marqueur de maturité y € [0, %qx] est utilisé pour séparer le
cas ’cellules dans le cycle (Y < ¥;)’ et "cellules qui ne se divisent plus (Y > ¥)’. Le seuil 7; caractérise la vulérabilité
a I’apoptose (due a la chute du niveau de FSH).[33] 132} 134} 35153/, 199]

- Vitesse en dge et maturité gy, hy et taux de mort A. La vitesse de vieillissement g et de maturation Ay tout comme
le taux de mort A sont fonction de la maturité moyenne du follicule f : .#;

My = / /yycbfdad}/, (3.3.26)

et de la maturité totale .#7

Mr= ), M, (3.3.27)
fe{Follicles}

avece
S = [0,a2] X [0, Yax] [J[0, o0 x 1, ], (3.3.28)

a travers une fonction uy = us(.#y, #r) qui représente la capacité du follicule a utiliser la FSH (contréle local) et
U = () qui représente le niveau plasmatique de la FSH (controle global). Dans [35], on a

gr(vup) = top(1— g1, (7)(1 —uy)),

oll ¥+ @,_(y) est une fonction indicatrice (régularisée) (voir [33]) : presque égale a 1 lorsque ¥ < 7, et s’annulant
lorsque y > 7. La vitesse en maturité est donnée par

hi(y,ur) = T (=Y + (17 +c2) (1 — og(y)e /™),

avec () presque constante égale a 1 (cy, c;... sont des constantes données dans [35]).

- Le modeéle. La densité de population cellulaires du follicule f : ®/(¢,a,7), suit la loi de conservation [38, [152]
35152] :

d d d
aftCDf-i-afagfq)f%-afyhfq)f: —ADy, (3.3.29)

avec une condition au bord (mitose) dans la phase G1, S a M,
gr(t,a=0,y)@s(t,a=0,y) =2g¢(t,a= a2, 7)Pr(t,a = az,7), (3.3.30)
et I’absence de cellule d’age dans la phase de différentiation,
®s(t,a=0,y)=0. (3.3.31)
On ajoute la condition de continuité en 7 :
he(t,a, v, )@ r(t,a, %) = hy(t,a, v, )Pr(t,a, 7). (3.3.32)
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FIGURE 3.9 — Domaine en age et maturité (G1, S a et différentiation)

- Domaine voir figure [3.9]

L’ensemble ot les cellules proliferent : Prolifération est donné par (a,y) € [0,az] x [0, %[ et le systeme est caractérisé
par (3.3.29) et (3.3.30). Dans le domaine de Differentiation, i.e. ¥ > ¥, le systéme est caractérisé par et
®((t,a=0,y) =0 (pas de mitose). De plus, le taux de mort (apoptose) A est strictement positif dans un domaine de
Vulnérabilité caractérisé par

Y= max Supp(y—> A My, Mr,7Y)) > V. (3.3.33)

AT

Dans un premier temps, nous allons donner un résultat de convergence d’équations de transport singulieres per-
mettant d’expliquer ce que I’on observe numériquement : la densité de cellule ® semble se concentrer en maturité
[351153]]. D’autre part, la dynamique observée dans les simulations semble bien plus complexe que dans le modele de
croissance/maturation folliculaire proposé par Lacker [99]]. Nous allons donc expliquer les mécasnismes de survie des
follicules ovariens a travers une étude des bifurcations/catastrophes (voir [[170} |6, [153, [29]) dans la dynamique des

solutions du modele (3.3.29)-(3.3.32)).

3.3.1 Vers un Modéele Plus Simple [128]

En regardant plus finement le systeme d’équations de transport (3.3.29)-(3.3.32), on remarque que la vitesse en
maturité hy posseéde des propri€tés particulieres : elle est décroissante par rapport a la variable de maturité y et elle
change de signe. En supposant que /s dépend de maniere réguliere de y, .#; et ./t et que

0
hy€C', hyly—o€ L™, ﬁhfgfn <0, (3.3.34)

on peut montrer que la densit€ ®, concentre sa masse autour des solutions des caractéristiques de 1’équation de
transport (3.3.29)-(3.3.32). Ceci va nous permettre de simplifier le modele et considérer que le follicule f est défini
par sa masse Py vérifiant

d
5, = [BU,Gr(1) = A, (1)) oy (3.3.35)
avec B un taux de naissance et A(z, {¢(t)) un taux de mort et une maturité locale {r qui satisfait I’équation
d
5757 = hy(,54(1)). (3.3.36)
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En utilisant I’approximation

}/N//yd)fdad}////qudad}/:Maturity/Mass,

on voit apparaitre les trois zones : Prolifération, Vulnérabilité et Differentiation.

Concentration de la maturité Les caractéristiques du systeme d’équations de transport (voir [47, 48], 149, (162, [152],

106])) vérifient 5 5
ECf"‘gf%Cf =hy(Cp, My, Mr),

avec la condition aux bords
Cf(taa = 0) = Cf(t7a = 612).
Théoreme 3.3.1 En supposant (3.3.34) et

Supp(®¢(t =0)) C [0,a2] x [x0,x1] C [0,a2]x]0, %],

et soit § et &} solutions de (3.3.37) et (3.3.38) de conditions initiales

¢ (0,a)=x;, i=0,1,
o 0 < xo < x1 < Y, alors toute solution ®y du systeme —, vérifie
Supp(®(t,.,.)) C {{a} < [C3(t,a), E3(t,a)], ae [O,az]}, Vi >0,
avec concentration du support de ® ¢

sup | {3 (t,a) — §}(t,a) [P< Cst 72,
a

et M défini dans (3.3.34).

De plus, on a une solution (faible) singuliere ® du systeme (3.3.29)-(3.3.32)),
d)(taau ’}/> = pf(t7a)67/:(:f(t.,a)7
avec py solution de
i + i = —A
91 Pr T 5,8/Pr = — AP
gf(t7a = 07’}/)pf(t7a = 07?’) = 2gf(t7a = le,'}’)pf(f,a = 027’}/)7

pour condition initiale,

£r(0,a) € { f € C°([0,a2[, f(0) = flaz)}, ps(0,a) € L'([0,a2]),

(3.3.37)

(3.3.38)

(3.3.39)

(3.3.40)

(3.3.41)

(3.3.42)

(3.3.43)

(3.3.44)

(3.3.45)

(3.3.46)

et dont la masse est donnée par [ [, ®rdady égale a [;? prda et la maturité .#; = [;° {spyda. Cette solution sin-

guliere est la limite en temps long de toute solution du systeme (3.3.29)-
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Preuve du théoréme En utilisant les caractéristiques (voir [[152,1137]), on peut montrer I’existence de W > 0
solution du probleme dual

;‘Pf—kgf;aq’f—khij‘l’f =AYy, (3.3.47)
avec conditions aux bords
W(ta=0,7) = %‘Pf(t,a:az,’y), (3.3.48)
Wi(t,a,y=0)=1+a/2, (3.3.49)
et condition initiale
Ye(t,a,y) =14+a/2. (3.3.50)

On a directement

Lemme 3.3.2 Soit F € C!((—e0,0),(—o0,)), ({,¥) solution de (3.3.37), (3.3.38), (3.3.47) et (3.3.48) alors on a la
loi de conservation [ [, ®¢(t,a,7)¥f(t,a,y)dady = Cst, et

& [ [ @rttan.a nF@-g.a)dady
- //y Ds(t,a, y)‘Pf(t,a,y)F’(y— Cr(t,a)) [hf(y) —hf(gf)]dad}/.

Maintenant, en supposant /s décroissante par rapport a 7, on trouve que ® ¥, concentre sa masse autour de ;.
On a utilisé le lemme avec F(x) =%, F(x) = (x)2 = (max(x,0))? et F(x) = (x)2 = (min(x,0))? et on montre
le résultat suivant.

Lemme 3.3.3 Sous [I’hypothése ([3.3.34), on a la mesure de probabilité

dv(t,a,y) = ®s(t,a,y)¥s(t,a,y)dady

qui vérifie

jt//y(Y— Er(ta))dv < —2n//y(y— Lr(t,a))dv, (33.51)

jt//y(y_ Er(t,@)idv < —2n //y(Y— $r(t,a))dv, (3.3.52)
et

;lz//y(y_ {p(t,a)2dv < -2 //y(?’— Er(t,a))>dv. (3.3.53)

On remarque que, pour la mesure de probabilité dv, I’inégalité (3.3.51) signifie que la distance de Wasserstein (voir
[147]), entre dv et & —¢/(r.a) tend vers zéro lorsque 1 — co et que donc la mesure dv concentre sa masse autour de
C¢(r,a) (voir [128]147, 89, [88] pour des probleme analogue).

On termine la preuve du th.[3.3.1]en utilisant le fait que le support de @ appartient a [0,a2] X [xo,x1] (yp. (3.3.39)).

On pose {3, &} solutions de (3.3.37) et (3.3.38) de condition initiale (3.3.40). On conclu en utilisant le lemme [3.3.3]
et en remarquant que W r(,a,y) > 0 pout tout > 0, 4ge a et maturité y tant que ¥(0,a,y) > 0. En effet, on a alors

Supp®; = Supp® ¥ et on conclu en utilisant

| [ r=coapravoan=o. [ [ ¢-go.07dv0.ar =0,
et (3.3.52)-(3.3.53). Le résultat de convergence (3.3.45) provient du fait que

9 s s 9 b5 s C s o) —hr(G)
R R e

< -2n(8 - 8)%
avec condition initiale ({5 — ¢5)?(a=0) = (&5 — )% (a = ).
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Conclusion and réduction du modele On peut réduire le modele initial en

d d
5 Pr + 5a81Pr = —Apy, (3.3.54)
gr(t,a=0,7)ps(t,a=0,7) =2g¢(t,a=az,y)ps(t,a=a,y), (3.3.55)
et 5 3
5,57 T 8155 ="y, (3.3.56)
Cr(t,a=0,7) =Cs(t,a=2,7), (3.3.57)

avec la masse [ [ ®rdady égal a [ pyda et la maturité .#; = [ {;prda. Dans le domaine de Différentiation, on a
gs(t,a=0,y)ps(t,a=0,7) =0, donc en intégrant (3.3.54) par rapport a a, on trouve

aat / prda = — / Apyda. (3.3.58)

De plus on note dans [35] que iy ne dépend par de la variable d’age a dans le domaine de Différentiation, donc
Cr(t,a) = Cf(t) est solution de
d
=h 3.3.59
5,5 =l (3.3.59)

et A(t,Cs(t,a)) = A(t,{¢(¢)) implique que %fpfda = —A(t,{s(1)) [ prda. Ainsi, on voit que le taux de mort de
(3.3.35) est donné par A(r, f(1)) et que (3.3.35) et (3.3.36) sont solutions de (3.3.58)) et (3.3.59).

Nous allons faire une simplification dans le domaine de Prolifération, sur le taux de naissance (3.3.35]) en prenant

B(t) = g(t,{;(1)) In(2) Jas. (3.3.60)

En effet, durant le processus de prolifération, le nombre de cellules est multiplié par 2 (terme In(2)) aprés un temps
T ~ W (terme g(¢, 8¢ (7))/az). On note, du fait de cette simplification, que I’on néglige le retard (due au

transport a vitesse fini) que 1’on retrouve dans les équations de type McKendrick-VonFoerster (3.3.55]) (voir [38.[183]
851,184 [152])).

3.3.2 Evolution Folliculaire : un Systeme Dynamique en Masse et Maturité

On va donc étudier le systeme d’EDOs simplifié caractérisant chaque follicule (on prend .#y = p;{s la maturité
moyenne du follicule f plutot que ()

Sy = prhy(My, My, Mr|Ps) + A My, My, M p5) My,

(3.3.61)
SiPr =AMy, My, My pp)py.
avec A(r, (r(1)) = [B(1,§r (1)) — A(t,§f(1))] et B(t) = g(t, 8¢ (1)) In(2) /a2
Domaines 11y a également trois zones (voir figure et ) : la zone de Prolifération (lorsque B > 0)
protiferation = {(maturity My,mass py) 1 maturity/mass < }/s}, (3.3.62)
la zone de Différentiation (lorsque B = 0)
pifferentiated = {(maturity, mass) : maturity/mass > }/S}, (3.3.63)
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FIGURE 3.10 — Proliferation and Differentiated zone

et la zone de Vulnérabilité (lorsque le taux de mort A > 0)

yunerabie = {(maturity, mass) : Y < maturity/mass < }/,}, (3.3.64)

avec %, < % < ¥, et I’on défini (par convenance) une zone Sauvé lorsque (A = 0)

Isupeq = {(maturity, mass) : maturity/mass > }/,}. (3.3.65)

- 55!!\Ilatu rity

pa 55uMatu rity

S — —
0 s M0 1 20 20 0 | 40 450

FIGURE 3.11 — sensitive and Saved zone

On remarque immédiatement que les états stationnaires vérifient (.4, 41, #F/ps) = O pour tout f. Puisque
hy dépend de .#r, s’éloigner d’un équilibre pour un follicule entraine tout le systéme hors de 1’équilibre. Plus
précisemment, I’évolution de la maturité .#; du follicule f dépend de la maturité .# = .#7 — .#y de tous les
autres follicules (qui peut étre considérée comme exogene pour le follicule f). On va voir apparaitre bifurcations
et catastrophes 74, dans le systeme dynamique (3.3.61).

Etats stationnaires
Définition 3.3.4 Puisque h est strictement décroissante (3.3.34), on peut définir §, comme les zéros de hy,

hy( My, M, Co( My, #)) =0. (3.3.66)
On pose alors Py

po(%f',%) =.///f/Co(//ff,///), (3.3.67)

et le graphe de py pour M (maturité des autres follicules),
Too( ) = { (m,po(m, ), m =0}, (3:3.68)

et
Qi = | Ty (). (3.3.69)
M>0
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FIGURE 3.12 — (.#y,.#) donné on trace hy et calcule la racine {y
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FIGURE 3.13 — .# donné on calcule .4 — po( My, M) et Qjip,

Les états stationnaires de (3.3.61) appartiennent a Q;;,, de plus, pour.Z donné, les états stationnaires de (3.3.61)
appartiennent a [0, oo[ X {pj‘? YT p, () avec p]‘? la masse du follicule en entrant dans la zone Sauvé I,

Définition 3.3.5 On définit pf comme la valeur de py, la premiere fois que le follicule f entre dans la zone Sauvé

Hsaved
pf = ps(inf{t : (s, ps)(1) € Msaveal),

avec pf =0 lorsque inf{t : (My,ps)(t) € Msayea} = .

On pose Q. (M),

Q(M)={m : ma’iilog(go(m,///)) >1}={m: ;ipo(m,//l) <0}, (3.3.70)

Neo( M) le nombre de composantes connexes de Q. () et

C,= @;}XNCC(///). (3.3.71)

De plus, on pose N(pf | ) le nombre de composantes connexes de @(pf) N py () NMsaveq (voir fig.

avec
2(pf) = [0,0[x{pf}. (3.3.72)

2. nb de fois ol %pg(m, ') change de signe, i.e., .4y — po(.#y,.#) change de décroissante a croissante.
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FIGURE 3.15 — Cas N(pf | .#) = 3 (gauche) et, a droite lorsque N(pf | .#) = 0 intersection vide dans la zone
‘sauvé’. '

Bifurcations et catastrophes On étudie la géométrie de Z(p7 ) T, (.#) et Z(pf ) NTpy () NMyayea, avec Z(pf) =
[0, 0] X {p;:}, lorsque la maturité exgogene (que 1’on peut considérer comme une pression sélective des autres folli-
cules sur le follicule f) .# varie. On a alors trois cas :

- Le follicule est insensible a la pression des autres follicules (il va donc survivre et participer au processus de

reproduction) si
M — N(pf | .#) est constant. (3.3.73)

- Le follicule peut retourner (et rester) dans la zone de vulnérabilité (ou il n’y a pas d’autre état stat. que 0) si la
pression est trop grande. Le follicule est condamné par la pression si

M., st. N(pf | #)=0, VM > .M, (3.3.74)

- Le follicule peut retourner dans la zone de vulnérabilité ou atteindre une zone de senseibilité moindre et dont la
dynamique dépendra fortement de la dynamique des autres follicules : une catastrophe peut arriver si

M — N(p}E | .#) n’est pas constant. (3.3.75)

Exemple. Dans la figure[3.16)), on a dans la partie noircie : la zone de prolifération et la zone de vulnérabilité. On trace
[y, () pour A =0 a .# = . On voit que dans la zone insensible a la pression,

.@(p}E YN T p, (4 ) Ngapeq €St un point et N (p]‘? | #) =1 pour tout .. Dans la zone condamné par la pression,
pour .# assez grand @(pf) Ny () NTsayeq est vide et N(p}E | ) =0.
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FIGURE 3.16 — Gauche : Z(pf ) (T. Droite : On trace Z(pf ), la droite en haut Ty (insensible a la pression N(p7 |
M) = 1). Les deux ligne plus bas condamné par la pression, i.e., pour .# assez grand, & (p]’?) Ny () N savea
est vide (N(pf | #) = 0).

Résultats principaux sur la dynamique On suppose

HYPOTHESE I
0<% < inf CO(%fv'%) < sup CO(%ﬁ%) < Ymax < ©°. (3.3.76)
My M My M
HYPOTHESE II
M — hy( My, M, M ]py) est strict. décroissante. (3.3.77)
HYPOTHESE IIT
So(m, M) = {5 +o(1/m). (3.3.78)

ASSUMPTION IV  Pour simplifier, on suppose que

C, <L (3.3.79)
Théoreme 3.3.6 En supposant que hy est décroissante , et les hypotheses I a 1V sont vérifiées alors
1- Pour tout f, il existe Ty < oo (dépendant de (.#(0),p7(0))) t.q. (M (t),pr(t)) € Upifferentiatea pour toutt > Ty.
2-8i {§° > ¥y, il existe p* t.q., un follicule de masse pf > p* al’entrée de la zone Sauvé est insensible a la pression.

3-Siinf 4, .« Co( My, M) < 7, alors il existe 0 < p, < oo t.q., un follicule de mass pf < p« a l'entrée de la zone
Sauvé est condamné par la pression.

4- 8i C, = 0 alors un follicule est soit insensible a la pression soit condamné par la pression.
Pour la preuve (essentiellement étude de bifurcations et catastrophes) voir [[129]].
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3.3.3 Simulation Numérique

On donne les fonctions de [35] : Uy représentant une dose de FSH exogene injectée
Rp(up,§(1)) = 0.07(— &>+ (11.8928 +2.888) (1 — e r/013)),

1-0.054
1+ 03C@7T=4)) U(

0.5

up(My, M) = (0.054+ t, Mr),

B(My, My, My/ps) = (In(2)/2)(1 =051 —up( My, A7)y )p,<y)
_ (//f/Pf*}’s)z
A( My, My, Mrpr)=3e 02 (1=U(Ar))La;/prein—055+05)-
etdonc A(Ay, Mr, My|py) = B(My, Mr, My|ps) = MMy, Mr, M| Pr)-
On a directement que la fonction Ay vérifie Hyp. I-IV et donc le théoreme les hypotheses du th. sont satisfaites.

Remarque. Ce qui signifie qu’en injectant suffisamment de FSH on rend le systeme plus stable et que les follicules
peuvent atteindre aisément le seuil de maturité (ovulation de nombreux follicules).

Une simulation expliquée Nous allons décrire une simulation (voir figure [3.17)), ot I’on observe la maturité .#; de
quatre follicules .

e Au début les follicules sont dans la zone de prolifération, croissent et voit leur maturité ./ augmenter.

e Puis, autour du remps = 500, les follicules entrent dans la zone ot ils sont sensibles et sortent de la zone de pro-
lifération : masse et maturité moyenne décroissent.

e Autour du remps = 1000, les follicles sortent de la zone ou ils sont sensibles et la masse p devient constante (des
lors qu’ils ne rentrent pas a nouveau dans la zone de Vulnérabilité). Ici, le follicule (en haut) entre avec assez de masse
dans la zone de différentiation et les moins matures y entrent avec trop peu de masse.

e Autour de temps = 3500 (boite rouge), une bifurcation apparait menant les deux premiers follicules a I’ovulation et
les deux derniers a la mort.

i/
5 //

Y A——

OfF—T—7 T T 7T 1 T T T T Tk =——— time
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

FIGURE 3.17 — Simulation : Les maturité M; en fonction du temps.

3.4 Conclusion

Oui, non seulement 1’oeuf en bave mais en plus il en fait baver a tous ses congéneres.
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Chapitre 4

Une Vie Sans Sexe : Est-ce Optimal ?

En imaginant la vie sans sexe, on pense immédiatementEl a la division cellulaire (voir figure Ié—_ll) Néanmoins, elle
existe également pour les organismes pluricellulaires (végétaux et animaux) tels que le requin-marteau, le gecko, le
puceron et les bdelloides [[75].

FIGURE 4.1 — A gauche : La reproduction asexuée, du point de vue de la cellule. Au milieu : différentes formes de
reproductions asexuée (clonage) parmi lesquelles la mitose simple, le bourgeonnement ou encore la mitose multiple.
A droite : parthénogénese pour le puceron.

Pour étudier I’avantage reproductif de ce type de reproduction, on se place dans le cas d’un environnement sans
contrainte de ressource et on modélise la croissance de population via des équations de renouvellements (linéaires,
voir partie 2.1)). Il s’agit donc, essentiellement, d’un probléme d’optimisation de valeur propre (le taux de croissance
Malthusien (la valeur propre en question) mesurant I’adaptation (la capacité d’invasion) d’une espece
124, (122}, [120]]). On se focalise sur les pucerons qui ont la particularité de se reproduire de maniére
asexuée (parthénogénése) et sexuée (77,1391, i.e. une reproduction partiellement clonale. Pour cela, on
modifie un modele développé dans [163]], pour se placer dans le cadre de la non limitation des ressources et, de plus,
on introduit les probabilités de passages d’un mode de reproduction a I’autre. La question est donc

Quelle est la maniére optimale (en terme de croissance Malthusienne) de se reproduire pour une espéce partielle-
ment clonale ?

En notant, p(¢) la probabilité de passer de sexué a asexué et ¢(¢) la probabilité de passer de asexué a sexué pour une
population partiellement clonale, la question devient une question d’optimisation de valeur propre
max  A(p,q)?
p.q€(0,1]%+
avec A(p,q) le taux de croissance Malthusien associé a cette population. Ce qui a fait I’objet d’un article et sera
développé dans la partie [4.1] La technique utilisée (dans [124] et voir la partie 4.2 pour une autre utilisation non
triviale) et que 1’on rappelle dans la partie[d.3]est, en fait, générale et peut étre utilisée dans d’autres contextes.

1. presque immédiatement
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4.1 Bang-Bang Sexual Content [131]

Les pucerons sont des organismes particuliers (partiellement clonaux) qui peuvent se reproduire de maniere sexuée
ou parthénogénétique. Dans [163]], les auteurs considerent un modele d’évolution de population de pucerons. Une
population u se scinde en asexuée (i.e. née par parthénogénese) : x et sexuée : y. Il y a donc, y/2 méles et x+y/2
femelles, et, par conséquent, un exces de femelles par male de y := 2x/y. Les auteurs introduisent alors une fonction
de fécondation, i : y — 1+ gtanh(y/g) ot g = le nombre limite de femelles fertilisées par méle —1 El La dynamique
de x et y est donnée par le systeme suivant

{(£0=~Blowratoleiy/z /2 Wi
Y (1) = —Bly+ o(u) (o (w)y/2, .

avec B le taux de mort, o le taux de naissance et u(r) = x(¢) + y(¢) la population totale. Lorsqu’il n’y a pas de sexe,

i.e.h=0ona
{ X(t) = —Bu)x+au)x+y/2],
(1) = —B(u)y.

[0,1] et p = h— yq € [0,1], alors le systeme (4.1.1) peut se réécrire comme suit

X() = =B+ a@)|(1- g+ (1-p)y/2,
{ Y (t) = —B(u)y+ a(u)gx+ py/2]. (4.1.2)

On voit alors que g est la probabilité qu’un individu parthénogénétique donne naissance a un sexué et p est la proba-
bilité qu’un individu sexué donne naissance a un parthénogénétique. Donc, le cas limite p = g = 0 correspond au cas
ol il n’y a plus de sexe. Dans un environnement sans contrainte de ressource, on a le taux de naissance « et le taux
de mort 3 qui ne dépendent pas de la taille de la population et

( ;C )/(t) = (—BI+aMm) < ;‘ )(z), 4.1.3)

(000

Les auteurs de [163]] ne sont pas penché sur le taux de croissance Malthusien ni a son optimisation par rapport a la
fonction de fécondation.

tanh(y/g)

On pose g = /e

avec

Quel est le grand taux de croissance de la population en fonction des probabilités p,q (choisit dans [0,1]?) ?
Puisque p, g € [0, 1]?, les solutions du systéme linéraire (4.1.3)) sont

(3)@=crran (),

et le taux de croissance Malthusien est la valeur propre maximale de (—fBI1+ aM) qui est &tAuq(p,q) — B ou
1=g+p/2++/(1=¢+p/2)>=2(p—q) 0
5 .

Amax(p,q) est la plus grande valeur propre (en partie réelle) de M : Ayux(p,q) =

T,

ona
9, 1 (4-p/2)
& 2 (/2= +(1-p)
9 _ _17rd _ 1 ; ; 2
et 5 Amax = — 3| aqu] oo Le maximum de A, est donc atteint sur le bord de [0, 1]°. En notant
que

Amax(1,q) = max(1 —q,1/2), m;lx().max(l,q)) = Amax(1,0) =1,

2. autour de 7 pour les pucerons

46



Amax(p,0) = max(1,p/2), max(Auar(p,0)) = Anax(p',0) =1, Vp' €[0,1],
P

et Amax(0,¢) = Amax(0,0) = 1. Ainsi, le maximum du taux de croissance est atteint lorsque g = 0, i.e., les individus
parthénogénétiques donnent uniquement des parthénogénétiques quoique fasse la population sexuée. On peut noter
que lorsque le g disparait, en particulier pour p =g =0, il n’y a plus de sexe Pour inclure les spécificités des deux
formes de sous populations (sexuées VS parthénogénétiques), nous devons prendre en compte les différences dans
la naissance et la mort en ajoutant une structure d’age dans le modele (McKendrick-VonFoerster [[143] (152} 30]). Au
temps ¢ et a I’age x, la densité de la sous-population asexuée n4(f,x) et la densité de la population sexuée ng(t,x)
suivent le systéme d’équations :

Amax(p,1) = max(1, (1 —p)/2), m;lx

{ I na(t,x) + Lna(t,x) +d(t)na(t,x) = 0, (4.1.4)

s (t,%) + Lng(t,x) +d(t) Xxsnons(t,x) =0,

ou d(t) est le taux de mort (hivernale due au changement de température) qui est nul pour les oeufs, c’est-a-dire les
individus sexués d’age x plus petit que xo. Les nouveaux nés sont gérés par la condition au bord

na(t,x = 0) = / 5o (£)Bs (X s (1,2) dx’ + / Pasa()Ba(¥ )na(t, ) d¥,
=0 y=0 (4.1.5)
ns(t,x = 0) = / s (OBs(W (o) d -+ / Paos(OBA( (1. d.
/Z x/z

X

avec
Pa—sA(t) + pass(t) = ps—a(t) + psss(t) =1, V.

Une femelle parthénogénétique peut donner naissance, avec un taux dépendant de son age x : B4(x) a une femelle
parthénogénétique avec probabilité ps_,4(f) au temps ¢, et a une femelle sexuée avec probabilité ps_,s(¢). Respecti-
vement, une femelle sexuée peut donner naissance, avec un taux Bg(x) (avec Bg(x) = 0 pour les oeufs, i.e. x € [0,x0]),
avec probabilité ps_4(t) a une femelle parthénogénétique et avec probabilité pg_,s(¢) & une femelle sexuée (4.1.3).
Puisque la parthénogénése est plus prolifique que le sexe, on a

By (x') > Bs(xl). 4.1.6)
Le taux de mort est 7 > 0 (ici T = 365 jours) périodique

t—d(t),e L”(R) T — périodique, (4.1.7)
x— Ba(x), (resp Bs(x)) €L”(R) ets’annule pour x assez grand, (4.1.8)

Il est assez naturel que la meilleure fagon de se reproduire prenne en compte les avantages / inconvénients des deux
formes de reproductions. Elle doit étre composée de switchs de la reproduction sexuée a la reproduction asexuée a
une certaine période de I’année et vice versa, donc a une optimisation de type Bang-Bang. Le prouver dans le cas ou
Ps—sa, Pa—a € [0,1]R+est bien plus complexe que dans le cas pour lequel le taux de croissance est calculable
explicitement.

Dans la partie[4.1.1] on donne les premier résultat sur la dynamique de (n4,ns) solution de (4.1.4)-(4.1.5)) puis dans
la partie [d.1.2] on étudie I’optimisation du taux de croissance Malthusien en fonction des probabilités de transition.

3. Hight Lapalissade level
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4.1.1 Comportement en Temps Long

Le premier résultat donne le comportement en temps long des solutions de (4.1.4)-(4.1.5)), qui se démontre en utili-
sant les outils d’entropie introduit dans [[152} 30} [31]] (voir la partie [2.1).

Proposition 4.1.1 Sous les hypotheéses (IZ.]. 7 )-(IZ.].8) et pour tout n4(0,.), ns(0,.) € L' (R, ,R ), il existe une unique
solution (na,ns) € L*([0,T], (L' (R, R))?) & (4.1.4)-(4-1.5). De plus, on a (na(t,x),ns(t,x)) qui se comporte comme
Cst eM (Na(t,x),Ns(t,x)), (lorsque ~;_so) avec Cst >0, A € R et (N4 (t,x),Ns(t,x)) solution T— périodique
L=([0,T],(L"(R,R))?) du probléeme aux valeurs propres

G5+ (00 S (e ) (i )=

(0 ) [ () pea(Bs(e) ) (e ;; > ¢

Preuve C’est une généralisation du résultat de Floquet [65] sur les EDOs [[152, 30, [31]]. O

(4.1.9)

En utilisant le résultat de la partie [4.3] (voir [131]]), on trouve

Proposition 4.1.2 Il existe une solution positive ( ®4(t,x) Ps(t,x) ) € L=([0,T],(L™(R+,Ry))?) et T— périodique
du probléme dual de (#.1.9) :

L ®@alt,x) Ps(t,x) ) =A( Pa(t,x) Ps(r,x) ), (4.1.10)

vérifiant pour tout t > 0
/( Dat,x) Ds(tx) ) < %2(@ )) )dx_l 4.1.11)

avec L* le dual de I'opérateur Z. De plus, si pa—a(t) = Z]PAXI_,- (1), ps—ss(t) =X, p}sx,j(t), avec (Iy)j partition de
[0,T] et (p;); suite de nombres appartenant a [0, 1]. Alors ona

ai?z _ / /R o (A0 @(0,0))Ba CON (1), (1)l T 4.1.12)

et
P)
Tpf’l — / /R oy (®A0) = Ps(0,0) BN 0.5) 5, (1) T (4.1.13)

4.1.2 Optimisation et Analyse de Survie

On cherche

Aax := sup A(pa—asPs—s), (4.1.14)
Pa—aPs—sE[0,1]R+

et plus généralement a évaluer (pa—a,ps—s) — A(Pa—a, Ps—s). Les questions sont donc :

1. Est ce que switcher, i.e. bang-bang [[167], d’asexuel a sexuel donne un meilleur taux de croissance Malthusien ?

. _ switch _switch
Amar i= sup l(PAHA»PS%S) = 2'(pA—>A y PS8 )?
PA—ASPS—S

2. Qu’arrive t’il a la population lorsqu’il n’y a plus de switch ?
A(1,1)?2 A(0,1)? A(1,0)?
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Théoreme 4.1.3 [Sex Bang-Bang optimization] Le maximum de la valeur propre est atteint pour

PA%A(I),PSHS(I‘) S {0, 1}, Vt € [O, T].

Plus précisement, il existe (a;); et (bj); in [0,T] t.q.
pa—a(t) = Z%[a,,b,] (1), psos(t)=1 *Z%[a_,-,hj] (1),
J J

avec

P (a;,0) = D5(a;,0), P*(b;,0) =D%(b;,0),

ot (P4, D) est solution de —.

4.1.3 Plus de Sexe...plus, dans le sens plus du tout

En supposant que
Paisa=1, pPss=0,

est vérifiée, c’est-a-dire seulement parthénogénétique : il n’y a plus de naissance d’individu sexué. Alors, apres un
certain temps, les individus capables de se reproduire de maniere sexué finissent par disparaitre. Il ne reste alors que

%nA(t>x> + %HA(Z,X) +d(t)nA(t>x> =0,

na(t,x=0) = //>oBA(x,)nA(t’x,) dx'. (4.1.15)

La dynamique de (4.1.15)) est caractérisée par

I Na(t,x) + LNa(t,x) +d(t)na(t,x) = —AaNa(t,x),
Na(t,x=0) = / Ba(X)Na(t,) d,
x>0

et donne la condition sur A4 :
1 — BA (x)ejg(_a’/‘_fon<s)ds/T)dx.
x>0

Proposition 4.1.4 En supposant
/ BA(x)e*xfOTd(s)/Tds <1 (=1).
x>0 o

alors Ax <0 (resp. As > 0), i.e., la population parthénogénétique disparait (resp. survie) en temps long.

4.1.4 Que du Sexe
En supposant que
Pasa=0, pss=1,
est vérifiée. Alors, apres un certain temps la population parthénogénétique disparait et la population se réduit a

D ns(t,x) + Lng(t,x) +d (1) Xxszons(t,x) =0,

ns(t,x=0) = //>OBS(t,x’)ns(t,x’) dx'
Xz

Proposition 4.1.5 Sous la condition

1+x( d

/ Bs(x')e” I6ds)ds/ T g3/ max e
x'>x0 t

1+x( d

(w)dw < 1,(}’€Sp / BS(X/)e,fon(s)ds/Tx’ dx’rntinef’ (w)dw > 1)7
Jx'>xq

alors As < 0 (resp. Ag > 0), i.e., la population sexuée disparait en temps long (resp. survie).
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4.1.5 Et Simulations

Pour les simulations numériques, on considére que le taux de mort t — d(¢) est périodique (annuel) et d|winser >
d| Summer,Spring, Aurumn> ON considere de plus que le taux de mort pour les oeufs est nul (4ge x € [0,x0] [102]) et I’on fixe
les taux de naissances et de morts comme sur la figure [4.2]
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FIGURE 4.2 — Taux. Droite : taux de mort sur une période. Gauche : taux de naissances (asexué en bleu, sexué en
rouge). De 0 a 50 jours il n’y a pas de naissance pour la population sexuée (phase oeuf). Le taux de naissance pour
la population asexuée est beaucoup plus élevé que celui de la population sexué. Durant I’hiver, le taux de mort est
beaucoup plus élevé que durant les autres saisons.
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FIGURE 4.3 — Tracé de e’*, i.e. la croissance de la population au cours d’une année. On simule (4.1.5) pour
(en jours) T = 365, Agenax = 90, Agemax reproduction — 30, eggsare = 50, By (X) = '8xa6[O,Agemmml,mdmm]’ Bg =
A25% uc eggurare eggmare+-Ageman reproduction]? d(t) = Winter death ratey; <30 + .5)30<:<365 et T périodique. On trace la courbe
de croissance (bleu a gauche) a droite pour montrer la décroissance (lente).

On observe sur la figure le taux de croissance annuel (¢*7) de deux populations : la premiére obtenue par la
stratégie optimale (voir partie et la seconde seulement parthénogénétique, en fonction du taux de mort imposé
en hiver. On note qu’il existe un seuil a partir duquel la stratégie parthénogénétique devient préférable.

Proposition 4.1.6 En supposant queﬂ

/OBS(y+xo)efdydy</O BA(y)efdydy,

etd(t) =d, alors
pasa=1, psus=0,

est le meilleur choix pour optimiser le taux de croissance Malthusien.

Et donc oui, une vie sans sexe peut étre plus optimal. Dans la partie suivante .2 nous allons appliquer la technique
d’optimisation utilisée que I’on rappelle dans la partie d.3] dans un exemple non trivial.

4. vérifié lorsque Bg(. 4+ x9) < Ba(.)
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4.2 Est ce que la Taille ca Compte ?[124, 126]

On se place dans le cadre, d’un modele de division cellulaire classique [13}, 14} [154]] (EDP croissance et fragmenta-
tion), pouvant étre décrit, de la maniére suivante : un individu de taille y’ (mére) donne naissance a un individu de taille
y (fille) avec un taux b(y',y)dy’. On remarque qu’en 1’absence de croissance, cette description correspond exactement
a celle d’une fragmentation classique (voir [[116}156]]). On restreint I’étude au probleme simplifié suivant, dans lequel
une cellule de taille y donne naissance avec un taux B(y) a deux cellules de tailles oy et (1 — o)y, 6 €]0,1]:

G (6.3) + 52(t,3) + BO)n(t,y) = $B(3)n(t. 5) + 15 B(25)n(t, 1%5),
(4.2.16)
n(.,0) =0.

On s’attend (voir partie[2.1) & ce que n(r,y) ~;_,. Constante N(y)e'. La question :
Une division symétrique est elle plus prolifique qu’une division asymétrique ?

devient alors une question d’optimisation (non triviale) de valeur propre

A symétrique > Aasymétrique ?

L utilisation du résultat de [[126] (partie @ a permis de montrer le résultat non trivial suivant.
Théoreme 4.2.1 Sous certaines hypothéses sur B on a n solution de qui vérifie

1 ~—seo ConstanteNge*' avec
Supp B est compact Supp B=10,b], Supp B C|b/2,b],
Ao (XG—B(O) B
o)
B(O) S B()’) S 07 Vy € [O,b[,
B(y) =P l-e<p<l1 Il<p<l+e
ALORS La division symétrique La division symétrique
est la mieux adaptée n’est pas la mieux adaptée
VG,Alzzlg 367&1/2,%2§AO—

Idée de la preuve du théoreme On pose

2(f) = —‘zf;m CBOS )+ B ()4

B . . Wlﬂl
o ‘o 'C Jr1—6 (l—cf)f(l—cf)’fE ’

et 2 (f) = %) = BOS(,) +BO(f(0) + f((1=0)) ), f e W,

Proposition 4.2.2 La fonction qui a ¢ associe A est dérivable. De plus, sa fonction dérivée vérifie I’équation

d o d d
s | BU)( 3, 05(03) ~ 5-06((1 —~0)y)|Nod. (4.2.17)

avec £ (Ng) = AsNg et L*(95) = As@s. De plus, si [(%%0 (yoo) — (%(,‘DGO (y(1— G()))} =0 alors

2 oo 2 2
Gozialon= [ BOD[550m000)+ 55001 ~ )| Ve )

Ainsi, des informations sur @5 (convexité) donnent des informations sur A5 et on peut montrer que la division
symétrique n’est pas nécessairement la division la mieux adaptée. Cela dépend des taux de naissance B et de crois-
sance V. Une stratégie de survie consisterait a avoir un large spectre de ¢ disponible (de maniere de se diviser) pour
pouvoir s’adapter a des changements de conditions extérieures, c’est-a-dire a des changement sur B et V. Et donc oui
la taille ca compte.
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4.3 Quelques Résulats sur I’Optimisation de Valeur Propre [126]

Dans cette partie, on va présenter les résultats d’optimisation qui ont été développé durant ma thése et publiés
dans [126]] car, d’une part, ils sont simples d’utilisation et centraux dans les preuves des théoremes précédemment
mentionnés (parties 4.1 2019 et [4.2] 2006) et d’autre part, ce sont des résultats assez élégants d’un point de vue
mathématique et finalement bien que cités dans certains travaux (par exemple [25) 146, 23])) ils n’ont pas été utilisé
en tant que tel.

Formellement, soit une famille d’opérateurs linéaires bornés (et leurs duaux) dépendant d’un paramtre p € I C
] — o0, 00[ (I intervalle de | — oo, o)
LBl Ly T (4.3.18)

avec A et € espaces de Banach (en dualité (.,.) avec #* et €*) t.q.
Vpel 3(Np,A(p),@p) € By x| —o0,00[xC} 1 ZLH(Np) = A(P)Np, L, (9p) = A(P) Py, (4.3.19)
oll A, (resp. €7) est le cone positif de % (resp. €) et
Vpel (9,.N,)=1. (4.3.20)
On aimerait connaitre la variation de A(p), solution de (4.3.18)-(4.3.20), par rapport a p. On donne deux résultats,

I’un min-max et 1’autre de différentation.

Méthode max-min: Ona
Lemme 4.3.1 En supposant, ’existence de (N,,A(p),¢,) solution de - alors on a pour tout p € 1,

A(p) = max min (8, 2pf) (4.3.21)

fengen (g.f)

ouN,c ANC By et ¢, c N* CC}. De plus, si £, est monotone par rapport a p € J C I (J également un intervalle)
alors A(p) ’est également,

Vp<qelJ, Y(f.g) EAXA (8.Z,(f) <(8L(f)=Vp<qelCl, Ai(p)<A(q). (4.3.22)
Finallement, si £, est continue par rapport a p,

V(Fg) EAXATTim | (6. 2,(f) ~Ly(f)) =0, 4323)

alors A(p) est continue par rapport a p.

Méthode par différentiation: Ona

Lemme 4.3.2 En supposant, [’existence de (N, A(p),$,) solution de [#.3.18)-[#-3.20) et

VgeJ, lim N, =N,, fortement dans %, (4.3.24)
p—q<J
r * * * . "g/ﬂl;|< B q* *
VgeJ 30, p=q € L(C", %) - VfeA, lim (———0,f)=(pZL =49 1), (4.3.25)

p—q<d P—q
alors p — A(p) est différentiable et on a, pour tout g € J C I,

d
(%/l)(q) = (0pZ | p=qPq: Ng)- (4.3.26)

52



Chapitre 5

Du Sexe Sans Vie : Est-ce Optimal ?

Fondamentalement, les organismes vivants naissent, consomment des ressources (organismes), donnent naissance
et finissent par devenir des ressources, dans un environnement concurrentiel. La survie d’une espece dépend donc
de sa capacité a produire des nouveau-nés bien adaptés et, évidemment, du niveau des ressources disponibles. La
relation entre les consommateurs et leurs ressources est une étude fondamentale en écologie et en démographie. 11
existe de nombreux modeles théoriques, qui traitent de différents cas de relations entre les consommateurs et leurs
ressources[[70} (72, 114, (177,178, 11811 [168]], dans lesquels le consommateur est un prédateur et la ressource une proie.
L’approche de modélisation mathématique est basée sur les équations de Lotka-Volterra [181]] de dynamique couplée
prédateur-proie (ou consommateur-ressource). De plus, dans certains travaux (par exemple [110] p277, [0} 50]), les
auteurs ont introduit I’optimisation d’une fonctionnelle de gain, pour optimiser le nombre de proies et de prédateurs
a, ou pendant, un temps donné. Cette approche conduit a ajouter une équation adjointe au systeme d’équations de
Lotka-Volterra (équation de Bellman [[12]).

Puisqu’il existe une étroite corrélation entre la croissance démographique économique et humaine [144]], I’appli-
cation aux populations humaines se pose en démographie et en économie. Dans ce contexte, les équations de Lokta-
Volterra décrivent donc la démographie des populations humaines [9)]. Le méme type d’équations est proposé pour
modéliser une population humaine et une ressource est donnée en [3 4} (9, 188 [161. [174] (proche du modele Lotka-
Volterra). Il y a eu de nombreux travaux de modélisations des civilisations humaines en utilisant ce formalisme. Dans
[L6l], Brander et Taylor étudient 1’effondrement civilisationnel de I’ile de Paques. Robert Axtel, dans [7]], utilise ces
modeles pour étudier I’effondrement de la civilisation Kayenta Anasazi. Dans [[161]], les auteurs proposent un modele
pour étudier la dynamique des interactions Homme/Environnement dans la disparition des mayas. Tous ces modeles
considerent que la population souffre d’un manque de ressources sans contrdle des naissances (ou avec un controle
des naissances fixe qui n’anticipe pas le manque de ressources). Dans [[155]], I’utilisation des ressources est modélisée
par le ratio alimentaire qui est fonction de la taille de la population et pourrait étre considéré comme un état stable
de I’équation des ressources d’'un modele population/ressources. Dans ces modeles, les individus adaptent leur taux
de fécondité au niveau de ressources actuel qui est implicitement modélisé par le choix du taux de natalité/fécondité
et ses variations par rapport au niveau de ressources. Cependant, ils n’anticipent pas leur comportement face aux
variations futures de la quantité de ressources. Au del a de la question de la croissance démographique et de son
impact sur I’environnement, se pose la question du contrdle des naissances et de I’anticipation de la fécondité dans le
débat écologique [145]. Plus précisément, la croissance démographique est considérée comme le principal dommage
environnemental : quelque deux milliards de personnes n’ont pas la sécurité alimentaire et n’ont pas un acces a I’eau,
et les terres agricoles sont soumises a une pression croissante. Ces chiffres alarment de nombreuses personnes, qui
supposent que la croissance démographique signifiera famine, retard économique, plus de pollution et un épuisement
plus rapide des ressources naturelles mondiales [37]]. Par conséquent, 1’enfant peut étre considéré comme un cofit
pour I’environnement (colt environnemental et des difficultés de vie attendues de I’enfant a 1’avenir (en raison de
problémes environnementaux ) pourrait étre une raison pour les parents de ne pas avoir d’enfants (cofit personnel).
Ces deux coiits diminuent avec le niveau de ressources et la valeur V (¢) d’avoir un enfant dépend des prédictions (voir

1. dégradation de I’environnement, diminution de la péche, diminution des foréts, diminution de la biodiversité
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FIGURE 5.1 — Couplage Population/Ressource dans une dynamique d’anticipation. La population change en raison
des déces et des naissances. Les ressources évoluent en raison de leur propre dynamique et de leur consommation par
les personnes. Si la population anticipe un probleme de ressource dans le futur, d’un point de vue néo-malthusien,
cela ne fait pas naitre et a I’inverse, si les ressources sont suffisamment importantes, cela fait naitre.

figure [5.1)) sur les états futurs des ressources qui est donnée par la programmation dynamique via les équations de
Bellman [[12,150] (et, par exemple, dans [63, 164] dans les modeles épidémiologiques).

Dans cette partie, nous développons une classe de modeles pour prendre en compte la valeur d’avoir un enfant
a travers 1’évaluation du niveau de ressources, en utilisant des systemes différentiels backward/forward ordinaires
proches de ceux développés dans [[63) 164} 901 150] . Ces modeles sont développés dans la section Dans la section
nous comparons le comportement d’une population qui adapte sa natalité au niveau actuel des ressources et de la
méme population qui anticipe la variation des ressources (ici ratio alimentaire).

5.1 Modélisation de I’Anticipation et de I’Adaptation dans la Dynamique d’une
Population [132, 63, 64]

Dans les équations de Lotka-Volterra [[181], le niveau de ressources (représenté par Re(t) au temps ) et le niveau

de consommateurs (représenté par Pop(t) au temps ¢) satisfont aux équations différentielles ordinaires suivantes, pour

>0,
4 pop(t) = G(Re(t),Pop(t))Pop(t)

giRe(r) = p(Re(t)) — H(Re(t),Pop(t)) . (5.1.1)

Pop(0) = Popg >0, Re(0) =Ry >0

ou p est le gain fonctionnel en I’absence de consommateur, H la fonction régissant la consommation de ressources et
G la fonction de croissance (naissance moins déces) de la population de consommateurs en fonction des ressources

2. Nous donnons en annexe , les preuves mathématiques d’existence, d’unicité et les outils numériques utilisés pour calculer les solutions.
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[[72L9]. Le taux de croissance G pourrait étre décomposé en un taux de natalité B et un taux de mortalité D (voir [[L68])
et nous nous concentrons sur (5.1.1)) de la forme

4 Pop(t) = (B(Re(1)) ~ D(Re(1)) ) Pop(1)
, (5.1.2)

4 Re(r) = p(Re(t)) — H(Re(t), Pop(r))

avec la donnée initiale Pop(0) = Popy > 0, Re(0) = Ry > 0. Dans [155]], les auteurs utilisent une équation d’évolution
en temps discret pour I’équation du niveau de population et un niveau de ressource (rapport alimentaire) qui s’exprime
directement en fonction du niveau de population. Cela pourrait étre compris comme si les ressources dans (5.1.1)
étaient dans un état stable, c’est-a-dire,

d
CRelt) =0, p(Relt)) = H(Re(r), Pop(1))
avec p et H définissent, non seulement, comme p(Re) = Re(D — Re) et H(Re,Pop) = D(1 — (l_gp;;)w}))Re ouCetD

> S A 1—¢ CPor
sont deux constantes, c¢’est-a-dire Re = D%

ment peut &tre approximé dans (5.1.1)) en prenant

(voir [[155]] pour I’équation du rapport alimentaire). Ce comporte-

< Re(r) = gpme@) — H(Re(1), Pop(1))],

dt
avec € < 1 (correspondant a une différence d’échelle temporelle : variation lente pour la population et variation
rapide pour les ressources (agriculture)) et correspond au systeme suivant d’équations d’évolution temporelle couplée
population/ressource
4Pop(r) = (B(Re(r)) — D(Re(1)) ) Pop(r)
(5.1.3)

0 =p(Re(t)) —H(Re(t), Pop(t))

Dans la section [5.1.1] nous complétons le modele de co-évolution de la population et des ressources avec des
équations décrivant le processus de décision des individus d’avoir des enfants.

5.1.1 Construction de Modeles d’Anticipation

Au temps ¢, la taille de la population Pop(¢) et le niveau de ressources R, () sont pilotés par une équation d’évolution
temporelle telle que (5.1.2)) (resp. (5.1.3)).

Maintenant, nous considérons que la décision d’accoucher est supposée €tre basée sur une analyse colt-bénéfice
rationnelle et clairvoyante de ce que sera ’avenir. Si les parents prévoient que, dans un proche avenir, il y aura la
guerre ou la famine (due a la surpopulation), ils décideront de ne pas avoir d’enfant au temps présent (pour leur propre
sécurité et pour I’environnement). En revanche, si les parents prévoient que 1’avenir sera sir, ils peuvent choisir d’avoir
un enfant (voir figure[5.1)). Soit ¥ une probabilité/souhait d’avoir un enfant, alors (5.1.2)), devient

4 Pop(t) = (ay(r) ~ D(Re(1)) ) Pop(1)

) (5.1.4)
diRe(t) = p(Re(1)) — H(Re(t), Pop(t))
ol ¢ est le taux de natalité maximal. On remarque que (5.1.3)), respectivement, devient
4Pop(r) = (@y(r) ~ D(Re(r)) ) Pop(1)
(5.1.5)

0= p(Re(r)) — H(Re(1), Pop (1))
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Si on suit [90, 50], dans un certain sens, en choisissant cette probabilité d’avoir un enfant, les parents veulent maxi-
miser une fonctionnelle de gain de type Bolza (du temps courant 0 au temps 7 ou T est assez grand)

/OT [u(Re(s))Pop(s) — Cory(s)Pop(s)]e Pids, (5.1.6)

ou u est une fonction d’utilité dépendant du niveau de ressource Re, C est un colit constant pour avoir un enfant (lié
au temps (ou a I’argent) que les parents doivent consacrer a élever un enfant : une des raisons pour lesquelles certains
adultes ne veulent pas d’enfants [73])E] et B est un facteur d’actualisation (hypothése simplificatrice modélisant le
processus d’oubli). Cette approche a été utilisée dans [110] p277 pour optimiser le nombre de prédateurs et de proies
a un instant donné en choisissant le meilleur taux de chasse fonction des prédateurs. Le gain (ou fonction de coflit) est
similaire a ceux proposés dans [90, 150] pour le probléme d’optimisation de la péche et dans [63} |64] pour I’analyse
rationnelle prévoyante des colts-avantages de la vaccination dans le cas de 1’épidémiologie . De plus dans [SO],
les auteurs montrent comment obtenir 1’équation adjointe (équation de Bellman [[12]]) pour résoudre le probleme de
contrdle optimal avec une fonction de gain proche de (5.1.8). Plus précisément, fonction de gain optimisé

7 (e, op) =max [ lu(Re(s)) - Cay(s) Pop(s)e P ds,

ot 0 < ¥(r) < 1 pour tout ¢, satisfait I’équation backward ([50} [12]])

d - - J - Jd -
—EV(I,Pop) =—BV+ [a max(mv —C,0)+ u(Re(t))] Pop(t) — D(Re(t))Pop(t) 8P0pv’
et 7
% 1, si —-C>0
Y(t) = Heaviside(aiv —-C)= Sl. ‘9531’ .
dPop 0, si 55,-—C<0
op
Par conséquent, en fixant,
V(t,Pop) = V(t)Pop,
on a V qui satisfait
d
— —V =u(Re(t))+oy(t)(V—C)— (B +D(Re(t)))V. (5.1.7)

dt

Ainsi, la valeur V(¢) (au temps ¢) que 'individu s’attend a avoir un enfant, dépend de la variation du niveau de
ressources et du colit immédiat pour élever un enfant. Notez que la valeur d’avoir un enfant dépend des prédictions
sur les états futurs des ressources. Afin de faciliter les méthodes numériques et tout en étant une hypothese réaliste,
nous utilisons le concept de best smooth response [[71]] qui utilise des fonctions logistiques, ¢’est-a-dire

1

Hi
ST ge Ty

qui sont des approximations lisses de la fonction échelon de Heaviside (avec 7, qui paramétre la pente de la fonction
a ’origine). De plus nous avons choisi la forme suivante pour la fonction d’utilité (exponentielle)

. —auz+c
u:z—>1—e fusmou,

ou a, et ¢, sont des réels. Les équations décrivant le processus de prise de décision par les individus sont données
dans I’Equation et peuvent étre comprises a 1’aide des arbres de décision [[190, |80] qui est une liste de scénarios
dans lesquels un individu est confronté a ses probabilités, et les cofits individuels et sociétaux.

/OT [u(Re(s))Pop(s) — Cay(s)Pop(s)]e Pds, (5.1.8)
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V(t+dt) +(V(t+dt)—-C)
—— —
value for child value for parents

y(t) adt

1 —y(t)odt

V(t+dt)
1 —Ddt

V(t) = udt+

0

FIGURE 5.2 — Arbre de probabilité pour les individus pour I’équation Pendant un pas de temps dtf au temps
t, on évalue V(1) comme u(Re(t))dt (I'utilité des ressources pendant le temps dr) plus une valeur, dépendant de les
événements qui arrivent aux individus et la valeur au temps ¢ + dt :

- lorsque la mort survient (avec probabilité Ddt) la valeur est zéro

- lors de I’oubli (avec probabilité Bdt) la valeur est zéro

- si les parents n’ont pas d’enfant (avec probabilité 1 — yaidr) la valeur est V (¢ +dt)

- si les parents veulent un enfant et en ont un (avec probabilité yadr) la valeur est V(1 +dt) + (V(t +dt) — C) (valeur
a ’enfant et valeur aux parents moins le cofit de I’éducation de I’enfant).

Par conséquent, pour évaluer la valeur au temps ¢, nous calculons la moyenne de la valeur, qui dépend de la valeur au
temps ¢ +dt : V(t) = u(Re(t +dt))dt + oy(t)(V (¢t +dt) — C)dt + (1 — (D + B)dt)V (t +dt) + O(dt?), donc en divisant
par dt et en passant a la limite en dt a zéro on trouve .

Ainsi, la valeur V (¢) (au temps 7) que ’individu s’attend a obtenir en ayant un enfant, dépend de la variation du niveau
de ressources et du colt immédiat pour élever un enfant. On peut noter que la valeur d’avoir un enfant dépend des
prédictions sur les états futurs des ressources.

Nous modifions I’équation de valeur en ajoutant un parametre d’altruisme ¥ qui modélise une évaluation biaisée de
la valeur pour I’enfant lorsque la décision d’avoir un enfant est priselﬂ (voir la figure pour le changement d’arbre
de probabilité et la figure[5.6] pour voir la variation du taux de natalité due a ce parametre : lorsque les ressources sont
faibles (resp. élevées) le taux de natalité peut €tre supérieur ou inférieur (resp. inférieur ou supérieur) d’une population
a une autre) et la valeur quand finalement, la fonction valeur V (¢), pour I’individu, de *avoir un enfant’ au temps # suit
la équation backward

d

=5V (@0) = u(Re(r)) +ay(t)(xV () = C) — (D(Re(r)) + B)V (1), V(T)=Vr, (5.1.9)

3. Donc u(Re(s)) — Cay(s) est la fonction de gain de I’individu
4. Nous choisissons une évaluation lin€aire : Vo, pny = chiV.
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ou J est un parametre d’altruisme (on ajoute xV a la valeur V lorsqu’on a ’enfant), C le coiit d’avoir un enfant, f3 le
facteur d’actualisation, u une fonction d’utilité pour les ressources disponibles Re et

o 1
YO = Gy

(5.1.10)

avec T, €]0,c0 la pente de la sigmoide et o €]0, 0| le nombre maximal de natalité. Par conséquent, nous pouvons
calculer les coflits individuels et sociétaux d’un seul cas d’”avoir un enfant” comme la valeur actuelle nette sur la
durée de vie du coft attendu de tous les scénarios (voir figure [5.3).

Le modele complet d’anticipation pour (5.1.4) (resp. (5.1.3)) est alors donné par le systeme d’équations couplées

%pop(;) = (oc}/(t) —D(Re(t))>P0P(t)

%Re(l‘) = p(Re(t)) — H(Pop(t),Re(t)) ) (5.1.11)

— V(1) = u(Re(t)) + ay(t)(xV (1) = C) — (D(Re(1)) + B)V ()

(resp. 0 = p(Re(t)) — H(Pop(t),Re(t)) pour I’équation des ressources dans le modele d’adaptation de (5.1.5)) avec la
donnée initiale Pop(0) = Popy, Re(0) = Reo > 0 et la donnée finale V(T') = V7 (les résultats mathématiques sont en

Annexe[5.4).

Pour modéliser le changement dans le cas ou les individus adoptent un comportement adaptatif, ¢’est-a-dire n’anti-
cipent pas la variation du niveau de ressources au niveau agrégé, méme s’ils évaluent les ressources pour leur propre
survie, nous posons I’équation de valeur a son équilibre (%V(t) =0):

4 Popaa(t) = (@%ua(t) = D(Reaa (1)) ) Popaa (1)
4 Reqa(t) = p(Reaa(t)) — H(Popaa(t),Rea(t)) ; (5.1.12)
0 = u(Reaa()) + @Y (1) (X Vaa () — ©) — (D(Reaa(r)) + B)Vaa )

avec (0 = p(Reuq(t)) — H(Popaa(t),Reqq(t)) pour I’équation des ressources au comportement adaptatif de (5.1.3)))

B 1
yad(t) - (1 _}_efTe()CVud(’f)*C))7

(5.1.13)
et les données initiales Pop(0) = Popg, Re(0) = Rep > 0 (ici la dynamique n’est que le temps en avant).

5.1.2 Discussion et Estimation des Parameétres

Dans cette section, nous discutons du modele et de ses parametres. L'arbre de probabilité donné dans la figure
montre que le premier événement temporel d”avoir’ un enfant dépend de y. Nous donnons sa loi dans la section[5.1.2.1]
et nous donnons quelques exemples lorsque ¥ est fixe. Ensuite nous montrons, dans les Sections nous
expliquons comment comprendre et estimer les parametres. Dans la section [5.1.2.4] nous discutons du modele et de
ses limites.

5.1.2.1 Le Choix et sa Loi Associée

Le choix personnel d’avoir un enfant, pendant [z,7 + dt], est modélisé par y(¢)adt qui représente la probabilité de
choisir d’avoir un enfant (pendant [z,7 + dt]). Ainsi, la premiére occurrence de I’événement “avoir un enfant’ suit un
processus de Cox ([20] p763) X d’intensité [ cty(s)ds, et sa densité est donnée par

0, t<0
fX(Z):{ ay(t)e loorsds
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xV(t+dt) +(V(t+dt)—C)

value for child value for parents

1 —y(t)adt
V(t+dt)
1 —Ddt
V(t) = udt+

Ddt

0

FIGURE 5.3 — Arbre de probabilité pour les individus équation[5.1.9] Pendant un pas de temps dt au temps #, on évalue
V(t) comme u(Re(t))dr (I'utilité des ressources pendant le temps dr) plus une valeur, dépendant de les événements
qui arrivent aux individus et la valeur au temps ¢ 4 dt :

- lorsque la mort survient (avec probabilité Ddt) la valeur est zéro

- lors de I’oubli (avec probabilité Bdt) la valeur est zéro

- si les parents n’ont pas d’enfant (avec probabilité 1 — yaidr) la valeur est V (¢ + dt)

- si les parents veulent un enfant et en ont un (avec probabilité youdt) la valeur est xV (t +dt) + (V (t +dt) — C) (valeur
biaisée par I’enfant et la valeur pour les parents moins le cofit pour élever 1’enfant).

Par conséquent, pour évaluer la valeur au temps #, nous calculons la moyenne de la valeur, qui dépend de la valeur
au temps ¢ +dt : V(t) = u(Re(t +dt))dt + ay(t)(xV(t +dt) — C)dt + (1 — (D + B)dt)V (¢t +dt) + O(dt*), donc en
divisant par dr et en passant a la limite en dr a zéro on trouve (5.1.9).

59



c’est-a-dire que lorsque 7 est constant dans le temps, rien de plus qu’une loi exponentielle. Afin de le comprendre en
terme démographique [78]], nous donnons deux exemples, lorsque ¥ est constant dans le temps et lorsque ¥ est une
fonction en escalier de Heaviside.

1. Le cas y = 0 signifie arréter ou ne jamais avoir d’enfant et le cas y(t) = Y > 0, pour tout ¢, signifie que le
temps entre deux événements ’avoir un enfant’ est, en moyenne, 1/(ya) et ainsi la diminution de ¥ implique
spacing (espacement en temps) deux événements ’avoir un enfant’.

2. Lorsque 7 est une fonction d’étape de Heaviside

() = 0, t<7
n= Yo, t>7T '’

alors la premiere fois que I’événement "avoir un enfant’ se produit suit une loi exponentielle de parametre Jp
traduit, c’est-a-dire reporté, de temps 7.

5.1.2.2 Facteur d’Oubli et son Estimation

Premierement, nous étudions la dynamique de V dans le cas de ressources constantes (ce qui est valable dans une
analyse en temps court), ¢’est-a-dire

i, D=D>0,

et donc V satisfait 4

— V(O =+ ay()(xV () —C) ~ D+ BV ().

Sous I’hypothese 8 > ay et D, on a que V et donc, la probabilité d’avoir un enfant, y converge vers un équilibre en

temps long V,, et ¥,, avec
1

%qN (lu_c)7

1+e

et donc y,B,C et T, sont liés a la probabilité d’avoir un enfant dans un temps long 7,

X’Z IOg( 1 }/ef}l'ell )

B9

La valeur apres avoir eu un enfant pourrait étre évalué par la probabilité de vouloir un enfant immédiatement apres
avoir eu un enfant (figure 1 [[78]) : Y. La dynamique de y lorsque y(f = 0) = }p est donnée par

( (5.1.14)

Yeg(1=70) \1—¢ P!
()

L=+ "

t) ~

)

et donc, au temps 7, tel que

gammay

Ye
) log(( 1)) /2,

tog( )12 = fog =

log( )
]

nous avons e P12 = 1 /2, ¢’est-a-dire B ~ . Le facteur d’actualisation 8 peut tre rapporté au temps nécessaire

pour atteindre la moitié de I’équilibre (de log( )) en croissance, c’est-a-dire en un sens , “oublier” le colit d’avoir
un enfant.

Par exemple, a [78], les auteurs étudient le désir de procréer des femmes (en Subsaharien) et en identifiant, dans
la figure 1 [78]], la probabilit¢ qu'une femme veuille retarder la maternité, comme 1 — ¥ nous pouvons tracer le
time — log(%,)(nme) (voir ﬁgure et nous remarquons que, f3 ~ # mene a f € [10%,20%)].
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log(gamma/(1-gamma)

time

FIGURE 5.4 — En bleu : 10g(%,)01‘1 1 — Yy est donné par la probabilité qu’une femme souhaite retarder la maternité sui-
vante dans la Figl. [78]]. En rouge, la ligne constante [log(li{’—m) + 1og(%;m)] /2 qui coupe la ligne bleue en différents
points (environ 3 ans et environ 7 ans).

5.1.2.3 Equation Adaptative et son Lien avec les Equations d’Evolutions

Puisque les individus évaluent les ressources pour leur propre survie : I’équation d’évolution temporelle (5.1.2) est

en fait I’équation adaptative (5.1.12)-(5.1.13). En identifiant (5.1.12))-(5.1.13) et (5.1.2)) on a aty,, est égal a la fonction

de taux de natalité Re — B(Re), ¢’est-a-dire que pour des parametres bien choisis (C, x, T,, & et fonction ) on devrait
avoir pour tout Re : g, solution a

0= u(Re) + ayRe(vae — C) — (D(Re) +B)VRe
) (5.1.15)

_ 1
YRe = (14¢ Te(xVRe=C))

satisfies oyg. = B(Re). Par conséquent, (5.1.2) et (5.1.12)-(5.1.13) ont les mémes solutions.

5.1.2.4 Discussion

Comme nous ne modélisons pas la variation de I’age dans (5.1.1)), il est impossible de modéliser 1’évolution de
la fécondité en fonction de 1’age ni le < pic > vers la troisieme année dans la figure Pour faire face a ces deux
effets, il faut introduire I’age des individus et I’age de la derniere naissance. Il pourrait étre possible d’introduire la
structure par age en utilisant Kermack - McKendrick [94] qui modélise le vieillissement continu de la population
ou un modele d’age discret (avec un vecteur de population tel que [[155]]) pour 1’équation d’évolution temporelle de
la population et adapter 1’équation de valeur (temps en arriere) avec ces structure d’age. Néanmoins, cela pourrait
accroitre la complexité du modele et le rendre moins lisible. Le choix d’une relation linéaire entre la valeur donnée a
I’enfant et la valeur, a travers le parametre ’altruisme’, est fait pour ajouter un comportement plus complexe sans étre
trop complexe : cela pourrait étre amélioré a I’avenir avec une relation plus complexe.

5.2 Adaptation Versus Anticipation sur un Exemple

Dans cette section, nous adaptons un modele donné dans [155] d’évolution temporelle de la population avec
consommation alimentaire (Section [5.2.1)) ou la taille de la population est représentée par un vecteur structuré par
dge avec un temps discret a2 un modele en temps continu avec un seul groupe d’age. Ensuite, dans la section
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nous donnons le modele d’anticipation et le comparons avec la dynamique du modele avec adaptation. Ceci est une
application de la construction d’un modele adaptatif et d’anticipation 2 partir du type d’équation (5.1.3) E}
5.2.1 Modele de Base : un Comportement Adaptatif

Au temps 7 la taille de la population est donnée par Pop(t), la consommation est représentée par le ratio alimentaire
E (1) et est calculée par la nourriture produite sur la nourriture consommée :

(1 o e—HkP()p(l‘)(ﬁ/Am)
JPop(t)p '

E(t) = (YAn)

oll A, est la superficie maximale en culture active, H les heures travaillées par jour, ¢ la partie de la population qui
produit de la nourriture, k une constante qui convertit I’heure de travail en superficie, Y le rendement calorique par
surface cultivée et J le besoin calorique (par individu) modulé par un taux de consommation (variable avec 1’age des
individus) p (voir [155] pour plus de détails). La probabilité de survie de la population dépend du ratio alimentaire

p:Ew— p(E),

que I’on prend comme fonction linéaire par morceaux proche des courbes données sur la figure 3 [[155]] (5 ou 65 ans)
et on voit sur la figure[5.5] le taux de mortalité, c’est-a-dire

Le taux de fécondité, nommé m dans [[155]], est aussi une fonction croissante du ratio alimentaire
B:E— B(E) €0,.135].

Nous remarquons que le taux de natalité (et le taux de mortalité) dépend du ratio alimentaire, c¢’est-a-dire que le taux
de natalité est "adapté” au niveau de cette variable. Le ratio alimentaire dépend de la superficie maximale cultivée
A,, et un changement soudain de cette valeur pourrait étre lié a I'une des difficultés attendues prédites par les néo-
malthusianistes : I’épuisement des ressources naturelles dans le monde [37]]. Enfin, un faible ratio alimentaire est un
indicateur de famine ou de surpopulation. Nous choisissons donc cette variable comme variable clé, pour les parents,
pour décider d’avoir ou non un enfant afin d’optimiser le bien-€tre de la population (en particulier leur enfant) dans le
futur.
La taille de la population suit le systeme déquations différentielles ordinaires

4 pop(t) = (B(E(t)) — D(E(1))) Pop(1),

A (5.2.16)
_ YHK (1= HPr(08/4m)

E(t) = =7 “Hropip

Puisque les individus valorisent les ressources pour leur propre survie : 1’équation d’évolution temporelle (5.2.16)
est en fait ’équation adaptative : le taux de fécondité t — B(E(r)) est calculé comme ¢ — .1357(¢) ot .135 est le taux
de fécondité maximal et y est la probabilité/le désir d’avoir un enfant (comportement adaptatif)

%Pop(t) = (.135}/(t) —D(E(t)))Pop(t)

_ YHk (17 *HkP(’P(f)é/Am)

0 =u(E(t))+.135y(1) (xV (1) = C) = (D(E(1)) + B)V (1)

5. Nous donnons un exemple de construction d’un modele adaptatif et d’anticipation a partir du type d’équation (5.1.2)) en annexe Section
réfexemplePPP
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FIGURE 5.5 — En haut : En bleu la courbe du taux de mortalité, soit un moins la probabilité de survie, donnée en
[153]. Vers le bas : Tracé de E — m(E) (ligne pleine, m est le nom du taux de fécondité dans[[155]) et .135¢ (ligne
pointillée) solution a (5.2.19) avec les parametres donnés dans le tableau [5.1]

avec
1

") = G e mao oy’

et donc en identifiant (5.2.17)-(5.2.18) et (5.2.16) on choisit les parametres (voir tableau a avoir, pour tout E €
[0,1] : .1359¢ proche de m(E) ou yg satisfait

(5.2.18)

{ 0=u(E)+.135%6(xVe = C) — (D(E) + B)Ve (5.2.19)

’}/E = (1+3*Te<XVE*C))

Pour des parametres bien choisis (voir tableau[5.1]) on a .135y proche de m donné en figure 4. [155] (voir figure[5.3).

5.2.1.1 Remarque sur les Parametres

L’évaluation du parametre de colt C, du facteur d’altruisme ) et des parametres de la fonction d’utilité n’est
pas facile et dépend des pays, de 1’age, de la catégorie sociale, de la religion [150]... On remarque que childfree
mouvement [73]], affirmant qu’avoir des enfants n’est pas sans cofit en particulier pour les femmes qui perdent leur
liberté et leur évolution de carriere pour élever leur(s) enfant(s) [[L11]], ont sirement un impact sur les parametres de
colt et altruisme.

Nous utilisons un algorithme génétique pour trouver des parametres tels que . 1357 soit suffisamment proche du taux
de fécondité m donné a [[155]], c’est-a-dire une population préhistorique et donc, ces parametres doivent étre réévalués
pour une autre données sur le taux de fécondité (voir figure[5.5)).

Afin de voir la sensibilité du taux de fécondité a ces parametres, nous tragons, sur la figure [5.6] la variation de
.1357 solution a par rapport au colit personnel C (avec d’autres parametres fixés dans le tableau et le
facteur d’altruisme y (avec d’autres parametres fixés dans le tableau[5.I)). Nous remarquons que, & mesure que le cofit
personnel augmente, .1357 diminue et donc I’équilibre £ augmente également. La variation par rapport au facteur
d’altruisme est plus compliquée. Notez que la forme de .135y passe de presque linéaire a sigmoide et augmente par
rapport 2 x lorsque E est assez grand (E > E, avec V(E) = 0) et décroissante par rapport 2 ¥ quand E est suffisamment
petit (E < E). Comme la fonction de taux de mortalité E — (1 — p(E)) coupe les courbes dans le premier cas (E assez
grand), £ diminue par rapport 2 x.
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0.14 - - Birth Rate C=0.001 |_p: - —Bi i =
— Birth Rate 00,011 Birth rate for chi = 0.0956 Birth rate for chi = 0.2230

_.-=z== Birth Rate C=0.021 |- - Bith rate for chi = 0.0319 - Birth rate for chi = 0.2867
~—— | — Birth Rate C=0.031
— Birth Rate C=0.041 Birth rate for chi = 0.1593

Birth Rate C=0.051
— Birth Rate C=0.061
___Birth Rate C=0.061

Birth Rate C=0.071 01
—— Birth Rate C=0.081

Birth Rate C=0.091
- Birth Rate C=0.101

Birth Rate with respect to C

FIGURE 5.6 — Variation de 0.135y — 0.135y(FE) solution de par rapport a C et x. A droite, nous définissons
les parametres dans le tableau (sauf C) et nous tragons y — .135y(E) pour C = 0.001 — 0.101. Le taux de natalité
est en baisse par rapport au C. A gauche, nous définissons les parametres dans la table (sauf ) et nous tracons
v+ .135y(E) pour x = 0.0319 — 0.2867.

5.2.1.2 Premieéres Simulations

On a directement que (Pop(t),E(t)) atteint un équilibre stable lorsque ¢ tend vers I’infini (du fait de la croissance
de p 4 m par rapport i E et de la diminution de E par rapport a Pop), et cet équilibre (Pop, E) satisfait
YHk (1 — einpopqS/Am)

J  HkPopp /A,

B(E)=D(E), E=

qui est (0.5606;9786) pour les parametres donnés dans le tableau (Ies mémes que les parametres donnés dans le
tableau 1 [153]) (voir figure pour une simulation numérique de ([5.2.17)-(5.2.18). L’équilibre trouvé dans [155]]
est (0.680;4752). La différence avec [[155]] est due a I’approximation du taux de mortalité, taux de fécondité et perte
de structure par age : en effet, en ne prenant qu’une classe d’age, on choisit un taux de fécondité d’une classe d’age
qui surestime le taux de fécondité de I’ensemble de la population, il en va de méme pour le taux de mortalité qui
sous-estime le taux de mortalité de la Pour trouver un équilibre proche de celui donné dans [153]], il pourrait étre
possible de modifier le paramétre travailleur effectif moyen/personne ¢ et la consommation pondérée par structure
d’age moyenne p pour prendre compte de la simplification a une classe d’4ge, mais nous avons choisi de conserver
les parametres tels qu’ils sont donnés dans [[155]], pour étre plus cohérent avec le modele original et ses définitions de
fonctions.

5.2.2 Le modele d’anticipation et les simulations

Maintenant, nous ajoutons 1’anticipation, suivant (5.1.11]), avec 1’équation inverse de la valeur

LPop(t) = (.135y(t) — D(E(t))) Pop(t)

1 —e—HkPop(1)$/Am
E(t) = (YAn) ( TPop(0)p ) ) (5.2.20)

— V(1) = u(E(t)) +.135y(1) (xV (1) = C) — (D(E(1)) + B)V (1)

et y(r) = m avec les parametres donnés dans le tableau (5.1} Nous donnons trois simulations numériques
pour analyser la différence de comportement entre un individu adaptatant et un individu anticipant. Dans le premier cas
(’rien ne change’), on compare les deux modeles lorsqu’il n’y a pas de changement dans le futur : pas de changement
dans le parametre agricole comme la surface de terres arables, le potentiel agricole... et pas politique de natalité. Dans
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FIGURE 5.7 — Solution numérique de (5.2.16) avec parametre donné dans le tableau Tracé de ¢t — Pop(t). Ligne

pleine : solution a I’équation (5.2.16) et ligne pointillée : solution a (5.2.17)-(5.2.18).
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TABLE 5.1 — Parameters definition.

Definition Variable Value

max. food J 2,785 Kcal/day
agricultural potential Y 13,100 Kcal/ha/day
total arable land A 1000 ha

labor contribution H 5 hours/indiv./day
conversion from time k 0.0944

to annual area cultivated ha-days/hour/yr
Average effective

workers/person o 0.723

Average age structure

weighted consumption P 0.827

parameters of (ay;cu)  (15.5347;3.4672)
the utility function

slope of the y sigmoid Te 3.1826

cost C 0.6102

altruism factor X 0.1659

discount time factor B 15/100
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le second cas (’agriculture catastrophe’), on voit ce qui est changé en annongant qu’a un moment donné le total des
terres arables a sa superficie qui sera divisé par deux. Dans le troisieme cas (’birth control policy’), nous voyons 1’ effet
de I’annonce d’une politique de contrdle des naissances qui serait modélisée en fixant le taux de natalité a une certaine
valeur a partir d’'un moment donné.

5.2.2.1 Cas 1. Rien ne Change

Puisque le modele adaptatif correspond a un équilibre pour I’équation de valeur dans le modele d’anticipation, les
équilibres du modele adaptatif (5.2.17) sont les mémes que le modele d’anticipation (5.2.20). La stabilité des états
stationnaires peut étre étudiée comme de maniere classique (avant) en gardant la structure arrieére/avant.

Théoreme 5.2.1 (Stability) Le seul état stationnaire de (resp. ) : (Pop,E) est localement stable pour

les deux modéles.

La preuve est directe pour le modele adaptatif (en raison de la croissance de Y+ p par rapport a E et de la décroissance
de E par rapport a Pop). Pour le modele d’adaptation, nous devons traiter la Jacobienne en (Pop, V)

0 Ji2 >
Jac = ,
< 1 In
avec Jip = 1352 vPop > 0, Jo1 = (' (E) + p'(E)V) fracdEdPop < 0 et Jy = 1352 (y(xV (1) —C)) — (1 — p(E) +
B) < 0 (par calcul numérique). Puisque det(Jac) > 0 et tr(Jac) < 0, les valeurs propres sont négatives et 1’état
stationnaire est localement asymptotiquement stable.

Par conséquent, on ne s’attend pas a beaucoup de différence entre les deux modeles lorsque 1’état de la ressource
(ici, par exemple, A,, : superficie de terres arables) ne change pas (voir figure[5.8) au cours de I’évolution temporelle.

5.2.2.2 Cas 2. Catastrophe Agricole

Néanmoins, des différences entre anticipation et comportement adaptatif apparaissent lors de 1’ajout d’informations
telles qu’une catastrophe écologique (modélisée ici par une décroissance en tres peu de temps de la superficie totale
des terres arables).

Pour illustrer une différence de comportement, on suppose que la surface des terres arables est divisée par deux a

un instant donné :
A 1000, pour t € [0,500]
"1 500, pour t>500 ’

ou ¢t = 500 est choisi pour comparer le comportement d’adaptation et d’adaptation lorsque la population a atteint son
équilibre avant que le changement de zone ne se produise. L’information sur la dégradation de la zone est connue de
la population.

On voit, sur la figure [5.9] que le ratio alimentaire ne change que pendant un temps relativement court (temps 500
a temps 510) en raison de la courte évolution dans le temps de la superficie des terres arables et du taux de mortalité
élevé pendant cette période pour atteindre un nouvel état stable de la population et du rapport alimentaire.

Notons que dans le modele adaptatif (e modele classique), les individus ne changent pas leur taux de natalité avant
la perte de surface de terres arables ¢ = 500.

Dans le modele d’adaptation, on voit, sur la figure qu’apres un temps 490 (donc avant tout changement de la
superficie des terres arables), le taux de natalité diminue du fait de 1’anticipation de la décroissance du ratio alimentaire
E. Vraie ou non, I’information de la décroissance de la superficie des terres arables a un impact sur le comportement
sur la fécondité et donc sur la dynamique de la population avant le moment ou elle pourrait (ou non) se produire
(comportement néo-malthusien).
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FIGURE 5.8 — Anticipation VS Adaptation cas 1. En bleu (ligne pleine) on voit I’évolution temporelle de la population
qui adapte son comportement et en rouge (ligne pointillée) 1’évolution temporelle de la population qui anticipe. Il y a
une petite différence sur le taux de fécondité due a I’adaptation a la variation du ratio alimentaire E. La population, le
ratio alimentaire et le taux de mortalité sont similaires.
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FIGURE 5.9 — Anticipation VS Adaptation cas 2. En bleu (ligne pleine) on voit I’évolution temporelle de la population
qui adapte son comportement et en rouge (ligne pointillée) 1’évolution temporelle de la population qui anticipe. Dans
les quatre graphiques supérieurs : nous montrons des simulations sur I'intervalle de temps 0..1000. A noter 1’effet
du changement de zone au temps ¢ = 500 : la population passe d’un équilibre a un autre avec une forte mortalité et
une baisse de la fécondité. Dans les quatre graphiques descendants, nous grossissons le changement autour du temps
t = 500 afin d’observer plus précisément la différence de comportement.

5.2.2.3 Cas 3. Politique de Controle des Naissances

Nous illustrons ici une autre différence de comportement dans le cas d’une annonce de contrdle des naissances qui
serait appliquée apres un temps donné.

On suppose qu’au temps ¢ = 470 est annoncé que le taux de natalité sera limité a 0,0420 (ce qui correspond a la
moitié du cas 1. a I’équilibre) trente ans apres 1’annonce, soit au temps ¢ = 500.

On observe, sur la figure qu’entre le temps ¢ = 470 et t = 500 la natalité augmente du fait que les individus
anticipent une augmentation du ratio alimentaire sous ’effet de la limitation de la taux de natalité apres le temps
t =500.

Par conséquent, 1’effet de I’annonce d’une politique de limitation des naissances a une population qui anticipe un
changement de ressources peut avoir un effet contraire juste avant 1’application de la politique.

5.3 Conclusion

Dans ce travail, nous avons donné un schéma de construction pour modéliser le comportement d’anticipation
dans un modele dynamique de population et de ressources. Cette construction conduit a un couplage d’un systeme
d’équations forward qui modélise I’interaction entre population et ressources et d’une équation backward qui modélise
I’évaluation de la valeur de la procréation. Sur un exemple utilisant une dynamique simple sur I’évolution temporelle
de la population, nous montrons la construction du modele d’anticipation et nous 1’appliquons sur différents scénarios.
Dans un scénario catastrophe de perte de surface arable (annonce), on voit qu’une population adaptative, c’est-a-dire
qui évalue la valeur mais n’anticipe pas ses variations, n’adapte pas son taux de fécondité a la perte. Alors que dans le
modele d’anticipation, 1I’évolution du taux de fécondité montre une anticipation de la perte. Le couplage n’étant pas
classique en analyse nous avons donné en annexe des outils généraux pour prouver I’existence, I’unicité et 1’analyse
numérique. Pour aller plus loin, il devrait €tre intéressant d’adapter la construction a un modele structuré par age tel
que celui donné dans [[155] (ou un modele aux équations aux dérivées partielles de Kermack - McKendrick [94])
et d’ajuster les parametres a plus taux de fécondité récent de la population. De plus, on considere que C et ) sont
constants dans le temps, une inflation de ces parametres pourrait avoir un impact non nul sur I’évolution de la natalité

68



FIGURE 5.10 — Anticipation d’une politique de contrdle des naissances. Dans les quatre graphiques supérieurs : nous
montrons des simulations sur I’intervalle de temps 0..1000. A noter I’effet du changement de superficie au temps
t = 500 : la population passe d’un équilibre a un autre avec une baisse de la fécondité (sauf un pic vers le temps
t = 500). Dans les quatre graphiques descendants, nous grossissons le changement autour du temps ¢ = 500 pour
observer la fécondité et le comportement de la population qui anticipe.

dans le temps.

5.4 Annexe

Plusieurs problemes mathématiques intéressants se posent dans (5.1.11)). En raison du couplage du temps en avant
(pour Pop et Re) et du temps en arriere (pour V), I’existence et ’unicité d’une solution a (5.I.11)) n’est pas une
application triviale de Cauchy -Théoreme de Lipshitz. De plus, le schéma d’approximation numérique de ce probleme
n’est pas facile. Essayer d’inverser le temps dans la troisieme équation (en V) et utiliser une méthode de tir pour
trouver V(0) tel que V(T') = Vr échoue en raison du fait que I’équation en V est instable en temps positif, ¢’est-a-dire
qu’une petite variation de V(0) implique une grande variation de V(7). Un algorithme de point fixe Banach-Picard
direct échoue également. Dans cette section, nous donnons d’abord des résultats sur I’existence et 1’unicité de la
solution. De plus, nous expliquons la raison de la convergence d’un schéma de Banach-Picard relaxé vers la solution
(la méthode a été utilisée dans des travaux antérieurs [63} [64]] mais non expliquée).

5.4.1 Résultats mathématiques

Dans cette section, nous donnons deux résultats principaux. Le premier théoréme concerne I’existence et 1’unicité

d’une solution a (5.1.11)) et le second donne un schéma d’approximation qui converge vers la solution. Dans les deux
théorémes, nous utilisons la fonction f définie comme suit

f:(y,Re) € C([0,T],[0,1]%) — f(7,Re) € C([0,T],[0,1]?), (5.4.21)
avec |

[ (V.Re) = ((1 T+ e TV =0))

,Re) (5.4.22)
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olt (V,Re) est solution de
Pop(t) = (1) — D(Re(1))Pop(t), 120,
iiRe(t) = p(Re(t)) — H(Pop(1), Re(r)), (5.4.23)
— V(1) = u(Re()) + o 7 250l — (D(Re() + BV (1),

with initial data Pop(0) = Popg €]0,0[, Re(0) = Reg €]0,1], V(T) = Vr.
Théoreme 5.4.1 En supposant que

D,p € CY(R) and H € C'(R?), (5.4.24)
avec
p(1) = p(0) = H(Pop,0) =0, and D(0) > a > D(1), (5.4.25)
et Py
5Pop (5.4.26)

Alors, il existe une solution unique a (5.1.11 E]

On approche cette solution peut €tre par 1’algorithme suivant : soit uy = 0, et définissons par induction
up+1 = (1 —&)uy +€f(uy), (5.4.27)

avec € €0, 1] assez petit. Plus précisément, on a le résultat de convergence suivant.
Théoreme 5.4.2 Sous les hypothéses (5.4.24)- alors u = (7,Re) la solution de (5.1.11)) est un état localement

asymptotiquement stable de I’équation

%U(s,t) = {(U(s,))(1) = Uls,1), Ve €[0,T], s > 0. (5.4.28)

Remarque 3 En effet, une approximation d’Euler de est donnée par
Uns1(t) = Un(1) +€[f(U(n,.))(1) =U(n,1)] = ef(U(n,.))(t) + (1 — &)U (n;1),

ou € est le pas de temps, c’est-a-dire I’algorithme relaxé . Un autre schéma, donné par une approximation

d’Euler semi-implicite de pourrait étre
Uni1(t) = (Un(1) +£f (U (n,.)) (1)) /(1 +€),

ou € est le pas de temps.

5.4.2 Preuve d’Existence et d’Unicité

Nous donnons d’abord le résultat d’existence qui vient directement de la compacité de 1’opérateur f et du théoreme
du point fixe de Schauder (voir [87]). Ensuite, nous prouvons 1’unicité en utilisant la décroissance de f et les outils
d’équations différentielles ordinaires (solutions supérieures/inférieures).

6. C! hypothéses pourraient étre remplacées par Lipschitz, D’ < 0 par D décroissant et ﬁH < 0 de H décroissant par rapport a Pop.
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Existence. Ceci est une application directe du théoréeme du point fixe de Schauder (voir [87]). En effet, pour tout
(7,Re) qui appartient 2 C([0,T],[0,1]?), (V,Re, Pop) est la solution au systéme d’équations différentielles ordinaires
dont I’existence et I'unicité sont une conséquence du théoreme de Cauchy Lipschitz (voir [36]). De plus
(V,Re, Pop) sont des fonctions régulieres, i.e. (Pop,Re) € C'([0,T],[0,1]) et V est un C*([0,T], [0, 1]?). Maintenant,
puisque

s 1
X g €€ RR),

alors f(,Re) est borné dans C'([0,T],[0,1]?). Donc f est compact sur I’ensemble convexe C([0,7],[0,1]?) et donc,
par le théoreme de Schauder (voir [87]), il existe un point fixe & f.

Unicité. Soient (y;,Re1) et (12, Rez) deux solutions du point fixe (7, Re) = f(y,Re), c’est-a-dire solutions de (5.1.11)
alors

4 Popi(t) = (om(r) — D(Re;(1))) Popi(),

diRei(t) = p(Rei(t)) — H(Pop;(t),Re(1)),

Vi) = —u(Rei(r)) — o BT s + (D(Rey(1)) + B)Vi(o),

avec les données initiales Pop;(0) = Popg €]0,[, Re;(0) = Rey €]0,1], V;(0) =V? et VO = (C —log(1/7%(0) —
1)/T.)/x. Si VY = V3, d’apres le théoréme de Cauchy Lipschtiz 3 = 7. On suppose que 71 (0) > %(0) (et donc
Vi(0) > V»(0)), alors on a % Pop; (0) > 4 Pop,(0) et ainsi de suite

Popi(t) > Popa(t),
dans un voisinage de r = 0. Ensuite, en utilisant ’hypothese (5.4.26)), nous avons
Rei(t) < Rex(t),

et donc nous avons
D(Re;(t)) —u(Rei(t)) > D(Rex(t)) —u(Rex (1)),

ce qui implique que V;(¢) > Va(t) et donc 7;(f) > 7»(¢) dans un voisinage de 0. Donc Q = {s € [0,T] s.t. 1 () >
7(t) 'Vt €[0,s[} estun ensemble non vide . Sur Q/{0}, on a par principe de comparaison Pop; > Pop; et Re; < Res

et donc Q = Q =[0,7] : qui est impossible puisque V| (T) = Vo(T) = Vr et donc %1 (T) = p(T). O

5.4.3 Preuve du Résultat de Convergence

Le plus difficile est de prouver la convergence de 1’algorithme (5.4.27). En effet, puisque f n’est pas un opérateur
contractant, le théoréme du point fixe de Banach (voir [87]]) ne peut pas &tre utilisé directement. Néanmoins, on peut
prouver que f est décroissante (antiton, voir [[166]]), son différentiel d f est un opérateur fortement négatif (voir [41])
et compact et on peut donc construire un systeéme dynamique qui converge vers la solution. L’algorithme peut
&tre vu comme une approximation numérique de ce systeme dynamique.

Par différenciation de V = f(U) — U par rapport a s on a directement que V = f(U) — U, ou f est défini par

(5.4.22)-([5.4.23) et la solution U de (5.4.28) satisfait

%V(s,t) = dfy(s.)V(5,)(t) = V(s,1), ¥t € [0,T], 5 > 0. (5.4.29)

Nous montrons que d fyy, ) est un opérateur fortement négatif (voir [41]) et compact (uniformément le long d’une
trajectoire U).
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Lemme 5.4.3 Soit f défini par (5.4.22)-(5.4.23)) puis d fy s, un opérateur intégral avec les propriétés suivantes :
L dfy,) h— de(s,.)(h) est un opérateur linéaire, régulier (continu) et fortement négatif, c’est-a-dire que
—de(s,.) est fortement positif (voir [41]),

2. dfy :heC[0,T] xR, ) dfy(s,)(h) € C%([0,T] x R, est un opérateur compact,

3o infycqus,), s201dfusSUPye(us,), s»0ydfusont des opérateurs linéaires, réguliers (continus) et fortement
négatifs.

Et enfin on prouve que, pour tout systtme dynamique de cette forme (avec un opérateur fortement négatif (voir
[41]) et compact), on a la convergence de la solution vers 0 exponentiellement.

Lemme 5.4.4 Soit €(s,t) solution pour
d
d—s(s,t) =—(H+1)e(s,1),
s

oil ¥ est un opérateur fortement positif compact sur I’ensemble de fonctions C°([0,T],[0,1]?) alors on a

1. le rayon spectral de J%;, nommé p(t), est une valeur propre unique, il existe N(.,t) > 0 fonction propre associée
a cette valeur propre

2. il n’y a pas d’autre valeur propre de module p(t)

Plus précisément il existe (p,N, @), avec p > 1, solution de

— 4 D(s,1) = L7 D(s,1) + p()D(s,1),

(5.4.30)
4N(s,1) = LN(s,1) + p(D)N(s.1),
avec 4 = — (K +1) et £ son opérateur dual. De plus, on a la convergence de € vers 0 et
/ & (s,1)|D(s,1)dt = O(e™). (5.431)

Nous avons donc prouvé que la solution U de (5.4.28)) satisfait
f(U) -U 7 s—oo 07
dans C([0,e=[, L' ([0, T1).

Preuve du Lemme Soit y,Re et &1, & on calcule (Pop,Re,V ), avec les fonctions d’entrée (, Re) et (Pope, Reg, Ve)
avec les fonctions d’entrée (y+ €1, Re + & ). Nous avons, au premier ordre,

Pope(t) = Pop(t) +€pyp(t), Ree(t) =Re(t)+ ere(t),

Ve(t) =V(t)+ev(t),
avec

%«%p(t) = (ay(r) = D(Re(t)))epop (t) + at&r (t)Pop(t) — D'(Re(t)) (1),

avec €pyp(0) = 0, c’est-a-dire par intégration
4 t
Epop(t) = /0 es (@Y =DRe(w))dw oy e) (§)Pop(s) — D' (Re(s))&a(s)]ds.

De plus, nous avons

a
dt

Ere(t) = [p'(Re) — aaReH(Re,Pop)]eRe(t) — H(Re,Pop)€p,,(t),

dPop
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avec €g.(0) = 0, c’est-a-dire que par intégration on a

Lo
gRe(t) — /0 e_fs o (Re)fﬁH(Re,Pop)](w)dW[_ H(Re,Pop)}Spop(s)ds,

dPop

et enfin

! /!

! 4 tl / S
ere(l') = /0 ler / o/ (Re) 5 H(Re.Pop)| (w)aw _ H(Re, Pop)] (¢4 (@100 -DRetw))dv g
q

dPop
[aei(q)Pop(q) — D' (Re(q))2(q)ldq).
Maintenant, pour €y, nous avons
d
=& (1) = [ (Re(1)) = D'(Re(1))V (1)]ere(r) = (1 + B + P (V) ev (1),
avec ey(T)=0et P(V) := V=0 __ popc, par intégration, on obtient

(Ie Te0V(-0))
ev(r) = / "1 (Re(s)) — D' (Re(s))V (s)]ege (s)e— = (IReGR) +B+aP' V() g
Enfin, on trouve
ev(t') = / T[u’(Re(t)) D/ (Re)V (t)]e Jr (P(Re(w))+B+aP (V))dw / J![p' (Re)— 52 H (Re,Pop)| (w)dw
"

[_

[ (@y(w)—D(Re(w)))dw -
5or,H (Re.Pop) 9 [ e lcer(q)Pop(q) — D' (Re(q) &2 (q))dgdsd,

qui pourrait s’écrire, en utilisant Fubini, sous la forme suivante

/ / / Re Re)V( )H_aaH(Re Pop)](s)eff,’/(D(Re(w))+l3+ocP’(V))dwef;[p’(Re)fﬁH(Re,Pop)](w)dw
t P ’

elo 1) =D s () Pop(a) — D' (Re(a) s ()] da.

Par conséquent, nous avons

avec n | On(s,t) Qu(st)
Q(S,l)— < QZI( , /) QZZ(SJ, )
Qui(g,t') = Cy(V(¢'))aPop(q /, / (Re(t)) ~D/(Re)V ( )][_@H(Re’ljopm”

0l =) [ [ W Re) - DRIV 5 H(Re.Pop
! d
e) — =——H (Re,Pop)|(w)dw e dw
Re) ke pop) o [ (@t —DReoy
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/z' e/st [p'(Re) — aaReH(Re,Pop)](w)dw[

021(g,1") = aPop(q)l4<r - aPOPH(Re,Pop)]

/q (0y(w) — D(Re(w)))dw

e ds,

and

!

/ e/st [0’ (Re) — aaReH(Re,Pop)](w)dw

[

0xn(a. ) = [~/ (Relq) g=r | ~ 355 (Re.Pop)]

[ (@) = D(Re(w))aw
q ds,

e

. On remarque que Q; ; < 0 pour tout 7, j et en utilisant les hypotheses (5.4.24) et (5.4.26

ou Cp(V) := m
on a que inf, » j, ;1 Q; j(¢,t") < 0. Par conséquent, —d fy est un opérateur fortement positif (et il en va de méme pour
sup et inf de —d f;). Comme d f; est un opérateur intégral avec Q continu par rapport & g et C' par rapport a ¢’ on a la
compacité de cet opérateur sur C([0, 7] foisR_.). O

Preuve du Lemme En utilisant le théoréme de Kerin Rutmann [41]], nous avons 1’existence de (p;,N;, ¢)
solution a (5.4.30). Par calcul, on trouve

di / £(5,1)e P (s 1)dt = / Le(s,.) (1)l PV D (s 1)dr + / S(S,t)efgp(“'/)ds/[didb(s,t)—|— p(s)®(s,1)]dr,
N N

et nous avons donc la loi de conservation
d s / / s / / d
" / £(s5,1)elt P4 D 1)t = / (s, 1)el P LD (s, 1) + D (s,)+p(5)B(5,1))dr =0.
K s

Soit £, (s,7) := max(&(s,t),0) et €_(s,¢) := max(—¢&(s,7),0) alors on a

% / £, (5,0)eh PO B (5 1)t = / £(5,0)e PO [ 2% (s, ((s,.))D(s,.))
+ (%‘P(s, 1)+ p(s)D(s,t))sgni(e(s,1))]dr.

En utilisant (5.4.30)), on trouve

j/ £ (5,1)eh P D(s, ) dr = / £(5,1)el P (2% (sgn., (£(s,.))D(s,.)) — L (D(s,.)sgn (€(s,1))) (t)]dr.
s
Le méme calcul vaut pour £_ et nous trouvons

% / e (5,0)el PY B (s 1)dr = / £(s,1)elo P [ 2% (sgn_(g(s,.))D(s,.)) — L (D(s,.)sgn_(e(s,1)))()]dr.

Maintenant, en utilisant .%; = — (¢ +1) et £ = — (¢ +1), nous avons

% / e (5,0)el P B (s 1)t = / £(5,1)el0 P [+ (sgny (e(s,.))D(s,.)) — A *(D(s,.)sgn (e(s,1)))(1)]dt,
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et

% / £ (5,)eh P (s, 1)dr = — / £(s,1)els P(5)as
[ (sgn(e(s..))D(s, .)) — A (®(s,.)sgn_((s,1)))(1)]dr.

Therefore, using that |&(s,7)| = € + €_ we obtain

di / le(s,0)|el0 P (s 1)dr = — / e(s,1)elo P S ((s, ))dr + / |&(s5,1)|elo PO g ((s,.))dr.
N

En utilisant ca

d
Zot+(p-1)d="D
TPt (p- NP =",

Nous avons

% / e (s,)] e8P D )it = —(p — 1) / £(5,1)e P Br 4 (p—1) / e (s,1) | P4 gty

~ [lets.)~leGs.llei?% 4 @,
A

et donc on trouve
d S /! /! S / / s ! !
7 / |&(s,1)|e0 P D (s, 1)dt = —(p — 1)/g(s’t)efo PN Dt + (p—1) / le(s,1)]efo P Dy
s
s N d
2 [ & (5,0)elo P4 —pgy.
+2 [&(s,nelipts 2
Remarquant que —%CD =(p—1)[ld— —F’f{:*l}cb, ou [Id — —F‘fil] >0and [Id — —’fi*l] > 0 chaque fois que ® # Cts¥ avec

(%/*

e

|¥ =0,
(en utilisant Krein Rutmann), nous avons —%CID >0, et ® > 0. Enfin, nous avons
% / & (s,1)] el PCI D, )it < —(p —1) / £(0,1)®(0,1)dr + (p — 1) / e (s,1)] el P gy
et, en utilisant I’inégalité de Gronwall, on obtient

/ € (s,1)|D(s,1)dt < —(p—1) / £(0,1)D(0,1)dte™" + ¢~ / el (pls"=1as" gt
0

et (5.4.37)) est satisfait. O
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Chapitre 6

Conclusion

Pour conclure, on peut noter que la problématique de la reproduction est passionnante, liée (de maniére générale) a
I’évolution et comme on a pu I’entrevoir multiforme d’un point de vue mathématiques : Modélisation [35]ﬂ Pro-
babilité [130]], Equations aux Dérivées Partielles [130, 129, (135, 133, [136], Equations Différentielles Ordinaires
[133} [129]], Optimisation [[131} [124, 126]@ Jai pu, d’'une part, développer des idées personnelles qui font suite a
mes travaux de these : étendre le formalisme de I’entropie relative généralisée au cas non linéaire [[133] [136), 98]
utiliser un outil d’optimisation de la valeur propre de plus grande partie réelle dans un cadre différent de celui introduit
durant ma these [[131] et d’autre part changer de thématique mathématique pour m’adapter aux probléemes biologiques
qui m’ont été posé : processus stochastiques (modélisation [35]] et analyse [[130]]) et systemes dynamiques [[129]].

Les derniers travaux et dernieres collaborations s’éloignent du theme de la reproduction, que ce soit sur la vaccina-
tion : d’un point de vue 'réponse immunitaire’ [8]] et d’un point de vue ’économie et politique de la santé’ [62, 64]@
sur I’activité neuronale [98]E], ou bien avec la participation au projet IJES (Installed Jet Effect Simulator) et le co-
encadrement de la these de Giulia MAZZEO (2018) sur des problemes de vibro-accoustique. Il est intéressant de noter
que les points d’accroches entre la réponse immunitaire et le développement folliculaire ne sont pas nuls, en effet,
il s’agit de produire énormément de cellules (granulosa versus cellules TC4/TC8) en peu de temps et donc d’avoir
des systemes de contrdles de prolifération cellulaire qui permettent d’éviter la sur-prolifération tout en permettant
une croissance rapide. Il y a ici un point a creuser sur le contrdle local et global de la prolifération cellulaire. Quant
aux travaux sur la vaccination d’un point de vue ’économiste’, ils introduisent un formalisme souple (assez proche
de celui que I’on trouve en Mean Field Games), pour lequel on a une modélisation classique d’évolution de popu-
lation (épidémiologie / temps *forward’) couplée avec un probleme d’utilité d’étre vacciné (temps * backward’). J*ai
pu développer ce formalisme dans le domaine de la reproduction humaine en posant une utilité (un cofit) a avoir un
enfantlﬂ et donc une l1égitimité a regarder le probleéme de la reproduction d’un point de vue économique [132].

Je tiens a remercier Frédérique Clément et Danielle Monniaux avec qui j’ai passé des années passionnantes sur le
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