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Chapitre 1

Introduction

On considere le probleme suivant :
Eziste t’il des solutions de ’équation de transport (type "méca flotte”) suivante ?

%n(t,x) +b(t,2)Vn(t,x) =0, ze€RY teR

(eq, principale) { n(07 x) = no(.%')

Théoréme 1.0.1 Sous les hypothéses b € C1,

Ib(t, @) = b(t y)|| < M(T, K)l|lz —yll, (2,9) € [-K, K]", te[-TT]
(Hyp'){ Io(t, )l < C(T, K)A + |ll)),  (2,y) € [-K, K], te[-T,T].

et ng € CH R R), il y a existence et unicité des solutions de (8.0.1). De plus, on a
n(t, X(t,y)) =noly), VyeR? VteR,
avec

LX(ty) =b(t. X(t,y)), teR
(eq. camc.){ d X(0.) = 1.

(1.0.1)

(1.0.2)

(1.0.3)

(1.0.4)

De plus (s, 2) — X 1(s,2) telle que X (t, X7 (t,2)) = z est une fonction C'(R x RY R?) vérifiant

XU [~ M, MJY) C [~ M = [t][Blloc, M + [[[Bloc)?, VEER et M >0,

Les solutions sont constantes le long des caractéristiques et pour tout t € R

no(y) < n(t,z) < sup no(y), Vze[—M, M]d,

inf 0 <
YE[=M—[t][|blloo, M+[t][|b]] 0] yE€[—M—t][|b]l oo, M~+|t]]|b]| 0] ¢

(1.0.5)
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Preuve du théoréme d’existence-unicité de solutions fortes Soit n solution de (8.0.1), alors a y
fixé J 5 J

—_——
b(t, X (t,y))

donc n(t, X (t,y)) = n(0,X(0,y)) = no(y). Par existence, unicité et régularité des solutions de (1.0.4),
n(s, 2) = no(X (s, 2)),

avec (s,z) — X (s, z) fonction C* telle que X (¢, X 1(¢,2)) = z pour tout z,t. Par conséquent, on a
existence, unicité et régularité des solutions de (8.0.1). O

Question : Que dire lorsque ng et/ou b ne sont plus réguliers (C%, L'...) ? Quel sens donner & la dérivation
dans (8.0.1) ? Existe t’il des solutions ?

Réponse : On travaille avec la dérivée faible (qui étend la dérivée forte) donc au sens des Distribu-
tions.

Question : En approchant ng et/ou b par des suites de fonctions régulieres (C*, C§°...), la suite de solu-
tions fortes approche t’elle la/une solution faible (8.0.1) ? peut on en extraire une sous suite convergente ?

Réponses : Densité, Convergence, Points d’accumulations : Travail sur la topologie.
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1.1 Reéponse : Solutions faibles, dérivée faibles

Définition 1.1.1 [19]Soit Q un ouvert de R™ et f une fonction intégrable sur tout compact de Q2 : L, ().
On définit la distribution Ty € D' par :

Ty(g) == /Q f@)o(@)dz, Vo e C(Q).

Par conséquent
T:f€Lip()—TreD

injecte L} (Q) dans D'.
Définition 1.1.2 [19/Soit Q un ouvert de R. On définit la dérivée faible de T € D' par :
T'(¢) == -T(¢), Vo€ C5(Q).

On note que pour f € C1(Q), on a
Ty(o)ef. ~ [ @) @)dal. PP, [ fl0)olade =Tp(0), Vo e O (@),

Par conséquent, la dérivation faible étend la dérivation forte définie sur C1 (et c’est la seule fagon de
Vétendre de maniére continue) et vérifie (T))nen C D' alors T, =P T implique T!, =P T.

De la méme maniere, pour étendre le probleme

%n(t,x) +b(t,2)Vn(t,x) =0, zeRY teR

n(0, ) = no(x) (1.1.6)

(eq. principale) {

au sens faible, on va multiplier par ¢ ’équation forte, considérer que les solutions sont régulieres pour
CONSTRUIRE le probleme au sens faible :

/ / (Dt 2) + b(t, 2)Vn(t, 2)] (L, 2)dtdz = 0,
]R+><Rd 8t
par L.P.P.

_ / / [%qﬁ(t, 2) + div(b(t, 2)(t, ))|n(t, ) dtdz + / no(@)6(0, z)dz = 0, Vo € CLR* x RY)
Ry xR Rd

On note que C}(R* x R?) aurait pu tout aussi bien étre remplacé par C§°(R* x R%) ou par tout autre
espace pour lequel ¢ aurait été dérivable et bien définit en x = 0. Il faut faire un choix d’espace (dual)!

Par exemple, faire le choix de C}(R%. x RY)

- / / [%gb(t,.r) + div(b(t, 2)(t, 2))n(t, 2)didz = 0, ¥ € CL(R: x RY),
R4 xRd
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ne permet pas de conserver de 'information sur la condition au bord.

Par exemple, faire le choix de C}(] — oo, T] x RY)

- / / 12 o(t, 2) + div(b(t, )6 (¢, 2))n(t, 2)dtde + / no(2)6(0, 2)de — / n(T, 2)$(T, z)dz = 0,
0,T]xRd OF R Rd
V¢ € C(%(] - OO7T] X Rd)7
permet d’avoir de I'information au temps ¢ = 1" de la solution.

Il n’y a pas unicité du probleme faible, il va dépendre du choix d’espace dual.
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1.2 Réponse : approximation de condition initiale C" ou L*>
Par intégration par partie si n(t,z) est une solution forte de (8.0.1), on a pour tout 7" > 0 :
g 9 1 d
{ /0 9 [&n(t,x) +b(t, z)Vn(t, a;)}qﬁ(t,x)dmdt —0,¥¢ € CL(R x RY) 12.7)

n(0, ) = no(x)

et donc

(eq. faible C1) //]Rd (t,z) gb(t x) — V(b(t,x)gﬁ(t,x))}dg;dt
= /Rd no(z)$(0, x)dx +/ n(T,2)¢(T,x)dx = 0,Y¢ € C*(R x RY). (1.2.8)

R4

Par intégration par partie si n(t, z) est une solution forte de (8.0.1), on a
/ / n(t,x) + b(t, z)Vn(t, x)} o(t, z)dzdt = 0,Y¢ € D(R x RY)
R4 (1.2.9)
n(0,z) = no(x)

et donc

(eq. faible) /071@ n(t, x) { - gtd>(t,x) — V(b(t,x)gb(t,x))}da;dt
— / no(z)$(0, z)dx = 0,Y6 € D(R x RY), (1.2.10)
R

Théoréme 1.2.1 Sous les hypothéses b € C', (1.0.2) et ng € CO(RLR) (resp. LX(R4R)), il y a
existence et unicité des solutions de (1.2.8). De plus, on a
n(t, X(t,y)) = no(y), Yy ecRY VteR, (1.2.11)

les solutions sont constantes le long des caractéristiques et pour tout t € R

inf no(y) < n(t,z) < sup no(y), Vze|[-M,M]}¢, (1.2.12)
YE[=M —[t][[bll oo, M+t ][] 00]? y€[—M —[t][|b]| o, M+]t]]|b]| 0]

et pour tout M,

n e L®RxR)(CR,CRLR)) (resp. C(R, MQN*Ll(] — M, M[%,dz,R))).
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Preuve du théoreme d’existence-unicité de solutions faibles Existence. Soit M > 0, alors par
troncature et régularisation

(=M, M[%) (Tﬂ- LY (=M, M[%))

; C
ny = noX[_;j] * pj € D(R%) no

Jj—00

On note n? la solution forte (et par conséquent faible) de (8.0.1) ayant pour condition initiale ng. Par
linéarité, n/ — n! est la solution forte (et par conséquent faible) de (8.0.1) ayant pour condition initiale
nd —nl et par (1.2.12), on a

sup [|n?(t,2) —n'(t,2)|| < sup I (2) = no (=)l
2~ M,M]d 2l M= [t bl oo, M +}¢][Boc]

donc (n/); est de cauchy dans C([0,T];C(] — M, M[%)) (resp. dans tous les C([0,T]; LP(] — M, M[?)),
1<p< oo) donc est convergente :

j CUOTIC(-M,M[?)) (resp. C([0,T;LP(]—M,M[%)), 1<p<oo)
n — n

j—00
et par passage a la limite dans

T
(eq. faible C1) /0 /R R [ - gt¢(t,:c) - V(b(t,xw(t,x))}d:cdt

= —/ nd) () (0, z)da +/ n (T, 2)p(T, x)dx = 0,V € CHR x RY). (1.2.13)
R4 Rd
on obtient bien n solution de (1.2.8).

Unicité. Ainsi, si n et m sont deux solutions de (1.2.8) alors n — m est solution de (1.2.8) avec une
condition initiale nulle. Il suffit donc de traiter le cas de solutions de (1.2.8) avec ng = 0.

Lemme 1.2.2 Sous les hypothéses du théoréme, quelque soit ¢p € CY(R?) il existe ¢ € CY(R x RY)
vérifiant

0 d
o Lo(t,x) + V(b(t,z)p(t,z)) =0, zeR* teR
eq. principale duale ar (b, ’ ’ k ’ 1.2.14
(e principale dunle){ H(T. 2) = () (21
Par conséquent, si ng = 0 alors par (1.2.8) appliqué a la fonction ¢ du lemme précédent, on a :

/ (T, 2)(z)de = 0, Vo € CLRY),
Rd

donc n(T,.) = 0 p.p. et ceci pour tout 7" > 0 donc n est la solution nulle. O



Chapitre 2

Notion de topologie

2.1 Définition de topologie

C’est la structure associée a la notion de convergence (de méme que la structure de o—algebre est
liée a I'intégration).

Définition 2.1.1 [16, 3] Un ensemble T C P(2) est une topologie si
-Q.0eT

- T est stable pour l'union quelconque.

- T est stable par intersections finies.

On dit alors que (2, T) est un espace topologique.
Les éléments d’une topologie sont des ouverts.
Les complémentaires d’ouverts sont des fermés.

Ezemple 1 Topologies :

A) Tgiserete = P(Q) est la topologie discreéte.
B) Tyrossiere = {0, Q} est la topologie grossiére.
C) Soit (2, ||.|]) un espace métrique alors

7?{9,“.”,([@7‘_0} = {U S P(Q) : Ve eU de, >0tel que U D {y : ||y — l‘” < 6}}

est une topologie (dite métrique) et (2, |||, Tyq,||.,(r,.))}) €st un espace topologique.

D) Soit A C Q et (Q,T) est un espace topologique, T|a = {UNA : U € T} est une topologie (la
topologie induite par T sur A).

E) Soit f : Q v+ Q' une application et (U, T") est un espace topologique, alors f~1(T") est une topologie
sur §2.

F) T et T' deux topologies sur Q alors T N'T" est une topologie sur €.

G) SiG CP(Q) alors T ={Uier quetconque (Vjes, finic 95+ 9i € G} est la plus petite topologie contenant
g.

11
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2.2 Définition de la notion de convergence
Définition 2.2.1 [16, 3] Soit (2, T) un espace topologique et x,, € Q, on dit que :

A)a:nlme52’VO€T::U€OHN>OtelqueVnszneO.
B) x est une valeur d’adhérence de la suite (), siVO € T :x € OVYN >03In> N z, € O.

On peut traduire cela par :
A) 7 Quelque soit O ouvert contenant x, la suite est incluse dans O a partir d’un certain rang”.
B) ”Quelque soit O ouvert contenant x, O contient une infinité d’éléments de la suite”.

Définition 2.2.2 [16, 3] On dit que T est une topologie plus fine que T’ si T' C T (plus d’ouverts).

N plus fine
Topologie T T Topologie
Grossiére Discrete

Ts

FIGURE 2.1 — La topologie grossiere est la moins fine. La discrete est la plus fine. On ne peut pas toujours
comparer les topologies.

On remarque que ”moins une topologie contient d’ouverts, moins de conditions 3N > 0 tel que
Vn > N x, € O doivent étre vérifiée”, la convergence est donc d’autant plus facile a obtenir que la
topologie est pauvre en ouvert.

, plus fine
Topologie T T Topologie
Grossiére Discrete

<
<

plus de suites convergent

FIGURE 2.2 — La topologie grossiere est la moins fine. La discrete est la plus fine. On ne peut pas toujours
comparer les topologies.
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Ezemple 2 Topologies :

A) Taiserete = P(Q) : seules les suites constantes a partir d’un certain rang sont convergentes.
B) Tgrossiere = {0,Q} : toutes les suites sont convergentes vers n’importe quelle limite.

C) Soit (2, ]].||) un espace métrique et

Tl ®D = {U EP) : Ve elU Je, >0tel queUD{y : |ly—z| < e}}
s la convergence se traduit par
Ve >0,IN >0,Yn >N |z, —z| <e

On note que la convergence avec la topologie grossiere n’est pas bonne, en effet, tout converge vers
n’importe quoi.

Définition 2.2.3 [16, 3] Un espace topologique (2, T) est dit séparé (de Hausdorff)si pour tout couple
(x,y) de points distincts de Q, il existe un ouvert U, contenant x et un ouvert U, contenant y disjoints.

onologic TS Topologie
z/a%/%/%/// 1 ) Discréte
vergent

_

FIGURE 2.3 — On ne considere que les topologies séparées.

Proposition 2.2.4 Soit (2, T) un espace topologique et x,, € Q, telle que :
A) xp BUNgS
B) U Yy
Alors x = y.

Preuve 1l suffit de remarquer que si cela n’était pas le cas (x # y) : a partir d'un certain rang Nj :
xn € Uy (pour n > Np) et a partir d'un certain rang Ny : x, € Uy (pour n > N3) avec U, un ouvert
contenant x et U, un ouvert contenant y disjoints. Ce qui est absurde. a
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2.3 Définition de la notion de densité et compacité

Définition 2.3.1 Soit (Q,T) un espace topologique et A € P(2),

x est un point intérieur a A si il existe U € T tel que x € U C A.

L’ensemble des points intérieurs AT de A, pour la topologie T, est l'intérieur de A.

Le complémentaire de 'intérieur est I’extérieur.

La fermeture ZT d’un ensemble A, pour la topologie T, est ’ensemble des points tel que tout ouvert

contenant x admet une intersection non v7z'_de avec A.
L’ensemble A est dense dans (Q,7) st A° = Q.

Définition 2.3.2 [16, 3] On dit que (2, T) est un espace topologique compact s’il est séparé et si tout re-
couvrement de € par des ouverts contient un sous recouvrement de cardinal fini (ou de maniére équivalente
si toute intersection vide de fermé admet une intersection vide de cardinal fini).

Définition 2.3.3 [16, 3] On dit que A C Q, ot (Q,T) est un espace topologique, est compact si (A, T|4)
est compact.

Proposition 2.3.4 Soit 71 et To deux topologies sur Q avec T2 plus fine que T1 :
A) A est dense dans (2,72) = A est dense dans (€2, 71)
B) (Q,72) est compact = (2, 71) est compact

Preuve Soit x € (2, puisque tout ouvert de 75 contenant x admet une intersection non vide avec A par
densité de A, a fortiori tout ouvert de 7; (C 7Tz2) contenant x admet une intersection non vide avec A et
A est dense dans 2 pour la topologie 7. De la méme maniere, moins il y a d’ouverts plus la condition

o sous recoerrenen, ot Tl obpent, ;
i f r i g
W us e suites copvergent

\d'ensembles sont compact

FIGURE 2.4 — Résumé sur les propriétés.
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2.4 Notion de Continuité

Définition 2.4.1 [16, 3] Soit (2, T) et (', T") deux espaces topologiques alors on dit que f est continue
en xg € Q si, étant donné un ouvert V' de f(xo) il existe un ouvert V de xq telle que x € V implique

flz) eV
Frv .

Définition 2.4.2 [16, 3] Soit (Q,T) et (', T') deux espaces topologiques alors on dit que f est continue
si elle lest en tout point de ().

YT eT.

On note

C((Q,T), (Y, T")
l’ensemble des applications continues de (Q,T) dans (', T").

Proposition 2.4.3 [16, 3] Soit Q un ensemble, (', T") un espace topologique et (f;)ic; un ensemble de
fonctions de Q dans €, alors il existe une topologie

T (fier @7}
la moins fine rendant continue les applications (f;)icr-

Proposition 2.4.4 [16, 3] Soit (2, T) un espace topologique, Q' un ensemble et (f;)icr un ensemble de
fonctions de Q dans €, alors il existe une topologie

TUQT)(F)ier )

la plus fine rendant continue les applications (f;)icr-

// // / séparée X vl fine

« y ) T Topologie
G a//%/ // Discrete

J/M// //z////é vergent
///4* omb / sont denses

/ d'ensembles sont compact

MAIS MBINS DE FONCTIONS sont continues !!!

\

FIGURE 2.5 — Résumé sur les propriétés.
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2.5 Topologie faible et faible* pour des espaces vectoriels normés

Définition 2.5.1 [16, 5] Soit (2, .||, 7)) un espace vectoriel topologique normé : on appelle dual topolo-
gique de Q2 l'ensemble Q' = L((%, 7)), (R, Tr)) des applications linéaires continue de 2 dans R munies
de leur topologie respective.

On peut définir sur ' une norme

lolll = sup  [¢(x)]

z€Q : [|z||=1
et donc une topologie associé a cette norme. De plus, on peut définir sur () la topologie faible Tiq o/ (r 72)}»
plus petite topologie sur Q rendant continues les applications de V' :

LI Ty))s (R, Tr)) € C(, Tio,0n,® 7)) (R, Tr)).

Par conséquent, en utilisant le dual de Q' (appelé bidual) Q" = L((Y, Ty .11), (R, Tr)) lensemble des ap-
plications linéaires continues de €' dans R munies de leur topologie respective, on peut doter Q' de la
topologie faible. De sorte que sur €V, trois topologies coexistent :

- la topologie forte Tiorie = Tj||-

- la topologie faible Ttuine = Tiar v (R 7)), Plus petite topologie rendant continues les applications
de Q. i.e. linéaires continue de Q' dans R munie de leur topologies métriques,

- la topologie faible-* Truipier = Tior (i,),cn,(R, 7o)}, Plus petite topologie rendant continues les appli-
cations

ir:9p€Q — ¢(x) €R
avec x € 2.

Proposition 2.5.2 [16, 3] Soient (2, T) un espace vectoriel topologique et Q' = L(Q,R) l’ensemble des
applications linéaires de 2 dans R alors

7~grossiére - naible* C 7}aible - 7}orte - 7-discréte

Théoréme 2.5.3 [16, 3/(Séparabilité et convergence faible*) Soit E un espace normé séparable, i.e.
{%n}nen (dénombraviey C E dense dans E. Alors

d(¢,¢) = Z [$(@n) = ()] est une distance sur E',

telle que la topologie faible* est la méme que celle associée a cette distance : (E', Taiviex) est métrisable.

Théoréme 2.5.4 [16, 3/(Convexité et convergence faible) Soit E un espace normé et (xn)nen une suite
convergeant faiblement vers x dans E, alors pour toute fonction ¢ convexe et continue (pour la topologie
forte) a valeur réelle, on a

¢(x) < lim infe(zy,).

Théoréme 2.5.5 [16, 3/(Banach-Alaoglu) Soit E un espace normé. L’ensemble Bo = {f € E' : |||f]|| <
C} C E (dual fort) avec C > 0 est un compact faible* de E'.



2.6. COMPARAISON AVEC LE THEOREME D’ASCOLI SUR LES FONCTIONS CONTINUES ET ESPACEC((, T)
2.6 Comparaison avec le théoreme d’Ascoli sur les fonctions continues
et espace C((Q,7),(Q,T))
Espace C((R,Tr), (LY(R, dz,R), Trq))-
L’espace C'((R, Tr), (LY(R, dx,R),Tra)) est I'espace des fonctions
fixeRw— (t— f(z,t)) € LIYR,dz,R)

c’est a dire

Vzog Ve > 03n > 0V €|lxg —n,x0 + 1| /|f(t,x0)—f(t,:v)|th<e,

ce qui revient a : pour tout zg € R :

lim /\f(t,xo) ~ f(t,2)|%dt = 0.

T—TQ

Proposition 2.6.1 L’espace C((R, Tgr), (LY(R,dz,R), Trq)) avec 1 < q < oo, munie de la norme

171l = sup( / (¢ ) de)
x€ER

est un espace vectoriel normé complet : espace de Banach, i.e., toute suite de Cauchy est convergente. Le
résultat reste vraie lorsque q est infini, il faut alors prendre le sup essentiel.

Théoréme 2.6.2 [16, 3/(Ascoli) Soit (Q, T) un espace topologique métrique compact et (', T") un espace
munie de sa topologie métrique.

BcC((Q,7),Q.T),

est d’adhérence compacte si et seulement si elle vérifie :
I) ("Bornée” : compacité)

Ve e Q, A(z)={f(z), f¢€ B}T est compacte.
II) (A variation bornée” : équicontinuité)

Vo e Q, Ve >0, 3V e V({z}) : sup  d(f(z), f(y)) <e.
feB, yev
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Chapitre 3

Fonctions mesurable, Mesures et
Espaces LP(Q, i, ))

Définition 3.0.3 [15, 1] Un ensemble F C P () est une o-algebre/field si
-QeF

- il est stable pour le complémentaire

- il est stable pour l'union (donc pour lintersection) dénombrable.

C’est la structure liée a l'intégration. Les éléments de F sont appelés des ensembles mesurables.

Définition 3.0.4 [15, 1] Soit (Q, F) un espace mesuré, une application p : F — Ry Uoo, est une mesure
et (Q,F,u) est un espace mesurable si :

1) p(9) =0,

2) (A © F : p(II2%, An) = X il(An) (o additive),

3) o—finie p(§d,) < oo et J,, 2, = €2

On définit lintégrale pour les ensembles mesurables

/ Xa(@) p(dz) = p(A),
Q

puis par linéarité et limite croissante de fonction positive : Q' est un espace de Banach :
n n
/Q 1irrlnzakXAk () pldx) = 117§HZO%M(AI§), (ap)e €, ap >0,
k=0 k=0
et pour les fonctions telles que [, || f||(z) p(dz) < oo : L1(S2, p, ')

/ cp(dx) c f € LN, Q) / f(z) p(dz) €
Q Q

Définition 3.0.5 [15, 5] Soit (2, T, pu) un espace mesurable et (', <,||.||) un espace topologique normé
munie d’une relation d’ordre, on note LP(Q, u, Q') pour p € [1,00[, l'ensemble des fonctions f : Q +—
telles que [q || fl|P(x) p(dx) < oo. Une fonction f est dans L>®(Q, pu, Q') s’il existe N C P(Q) tel que
p(N) =0 et supyeq || fIl(x) < oo (on parle de sup essentiel).

19
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3.1 Exemples.

Proposition 3.1.1 [15, 5/ L’espace LP(R,dx,R) avec 1 < p < oo, munie de la norme

Hm=Q/mmwwm

est un espace vectoriel normé complet : espace de Banach, i.e., toute suite de Cauchy est convergente. Le
résultat reste vraie lorsque p est infini, il faut alors prendre le sup essentiel.

Espace LP(R,dx, LY(R,dx,R)).

L’espace LY(R,dx,R) est I'espace des fonctions de puissance p intégrables (ou essentiellement bornées
lorsque ¢ = 00). L’espace LP(R,dx, L(R, dz,R)) est 'espace des fonctions f telles que

L/wwmwx<w,

cest adire [([|f(¢, z)|2dt)P/9dx < oo (et supess pour p ou g = 0o). Donc par exemple, f € LP(R, dz, L?(R, dz, R))
si [ [|f(t,x)|Pdtdr < oo, ce qui est équivalent a f € LP(R? dz,R) pour p € [1,00] (et supess pour
P =00).

Proposition 3.1.2 L’espace LP(R,dz, LY(R,dz,R)) avec 1 < p,q < 0o, munie de la norme
191 = ([ ([ 17e.0anproa,

est un espace vectoriel normé complet : espace de Banach, i.e., toute suite de Cauchy est convergente. Le
résultat reste vraie lorsque p et/ou q est infini, il faut alors prendre le sup essentiel.
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3.2 Espace L{(R,dz,R) 1 < g < 0
L’espace LY(R, dx,R) est I'espace des fonctions de puissance ¢ intégrables.

Proposition 3.2.1 [15, 5/(Holder) On a

1 1 1
1f9llzr) < [1fllp@llgllLac) P + g b >1

et
_ 1 0 1-0
ol < I lellollny: =0+ par=1 oep.
donc LP(Q)NLYQ) C () L5(Q).
s€[p,q]

Proposition 3.2.2 [15, 5]/(Résultat de dualité lorsque 1 < p < o) L’espace LP(R,dxz,R) munie de la
topologie associé & la norme || f| = ([ |f(t)|Pdt)'/P, a pour espace dual : LY(R,dz,R) avec 1/p+1/q = 1.
Toute application linéaire continue de LP(R,dx,R) dans R munie de leur topologie ”canonique” est de la
forme

T:felPR,dz,R)— /g(m)f(a:)dx

avec g € LY(R,dz,R) ou 1/p+ 1/q = 1. De plus, on a

su x)f(z)dz| = 9(z))"/a,
D@ =f i)

feLrR.dz,R), (f |£IP(z)

On note que le bidual de LP(R, dz,R) est lui méme.

Par conséquent, sur LI(R, dz,R), deux topologies coexistent :
- la topologie forte Tjoe = 7)1, celle associée a la norme ([ |.|9dxz)"/a.
- la topologie faible Tytuipe = T{ra(R,dz,R), Lr(R,dz,R)",(R,T5)}» Plus Detite topologie rendant continues
les applications de LI(R, dz,R)’, i.e. linéaires continues de L(R, dz,R) dans R munie de leur topologies

métriques,

- la topologie faible-*=topologie faible Tyqipe = T{La(R,de,R),(
pologie rendant continues les applications

ig)gerLr (R, de,R)(R,TR)}> plus petite to-

ig: T € LYR,dz,R) — T(g) = /g(x)T(x)dx € R,
avec g € LP(R, dz,R).

Proposition 3.2.3 [15, 5/ La topologie topologie faible-* est séparée et métrisable (car LI(R,dx,R)
est séparable).
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3.2.1 Convergence faible, faible-*

7}07‘t€ = 7}aible = 7}aible*
fo "0 f fo "2 f
[ 1fa(2) = f(z)|%dz — 0 Vg € LP(R,dz,R) : [(fu(z) — f(z))g(x)dz — O
n—o0 n—0o0
Compacité forte Compacité faible *
Kolmogoroff Banach Aologlu
- Uniformement Bornée - Uniformement Bornée
- A variation Bornée
- Pas de perte de masse a l'infini

TABLE 3.1 — Topologie, Convergence et Compacité : LP (p €]1 : oo

Théoréme 3.2.4 [15, 5/(Kolmogoroff) Pour qu’une partie B C L1(R,dz,R) soit compact fort dans
LYR,dxz,R) il faut et il suffit qu’elle soit fermé et vérifie les trois hypothéses :

I) "Bornée” : supscp [ |f(x)Pdr < oo

IT) ”Sans perte de masse a I'infini” : Ve > 0 3K compact de R tel que supsep [ |f(2)|Pdr < €
IIT) ” A variation bornée” : Ve > 0 3 > 0 tel que supgp<,, fepy [ [f(x+h) — f(z)|Pdz <.

Par conséquent, dés qu’il existe g € L1(R,dz,R) tel que

d
|[ful(z) < g(2) et | fulz)l < g(2),
alors on peut extraire une sous suite convergente (forte) de f, dans LY(R,dz,R).

Théoréme 3.2.5 [15, 5/(Banach-Alaoglu) L'ensemble B = {f € LY(R,dz,R) : ([|f(x)|9dz)"/7 < 1}
est un compact faible* de L(R,dx,R). Par conséquent, dés qu’une suite est bornée dans LY(R,dx,R),
on peut en extraire une sous suite faible* convergente.

Proposition 3.2.6 [15, 5]
Si || fallLar.der) < C et Suppfyn, C K (K compact), alors f, PRy =5 = f
n—oo n—oo
Soit une suite (fn)n C LY(R,dz,R), alors f,, — f = il existe une sous suite fp, P 7.
n—oo n—oo
Soit une suite (fn)n C LY(R,dz,R),

fuf sl [ 1 @ldn) 7 <oo et ([ 17()dn)n < tmint( [ 11, (0]
Soit une suite (fn)n C LY(R,dz,R) et (gn)n C LP(R,dz,R)

b o o a= [h@n@d s [ e
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3.3 Espaces L'(R,dz,R)/L®(R,dz,R)

L’espace L'(R,dz,R) est I'espace des fonctions intégrables, L>°(R, dz,R) est l’espace des fonctions
essentiellement bornées.

Proposition 3.3.1 [15, 5](Résultat dualité : L'(R,dz,R) = L*(R, dx,R))

L’espace L' (R, dz,R) munie de la topologie associé a la norme | f| = ([|f(t)|dt), a pour espace dual :
L>®(R,dz,R). Toute application linéaire continue de L'(R,dx,R) dans R munie de leur topologie ”cano-
nique” est de la forme

T:feLl'R,dz,R) — /g(x)f(a:)dx

avec g € L*°(R,dz,R). De plus, on a

sup \/g(w)f(:u)d:r\ = supess|g|.
fGLl(R,dm,R), (f ‘f|l(z))1/p:1

ATTENTION le bidual de L'(R,dxz,R) n'est pas lui méme.

Par conséquent, sur L>°(R, dz, R) = (L' (R, dx,R))’, pour l'instant, on a :
- la topologie forte Tyore = 7)), celle associée & la norme (suppess|.|).
, plus petite topologie rendant continues

- la topologie faible-* Ty = 7-{LOO(Rydva)v(ig)geLl(]R,d:c,]R)’(R’m)}

les applications
ig: T € L(R,dz,R) — T(g) = /g(z)T(x)dx eR,

avec g € L1(R, dz, R).
Par conséquent, sur L'(R, dz, R), pour l'instant, on a :
- la topologie forte Tyt = 7j| ||, celle associée a la norme (intégrale |.|).

- la topologie faible Tfaibie = T{11 (R de,R),( plus petite topologie rendant continues

les applications

ig)gELoo(]R,dz,R)v(Rvm)}’
iy: T € L'(R, dz, R) = T(g) = / o(2)T(z)ds € R,

avec g € L (R, dz,R).
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3.3.1 Mesures de Radon

Définition 3.3.2 On note Cx((R, Tr), (R, Tr)) Uespace des fonctions continue de (R, Tr) dans lui méme
a support compact : nulle en dehors d’un compact. Le dual de Cx((R,Tr), (R, Tr)) est

C}{ = MRadon (R)
: espace des mesures de Radon sur R.

On note que
Cx C L' = (LYY = L™ € MRadon,

avec une injection triviale : i : g — [ .g(x)dz € M Radon-
Théoréme 3.3.3 [21] Le dual de L™ est un espace de mesures finiement additive.
Preuve Soit T' € (L)’ alors

T(af +Bg) =aT(f)+pT(g), VYf,ge L™

et
T (fn)| < Csuppess(|ful).

Donc, pour tout B € F (o0—Algebre) de référence :
pr:BeF —T(Xp)

est une application vérifiant :
1) pr(0) = 0 et pour tout N de mesure de Lebesgue nulle T(N) = 0; up(Q) < oo,
2) Soit A,B € F: ur(A]IB) =T(Xa118) = T(Xa + XB) = T(Xa) + T(Xp),

Il n’y a pas ici de o- additivité. Soit f essentiellement bornée alors, on pose

AN = {z R f@) € [N flloo + 1ol )~ flloo + 17 lo 220}, = 0,201
2n—1 .
T(f) = Y (“lfllos + ||f||oo(%))#T(A?(f))| <C/n
=0

et done T(f) = limnoo 32370 (< [1flloo + [f oo (G))pr (AP (f)) := [ f(z)ur(dz), intégrale de Radon

associé a une "mesure” finiement addivite.
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3.3.2 Résumé : Sur L>*(R,dz,R)

7-f07't6 - 7}aible - 7}aible*
n—00 n—00 nH?ﬁ

fn " f fa " F fo = f

sup, | fu(z) — f(z)] "=70

Vv (mesure finiement additive) :

J (@) = f(@)v(dz) "= 0

n— o0

Vge L' : [(fu(z) — f(2)g(z)dz "= 0

Compacité forte

Ascoli (Dans C°(Compact)) | ?

- Uniformement Bornée ?
- A variation Bornée

Compacité faible

Compacité faible *

Banach Aologlu

- Uniformement Bornée
Va € R, u, (mesure de Young) :
VG e OV 1 G(f,) =

n—oo

x> [ Gy)pa(dy)

TABLE 3.2 — Topologie, Convergence et Compacité : L>°

Proposition 3.3.4 Soit une suite (f,)n, C L*°(R,dz,R),

p.p.
fn = f Efh=>f =>h—=>f =f->"F
n—oo n—oo n—oo n—oo

Soit une suite (fp)n, C L*°(R,dz,R),

fo =" [ = sup(supess|fn(2)]) < o0

n—00 n

et (supess|f(x)]) < liminf(supess| f, (z))

Soit une suite (f)n C L°(R,dz,R) et (fu)n C L'(R, dz,R)

Théoréme 3.3.5 [15, 5](Banach-Alaoglu) L’ensemble B = {f € L*°(R,dx,R)

fo =" f

n—o0

compact faible* de L (R, dz,R).

ot m g @@ [ f@g@a

. supess|f] < 1} est un

Par conséquent, dés qu’une suite est bornée dans L*° (R, dx,R), on peut en extraire une sous suite faible*

convergente. De plus, pour tout x € R, il existe une mesure p, (dite mesure de Young) telle que

VG € C((R, Tr), (R, Tg)) :

Gl =7, o [ Glyualay
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3.3.3 Résumé : Sur L'(R,dz,R)

7-f07"t€ - 7}aible - 7}aible*
en injectant L' dans les mesures de Radon

n—oo

" f f " f fo =" f
sup, | fn(z) — f(2)] "5 0 Vg € L= : [(fa(z) = f(x))g(x)dx | Vg € Ok : [(falz) = f(z))g(x)dz "= 0
Compacité forte Compacité faible Compacité faible *
Kolmogoroff Pettis Banach Aologlu
- Uniformement Bornée - Uniformement Bornée - Uniformement Bornée

- A variation Bornée - Pas de concentration de la masse
- Pas de perte de masse en l'infini

TABLE 3.3 — Topologie, Convergence et Compacité

Proposition 3.3.6 [15, 5] Soit une suite (f,)n C L*(R,dx,R) et (gn)n C L®(R,dz,R)

fomnd =l [ 1fa@lin) <oo et ([ 151 <l / fn()ld)

f=d et a =g [@n@ds 5 [ @
Soit une suite (fn)n C Ll(Rv dzx,R), alors f, — [ = il existe une sous suite e X f.
n—o0 N—s00

Théoréme 3.3.7 (Dunford-Pettis) Soit B C L'(R, dz,R), telle que

a) supjep [ |f](z)dz < oo,
Bqui-intégrabilité ) {
(Eq g ) b) Ve>0,36>0 : sup [1fl(z)dz < e,
feB, AeF: [,dz<d
alors B est un compact faible de L.

Théoréme 3.3.8 [15, 5](Banach-Alaoglu) Soit B C L*(R,dz,R), telle que

sup [ [fl(e)ds < ox,
feB

alors (1) jen € Mpadon avee supsep sl = supsep fiy lup(de)| < supgep [ f(@)de < oo et done
B est un compact faible* de Mpadon €t de toute suite bornée de L' on peut en extraire une sous suite

convergente faible * dans M gadon -
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3.4 Extention L?(([0,T],T),X) avec X espace de Hilbert

Proposition 3.4.1 [13] Si V = L?(([0,T],T),X) avec X espace de Hilbert alors
V= LZ(([OaTLT)vX/)'
Le résultat reste vrai pour si V.= LP(([0,T],T),X) avec X espace de Banach reflexif, i.e. X" = X, alors
V= L(0,T],T), X') avee 1/p+1/g=1, qe[1,o0]
Proposition 3.4.2 [13/(Lions-Aubin) Soit T > 0, X espace de Hilbert, p €]1, 00] et (fn)n € LP(([0,T],7T), X)
bornée, telle que
I) ”Bornée” : (f,)n bornée dans LP(([0,T],T), K) avec l'injection i : K < X compacte
II) ” A variation bornée” : (%fn)n bornée uniformément dans LP(([0,T],T), K')

ALORS on peut extraire une sous suite convergente dans LP(([0,T],7T),X).

3.5 En langage probabiliste

On note (€2, F,P,) un espace probabilisé, et (X;,) une suite de variables aléatoires

Définition 3.5.1 Une suite (X, )n com;erge :
a) "p.s” vers X : corresponds a X, B X

n—oo
Q (8
b) "L'” vers X : corresponds a X, i 2P x
n—oo
c) 7e.p.” (en probabilité) vers X : corresponds a sup lim P,(Al) =0 avec A? ={w : | X, — X|(w) > €}.
6>07L~>OO

En injectant les fonctions mesurables dans l’espace des mesures bornées sur R :

it X = A P (X1(A)).
on a des convergences associées a des topologies (rendant continues certaines classes de fonctions)
e) ux, cv. vagyement x Si fgb x)px, (dz) —> fgb Yux (dx) pour tout ¢ € Ck.

f) px,
9) px,

cv. faiblement
_)

px si [ ¢(x)ux, (dz) = fqb Yux (dx) pour tout ¢ € Cyp.

cv- etroifement px si [ ¢(zx)ux, (dx) = [ ¢(z)px (dz) pour tout ¢ € Ch,.
n oo

Nb : la convergence étroite est la convergence en Loi.

Proposition 3.5.2 On a

LY(Q,F,Py) pour une sous suite p.p. cv. proba. avec équi-intégrabilité LY(Q,F,Pr)
Xn 50X = X, =& X = X, = X = X 50X
n—00 <= n—00 <= n—00 n—00
sous hypo. de domination pour une sous suite
cv. etroitement cv. faiblement cv. vaguement
Hx, - Hx = B, - Bx = MBx, - Hx
n—00 <= n—00 n—00

k., (R)—=px (R)

De plus M. = {u mesures positives : pu(R) < c} est un compact pour la topologie faible (=topologie vague).
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Chapitre 4

Distributions et Espaces de Sobolev

4.1 Espaces de fonctions tests et Duaux topologiques

Définition 4.1.1 Soit Q un ouvert de R.

L’espace Co(2) est 'espace des fonctions continues tendant vers 0 a l’infini.
L’espace C.(Q2) est l'espace des fonctions continues a support compact.
L’espace Cy(Q2) est lespace des fonctions continues bornées.

L’espace D(Y) est 'espace des fonctions C°(Q2) (infiniment dérivables a supports compacts).
L’espace S(Q2) est lespace des fonctions infiniment dérivables a décroissance rapide de toutes ses dérivées.

Définition 4.1.2 Soit Q un ouvert de R.

L’espace C((2) = MRadon est Uespace des mesures de Radon.
L’espace CL(Q) est un espace de mesures contenant les mesures de Radon.
L’espace Cp(2) est un espace de mesures contenue dans les mesures de Radon.

L’espace D'(Q) est l’espace des distributions.
L’espace S'(Q) est Uespace des distributions tempérées.

On peut, par exemple, munir ces duaux de la topologie faible — *, et donc

Définition 4.1.3 Soit Q un ouwvert de R et (T),)nen, T C D', T, A T.(p) — T(¢), Vo€ D(Q).

n—oo n—oo
P Co D’
On note que f, —* f OU f, =" f="1Ty — Tj.
n—00 n—00 n—r00

29
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4.2 Extension de la notion de dérivée : Dérivée faible
Définition 4.2.1 [19]Soit Q un ouvert de R. Soit T € D'(Q) (forme linéaire continue sur D(Q)), on
défini la dérivée faible

T : ¢ s —T(¢))

On remarque que toute distribution est infiniement dérivable au sens des distributions (sens faible).

Proposition 4.2.2 [19] Soit une suite (Ty)neco,n) C D'(2) convergeant au sens des distributions vers
T € D' alors pour tout k>0 : T,(lk) converge vers T(k)
Définition 4.2.3 [19/Soit Q un ouvert de R. Soit f € LP(Y), par abus on dit que f' € LI(Q) s%l existe
g € L1(Q) tel que

Ty = (Tf)/

Proposition 4.2.4 [19/Les espaces C*(Q) (resp. L9(Q), 1 < ¢ < 00) s’injecte dans D'(Q) via
i feChQ) = Tr:¢m / f(z)p(x)dx
Q

linjection est continue et compacte, i.e., pour tout borné B C CF(Q) (resp. LI(), 1 < q < o0) :
{Ty : fe B}TD/ est compact. De plus, si k > 1,

Ve ChQ), Vi<k : Ty = (Tp)V
La dérivée faible est donc une extension (en fait la seule possible) continue de la dérivée forte!

Proposition 4.2.5 [19](Formule des sauts) Soit une suite de réels (an)neo,n] Strictement croissante et
fn € CHan, ani1]) N C([an, ans1]) alors

N
Fiz€R= DY XNy ((2) ful2)

n=0

admet pour dérivée faible

N
(Ty) =Ty + Z(fn(an) = fn—1(an))da,
n=0

avec g:x € R Zﬁ;o X}an,an+1[(x)f7lz(w)-
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4.3 Espaces de Sobolev
Définition 4.3.1 [5, 8/Soit Q un ouvert de R. On note, lorsque m > 0,
WPm(Q) = {f cLP(Q) Vk<m : f® ¢ LP(Q)},

avec abus f' € LP(Q) s’il existe g € LP(Q) tel que T, = (Ty)'. On peut définir
1 lwemy = > IF® o),
k=0

une norme faisant de WP™(Q) un espace de Banach. Lorsque p = 2, on note H™ = W?2™  sur lequel on
peut définir un produit scalaire

(f D mmey = > (F*,9W) 120,

k=0
faisant de H™(Q2) un espace de Hilbert.

Définition 4.3.2 [5, 8/Soit Q un ouvert de R. On note

m N
W= (Q) = {Zzai,j(Tfj)(z)v N>1, (aij)i=1.n,=1.m CR, (f;)}; C LP(Q)}-
i=1 j=1

Définition 4.3.3 [5, 8/Soit Q un ouvert de R. On note W™ (Q) = plwrm

WP Q). On note que WP (€) = (W§' ™)'

, sous espace de Banach de

Densité des fonctions réguliéres

Proposition 4.3.4 [5, 8/Soit Q un ouvert de RN alors les fonctions de D(Q) sont denses dans

D' = LP(Q), pell,oof

DV —wrm(Q), pell, o,
D™ = D'(9),
DY = Cx(Q), D =Cy(),
MALIS pas dans L ni dans C(£2). Pour s’en convaincre, prendre | a fonction f = 1 alors pour tout

éléments de D(Q2), on a ||f — 1]|cc > 1.

Toncature et régularisation. Méthode : Soit f € LP(R) avec p € [1, 0],

Convergence Dominée implique : fn, = f|_pn = f
7 n—oo

m
Convergence Dominée implique ZXLT/ fn(x)dz = fn, L' =]—n+2x(k—1)n/m, —n+2%kn/m|
nr

m—00 n
k=1

m
Conv.Dominée implique : wa*pj/ fu(x)dx € D = s pi(.) =13dp(4) p € D, positive et /,0 =1.
P Im m—00
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4.4 Intégration par parties et opérateur de Trace
Définition 4.4.1 [5, 8/Soit Q un ouvert C* de RN, on note

Y0 f € CQ) = flaa € CAQ)),
de plus si f,g € CL(Q)NC(Q) alors

0 0
[ gtz = [ surgemsints) - [ 165 g

avec ni(s) = normale sortante & O(Y) produit scalaire avec e; (direction de la dérivation,).

Proposition 4.4.2 [5, 8/Soit Q un ouvert C1 de RN alors on peut étendre Uopérateur de restriction au
bord a des applications "moins” réquliéres

0 f € WPHQ) = y0(f) € LP(8(2)),
telle que o (f) = fla)y dés que f € WPL(Q) N C(Q). De plus, on a l'inégalité de trace
1Y) lze oy < CWU,p, N[ fllwei(a)-

Proposition 4.4.3 [5, 8/Soit 2 un ouvert C* de RN alors pour tout f € WPH(Q) et ¢ € CH(RN,R),

| o) 0

syt = [ oot ~ [ @500
Proposition 4.4.4 [5, 8/Pour p > 1 et m € N. Alors :

1) pour N > mp et q € [p, Np/(N —mp)], on a linjection continue

0
al'i

i: fewP™RY) — LYRN).
Ce résultat reste vrai sur un ouvert borné et réqulier de RY, Uinjection est de plus compacte pour q €
[L, Np/(N —mp)| et
[-lle < Cnpell-llwei)- Glagliardo-Nirenberg-Sobolev

2) On a
i: f e WNLRY) < CRY) Ngsny LIRNY).

3) pour p > N alors
i:feWPLRYN) < Cy(RY).

3) pour m > E(N/p) alors ‘
i f e WPm™RN) < CJ(RY),

pour tout j < m— E(N/p). Ce résultat reste vrai sur un ouvert borné et régulier de RN (I'espace d’arrivé
est C(9)), Uinjection est de plus compacte.
4) pour q € [1, N/(N — 1), on a l'injection compacte

it f € MRadon(Q) = WEHQ).

avec 0 un ouvert borné et régulier de RN .



Chapitre 5

Applications

5.1 Transport linéaire avec champ et condition initiale irréguliers
Par intégration par partie si n(¢,z) est une solution forte de

o) d
o sn(t,z) +b(t,z)Vn(t,r) =0, zcR% teR
(eq. principale) { n(0,7) = no(x) (5.1.1)

avec champs de vecteur et condition initiale réguliers, on a :
OO 9 _ 1 d
/0 /Rd [&n(t,x) + b(t,x)vn(t,a;)wt,x)dxdt =0,V € C'(R x RY) (5.12)
n(ov J)) - ??,0(1')

et donc

(eq. faible) / OZR n(t, )] - gt¢(t,x) —V(b(t.2)o(t, )| e

0
_ _/ no(2)6(0, z)dz = 0, € D(R x RY). (5.1.3)
Rd

Théoréme 5.1.1 Sous les hypothéses b € L®([R, WHH(RY)) et ng € L®(R%LR), il y a evistence de
solutions L>°(R%,R) de (1.2.9).

On remarque que ’on perd 'unicité ici.
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Preuve
Par densité de fonctions b € C1, (1.0.2) dans L' ([T, T]; WL (R?)) on peut (troncature et régularisation)

approcher b par une suite
Ll —T, ;Wl’l Rd
b e Clet (1.0.2) © ITHTRVED,
Jj—o0
On en déduit P'existence de la suite (n;); de solutions faibles (1.2.8) donc de (1.2.10) pour la suite de
champ de vecteur (b;); et vérifiant donc

751 oo me,R) < (IR0 Loo (Re,R)-

La suite est bornée L°°(R% R) donc converge faible* (en prenant une sous suite) vers n € L®(R% R)

(Banach Alaoglu)
L>(R%R)

nj —" n
n—oo

Or b;V¢ et Vb, converge L' ([T, T]; L' (R?)) donc

Ll([—T»ﬂLl(Rd))

v(bj(t7$)¢(t7$)) 00 V(b(t,x)gb(t,a?)),

et par la proposition 3.3.4 :

Jj—o0

/UOZW n;(t, ) [—gtcﬁ(t, :c)—V(bj(t,xM(t,x))}da:dt — 07Rd n(t,x) [_gtd)(t’ 2)—=V(b(t, z)p(t, z))| dudt.

Par conséquent n est solution de (1.2.10). O
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5.2 Chimiotaxie : Equations cinétiques

st z,¢) + CVaen(t,z, ) + Kn|(t,z,¢) = 0, zeR? teR, (€B
(eq. principale) n(0,z,¢) = no(z, () (5.2.4)
K(fl(t,z,¢) = [gkt,z,¢, Q) f(t,x,Q)d" — [ k(t,z, ¢, ) f(t, x, )dl!

Cette fois ci, x est la position et ( le vecteur vitesse. L’opérateur

gtn(t, z,¢) + (Vyn(t,z,() — phase de "run” : déplacement dans la direction ¢
K|[f](t,x,¢) — changement de direction avec une certaine probabilité k(t, z, ¢, (")

On note
kT = / k(t7x7</>C)d§,
B
Hypothese I k(t,z,(, (') € [k, k] C]0, o0 pour tout ¢, x,(, (.

Théoréme 5.2.1 Sous les hypotheéses I et ng € L*(R? x B) (resp. L} (R? x B)) : il existe une unique
solution n de (8.0.2) appartenant a l'espace de Banach

E:=C(Ry,L'(RY x B)) (resp. Ey :=C(Ry, L (R? x B))).

Preuve
Etape 1. L’équation de transport, a g fixé dans E (resp E. ), admet une unique solution (caractéristiques)

L In(t,x,C) + (Van(t,z,¢) + kr(t,z, On(t,z,¢) = G(t,,(), z€RY teR, (€B
(eq. principale) { ot n(0,z,¢) = no(z,()

avec G(t,z,¢) :== [z k(t,z,(,¢)g(t, x,¢')d¢ vérifiant :

(5.2.5)

t t t
n(t,z,¢) = no(x — t¢,¢)e™ Jo br(sa=Ctoyds | / G(s,x — (t — s)¢, Qe J hrlwa=CtOdugg (5.9 6)
0

Etape 2. On consideére Uopérateur S : ge* € Er (resp. Ery) + ne’ € Er (resp. Er.) avec A € R,
T>0et
Er:=C([0,T],L'(R* x B)) (resp. Er+ :=C([0,T),LL(R? x B))).

Alors, on a
S(geM) - S(Ge™) = me™,

avec m solution de (par linéarité)
{ %m(t,x,() + (Vam(t,z, ) + kr(t,z, Om(t,z,¢) = G(t,z,() — G(t,z,¢(), ze€R? teR, (e€B

m(0,z,() = 0.
(5.2.7)
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En intégrant entre 0 et T', on trouve
//|m (t,z,¢) ’\t|d:vdc+// [kr(t, z,O)—N]|m(t, z, ¢)eM|dzd¢ < kVol(B / lg(t, z, O)eM—g(t, x, O)eM|dadC.

On pose u(t) := [[ |m(t,z,()e|dzd( alors

d - -
Zu(t) + [Vol(B)k = Nu(t) < kVol(B)llge™ = 5 (esp 1)

et donc
d
dt
En intégrant entre 0 et T', on a

(u()e N <kVol(B)el M BPEA (get — GeM g resp 1, ).

kVol(B) CVol(B)—
U(T) < W(l —€ [Voi(B)k )\]T)ng)\AHE (resp E4)
par conséquent

EVOZ(B) (1- 6—[Vol(B)E—)\]T)

A. ~ A A. ~ A
”S(ge )_ S(ge )HET (resp Er 1) < [ ng —ge HET (resp Ep 4)-

Vol(B)k — Al
Ainsi, I'opérateur S vérifie, en prenant kVol(B)/[Vol(B)k — \] = 1, i.e. Vol(B)k — A = kVol(B) :
15(9™) = S@ My resp 1) < (L= e llge — G|y resp 1)
=cr<1

c’est & dire : S est contractant dans E7 (resp E7 ) espace de Banach. Il existe une unique solution n a
(point fixe de Banach [10, 20])
S(ne™) = ne

et donc n est solution, unique, de

{ n(t,z, () + (Van(t,z,¢) + kr(t,z, On(t,z,0) = [kt z,(,)n(t,z,()dl’, x € R, t€R, (€ B
n(0,z,¢) = no(z,()

Corollaire 5.2.2 Sous les hypothéses I et ng € L (R? x B) (resp. L1 (R? x B)) la solution n de (8.0.2)
vérifie :
1) Conservation de la masse :

//n(t,x,()dxd( = // no(z, O)dzdC, t>0
//|ntm(|dmd§<0 £>0

3) lorsque k(t,z,(, (") = 05(¢, ) /M(C) avec M > 0 et og symétrique alors

2) Contraction :

p=1 p=1
In/M 7 || poaxpy < [Ino/M 7 || praxp), Vt=>0,Vp € [1,00].
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Preuve
Point 1 et 2. Direct, il suffit d’intégrer (resp. xsigne(n) et intégrer).

Point 3. On multiplie I’équation principale par %@

n(0,,¢) = no(z,() (5.2.8)
K(fl(t,z,¢) = [zk(t,z, ¢, ¢ f(txﬁdC’ Skt x, () f(t, 2, ¢)dS
1(§tMp1+cvap1)+K(txc)_o zeRY, teR, (eB

Mp =1(0,2,() = - (0,2, 0) 1 (5.2.9)
K(t,z,¢) = [5os(¢, Ot 2, Q)dC — [5os(C, )= (t, 2, ¢) 35 (t, 2, ¢)d(!

Or pour g tel que 1/p+1/¢g=1 (1.e. glp—1)=p)ona

{ (&n(t,,C) + (Von(t,z,C) + K[n](t,z,0)) x Ty =0, zcRY, teR, (eB

p—1 1 n 1 n

a(p— 1. n » , 1, n »
p(M) (t,z, ¢') + q(M)( Dit,z,¢) = p(M) (t,x,g)+§(ﬂ) (t,z,¢)

En intégrant, on trouve (en utilisant la symétrie de og)

D (% // T7p=14%dC) // /OS ¢, <d<>( )P (ta!EaC)diUdCS//(/JS(C’,C)d(’)(]&)p(t,x,g)dxdg

donc 4 [[ 2 MP —2—drd¢ < 0 et le point 3. est démontré. O
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Chapitre 6

Equations de renouvellement

Equations de transport
Théoréme 6.0.3 Sous les hypothéses
Ay, f e C*R),
As. no € C5°(R),
d d
Ay ) =n0(0), (50)0) = (5

il existe une unique solution forte de l’équation

|
ISH
8

x > 2
(eq. principale) n(t,0) = f(t), (6.0.1)
De plus, on a
— <
n(t, ) = { flt—z), @< ’; (6.0.2)
et n est aussi solution de l’équation au sens faible

// n(t, :z:)[—aatqb(t, x) — §¢(t,x)]dtda§ = / no(x)¢(0, z)dx + ft)o(t,0)dt, V¢ € C°(R?).
R2 x Ry R+
(6.0.3)

ft—z), x=<t

nolz — 1), = > 1. est solution au sens fort de (8.0.2).

1) Montrer que m(t,z) := {

2) Montrer que si n; et ny sont solutions de (8.0.2) alors n; = na (on pourra utiliser les caractéristiques
sur ny — ng).

3) Montrer que si n est solution de (8.0.2) alors n est aussi solution de I’équation (6.0.3).
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Théoréme 6.0.4 Sous les hypothéses, p €]1,00[, T > 0,

B. feL’R),
By,  mg € LP(R),

il existe une solution n € LP([0,T] x Ry )telle que

/ /R R x)[—%gb(t, ) — %qﬁ(t,x)]dtd:c _ /R o0, 2)ie + [ F060,0 Yo € O (R

(6.0.4)
De plus, on a
p-p- f(t — :ZI), X S t
n(t,x) "= { no(z —1), >t (6.0.5)
Par densité, il existe des suites (f*)ren et (nf)ren telles que szgR) 7/, nlgzgﬂ%)no et vérifiant Ay, As
—00 —00

et Az. On note ny la solution de

%nk(t,w) + %nk(t, x)=0, >0, t>0,
ni(t,0) = f*(t),
ng(0,2) = nlg(x)

1) Montrer que la suite (ny)x vérifie pour tout k,7 € Net T' < oo :

/ / g — 1 P(t, 2)dtde < T / £~ P (u)du + / 0k — nd|P(v)dv).
[0,T] xR R R

2) En déduire que pour tout 7" > 0, (ng)r converge dans LP([0,T] x R.) et que la limite n est solution
de I’équation faible (6.0.4) et vérifie (6.0.5).
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=1,a€]0,00[,b>0,C Ry :

Théoréme 6.0.5 Sous les hypothéses p € [1, 00|, % + % =
Bi. [e€C'R), [f(@)<ale|+b, VreR, |f(z)-f)|<Clz—yl, YryeR
By, ng € LP(R),
Bs. Be LYR), B>0,
il existe une solution (au sens faible) n € LP([0,T] x Ry) de
%n(tjm)—f—%n( x)=0, x>0, t>0,
n(t,0) = f(Jg, By)n(t,y)dy), (6.0.6)
n(0,2) = no(a).
vérifiant p.p.
_ [ [z, By)n(t —z,y)dy), x <t
(t,x) = { n0($ 1. x>t (6.0.7)
et g(t) == f fR n(t,y)dy), t >0, vérifie
o) = £( / (Ba, )t — gt + [B(:v)no(x—t)dx>, (6.0.8)
R+ t,OO
avec Xr, (y) =1 siy > 0 et 0 sinon. De plus, on a
1 Joxms ’n’p(t y)dydt < Co.
T < = s 6.0.9
([, By { S 11U, Blun(t.)dy) vt < Cy (609)
! [2pT2bP+T / |n0|p(v)dv] et Oy = 2p<Tb”+af”( / Bq(y)dy)p/qu).
R Ry

Ch =
T T T Tar(f, Bi(y)dy)la
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1) Montrer que sous les hypotheses B; et Bs on a

mer0.1xk) = [ ([ By < (rvsa ([ By [[ 0w yi)

mi,ma € Lp<[O,T] X R+) -

L Bwmenas([ Bwmandra<or [ sy [[ - memp g

Ry Ry

2) Soit T lapplication qui & la fonction m associe n solution faible de

) () =0, xz& t >0,
f f B(y)m(t,y)dy), (6.0.10)
n(O, x) =ng (x)

1
Cr( fR Ba(y dy)p/q
contractante de Lp([O T] x R4 ) dans LP([0,T] x R4).

Lorsque T' < montrer que sous les hypotheses By, Bo et By, T est une application

3) En déduire l'existence de solutions de (6.0.6) sous les hypotheses By, B2 et Bs et vérifiant (6.0.7).
4) Montrer que g(t) := f fR n(t,y)dy), t >0, vérifie 'équation (6.0.8).

5) Montrer que (6.0.9) est vérifié.
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Généraliser le résultat pour V € LY(R), R € LP(Ry) et (fx)r C LP(R4) une suite convergeant faible
* dans LP(R) avec %—I—% =1 (avec p €]1,00[) : Soit V € L?(R), R € L*(R) et (fix)r C L?(Ry) une suite
convergeant faible * dans L?(Ry). On construit la suite hy pour k € N de terme général

muw—é V(t - ) fu(w)de + R(t)

a) Montrer que la suite (hy), converge presque partout.
b) Montrer que pour presque tout ¢ € Ry, |hg|(t) < || fell 2|V L2 + [R(E)].

¢) Montrer que la suite (hg)g converge au sens des distributions.

Théoréme 6.0.6 Sous les hypothéses p € [1, 00|, % + % =1,a€]0,00[,b>0 :

Ci.  feC'®), |f(x) <alz|+b, VzeR
Cs. nog € LP<R), C3. Be Lq(R), B >0.

il existe une solution (au sens faible) n € LP([0,T] x R) de

%n(t,x) + %n(t,x) =0, =z
n(t,0) = f(f, By)n(t
n(0,z) = no(x).

>0, t=>0,
,y)dy), (6.0.11)

vérifiant p.p.

n(t.7) = { fJg, Byn(t —z,y)dy), x<t (6.0.12)

no(z —t), x>t.
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Par densité, on a I'existence de suites (f*)zen telle que fk $ f et vérifiant By, Bs et Bs.
1) Montrer que nj solution de

nk(t,0) fR ,y)dy), (6.0.13)
ng (0, :1:) = no( )

%nk(t x) + axnk(t x) = O x > 0, t>0,

et

gr(t) = *( | Bn(ty)dy), 20

vérifient :

awlt) = ([ (Bxa )0 - autarn + [

avec Xg, (y) = 1 si y > 0 et 0 sinon, et pour

B(x)ng(z — t)d:v), (6.0.14)

700[

T<

1 __ | Homxe, Inl?(t y)dydt < Do. (6.0.15)
)dy)P/a

a? ([, By Jiory 1ok (@) |Pdt < Dy
avec Dy et D1 des constantes positives indépendantes de k.

2) Montrer que 1’on peut extraire une sous-suite telle que

nj, —  n, faible x LP([0,T] x R}) et gj, j* g, faible = LP([0,T]).

kn—)oo

3) En utilisant (6.0.14), montrer que g;, converge presque partout (en fait partout) vers g solution de

G(t) = f(/ (BXg, )(t — 2)g(x)da + / Bla)ng(x — t)de). (6.0.16)
Ry [t,OO[
4) En utilisant (6.0.7), montrer que nj, converge presque partout vers i et
_ | oglt—x), x<t
n(t,z) = { nolw — 1), x>t (6.0.17)
5) En combinant 3) et 4), montrer que g(t ( fR x)n(t x)dx) et 7 est solution faible de I’équation

(6.0.11) et solution (6.0.12).



Chapitre 7

Chimiotaxie : Equation Keller Segel en
dimension 2 : [2]

45



46 CHAPITRE 7. CHIMIOTAXIE : EQUATION KELLER SEGEL EN DIMENSION 2 : [?]

7.1 Préambule : Equation de transport avec diffusion
Dn(t,z)+ VIt a)n(t,z) = An(t,z), zeR2 teR
(eq. TD){ o 0.2) = mele) (7.1.1)
avec f € L>([0,7T] x R?).

Théoréme 7.1.1 Sous les hypothéses f € L>([0,T] x R?) et ng € L*(R?), il existe n solution de (8.0.3)
telle que pour tout T > 0

neWr = {ue (0,TLV) : g e L(0,T5V))

avec
V ={we H'R? : («®+ ) ?%w e L*(R?)}

telle que i : V < L*(R?) est compacte et V' le dual topologique de V.

Preuve
Etape 1 Construction.

Lorsque h est réguliere, les solutions de (la chaleur non-linéaire)

0 2
sin(t,x) — An(t,x) = Vh(t,z), zeR? teR
(eq. chaleur) { n(0,2) = no(z) (7.1.2)

sont données par (voir [9])

n(t,x) = G(.,t) *ng + /Ot [G(.,t —s)*Vh(.,s)|ds i G(.,t) xng — /Ot [h(.,s) * VG(.,t—s)|ds,

22 4y?
avec G(.,t) 1= ;e

Lorsque f est réguliere, on construit la suite (ng)g

%nk+1(t, z) + VIt x)ng(t,z) = Anpp1(t,z), z€R% teR

n11(0,) = no(a) (7.13)

(eq. TD suite) {

donc

ne+1(t,.) = G(.,t) xng +/0 [(nkf)(, s)* VG(.,t —s)|ds.

On

J[ 1ty =t )iz < | t [ 1= )0 < 96t - )lds

t
< ||f|oo/0 IVG(,t = )l 1l (ne = ne—1)(s, )l o1
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1 12+y2
or VG(.,t) = —g-pe” % (z,y) donc

1 _ 2 1 o0 2 ch.var 1 o0 a2 1
VG(.,t)|dzd _// r2e " /A drdl = / r2e " Mg 2T [ (V) ute  du = ——.
[[ w6 oty = o, . = = e o

Par conséquent, on trouve

t
1
n t,x,y)—ne(t,z,y)|dedy < ||flleo sup ||(ng—n 1/ <V flloo sup nE—mn 1,
/ k1 (t, 2, y) = (t, @, )| 11 it ]H( k—nk—1)(s, )|l SVt tlL.f1] Sap, [(ne—ni—1)(s, )L

et donc

g1 (t, 2, y) — nk(t, 2, 9) | oo 0.1y @2)) < VEIFlloollne(t, 2, y) — np—1(t, 2, 9) || 2o (0,101 (R2)).

implique que pour T' < 5, la suite ny, est de Cauchy dans L>([0,7"); L'(R?)) donc convergente vers n
171
et ~

/0 |((nk = n)f) (., 8) * VG(., t = s)|ds < ||ng(t, z,y) — nt, x,y)HLoo([O’T];Ll(RQ)) —n—soo 0
donc n est solution de
t
n(t,.) = G(.,t) *ng +/ [(nf)(, s)* VG(.,t — s)|ds.
0
donc, au sens faible, de (8.0.3) pour ¢ € [0,7}]. On itere la méthode,

{ %m(t,x) — Am(t,z) = -Vmf(t,x), z€R? tcR

m(Tl, x) = n(Th 1-) (714)

et on obtient une solution sur [T, 27}]... donc une solution sur [0,277] de (8.0.3) . En itérant un certain
nombre de fois, on contruit une solution sur tout intervalle [0, 7] avec T' < oco.

Etape 2 Bornes a priori
On note, en intégrant (8.0.3) sur tout I’espace que

// txyd:ndy—//noxydxdy =myg, Vt=>0.

En multipliant (8.0.3) par n, en intégrant et en intégrant par partie, on trouve

d

G [ nteowiazay =<2 [[ (90t a)Pdzdy+ 2 [ [ Ontt,o) nito) st sy, 20
En notant que 0 < (a — b/2)% < a® 4+ b>/4 — ab

n(t, x, t,x,
//A|vn(t,x,y)|-| ( y)Af( D, dy < || f]lo )\2/ IVn(t, z,y)| dxdy+4)\2/ In(t, z, y)|2dzdy),

on trouve

& [ ntarasay < 24220510 [ [ 190000 Pasay+ L [t o Pasay, o> 0
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Pour A = 1//||f|, on trouve

d 2
(ﬁ//n(t,x,y)%dy < Hf2”°° // n(t, z,y)[*dzdy, t>0

Donc par Gronwall, on a
[FiES
//n(t,x,y)2dxdy < //no(a:,y)2da:dye BT (7.1.5)

et n est bornée dans L>([0, T]; L%(R?)).

Pour A =1//3|f||s/2, on trouve

9 2
;lt//n(t,x,y)dedy < 3 // \Vn(t,z,y)|*dzdy + 3HZHOO // in(t, z,y)|>dxdy, t >0,
/ / IVn(t, z,y)|*dedy < = //no z,y)*dady + - //no z,y) dxdye”fg""T, T >0, (7.1.6)

et Vn(t,z,y) est bornée dans L?([0, T] x R?) donc n est bornée dans L2([0, T]; H*(R?)).

donc

En multipliant (8.0.3) par x? + 42, en intégrant et en intégrant par partie, on trouve (2IPP+1IPP)

G [ nten @+ Pyizay =1 [ [ nogysdy + 2 [ [ no)@n) - 1o g)dody, ¢ 0

et donc

i//n(t,m,y)(w%ry?)dfﬁdy < 4//n(t,x,y)dwdy+2||f||oo//n(t,fv,y)\/:v2+y2dwdy, t>0

or par CSB

//n(t,z,y)\/mdxdy < (// n(t,x,y)dxdy)l/z(// n(t, 2, y) (@2 + y?)dady) /2

// tmydq:dy<//(01 (t:cy)dmdy+// (t, 2, 9)(22 + v2)dzdy

171120
\///nztxyda:dy\f—k// n(t,z,y)(x +y)dwdy<\an0||Lsz)e Ty

C(no,T)

// n(t,z,y)(z* 4+ y?)dzdy

et donc

% // n(t, z,y) (@ + y?)dedy < 4C(no, T) + 4w(t) + 2|| f] e v/C (no, T) + w(t)/w(t)

-~

w(t)

< C(no, T)(4 4 2[| flloo) + (4 + 2| fllcc)w(t), =0
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car

VOs?+s—s=(VCs+3s2—35)(VCs+s2+3)/(VOs+s2+5)=Cs/(VCs+s2+s5)<C, s>0

donc par Gronwall

// n(t,x,y)(x? + y?)dedy < (// no(z,y) (2 + y?)dxdy + C(ng, T))el A+217lle), (7.1.7)

De plus, pour toute fonction réguliere, ¢, en multipliant (8.0.3) par ¢ et en intégrant (et intégration par
partie), on a

// qﬁ(m)gtn(t, x)dr = // f(t,z)n(t,z)Vo(z)dr — // Vo(x)Vn(t,z)dx, teR (7.1.8)

1 ][ st gnte. oo < @1+ 0 [ [ otz + 5+ o1

Par conséquent,
T:¢— //d) —n (t,z)

est une fonctionnelle bornée uniformement

3 9 171120
T 22 o,myvry < \/ 2l flle + //no z,y 2d:lcdy)[ ( T)e =2=T].

donc

Ainsi, on a
n € Wp

et est bornée dans Wy (uniformément : ne dépend que de ng, ||f||cc et 7). Soient une suite

L°°([0,_T>]XR2)

T

n—0o0

uniformément bornée et n¥ la suite correspondante alors on peut extraire (lemme de Lions-Aubin) une
sous-suite convergente dans L2([0,T]; V).
O
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7.2 Equation KS - régularisé

Fn(t,z,y) — Anc(t,z,y) + Xdiv(n“(t, z,y)grad(c)) =0, (z,y) €R% teR
(eq. principale - reg ) (tx,y) = [[pe K(x — 2,y — y)n(t, o',y )da' dy

n(ov L, y) = no(CC, y)
(7.2.9)

avec
Ke(x,y) = K (z/e,y/€)
et définit par

VT VIR gy
Kz, y) = —/ ®(s s/ —ds
0 5 u
avec ® > 0, Supp(®) C [1,4] et fo 5)8ds = 1/27 qui par calcul vérifie
1 -
—VK (z,y) = (x7y)[$2+y2/0 ®(5)5ds],

et
AL (z,y) = (Va2 +y?).

Par conséquent, on a

1 1
0< -VK (2,9) € ———, K'(z,y) < ——log(/2® + y?),
< (z,y) o T (z,y) = = log( y°)
1 1
1 - 1 —
— AK (z,y)(sur Va2 +y2 >4 = gm) >0, // —AK (z,y)dzdy =1 (7.2.10)
donc 1 1
0 < —-VKY(z,y) < < 5
2emy [(2)2 + (¥)2

Théoreme 7.2.1 Pour tout € > 0, sous les hypothéses
no € LL(R?, (14 2% + y*)dzdy,R), nglog(ng) € L' (R?, dady, R),
alors pour tout T > 0, il existe n° € L%([0,T], HY(R?)) N C([0, T]; L*(R?)) solution de (7.2.9).

Preuve
Existence : On construit 'opérateur

T :n € L*([0,T], L*(R?)) — @¢ € L*([0, T, L*(R?))

de la maniere suivante :

n® = Vet = VK xn
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Vet = fo = XVe min(1, C/|| Ve oo o,r)xr2y) € L([0,T] x R?)

fC — nt
solution de 1’équation (8.0.3), en notant que |fc| < CX,
2ic(t,x) + Vot )i (t,z) = Arc(t,z), ze€R? teR
ﬁ€(07 l’) = ’I’Lo(i’)
et donc par (7.1.5), on a
IT() 22 < Tlinoll 2e! ™7

On note que (voir Th. 7.1.1)
T : Wr c L*([0,T), L*(R?)) s Wy

Soit n€ et ny alors

275 (t,x) + VLt 2)Rs(t z) = AR§(t, @), ,
Shs(t, ) + VA(t2)ns(t x) = Ans(t,z), z€R? teR
n5(0, ) = n{(0,7) = no(x)

et donc et posant m = (7§ (t,z) — n5(t,z)), on a

{ %m + Vfé(t, x)m — V(f% — fé)ﬁg(t, )
m(0,z) =0,

un calcul similaire & (7.1.5), permet d’obtenir pour ¢ € [0, T

d A2 5
& [ mtew vy < Mel= \m(t,x,mr?dxdw\/ [[ st st~ soleasdy [ [ (9me. . pasdy

sl m(t,m,y>2e—<cx>2t/2dxdyge—<cx>2t/2\/ [[ sttt ~ s2oldsdy [ [ 19me, .0 dsdy

or par (7.1.6)
X 2
5 96(02) ) //no(a:,y)Qda:dy, T >0, (7.2.11)

T
/ / |Vn(t, x,y)\dedydt <(=+-
) 2 "1

donc

T
m(T,x,y)%e” rdy < ns(t, x,y — xdy Vm(t, z,y)|*dzdydt,
2e=(OX)*T/2 4. 3 £ — 12))2dzd 2dgdyd
0

De plus, on note que
|VC€| — ‘VICE *ne| < ffno(ac,y)d:cdy
- 27e
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S no(z,y)dady
2me

donc pour C > ,on a

f& = [& = XV * (n§ (¢, x) — n5(t, ©))
et

T
m(T,x,y 26_(CX)2T/2da:dy < n$(t, z, y)XVKE * (n§(t, ) — nS(t, x))|>dzdy Vm(t,z,y)|2dzdydt,
2 1 2
0

par CSB,

//mey —(0X)? T/zdxdy<

T
¢/ /r@uwwwvm*mﬂmw—@uw»mmwﬁ¢/ [[19mtt.z. sy,
0 0

J[mi@a gy @ T2y <

\/ / / / |75 (¢, 2, y) XV * (nS (¢, 2) — ns(t, :r))dedydt\/ (= 9 Xy ) / / no(x, y)2dzdy,

Or, on a en utilisant (7.1.7) et CSB, R? = B(0, M) U cB(0, M) avec M > 0

|V x (nf(t,z) — )| < 26//|n1 (t,z) — n5(t, z)|dx

1
> 2 [Hnl — || 2 VT M2 + 72 // no(z,y) (2 + y?)dady + C(ng, T))el 4+27lle)]

en prenant M = 1/||n{ — n§|]1L/23, on a
VK % (nf (¢, 2) = n§(t,2)))| < Cts(no, T, X, €)l|ng — n|[75’
donc d’une part
4/3
sup [|T(n]) — (n2)||L2 (R2) < Cts(no, T, X \// [ng — ”2||L/2(R2 (7.2.12)
0<t<T

et d’autre part

4/3
T (n7) — (nQ)”L2(OT]><]R2) < TCts(no, T, X \// Ing — nQHL/Q ]R2

par Holder 1/(3/2)+1/3 =1

€ €\1(12 1/6 4 € €112 1/3
1T (n%) = T2 (0,11xR2) < TCts(no, T, X)T ( A [ng — n2HL2(R2)dt)

< T76Cts(ng, T, X)||n§ — (7.2.13)

”ZHL? ([0,T]xR2)"
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Par conséquent T : L2([0, 7] x R?) — L%([0, T] x R?) est continue, L%([0, 7] x R?) est un espace de Banach
et T(Wr) est un compact de L2([0, 7] x R?) donc par le théoreme de point fixe de Schauder [12, 20, 10] : il
existe un point fixe, i.e. solution de (7.2.9) dans Wy (I'unicité est claire a partir de (7.2.13)). La continuité
se déduit de (7.2.12). O
Bornes a priori sur n¢ : On a [[ n‘dzdy = [[ nodzdy = my, et par IPP,

C;i//(x2+2/2)nﬁ(t,x7y)dxdy = 4mo+2X // //(x,y)nﬁ(t,x,y)ne(t, 2y \VK (z -2, y—y)da'dy dzdy

et par symétrie

? / / / / (z,y)n(t, z,y)n(t, 2,y )\VK (& — 2,y — y/)da' dy
= // //(95 — xuy — y/)nﬁ(t,x,y)ne(t’ $/,y/)V/C€(1‘ - :C/,y B y/)dxldy/dxdy

donc

d
— //(ﬂc2 et 2, y)dady < dmy — — // // n(t, x,y)n(t, ',y )dz'dy' dxdy < 4mg
dt 27T $2+y224

par conséquent

//(gﬂ bt 2,y dady < A(mo + 1 + //(:c2 + P nolt, e y)dady)(1+ 1) = K(1+1).  (7.2.14)

Bornes a priori sur n¢log(n¢) : Par calcul

;t// n¢ log(nG)dmdy £r //V /nedxdy—i—X/ VnVcdrdy
/ / ccdudy "B X / Ve + = / (V) 2dad
dat2 v= Y

Xf [ ce(tz,y) S ne(tx,y)dedy

d
/// Kz —a',y —y')n n(t,z,y) on n(t, x',y")dedydz'dy’

aussi égal a £+ ffc (t,z,y) dtn‘(t z,y)dzdy

// n®log(n‘) — —n “ldzdy = //V )2 /ncdxdy + 2X // VnVe — X2/ (Vo) dady
jt//[ne log(n®) — gnece]dxdy - _ // né [V(nE)Q/(n€)2 + QXV—RVCE _ XQ(VCG)Q]d:L’dy

/ / V(log(n)) — X(Vc)2dzdy (7.2.15)
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Or, par (7.2.9), on a

5 [ [inecrdsdy =~ [[ [ [namt @ os(v/Ge =2+ (= o P)dodyda’dy
donc

/ / [0 log(n) — ‘e Jddy = (1 0) / / n€ log (n)dady
+ 9 //n log(n®)dzdy + 7>i0 // // né(x, y)n(z',y) log(v/(x — /)2 + (y — y’)2)d:cdydx’dy’>

donne par le lemme 9.1.5

qul lorsque a0 — W

/ / [0 log(n) — ‘e ddy = (1 0) / / n€ log(n)dady
+9(// n®log(n)dzdy + Iii ne(x?y)da:dy // // né(z,y)n(z',y) log(v/(x — ') + (y — y’)Q)da:dydx’dy’)

> 1 ne (o ne)— (1ot ) =11 o (1ot o)~ (1102 )

/ / [ log(nf) — gnece]d:vdy —(1-0) / / n® log (n®)dady
+9(// nlog(n®)dzdy + T ne(ajy)dwdy // // né(z,y)n(z,y') log(\/(x — /)2 + (y — y’)z)da:dyda:’dy'>.

> 1 n (og( [ n)~ (11057 ) = mo 108 n0) (1 +108(r) )

Le terme [[[nlog(n€) — >2<n€c€]d:rdy est décroissant, donc

//[ne log(n) — gn Jdady(t) // n€log(n) — —n Jdady(0)

S no(=z,y)dzdyX
81

et lorsque <1,0n a

// € log(n)dady < [fInlog(n€) — Xncdudy(t = 0) — LLrolededsX rpp (log [ n0) — (1+ log(x )))
n-1og Tady < '

1— S no(z,y)dzdyX
81
(7.2.16)

On note que, en utilisant la borne (7.2.14), que

// n®log(n®)dxdy > // ne log(l/e_(x2+y2)/(1+t))d:ndy - K+ // n¢log(n®)dzxdy
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1
m(1+t)

// nlog(n®)dxdy > // nlog(1/g(t, z,y))dxdy — (log(m(1 4 t))) // nodzdy — K + // n¢log(n®)dxdy

// nlog(n®)dxdy > // nlog(n®/g(t,z,y))dzdy — (log(m(1+1t))) // nodzdy — K

// n log(n€)dzdy > // g(t,”;y) log(g(t’n;’y))g(t,x,y)dxdy— (log( (1 +t)))//n0dxdy -
2 / / nodady log( / / nodady) — (log(x(1+ 1)) / / nodady — K (7.2.17)

Jensen

qui en posant g(t,x,y) = e~ (@ +y?)/(1+t)

(on note que [[ g(t,z,y)dzdy = 1 pour tout t)

On note que

// n¢| log(n)|dzdy = // n’ log(ne)dxdy// n¢log(n®)dxdy < // ne log(ne)dmdy// n¢log(n®)dxdy
ne<l ne<l ne<l

et que
€ 1 1‘2 2 €
[ mtost [[ v < [ e on( ) e ey = [ nflog(— " oy
ne<l 1 L-= =2 ne<l L == o
Jensen 27 27
2 2
+ 1
- // (log(n) + z 5 L. Q—)d:t:dy
ne<l1
donc

// n¢| log(n®)|dzdy < sup // n¢log(n®)dxdy + | // n¢log(n®)dxdy|
[0,7] ne<l

1
< Cst(no. T) + mollog(mo)| + 5 —mo + m® /2 = Cst(mo,m{?, T, / / nolog(ng)) (7.2.18)

Bornes a priori sur v/n¢|Vlog(n®) — XVe| : On a

/ // V (log(n®))—X(Vc)2dadyds < //[nE log(Tf)—;Cnece]da;dy(O)—//[n6 log(ne)—gn%e}d:ﬂdy(t)
// V(log(n)) — X(V )P dedy = (1-10) // n¢log(n®)dxdy

>(1-0)([[ nodzdy log( [ nodzdy)—(log(w(1+t))) [[ nodzdy—K)

+0<// n¢log(n®)dxdy + i ne(afy)dxdy // // né(z,y)n(z,y) log(\/(x — /)2 + (y — y/)Q)dxdydwldy/).
> ne (1081 )~ 1-108(m) ) =15 no g mo) (110t )
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Pa conséquent, on a

/ // V(log(n€)) —X(Vc)?dxdyds < //[nﬂog(nﬁ)—;nfcf]dxdy(o)Jrcst(//no,t, //(w2+y2)no)

et donc
IV 0g(0) 2oz < st [ [0, [ [ notogoo). 7. [ +i2m0)  (7:229)

Bornes a priori sur Vy/n¢ : Par calcul

cclit// n¢ log(ne)dxdy £r //V )2 /nfdxdy — X// n‘Ac‘drdy
//V )2 /ndady = 4//V )2dady
//n log(n€)dzdy = —4 //V )dxdy + X// *n®))dzdy

// n®))dzxdy = // ne(—A(/CE*ne))dxdy—}—// ne(—A(lCe*nE)—ne)dxdy+// |n‘|*dzdy
ne<kK ne>K ne>K

Clairement, on a, (en utilisant fubinni tonnelli)

A= // n(—A(K xn))dzxdy < K// edxdy/ (—AK (2!, y))dz'dy = Km.
ne<K

Par la proposition 9.1.7. Lorsque, on a pour tout ¢ € [2, 00|,

4 2—4
11 0g2) < Coqll-I oty V-1 2ty

Par conséquent, pour ¢ = 4

// (Vne)tdady < C3 4 // |Vne|2dxdy // |VVne|*dzdy
ne>K ne>K ne>K

avec pour K > 1:

I \V\/ne\Qd:Edy Cst(no, T)[[VVne[|7, (R2)
C = // nPdzdy < 24 // n¢log(n®)dzdy <

Par CSB, on a

//nEZK(ne)S/dedy < \///nEZK(\/E)?dmdy\///nEZK(\/,,;)ALdmy < \/WTOCSt/(noyf(z!(VK\;EHB(R%

En utilisant (7.2.10) et changement de variable affine, le second terme devient

// n(—A(Kn®)—n®)dzdy = // ne //[ng(m—ex’,y—ey’,t)—ne(x,y,t)](—AlCl(ac',y'))dw’dy'dwdy
ne>K ne>K
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// n(—A(K%n®)—n°)dzdy = // // [Vne(x —ex!,y — ey, t)—/n(z,y, t)]\/ (—AK1 (2, )
ne>K ne>K
\/nezc—e:c,y—ey,t —\/n6 (z,y,t —|—2\/n (z,y,t \/—AlCl L)) dx' dy dxdy

et CSB nous donne (en se servant de (a + 2b)? < 2a? + 8b?)

//ne>K n(=A(K*n ) —n)dzdy < //>K ne\// [Vn(z — ex!,y — ey, 1) — /n(z, y, )]2(—AK (2, i) )da! dy

/ [Vné(z —ex!,y — ey, t) — /n(z,y,t) + 2¢/n(z, y, 1)]? (—AK (2, ') )da' dy dxdy

§2<\/n€ (z—ex! y—ey’ t)— \/ne(x,y t)) +8nc(x,y,t)

De plus par I'inégalité de Poincaré 9.1.4, on a,

// n(—A(K*n)—n)dzdy < C||<I>Hcl>é2HV\/T?HL2 // nE\/2\|V\/7?H%2+\/32n6(x,y,t)dxdy,
ne>K ne>K

// ne (= A(KSnE)—n)dady < C||B|[ L2V vre]l 2 // 0\ 20| Ve |2, +/320 (e, g, F)ddy
ne>K ne>K

et

// n(—A(K® *n®) — n)dzdy
ne>K
< OV Ve 2 / /

ne>K

n‘drdyv/2||Vvne| 12 + V32 / / n)3 2 dady)

ne>K

Cst’(no,T)||V\/n€|| 22
3 2 L=(R%)
Or fan>K 12dxdy < Tog () donc on a

Cst'(ng, T)||Vvne
- // (A 1) — e )dady < oz IV e
ne>K log( )

Finalement, on trouve

mo

. dod C’onstante(no,T)||V\/T?H%2(R2) K
€ _ € € <
[ v sy < log(K) ’

et

d . . Constante(ng, T)X — 12
dt//n log(n®)dzdy < [-4 + Tog (K} ]||V\/7T||L2(R2) + XKmyg

Constante(ng,T)X ] ~0

et pour K assez grand, i.e. [—4 + Tog (K)

T T
HV\/T#”%}([O’T]XRQ) :/ HV\/n&H%g(Rg)dt < X (XKm0+Cst(mo,m(()2),T, //no log(ng))>
0

[_4 Constante(ng, T
log(K)
(7.2.20)
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Bornes a priori sur n°Ac, dans L! : On a, par conséquent, (calcul précédent en notant que ® > 0)

I (el < Constante(n ) —— oty (Vo Csttmo, 2.7, [ [ notogno))
e (7.2.21)
Bornes a priori sur n¢ dans L? : Par GNS et (7.2.22), on a
//(\/7?)4dxdy < 02274/ |Vne|2dxdy / IVVne | dady
N —
o < -— Comt%;;;o e <XKm0+CSt(mo,m§f),T, [f no log(no)))

donc

Hn6”%2([0,T]xR2) < 02274m0T[_4+ Consjt;mt(e[(g;o,T)X] (XKmo + Cst(mo,m(()g),T, // no log(no))) (7.2.22)

og

Bornes a priori sur v/n¢Vc, dans L? : On se souvient que

73 // “ccdxdy &P —// VnEVceda:dy—i—X/ n¢ (Vo) dady &P // ncActdrdy+X // n® (Vo) dzdy

donc

T
X/ / n® (Vo) dadydt < [n(=Ace))ll L1 jo,mxr2) — // c“dxdy(t) ;//necedmdy(O)}
0

qui par décroissance de ’energie donne

/ / (V)2 dadydt < ||n(— Ace))ll L (jo,mxr2) — // ‘| log(n®)|dzdy(t) — — // no log(ng)dzdy]

et finalement

€ 1 € 2 € €
IVneve IL2([0,11xR2) < QHn (=Ace))ll Lo, xr2) + ?Hn | 10g(n)[l| Loo(j0.17,21 (R2) (7.2.23)
Bornes a priori sur n°Ve, dans L' : Par CSB, on a

In Vel L o2y < TmollVneVe|| 2o xre) (7.2.24)

Bornes a priori sur Vn, dans L! : Par CSB, on a
IVl o, rxr2) < moT' (V0| L2017 xR2) (7.2.25)
Bornes a priori sur n. dans L? : Par GNS, on a pour ¢ > 1,

12N a0, 7 x2) < CGNsmoTHV\FHL2 ([0,T] xR2) (7.2.26)
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7.3 Equation KS

(It z,y) — An(t, z,y) + div(Xn(t,,y)grad(c)) =0, (z,y) €R?, teR
-
(eq. principale) otz y) = —o [[ae ( |‘z B ;U,|| > n(t, o',y )dx'dy’
( n(0,2,y) = no(z,y) € L=(R?) N LL(R?).

(7.3.27)
On note que
Ac=—n

Théoréme 7.3.1 On suppose ng € LY (R?, (1 + 22 + y*)dzdy, R) et nglog(ng) € L' (R?, dz,R).
1) Si [[ nodzdy < 8/X, on a existence globale d’une solution faible n & (8.0.4) telle que

(1422 + % + | log(n)|)n € L=([0,T], L' (R?)), VT >0,

//R n(t, 7, y)(22 + ) dedy = //R no(x, y) (@ + y?)dady + 4// nodady(1 - ffnod””dy)t, £ 0.

81 /X
2) De plus, on a

T
/ // n|V(log(n) — xVel>dedydt < co, VT >0,
0 R2

et n € L>®(]e, T[, LP(R?)) pour tout e >0, T > € et p €]1,00] et

F[n(T,.,.)] := //R2 nlog(n)dxdy — ;C//RQ nedzdy < Flng| — /OT //]R2 n|V (log(n) — xVe|>dzdydt.

3) Si [[ nodzdy > 8m/X alors il existe un temps mazimal d’existence T* < oo de la solution faible L.
Au dela, elle se singularise.
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7.4 Existence en masse sous-critique

Par (7.2.26), la suite (n¢)e>0 est bornée L? (¢ > 1) donc, on peut en extraire une sous suite faiblement
convergente vers n dans les L? (¢ > 1). De plus, par (7.2.14), (7.2.22) et (7.2.22) et par la proposition
4.4.4 1. injection compacte : la suite (y/7c)e>0 est dans un compact fort L"([0,7T] x Compact) (r > 1)
donc (ne)eso est dans un compact fort L([0,7] x Compact) (¢ > 2) on peut en extraire une sous suite
convergente fortement vers n. De plus, par construction de Xy,

Ve, — Ve = // (x—a y Y) ( e(xl’y/) . ﬁ(ml,y/))dxldy/

(x—a')> + (y —y')?

(:C—x’,y—y') 1 (ﬂf—x/,y—y/) €r -t INg ]
+ //(‘xx’)2+(yy’)2<462 (GVKl € + 2w ($ _ x/)Z + (y _ y/)2) n ($ Y )d:IZ dy

~~

< 1
~2my/(w—a")2+(y—y')2

en notant que

1
€ LY(B(0,M)), qell,2
S € LBO.M), el
et 1
€ LY°B(0,M)), q€]2,00]
()% + (y)?
on a
|Vce — Vel =PP 0 et |Ve.— Ve <Cst
donc

/
nVe, =P nVve
et de méme par continuité dans D’ de la dérivation

8 Dla
FTa T

An =P A
div(Xn‘Veo) =P div(XaVe)

et donc 7 est solution de (8.0.4) au sens des distributions.
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7.5 Explosion en masse sur-critique

Lemme 7.5.1 Supposons qu’il eziste des solutions faibles n € L>([0,T], L} (R?)) de KS vérifiant

// n(t,x,y)o xydxdy—// (t,z,y)Ap(t, z,y)dxdy
R2

r—x
[Vo(z,y) - W(z,y)].(y_y)
t t, 2y )dzdyds'dy’, ¥Vt € R D(R?
//R?><R2 Py —T n(t,z, y)n(t,x',y ) drdydz'dy’, vt € R, V¢ € D(R?),

(7.5.28)

avec la trace sur le bord t =0 : yo(n(t,.)) = no(.) > 0 tel que

//2(1 + 2% + y*)no(z, y)dady < oo,
R

// n(t,r,y)drdy = // no(z,y)dzdy = mo, Vt € [0,T],

R2 R2

// (2% + y*)n(t, z,y)dedy = // (2% + yH)no(z, y)dzdy + 4mo(1 — W;—er)t, Vit € [0,T].
R2 R2

Par conséquent, lorsque mo > 87/ il n'existe pas de solution L*°([0,T), L*(R?)) pour

ffRQ 22 4+ y*)ng(z, y)drdy

alors

T -
. dmo("2X — 1)
Preuve On pose ) )
brle,y) = v (),
avec
1, ze[-1/2,1/2],
P(z)=4 0, z€]—o0,—1]UJL, 00|
C>(R)
alors 2y 2
! 20" (57-)
coin-(EEE) 52
et

, x—x
Vor(a,y) = Vor(' ) < oy )
[z — 2>+ |y — o/
/1 (v — &) &0r+ (y — ¥ Err
0 (x —2)? + (y —y')?
12(z = 2)(y — ) 525, R
A e

(sz+ (1 —s)x’,y+ (1 —s)y)ds

(sz+ (1 —s)a',y+ (1 —s)y')ds
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4(2?% +y?)

x2+y2 4 x2+y2
R2 ) R4

Adr(a,y) = v'(F) 5+

donc tant que n € L>([0,T], L' (R?))

J [, it alidonte it pldndy < 101w+ 1671 [[ | inttz.ldady = 0

/ / [Vota.v) - Vola'.v)]. < v - ) n(t, 2, 9) [t o', ) dadyda’ dy
R2 xR2 y—y
< e (19loe+ 10" 1) [ ||t ldodn? = o,

Par conséquent tant que n € L>([0, T], L*(R?)),

// n(t,z,y)dzdy = // no(x,y)dedy = mo, Vt e [0,T].
R2 R2

On pose
22 4 g2
On(e,y) = (@ +y? (),
avec
1, zel[-1/2,1/2],
P(z) =4 0, z€]—o0,—1JUJL, 00
C>(R)
alors )
@@%(% Y) = 20Rr(2,Y) + Xa2442>r2/240(1),
2
67y2¢R(33a y) = 2¢R($7y) + Xx2+y22R2/4O(1)7
82
8x6y¢R($’y) = Xa2442>r2/40(1),
et

Vor(z,y) — V¢R(x’,y’)}- < qu:;’ )

z — 2P+ |y —y'?
o Eetn+ (g — L
- /0 (z —2')? + (y —y')?
N /1 2a —2')(y —¥) 325 0r
o (—2)P+y—-y)?
— R0 2 et dominée par une constante ind. de R : C(1+ ||t ||oo + [|2"]|00)

(sz+ (1 —s)x’,y+ (1 —s)y)ds

(sz+ (1 —s)2’,y+ (1 —s)y)ds
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Adr(z,y) = 40R(Z, Y)+X (224425 R2/40(1) =R 00 4 et dominée par une constante ind. de R : C(1+[|[¢)] oo +][0" ] o0)-

Par conséquent tant que n € L>([0, T], L*(R?)), et par convergence dominée

mo

i//RZ(a:Q—G-yQ)n(t,w,y)dxdy = 4//1@2 n(t,%y)dmdy—;;_(//RQ n(t, z,y)dzdy)* = 4m0(1—(8%)), vt € [0, 7).

et en intégrant par rapport au temps
// (2% + yH)n(t, z,y)dedy = // (2% + yH)no(z, y)dzdy + tdmo(1 — (T;ro))
R2 R2 s
X

Par conséquent pour T’ > t* on doit avoir [[p.(2? +y*)n(t, z,y)dady = 0 et [[po n(t, z,y)dady = mg > 0
(masse de dirac), ce qui est impossible. O
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Chapitre 8

Exercices

8.1 BE1
Exercice 1 : Soit E un espace normé, F' un espace de Banach et
¢:D— F
linéaire, avec D C F dense dans F, telle que
d
wp Lo@le _

dep, dz0 ||d||E

Montrer qu’il existe une unique application linéaire continue de £ dans F' prolongeant ¢ sur E.

Exercice 2 : Soit T, : ¢ € C([0,1]) — fyl ¢(s)ds € R et 7 la moins fine topologie rendant conti-
nue les applications (7y)ye(0,1]-

a) Montrer que (C([0,1],7) est séparé.

b) Montrer que ¢, —l-l~ ¢ implique ¢, =" ¢.

c) Est ce que ¢, =7 ¢ implique ¢,, —=7llle ¢ ?

d) Soit G € C'(R) montrer que ¢, —7Ile ¢ implique G(¢,) ="l G(¢). Par densité, montrer que si
G est G € C°(R), le résultat reste vrai.

e) Soit G € C'(R). Est ce que ¢,, =7l ¢ implique G(¢,,) =l G(¢)?

f) Qu’est ce qui explique ces différences entre €) et d) 7

Exercice 3 :

a) Montrer que lorsque p # g, il existe g € LP(RY) mais g ¢ LI(RY

b) Montrer que si 2 est bornée : (LP(f2)), est une suite décroissante de sous ensemble de L!(12).

c¢) Montrer que I'ensemble F' = (1,51 ,,5 WP™(RN) est dense dans tout W?" avec p’ < co et m’ > 1.
d) Montrer que ¢ : x +— Xg est WH(R)

e) Montrer que ¢ : &+ 337° 0 3202 1 53 X /g /g 11 (@) (2 — /@) (p/a + 1 — x) est WH(R)
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Exercice 4 :
Les suites de fonctions suivantes convergent t’elles ?
Peut on en extraire des sous suites convergentes ?

L x ey e (@)’
o e sin(l/z)X L 1 (2).

—
~—

a) fn @ = sin(nr)Xp 2. ()
b) fn i @ sin®(n@) X[ oq) (2)
c) fn:ix noe—n’e’
d) fo 2 200D
e) fn:x %|ZL“%_1

fn

Jn

0
~—

2nm’ 21

Exercice 5 :

Soit G € CY, on construit (par morceaux) la suite (f,), continue sur [0, 1] :
fn(0) = co

fu(@) = fu(k/n) + [y, G(fa(k/n), y)dy, y €]k/n, (k+1)/n]

a) Montrer que 1”on peut extraire une sous suite convergente dans (C([0, 1], 7. )-
b) Montrer que la limite f est solution de

fy)=G(fy),y), yelo 1], f(0)=co.

¢) A t’on unicité de la solution d’une EDO lorsque G est seulement continue ?

d) Peut on étendre ce résultat pour des fonctions G ”moins régulieres” 7

e) Peut on faire la méme chose avec extraction d’une sous suite suite convergente faible * dans (C([0, 1], 7. ) ?
f) On pose

Gn+1 = Co +/0 G(gn(y),v))dy,

peut on faire le méme raisonnement que dans a) b) ?
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8.2 BE2

Transport linéaire :

0 2
L &n(t,x,y)—I—b(t,x,y)Vn(t,x,y) :07 (l’,y) €R s teR
(eq. principale) { (0, 2,1) = no(z) (8.2.1)

1) Simuler les solutions de 1’équation (8.0.1) lorsque le champs de vitesse est constant b(z,y) = (1,1).
2) Simuler les solutions de I’équation (8.0.1) lorsque le champs de vitesse :
)
)

b( ) (y,—l’

b(z,y) = (y/\/ 22 + y?, —x// 2% + y?)
b

b

Q

b

)
d

( ) (sin(10 x y), cos(20 x x)))

o

) b(z,y) = (H(y), H(x)) avec H(z) =1 si z > 0 et 0 sinon.
3) Slmuler les solutions de 1’équation (8.0.1) lorsque le champs de vitesse b(t,z,y) = (etcos(t) —
x, etsin(t) — y).

Dans chacun des cas, est ce que les simulations sont en accord avec la théorie ?

Chimiotaxie : Equations cinétiques

st 2.y, Q) + Vi yn(t, 2,y,0) + K[n](t,z,y,() =0, (v,y) €R?, teR, (€B
(eq. principale) n(0,z,y, C) no(z,y, ()
K[fl(t.z,y,¢) = [gk(t,2,y,{, O f(t,2,y,Qd¢" — [pk(t,z,y,¢ ) f(t 2y, ¢)dd
(8.2.2)
Cette fois ci, x,y est la position et { le vecteur vitesse.

1) Simuler les solutions de 1’équation (8.0.2) lorsque k = 0.
2) Simuler les solutions de I'équation (8.0.2) lorsque B = {((4,¢y) @ 2+ Cg <1} et k =1 (dans un
premier temps sans le terme (V(, ,yn(t, ,y, () puis avec).
3) Que représentent les termes ¢V, yn(t,x,y, () et le terme K[f](t,z,y,().
4) Simuler les solutions de 'équation (8.0.2) lorsque B = {((z, ¢y) : G2+(p < 1}etk = e~ ((Cata)*+(¢y+9)%)
4) Simuler les solutions de 'équation (8.0.2) lorsque B = {((e, ¢y) : ¢Z+ ¢ < 1}
ot ko = o= (Gt +)?) o= (Ch—Ca)* (=)
A t’on (théoriquement et/ou numériquement) :

1) Conservation de la masse : [[ n(t,z,()dzd¢ = [[ no(z,{)dzd(, t>0

2) Contraction :
d
dt// n(t, z, ¢)|dzd¢ <0, t=0

3) lorsque k(t,z,(, (") = 05(¢, ") /M(C) avec M > 0 et og symétrique alors

=1 p—1
[In/M 7 || Lorixpy < Ino/M 7 || Lomaxp), Vt=0,Vp € [1,00].
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Chimiotaxie : transport avec diffusion

%n(t,w) +Vf(t,z)n(t,z) = An(t,z), zcR? tcR
(eq. TD){ 0 0.2) = o) (8.2.3)

avec f € L>([0,7T] x R?).
1) Simuler les solutions de ’équation (8.0.3) lorsque f = (0,0).
2) Simuler les solutions de I’équation (8.0.3) lorsque f = (1,1).
3) Soit (x(t),y(t)) la position d'un groupe d’humains dans R? au temps ¢ (prédéfinit) et n la densité d'un
groupe de Zombies, comment choisir f pour que les zombies chassent les humains. Créer un exemple et
simuler.

Equation KS

%n(t, x,y) — An(t, z,y) + div(Xn(t,xz,y)grad(c)) =0, (x,y) € R?, teR

Al
(eq. principale) etz y) = —o [[ae ( |‘z - §,|| > n(t,a',y")dx'dy’

n(0,2,y) = no(z,y) € L*(RY) N LL(R?).
(8.2.4)

On note que
Ac=—n

1) Simuler les solutions de I'équation (8.0.4) lorsque [[ nodzdy << 8m/X et tracer

t— // n(t, z,y)(x* + y*)drdy
R2

t // nlog(n)dxdy — X // nedxdy
R2 2 R2

2) Simuler les solutions de 'équation (8.0.4) lorsque [[ nodzdy >> 87 /X et tracer

t— // n(t, z,y) (2 + y*)dedy
R2

t // nlog(n)dzdy — X // nedxzdy
R2 2 ) Jr2

3) Qu’observe t’on?



Chapitre 9

Annexes

9.1 Inégalités classiques

Proposition 9.1.1 (Markov type) Si f € LP(R) alors

7 @)X e 1p @il < 7= SHfH s €[0,p].

Proposition 9.1.2 (Holder) On a
1 1 1
1fallr) < 1flr@)llgll o), e + ;s Do >1

et l’inégalité de Young (interpolation),

gl a2y < Cpoam 19l oo ey 9l iy 1/a = a/po+ (1 —a)/p:

donc LP(Q)NLYQ) C () L*(N)
s€[p.d]

Proposition 9.1.3 (Poincaré) On a pour p € [1, 00|
Iflhwseon < O (19100 + [ 1(5)do),

avec Q un ouvert borné et régulier de RN et o(Q) la frontic¢re de Q.

Proposition 9.1.4 (Poincaré) On a pour p € [1,00]

ds
I - /Q F&) g e < Cxpo(I1971er).

avec Q un ouvert borné, connexe et régulier de RN . De plus lorsque Q0 est convexe et de diamétre d alors

Cnpa < d/m.
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Proposition 9.1.5 [7/(Hardy-Littlewwod-Sobolev log en dim 2) On a pour f € L} (R?)

/flog dx+ffd$ //ann (y) log |z — y |dxdy>/fdx(log(/fdx)—(1+10g(7r))),

Proposition 9.1.6 [1](Jensen) On a pour f € L% (R? u(dz)) avec [ p(dx) =1 alors pour toute fonc-

tionnelle convexe :
/¢ ))dx < ¢ /f

Proposition 9.1.7 [6, 17](Glagliardo-Nirenberg-Sobolev) On a pour p < N,
I pnvo/v-m < Cnpl|V.llze  Glagliardo-Nirenberg-Sobolev RY
De plus, on a par interpolation, pour q € [p, Np/(N —p)[ (p < N),
V52 < Cnpgll-lwrs  Glagliardo-Nirenberg-Sobolev RY

lze < CNpall-NEe 1N 00— <

Ainsi, par interpolation, (p < N ),

1 6(N-— 1— . .
|- ||LT @) < CNp.qg.rll- ||Wp 1(Q) I|. ||Lq @ = ( Np P) + . Glagliardo- Nirenberg-Sobolev
Lorsque p = N, on a pour tout q € [N, o],
Il.lze < Cngll-lITn V. || < Cnygll-lwwa  Glagliardo-Nirenberg-Sobolev RY

9.2 Théoreme de points fixes classiques

Proposition 9.2.1 /20, 10/(Banach) Soit X un espace de Banach, F C X un ensemble fermé et T :
Q — Q telle que,
(contraction) ||T(z) = Tl < qllz —yll, v(z,y) e F,

avec q < 1, alors il existe un unique x* € F tel que
T(z) =z
Proposition 9.2.2 /20, 10/(Brower) Soit T : R"™ — R" telle que,

(conserve la boule : —)) sup |[T(x)| <1,

:lzfl<1
alors il existe (au moins un) z* € {x : ||z| < 1} tel que
T(z*) = 2*.

Proposition 9.2.3 [20, 10/(Brower2) Soit S un ensemble conveze fermé borné d’intérieur non vide dans
X espace de Banach et T : X — X continue,

(conserve S) T(S) C S,

alors il existe (au moins un) x* € S tel que

T(z*) = 2.
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Proposition 9.2.4 /20, 10]( Schauder) Soit S un ensemble conveze fermé borné dans X espace de
Banach et T : X — X compact sur S,

(conserve S) T(S) C S,

alors il existe (au moins un) x* € S tel que

T(z*) = z*.
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