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Exercice 1 : Soit F un espace normé, I’ un espace de Banach et
¢:D— F
linéaire, avec D C F dense dans F, telle que

wp Lo@le _

dep, dz0  ||d||E

Montrer qu’il existe une unique application linéaire continue de £ dans F' prolongeant ¢ sur E.
Exercice 2 : Soit Ty, : ¢ € C([0,1]) — fyl ¢(s)ds € R et 7 la moins fine topologie rendant continue les

applications (Ty),e(0,1-

a) Montrer que (C([0,1],7) est séparé.

b) Montrer que ¢, —"l-l= ¢ implique ¢,, =7 ¢.

c) Est ce que ¢, =7 ¢ implique ¢, =7l $?

d) Soit G € C1(R) montrer que ¢, —7Ils ¢ implique G(¢,) —"Ils G(¢). Par densité, montrer que si
G est G € C°(R), le résultat reste vrai.

e) Soit G € C'(R). Est ce que ¢, —"Ils ¢ implique G(¢y,) —"Ilec G(¢) ?

f) Qu’est ce qui explique ces différences entre €) et d) ?

Exercice 3 :

a) Montrer que lorsque p # g, il existe ¢ € LP(RY) mais g ¢ LI(RY

b) Montrer que si {2 est bornée : (LP(f2)), est une suite décroissante de sous ensemble de L'(12).

c¢) Montrer que I'ensemble F' = (1,51 ,,5 WP™(RN) est dense dans tout W?"™ avec p’ < oo et m’ > 1.
d) Montrer que ¢ :  +— Xg est WHL(R)

e) Montrer que ¢ : = > 2% 300 =Xy g p/g41)(0)V/ (@ — p/a) (p/q + 1 — x) est WH(R)

Exercice 4 :
Les suites de fonctions suivantes convergent t’elles ?
Peut on en extraire des sous suites convergentes ?

a) fn 1 = sin(nr)Xp 2. ()
b) fn @ = sin®(n@) X 2n ()

c) fnix noe—n’e’
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Exercice 5 :
Soit G € CP, on construit (par morceaux) la suite (f,), continue sur [0, 1] :

fn(0) = co
fu(@) = fulk/n) + [, G(fa(k/n),y)dy, y €lk/n, (k+1)/n]

a) Montrer que 1”on peut extraire une sous suite convergente dans (C([0, 1], 7. )-
b) Montrer que la limite f est solution de

fy)=G(fy),y), wyelo1], f(0)=co.

¢) A t’on unicité de la solution d’une EDO lorsque G est seulement continue ?
d) Peut on étendre ce résultat pour des fonctions G "moins régulieres” 7
e) Peut on faire la méme chose avec extraction d'une sous suite suite convergente faible * dans (C'([0, 1], 7y .) ?

)
f) On pose
T
gn+1 = Co +/0 G(gn(y), y))dy,

peut on faire le méme raisonnement que dans a) b) ?



