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Chapitre 1

Définitions et premieres propriétés

1.1 Définitions et bases

Soit © un ouvert de C.

Définition 1.1.1
- La fonction [ est dérivable par rapport a z en zy si et seulement si la limite

JEE) eriste dans C et on note f'(zo) cette limite.

lim, ., pemon

- La fonction f est Holomorphe sur ) si et seulement si f est dérivable par rap-
port a z sur Q : on note H(S) l’ensemble des fonctions holomorphe sur §.

Proposition 1.1.2
- H(Q) est un C espace vectoriel.

- Si f,g € H(Q) alors fg € H() et (fg) = f'g+ fg'.

- Si f € H(Q) et ne s’annule pas sur Q alors 1/f € H(Q) et (1/f) = —f'/ .
- Sig e H(Q) et feH(g(Q) alors fog € H(Q) et (fog) = ¢ flog.

- fiz— 2" est H(C) et f'(20) = nzg .

- Soit la série f(z) =Y~y anz" de rayon de convergence R > 0 alors f € H(Boule(0, R))
et f'(z) =3 0 na,z""t.

Preuve Seule la derniére propriété est non triviale (les autres sont hérités de la notion
de dérivation).
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Etape 1. Soit Ry < Ry < R, alors la série converge normalement sur la boule de
centre 0 et de rayon Ry : B(0, Ry). En effet, puisque la série converge pour z = Ry, le
terme général de la série : a, R} converge vers 0 donc la suite | a,, R} | est borné par un
réel M > 0. Par conséquent pour tout z € B(0, Ry), | anz" |<| a,Rf |< M(g—g)" qui
est le terme général d’une série convergente.

Etape 2. Soit

n__,n
ZO 4

gn(z’ ZO) f— { zZ0—=2 7 SZ z % ZO

n—1 . .
nzg -, St Z =2y

alors on a | g,(2,20) |< n(max(] z |,| 20 )" *. En effet, pour z = 2z c’est trivial et

sinon N "
20—z o
0 — § Zl Z(JJ

20 — %

i+j=n—1

donc . .
ZO - Z

< n(max(| =] 20 )"

Etape 3. La série de terme général a,g,(z, 29) converge normalement sur B(0, Ry).
En effet, on a

1
| auga(z220) 1< | | Ry < om0 | Y5

qui est le terme général d’une série convergente.

Etape 4. On a g, € C°(B(0, Ry)) et la série de terme général a,g,(z, z) converge
normalement donc

Zangn Z, ZO z—»zo Znan 0 17
or, on a

Z— 20

ian9n<z 20) —zg= f(z) = f(z0)

donc
[ee]
= E na,zp
n=0

On a par récurrence que a, = f™(0)/n!. O
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1.2 Holomorphie et Différentiation

Soit une fonction de C dans C, alors on peut 1’écrire

f(z) = P(x,y) +iQ(x,y).

On note que f est dérivable en z, implique

f(2) = f(20) + f'(20)(z — 20) + 0(z — 20)(2 — 20),
donc pour z = 2y + h avec h =k + il et f'(29) = a + ib on trouve que

P(zo + h) = P(20) + [ak — bl] + o(h), Q20+ h) = Q(z) + [bk + al] + o(h)

et la différentielle de ( g ) en (z,y) est

po()=(5 )

%P —a=2Q
(relation de Cauchy) (1.2.1)
—2Q=-b=42P

avec

Proposition 1.2.1
(f : C — C holomorphe sur Q)& ((x,y) — (P, Q) différentiable dans Q et (1.2.1)).

De plus on a

8 0 .0 8 N

Remarque 1 On a df = dP +1dQ = (%Pdm + %Qdy) + i(a%Qdm + (%Qdy), ordz =
dx +idy et dz = dx — idy donc

1,0 1,0 0 _
f = 3lanf —im st 5 (o f +iz f)dz

=0

et la relation de Cauchy est équivalente a %f =0.
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Biholomorphie Soit f: Q — Q' alors

Proposition 1.2.2
a — [ holomorphe et bijective
b— f' ne sannule pas

= f1:Q — Q Holomorphe et
(f(f(2) =1/f(2).
Preuve Soit f = P + i@, alors le déterminant de la Jacobienne det(Jac(f)) =|
- a b
f'(2) = (£P)* + (8%62)2 et JacT' = i < b ) donc

(f)(f(2)) = (a—ib)/(a® +b*) = 1/(a +ib) = 1/ f'(2).

Exemple 1 La fonction exponentielle : on définit [’exponentielle par
e’ = Z 2" /n! (1.2.2)
n=0

C’est une série convergente de rayon de convergence R = oo et donc Holomorphe sur
C et (e*) = ¢*.
Proposition 1.2.3 (f € H(C) et f' = f avec f(0) =1)= (f = Exponentielle)

Preuve On pose h(z) = f(z)e™* alors h'(z) = 0 dans C qui est un ouvert connexe donc
h(z) = Constante = h(0) = 1 et de plus g(z) = e %e* est holomorphe sur C (ouvert
connexe) de dérivée nulle donc g(z) = g(0) =1 donc e * =1/e* et f(z) =1/e* = e*.
O

Proposition 1.2.4 On a e*t" = e?e?.
Preuve On pose h(z) = e* + ™ — e*e” qui est holomorphe sur C; alors h'(z) =

e* 4+ e — e*e" = h(z) (composition et produit), h(0) = 1 donc h(z) = €* par la
proposition précédente et e*TY — e*e” = 0 sur C. O

Ezemple 2 La fonction Logarithme : on définit le logarithme sur C/R_ par

Log(z) =1In(] z |) + iArg(z), (1.2.3)



1.3. INTEGRATION SUR UN CHEMIN DE CLASSE CcyNe° 9

avec | z |= /2% +y? et

arctan(y/x), x>0,
Arg(z) = ¢ w/2 —arctan(xz/y), y >0,
—m/2 — arctan(z/y), y <0.
(on note que arctan(u) + arctan(l/u) = 7/2)
Proposition 1.2.5 z — Log(z) est une fonction holomorphe sur C/R_ et

Log(z)

€ = Z.

Preuve [l suffit de vérifier la relation de Cauchy pour I’Holomorphie et
Log'(2) = (z — iy)/(a* + y?),

donc f(z) = €9 wérifie (zf'—f)/2* = 0 et par conséquent f/z = Cste = f(1)/1 = 1.
O

On remarque que l'on peut définir une fonction holomorphe "racine carré” par \/z =
eb9)/2 pour z € C/R_.

1.3 Intégration sur un chemin de classe C! (N CY

Définition 1.3.1 Soit une fonction ~y : [a,b] — C de classe C}, (C", on dit que ~y est
un paramétrage du chemin et v* = y([a, b]) est le chemin support.

Définition 1.3.2 On définit Pintégrale le long du chemin ~* par
b
[ r@i= [ soopwa. (13.4)
v* a
Exemple 3 Pour ~(t) = e avec t € [0,2: pi], on a

1 ™ . .
/ —dz = / e Yiedt = 2ir.
c(0,1) ? 0

Proposition 1.3.3 Cette "intégrale” est

a- linéaire (quand tout est bien définit) :

L*(af(z) + Bg(2))dz = Oz/f f(2)dz + 6L* 9(2)dz
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b- | fv* f(2)dz |<sup.. | f | long(y) avec la longueur de v : long(7y) = fab | v/ (t) | dt.

c- Changement de variable : soit ¢ une fonction bijective
¢:[a,b] — [a,b] et v:[a,b] = C
alors y
[ == [ soosmiGosr v = [ sejae

d- Concaténation de deux chemins : 0 : [c,d] — C et v :[a,b] — C; en posant

et = ()
5+7'{ Wb+dicye§@+c—m

Lol ]

e- Chemin opposé : soit v : [a,b] — C; en posant —vy : t € [—b, —a] — y(—t) alors

[~

Lemme 1.3.4 Soit f € C°(Q) et f = F' avec F € H(Q) alors

alors on a

[ 1)z = Fo®) - F),

Définition 1.3.5 Soit v : [a,b] — v* C C un chemin fermé, on définit lindice de ce
chemin par

1 1
* Ind = —
0 &7 Indy(z) 2im ) 2 — 2

dz. (1.3.5)

Théoreme 1.3.6 Soit v un chemin fermé dans C alors Ind,(z) € N, lindice est
constant dans chaque composante connexe de C/v* et nul dans la composante connexe
non borné.

Preuve
Etape 1- Soit f une fonction continue de [a,b] dans C et v un chemin continue de

[a,b] dans C alors la fonction
b
F@p:/ﬁ UG
a P)/(t) -z
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est une fonction Holomorphe sur I'ouvert C/~*, Développable en Série Entiere (DSE)
sur C/v* et F®)(2) = k! fab ﬁdt sur C/~*.

En effet, puisque v* est compact, pour tout zy € C/v*, la distance de zy a v* vérifie :
d(z0,7*) = ro > 0. Donc pour tout r €]0, ro[, tout z dans la boule de centre z, et de
rayon ry et tout n € v*, on a

n—z=(n—2)+ (20— 2),

et donc
zZ— 20

n— 20

B

n—z=0n-z2)[1-

et puisque | =22 |[< 7y /rg <1, 0on a

11 11 i<z—zo)n
n—z n-znl-22 poznin—z

Par conséquent, on trouve que

A N (O
Fie) "/a 2z 20"

ory 2| (z— zo)nw){,(% |< supp,p | f1/(ro—r1) qui est intégrable sur [a, b] donc
par convergence dominée :

o0

b t
F(z):= Z(z — zo)"/a —(’y(t)f—( 2>’0)”+1dt’

n=0

ce qui montre que la fonction est DSE, holomorphe et on identifie F*)(z,) dans le DSE.

Pour I'indice, lorsque le chemin est C!, on prend f(t) = +/(¢) et

L[ A P 1

. S d
2 J, (t) — 2 2im ), n—z T

est une fonction holomorphe. Lorsque le chemin est C! on itére argument sur chacun
des morceaux ol le chemin est C! et on recolle les chemins.

Etape 2- On a | Ind,(2) |< long(y) __1 0.

2m  dist(z,7*) T zl—o0

Etape 3- Soit la fonction

s A1)

d(s) = el 7= s efat], yel,
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alors on va montrer que ¢(b) = 1 (ce qui signifie que f; %dt = 2imk avec k entier).

En effet, on a

#(s) = 14,

V(s) — 2
donc L‘? " = 0 et par conséquent ‘b(a_) = (Wi avec v(a) = v(b) puisque v est
v(s)—= y(a)—=z v(b)—=2 v v 7y

un chemin fermé. L’indice est une fonction réguliere, prenant des valeurs discretes
(entieres), il est donc constant sur chaque composante connexe de C/v*. Sur la com-
posante connexe non bornée : I'indice est un entier et doit tendre vers 0 a I'infini : ¢’est
donc la valeur 0. O

Proposition 1.3.7 Soit v un chemin C' de [a,b] dans C tel qu’il existe o €]a, b :
a- 7'(a) #0

b7 (3(a)) = {a}

alors pour € assez petit

Ind,(y(a) +iey' () = 1+ Ind,(y(a) — iey'(a)).

Preuve Puisque v est localement bijective (C' difféomorphisme local) au voisinage
de «, il existe une boule centrée en « telle que v(t) ~ v(«) + t9/(«) pour ¢ dans ce
voisinage de « (presque une droite) et y(a) 4 iey'(«), y(a) — i€y’ () se situe de part
et d’autre de cette droite. Il suffit alors de ”jouer” avec les chemins. On sait facilement
calculer I'indice pour un point intérieur a un cercle (qui vaut 1, (ou —1) suivant le sens
de parcourt du cercle).

ZOOM
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meme indice
pour les deux
points
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L i~ |+ &

Indice=0 Indice="7

B - () &

Indice=1  Indice=0
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1.4 Formule de Cauchy locale et applications

Proposition 1.4.1 Soit une fonction f holomorphe sur €2 ouvert de C alors pour tout
triangle T' C Q :

f(z)dz = 0.
oT

Preuve On pose Ty le triangle Ty = T', en prenant les milieux des arétes de Ty, on
peut créer quatre triangles Ty1, 702, Tp3 et Tp4 (voir image ci dessous)

Tn

TnZ2 Tn3

En supposant que [, f(z)dz = a # 0, alors

| f()dz = fR)dz=Y | [f(2)dz

0Ty i=1 0Tyt

et donc il existe i € {1,2,3,4} tel que | fBTgi f(2)dz |> a/4, on pose T le triangle Tyi.
En itérant le processus, on peut trouver une suite 7;, de triangle vérifiant :

long(T,,) < long(T,-1)/2, diametre(T,) < diametre(T,_1)/2,

et
| f(z)dz |>| / f(2)dz ]| /4 > a/4".
0Ty, OTn_1

Or la suite de triangles T}, est décroissante, T,, C T,,_1... C Tp, et de diametre qui
tend vers 0 donc il existe zg € Tj tel que {2z} =), T, C Q et

f(2) = f(20) + (2 — 20) f'(20) + (2 — 20)e(z — 20),



16 CHAPITRE 1. DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIETES

avec €(n) —,—o 0, par conséquent :

fe)dz = f) [

0Ty

1d= + f'(z0) /

(z — z0)dz + / (2 — 20)e(z — 20)dz,
T, T,

Ty,

et puisque 1 (resp. z — 2p) est continue et admet une primitive holomorphe : on trouve

que (voir lemme 1.3.4)
/ ldz = / (z —29)dz = 0.
T, oT,,
1

[, = /8Tn(z—zo)e(z—z0)dz\glong(Tn)diam( ) | eldiam(T,)) |< Const o o(o),

Par conséquent, on a

et pour n assez grand,

|| f(R)dz|< (a/4")

Ty

ce qui est contradictoire avec le choix de T, (| [, f(2)dz |> a/4™). On a montré par
Pabsurde que [, f(z)dz = 0. 0

Proposition 1.4.2 Soit p € Q et une fonction f holomorphe sur Q — {p} et continue
sur 2 ouvert de C alors pour tout triangle T C € :

f(z)dz =

oT

Preuve Dans le premier cas, lorsque le point p est a 'extérieur du triangle, tout se
passe comme dans le théoreme précedent

Lorsque p est un sommet du triangle 7', on peut choisir un triangle T aussi petit
que I'on veut dont un des sommet est p et T3, Ty tels que [, f(z)dz = [ on, f(2)dz +

faTl f(z)dz + faT2 f(z)dz
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TOR P

par le cas précédent faTl f(2)dz = f8T2 f(2)dz = 0 et puisque Ty peut étre choisi
aussi petit qu’on le souhaite et que f est continue sur ) : fGTD f(2)dz ~ f(p)long(To) —iong(1y)—0
0 donc nécessairement |, op f(2)dz = 0. Pour les autres cas, on découpe le triangle T
pour se ramener au cas ou p est un sommet de triangle :
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Définition 1.4.3 Un ensemble 2 C C est étoilé par rapport a zy € € si et seulement
siVz € Q [z, 2] € Q.

Proposition 1.4.4 Si Q) est étoilé par rapport a a € Q) et f une fonction continue de
Q dans C alors

VT triangle de € : f(2)dz =0= f admet une primitive holomorphe,
oT
c’est a dire IF € H(QY) : F' = f.
Preuve On pose F(z) = f[a B f(u)du alors, pour tout z # 2 :

F(z) — F(Zo) B f[a,z] f(u)du - f[avz()] f(u)du

zZ— 20 zZ— 20
Or si a, 2, zg forme les sommets d’un triangle 7', on a

0= . f(z)dz = (u)du + (u)du + f(u)du,

[a,z] [2,20] [20,0]
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donc

fwdu— [ fdu= [ fu)du

[a,z] [a,20] [20,2]

et par continuité de f :

F(2) = F(z9) _ Jsg f(w)du

= /O f(zo +t(z — 20))dt =, f(20)-

zZ — 20 zZ— 20
Sia, z, zp sont alignés : 1’égalité f[a,z] flu f[a 0] flu f[zo . f(u)du est triviale
_ d .
et on a encore F(Ziff(zo) = f[zo’ifz(u) % La fonction F est dérivable en tout point z, € €2,
elle est donc holomorphe sur 2. O

Corollaire 1.4.5
a- Soit p € Q étoilé par rapport a p, f € CO(Q)N\H(Q/{p}) alors pour tout chemin
fermé ~ de §2 onaf f(z)dz =0.

b- Soit p € Q étoilé par rapport a p, et z & Q, alors pour tout chemin fermé ~ de
Q on aInd,(z) =0.

Preuve En utilisant la proposition 1.4.2, 1.4.4 et le lemme 1.3.4, on a directement a-.
Pour b-, on note que z est dans la composante connexe non bornée de 2/~*. O

Théoréme 1.4.6 (Théoréeme de Cauchy Local)
Soit Q un ouvert étoilé, v un chemin fermé de Q et f € H(Q2) alors

Vzd v, Ind,(2)f(z) = i / %dn, (Formule de Cauchy). (1.4.6)

(77) f (2)

Preuve Soit z € Q fixé, alors la fonction g(n) := est continue sur €2 et holo-

morphe sur 2/{z} avec g(z) = f'(z) donc par le Corollalre 1.4.5b-, on a f f(") f(z) D=2y =
0 ce qui prouve (1.4.6). O
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1.5 Applications :

I) Une fonction Holomorphe est Développable en Série Entiere.

Proposition 1.5.1 Soit Q un ouvert de C, C(a, R) un cercle de centre a et de rayon
R inclue dans Q et f € H(2) alors

1 fn) 1 . 7" fla+ Re®)
f(Z) = % /C(CL’R) Edn = % Z(Z — (l) ; Wd@, z € B(a, R),

n

6
avec f™(a) = % OZN %d& Le rayon de convergence de cette série est supérieur

ou égal @ Rpq = max{R : C(a, R) C Q}.

Preuve Il suffit d’utiliser la formule de Cauchy Locale et I’étape 1- de la démonstration
du théoreme 1.3.6. O

Corollaire 1.5.2 La dérivée d’une fonction Holomorphe est Holomorphe.

Preuve Une fonction Holomorphe est DSE, donc sa dérivée est DSE et donc Holo-
morphe. O

IT) La propriété [, o f(2)dz = 0 sur tout triangle est caractéristique de I’holomorphie.

Théoréme 1.5.3 Soit f € C°(Q) alors
f € H(Q) & VT triangle de 2 : f(z)dz =0.
or

Preuve <« : proposition 1.4.4 et corollaire 1.5.2. = : proposition 1.4.2. O

Corollaire 1.5.4 On déduit du résultat précédent que
1- Si f € CO(QY N H(Q/{p}) alors [ € H(Q).

2- Si f € COQ) NH(Q/ {droite}) alors f € H(Q).

3- Si f € CY%Q) alors

f admet une primitive Holomorphe < ¥y € C} ﬂCO ferme C Q /f(z)dz = 0.
il
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Preuve Le point 1- est direct, le point 2- demande d’adapter la preuve de la pro-
position 1.4.1. Le point 3-< est déja vu (lemme 1.3.4). Il ne reste que le point 3-=-.
On se place dans une composante connexe (par arc) de €, alors pour a, z dans cette
composante, il existe un chemin v de a vers z a valeur dans cette composante connexe,
on pose :

F(z) = [ ]f(ﬁ)d??-

On note que la définition est indépendante du chemin v car pour v; un autre chemin
dans cette composante connexe reliant a a z

/ fln = [ o)y =0,
vla,z]—1[a,z] chemin ferme de a & a
donc F(z) = [

niac] (n)dn. Pour zy proche de z, U'intervalle [z, z] est dans la compo-
sante connexe et F'(z) = F(z) + f[m 4 f(n)dn donc F'(z) = f(2). O

IIT) Inégalité de Cauchy

Proposition 1.5.5 Soit Q ouvert, la boule fermé B(zp,7) C Q2 et f € H(Y) alors

D)< sp 1 £) ).

r 2€B(z0,r)

n! 27 f(at+Re') deo. O

Preuve En effet, par le théoreme de Cauchy Local : f™(a) = wJo (e

Théoréme 1.5.6 (Théoreme de Liouwville)
Soit f € H(C) et borné alors f est constante.

Preuve En utilisant la proposition précédente, on a | f'(z0) [< L sup,cpp, . | f(2) [<
C/r avec C indépendante de r (car f est borné sur C). Par conséquent, puisque cette
relation est vraie pour tout r (f est holomorphe sur C tout entier), on peut faire tendre
r vers 'infini et | f'(z9) <= 0 pour tout 2z, € C. Donc f est constante sur C. O

Théoréme 1.5.7 (Théoréme d’Alembert Gauss)
Soit f(z) = 2N anz™ non constante alors f admet (au moins) une racine dans C.
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Preuve Puisque ay # 0, on sait que pour R assez grand

N-1
@ [2lay 21N =) an || 2"> 1, Vz€C/B(O,R),

n=0

donc
|1/f(2) |€1, VzeC/B(0,R).

En supposant que f n’admette pas de racine dans C, on aurait | - ) | continue sur C et

_ f(z)
donc bornée sur le compact B(0, R) par un réel M > 0. Donc finalement, 1/f est une
fonction holomorphe et borné sur C (par max(1, M)) donc par le théoréme de Liouville
elle est constante or f est non constante : I’hypothese ” f n’admet pas de racine dans

C” est absurde. O

Théoréme 1.5.8 Soit f € H(C) telle que | f(2) [ C| z|* (n et C sont fixés) alors
f est un polynome de degré au plus n.

Preuve En utilisant la proposition 1.5.5, on a | f"*!(z20) |< e Sup,epin | f(2) IS
C'/r. Par conséquent, puisque cette relation est vraie pour tout r (f est holomorphe
sur C tout entier), on peut faire tendre r vers l'infini et | f"*(25) <= 0 pour tout
zo € C. Donc f est un polynome de degré au plus n sur C. O

IV) Logarithme,

Proposition 1.5.9 Soit Q ouvert étoilé, f € H(QY) qui ne s’annule pas sur Q alors il
existe g € H(QQ) - f = €9 sur Q.

Preuve On a h = f'/f holomrophe sur €2 donc admet une primitive holomorphe H,
donc

(/) =nh/f=f]f*=0,
donc efl = Cste f et g = H — Log(C'ste) vérifie €9 = f. On note que si g; et g, sont
deux solutions de e = f holomorphe alors g, = g9 + 2ikm.

En conséquence il est possible de définir une racine carré d’'une fonction holomorphe
qui ne s’annule pas sur 2, il suffit de prendre /f = g/2.



Chapitre 2

Zéros d’une fonction Holomorphe

Théoréme 2.0.10 Soit Q un ouvert connexe et f € H(C) alors les propositions sui-
vantes sont équivalentes :

a- f est nulle sur )
b- 3z € Q et r > 0 telle que f est nulle sur B(zo, )
c- Fz9 € Q, tel que Yk € N f®)(z) = 0.

Preuve
b < c on utilise le développement en série entiere (DSE)

b<aSoit N={2€Q : Ir>0 tq B(z,r)CQet f=0 sur B(z,r)}, alors N
est non vide (il contient zp), il est ouvert (comme union d’ouvert) et fermé car

Zn € N Zn “n—oo £ = f(k)(zn) =0 —7n—00 f(k)(z) = f(k)(z> = 07

par continuité de f*) et par ¢ (on sait que b <= ¢). Par conséquent, par DSE au voisi-
nage de z, on a f nulle au voisinage de z et donc z € N. Par connexité de 2, N = Q
(ouvert fermé non vide dans un ensemble connexe). O

Corollaire 2.0.11

1- Si f,9 € H(Q) avec Q ouvert connexe, alors f = g dans un voisinage de zy € )
implique f = g partout sur €.

2- H(Q) est un anneau intégre.
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24 CHAPITRE 2. ZEROS D’'UNE FONCTION HOLOMORPHE

Proposition 2.0.12 Soit Q2 un ouvert et A C Q un fermé de €2 alors les propositions
suivantes sont équivalentes :

1- A n’a pas de points d’accumulation
2- tout point de A est isolé
3- pour tout compact K de 2 K (A est un ensemble fini

Preuve
On rappelle que a est un point d’accumulation de A si Vr > 0 B(a,r)(A/{a} # 0.
On rappelle que a est un point isolé de A si Ir > 0 B(a,r) () A/{a} = (. Donc 1 < 2.

2 = 3. Par 2 pour tout a € K () A il existe r, > 0 tel que B(a,r,) > (A = {a}
donc
KﬂAC U B(a,r,),
aeKNA

or K [ A est un compact de € donc par le théoreme de Borel Lebesgue on peut extraire
une suite finie de boules telle que

KﬂA C U Bla;, r,),

Finie
et KA C Upine Blai,ra,) VK = Upie{ai}-
3 = 1. Par ’absurde, on prend z, une suite convergente telle que
zn € Ba,|a— z,—1 | /2)/{a}, et zy € B(a,r)/{a}, r>0 : B(a,r)CQ,
alors pour tout 7 # j z; # z; (par construction) et z, —;, .o @ donc pour tout r, > 0

il existe N, > 0 tel que pour tout n > N, 2, € B(a,r,) et B(a,r,)[) A n’est pas un
ensemble fini (il contient la suite z,). O

Corollaire 2.0.13 1- 5i Q = C et A un fermé formé de points isolés alors soit A est
fini, soit c’est une suite {a,}, vérifiant | a, |—n o0 0.

2- 81 Q = B(0,1) et A un fermé formé de points isolés alors soit A est fini, soit
c’est une suite {an,}n vérifiant | a, |—n—oo 1.

Théoreme 2.0.14 Soit Q un ouvert connexe et f une fonction holomorphe sur C non
identiquement nulle ALORS A = f~1({0}) est un fermé de Q1 formé de points isolés.
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Preuve Soit 29 € A = f~({0}) alors par DSE

F(2) = f®(z0)(z — 20)"/k! 2 € B(zo,7),

or f est non nulle donc il existe kg = min{k : f®(z) # 0} < co et f(z) =
F®(20)(z — 20)*g(2) avec g € H(B(z,7)) et g(z) = 1. Donc par continuité de g :
g est non nulle dans un voisinage de zy : B(z0,70) 790 > 0 et f est non nulle dans
B(z0,70)/{20}. Par conséquent z, est un point isolé. O

Théoréme 2.0.15 (principe de symétrie de Schwarz) Soit Q0 un ouvert connexe et
symétrique par rapport a Uaze des réels, QF = {z € Q@ : Im(z) > 0} et f €
HQT) N CO(QT) avee f(R) C R alors il existe un unique prolongement f holomorphe
de f sur € :

f(2)=f(z) Im(z)>0 2€9Q, f(z)=/f(Z) Im(z)<0 ze.

Preuve Il suffit de prouver I'unicité, si f; et fo sont deux solutions alors f; — fo est
holomorphe sur € et nulle sur Q" donc elle est nulle sur tout €. O
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Chapitre 3

Principe du maximum

Définition 3.0.16 On dit que f a "la propriété de la moyenne” si pour toute B(a,rq) C
Qona

Vr €]0,1o], f(a) = % /7r fla+ret)dt. (3.0.1)

Remarque 2 Si f € H(Q) alors par le théoreme de Cauchy local f vérifie (3.0.1) et
Re(f) aussi.

Proposition 3.0.17 (Principe du mazimum local) Soit f € C°(Q) telle que :
a- f vérifie (3.0.1)

b- | f | admet un mazimum local en zy €

ALORS f est localement constante en z.

Preuve

Par b— pour r; > 0 assez petit | f(z) |<| f(20) | pour tout z € B(zg, ).

Par a— pour ry > 0 assez petit f(z0) = 5= [ f(20 + r2€™)dt donc pour tout 0 < r <
min(ry,79) on a les deux propriétés et

| Fz0) |< i/” | F(0 + e | dt <[ f(z0) |,

—2m )

donc
1 i

:% B

0 [1f(z0) | = flzo+re) []dt, | f(z0) | = | f(z0+12e") |2 0.

Si f(z0) = 0, on a directement que f(zg + re) = 0 pour tout ¢,r > 0. Pour conclure
lorsque f(z) # 0, on pose g(z) = f(z)e” avec 0 tel que f(z) = € | f(20) |, alors g
vérifie a— et b— de la proposition et

g(z0) = Relg(z0)) i/W Relg(zo + rac™))dt < %/_ﬂ | g(z0 + racit) | dt < g(z0),

T o o
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donc W
/ [Re(g(zo + Tgeit))— | g(z0 + rgeit) | ]dt =0.

Or Re(g(zo+r2e™))— | g(20+7m2¢™) |< 0 et continue en ¢ donc Re(g(zo+72¢™)) =| g(z0+
roe') |, et par conséquent : Im(g(zo+r2€™)) = 0 pour tout ¢, > 0, Re(g(zo+r2€™)) > 0
et donc _

/ [9(20) = g(20 + rae™)]dt > 0, g(20) > g(20 + 72¢™).
Finalement on a g(z) = g(z0 + r2e) pour tout r,t positifs donc f est localement
constante. a

Théoreme 3.0.18 (Principe du mazimum) Soit Q) ouvert borné et f une fonction
continue sur Q) compact et vérifiant (3.0.1) ALORS

1-Vz € Q| f(2) |< subyeqso—sn | f(u) |
2- 51 () est connexe et f non constante alors celle inégalité est stricte.

Preuve
1. Puisque | f | est continue sur 2 compact il existe zy € €2 tel que

| f(2) [<] f(=0) |,

si zg € 0F) c’est terminé, sinon zg € €2 et 'on note )y la composante connexe de €2
contenant zg.

Soit A={2¢€Qy : f(2) = f(20)}, on a directement que A est non vide (2o € A),
fermé (image réciproque d’'un fermé par une application continue) et ouvert par le
principe du maximum local donc A = € et par continuité de f on a A = . On veut
montrer que ()9S est non vide, pour cela on raisonne par 1’absurde et on suppose
que Qo) 0Q = () alors puisque Q C €, on a Qy C Q or  est connexe et contient une
composante connexe donc c’est une composante connexe et Qy = €. Ainsi, {y est un
ouvert fermé non vide de C (qui est connexe) donc €y = C ce qui est impossible car
est borné (car compact).

2. En supposant 'inégalité non-stricte, il existe zo € Q tel que | f(20) |= maxqg | f(2) |,
par le raisonnement précédent 2y = €2 et f est constante sur Q (f(z) = f(z0) pour
tout z € Q). 0

Remarque 8 Soit ) un ouvert, connexe et borné alors toute fonction f continue sur ()
et holomorphe sur ) telle que | f |, sur Q, atteint son mazimum en un point de Q alors
f est nécessairement constante.
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Remarque 4 Soit f continue sur B(0, R) et holomorphe sur B(0, R) alors

M(r) = max | f|=max| f(2) |

est croissante en r et strictement croissante lorsque f n’est pas constante.

Proposition 3.0.19 (Lemme de Schwarz) Soit f : D — D holomorphe sur D =
B(0,1) telle que f(0) =0 alors

1- soit on a | f(z) |<| z | pour tout z € D/{0} et | f'(0) |< 1

2- ou bien il existe § € R tel que f(z) = ze'?.

Preuve La fonction g(z) = f(z)/2 est holomorphe sur D et g(0) = f'(0) donc pour
tout r €]0, 1], g est continue sur B(0,7) et holomorphe sur B(0,r) donc par le principe
du maximum

| 9(2) |< max | g(u) [= max | flu) [ /r<1/r, car f(D)CD,

|u|=r
et en faisant tendre r vers 1 on trouve que | g(z) |< 1.
Si il existe 21 € D tel que | g(z;) |= 1 alors g est constante (de la forme ¢) sur

tout disque de centre 0 et de rayon r €] | z; |, 1] et par connexité sur D tout entier
(donc f(z) = ze').

Si| f/(0) |=1 alors | g(0) |= 1 et 'argument précédent marche. O

Par conséquent, dans D = B(0, 1), ’ensemble
(D) = { f bijective et biholomorphe sur D},

est un groupe.

- Le sous groupe des fonctions de I'(D) telle que f(0) = 0 est constitué des rota-
tion (i.e. f(z) = ze?). En effet, puisque f : D — D holomorphe et f(0) = 0, on a
| f(2) <] 2 | et de méme pour f~! donc | f(2) |=| 2 |.

- Soit @ € D, alors ¢, : 2z — {2 est une bijection de D sur D (qui envoie 0D

dans D) et d’inverse ¢;' = ¢_,. De plus on a ¢4(a) = 0, ¢,(0) = 1— | a | et
¢ (o) =1/(1— | a [*). On a directement que ¢, € H(D) [ C°(D).

- Soit f € I'(D) telle que f(0) = «a alors on peut montrer qu’il existe 6 tel que
f(2) = ¢_o(e?) (il suffit de remarquer que g = ¢,0f € I'(D) et g(0) = 0).
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Chapitre 4

Intégrales dépendant d’un
parametre holomorphe

Théoréme 4.0.20 Soit (X, T, p) un espace mesuré, Q@ C C et f: X x Q — C une
fonction vérifiant les hypothéeses :

1-Vz € Qx — f(x,2z) mesurable

2-Vex e X z— f(x,z) € H(Q)

3- VK C Q compact, ¥(x,z) € X X K | f(z,2) |< Gg(x) intégrable (domination)
ALORS

a- F:z — [ f(z z)d,u( ) est holomorphe sur

b-Vzo € QVn e N F() = [ 2 f (2, z0)du(z)

c- soit K un compact de Q et K, ={z€Q : d(K,z) <r} alors

Vze K | F™(2) |[<nlr™" [ Gk, (z)du(z)

Preuve

Etape 1 - L’inégalité de Cauchy nous dit que si B(zp,7) C @ alors | f*(z,z) |<
nlr="sup|,_ = | f(z,20) | Puisque K est compact, on peut la recouvrir par un nombre
fini de boule de rayon r qui sont inclues dans € pour r assez petit (r < dist(K,C/Q)).
Finalement, on a

Vee X Vze K | fM(z,2) [<nlr™™ sup | f(z,20) |[< nlr "Gk, (x),
ZOGKT‘

et  — f(z,2) est mesurable comme limite de fonctions mesurable.

Etape 2 - Puisque f est holomorphe en z elle est DSE au voisinage de tout z5 € K donc
pour tout z € B(z0,7/2) (r choisi a I'étape 1-) f(z,z) = Y., o [ (2, 20)(z — 20)"/n!

or
T 1
| fU (@, 20) (2 — 20)" /! |< v G, () | 5 'S Gk ()5

donc la série converge normalement sur B(z,7/2) et on peut intervertir [Y =3 [.
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Etape 3 - On trouve que
X ’ - n! X r 0 .

On a donc un DSE dans B(z,r/2) de [, f(x,z)du(z) qui est donc holomorphe. Il
suffit d’identifier dans la série F(™(z,) pour avoir le point b- et prendre le sup,, pour
avoir le point ¢- (pour tout z € K, on peut trouver zg € K, tel que | zo — 2 |< r et
utiliser I'étape 1-). O

Théoréme 4.0.21 (Equivalent pour les séries) Soit f, une suite de fonctions
1= (fa)n C H()

2-VK C Q compact ), sup,cp | fu(2) |< 00

ALORS

a- F(z) =, fu(2) est holomorphe sur

b- FO(2) = 32, fi7(2).



Chapitre 5

Théoreme de Cauchy global

Définition 5.0.22 Soit (Vi)i=1..m une suite de chemins fermés C} (Cy et une suite
d’entier (n;)i=1.m C Z, on note
I'= Z Ti%i,
i=1

le cycle de support T = |J, v et de longueur long(T') = >0 | n; | long(~y;) tel que
pour toute fonction f € C°, on définit

/Ff(Z)dz = zz;n /%f(z)dz. (5.0.1)

Intuitivement, on parcourt le chemin 7, | n; fois dans le sens positif si n; est positif
et négatif sinon et I' est la concaténation de ces cycles.
On a directement que

| [ 1)z 1< sup | £ tong(D) (5.0.2)
r r*
et .
Va ¢ T, Indr(a) = Znilnd%(a). (5.0.3)
i—1

Théoreme 5.0.23 En supposant
1- T un cycle dans 2

2-Ya € C/Q Indr(a) =0

3- f e H(Q)

ALORS

/Ff(z)dz =0, (5.0.4)

Vz e QT Indr(z)f(z) = % /F J(—jld,& (5.0.5)
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Preuve
Etape 1- On a 1 < 2. En effet, si f € H(Q2) et z € Q/I'* la fonction

F&)=rm)
gin—od T N7E
f'(z), n==z

est holomorphe sur € (continu + holomorphe sur €2/z). Donc en supposant (5.0.4) on
a [, g(z)dz =0 et donc (5.0.5) est vérifié pour f.

(z — 77) f(n) est holomorphe, donc en

f_ —n)dn = [ f(n)dn

Si maintenant f € H(2), la fonction g(n)
supposant (5.0.5) on a g(z) = 0 et donc 0 =

Etape 2- On pose
f(2)—f(n) n+ 2,

{5

qui est une fonction holomorphe par rapport a chacune de ses variables sur 2 x {2 donc

h:z—>/9(z,77)dn,
I

est une somme intégrales dépendant d'un parametre holomorphe

= Z”z / g(z,m)dn = Z/O g(z, 7 ()i (¢)dt.

I1 suffit de vérifier les hypotheses du théoreme 4.0.20 pour avoir h holomorphe, 1- et 2-
sont directs, on montre uniquement 1’hypothese 3-.
Soit K un compact de Q et > 0 tel que K, = {2z € Q : d(K,z) <r} C Q alors

i)Si| z—mn|>r/2 alors on a

2
!§25up|f|;

r

_ fe) = f)
| 9(z,m) [=] »

z —

ii) Si | 2z —n |< r/2 alors le cercle de rayon r et de centre n (parcouru dans le sens
direct) : C(n,r) C K, et par le théoréeme de Cauchy local

o) - b gwmn), 1 fw) =t
o) =g /cw) ! ' /cm,r)( a,

2im w—z 2im w—2z)(w—n)

donc
27 supg, | f |

4
|g(za77) |— o 7"2/2 ;Sup|f|
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Par conséquent pour tout compact K’ de €2, on a

4
| 9(z,%() <~ sup | f],
T (K Uri)r

avec (K'U~f), ={z€ Q : dK'U~/,2) <r} C Q et 'hypothese 3- du théoreme
4.0.20 est vérifié sur chacun des chemins 7; et donc h est une somme (finie) de fonctions
holomorphes : ¢’est une fonction holomorphe.

Etape 3- Soit
Q1 ={zeC/I" : Indr(z)=0},

par I'hypothese 2-, on a que l'ensemble {2y est ouvert, car Ind,, est constante des
composante connexe ouverte et donc €2; est une union d’intersections finis d’ouvert, et
contient la composante connexe non borné de C/I'*. On pose

koL I M, zeq,
h(z), z€Q

On note que k est bien définie car sur € (€2, on a
/f /f dn + f(z) Indr(z)
22— N——
=0

et comme intégrale a parametre holomorphe fr dn est bien définie et holomorphe.

De plus, on a Q2 =C car C = composantes connexes de C/v* |JI'* or toutes
ces composantes connexes (sauf celle non bornée) sont inclues dans €. Par conséquent,
on a k qui est une fonction holomorphe de C dans C.

Conclusion On a k borné sur C. En effet, pour n entier assez grand 1’ensemble
K,={z : dist(z,C/w) > 1/(n+1) }ﬂB (0,m)

est compact et vérifie I' C K, (voir annexe - topologie) : donc

sup | h |< oo,

n

et
[ty 12w 11 e/ <, 2 €K
r— I

donc k est borné et de plus

wmlvm%gmmmmwmwwo
rn—=z I+
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En utilisant le théoreme de Liouville 1.5.6, on a k£ qui doit étre constant sur C et en
utilisant la limite précédente, cette constante doit étre nulle. Ainsi, £ = 0 et

/F 9(z,m)dn,

et (5.0.5) est satisfaite. O

Définition 5.0.24 On dit que ) est simplement connexe si §) est connexe et son complémentaire
ne contient pas de composante connexe borné.

Proposition 5.0.25 Si Q est un ouvert simplement connexe et I' est un cycle de €2
alors pour tout a € C/Q on alndr(a) = 0.

Corollaire 5.0.26 Lorsque ) est un ouvert simplement connexe, le théoréme de Cau-
chy est vérifié dés que f est holomorphe sur ) et ' est un cycle dans Q.

Corollaire 5.0.27 Lorsque ) est un ouvert simplement connexe et f est holomorphe
sur 2 alors f admet une primitive.

Corollaire 5.0.28 Lorsque ) est un ouvert simplement connexe et f est holomorphe
ne s’annulant pas sur € alors il existe g holomorphe sur ) telle que f = e9.



Chapitre 6

Développement en série de Laurent

On note C'(a, Ry, Ry) la couronne ouverte 0 < Ry < Ry < oc0:{z : R <|z—al<
Ry}, alors pour tout 71,75 tels que Ry < r; <1y < Ry on a

I'=C(a,re) — C(a,r),

cycle ou l'on parcourt le cercle C(a, Ry) dans le sens positif et C'(a, R;) dans le sens
négatif. Alors, on a

Indr(a)=1—-1=0, si a€ B(0,Ry) Indr(a)=0—-0=0, si a€ C/B(0,R,),

et donc pour tout a € C/C(a, Ry, Ry) on a Indr(a) = 0. Maintenant, soit f €
H(C(a, Ry, Ry)) alors par le théoréme de Cauchy, on a

- L LIV S0 g 6.0.1
e =5l Ly / e (6.0.1)

C 2m n—=z n—=z

DSE de fc(a ) L0 gy En posant n — z = (n — a) — (z — ) et en faisant un DSE de

n—z
1/(1 —u) (voir etape 1- de la démonstration du théoreme 1.3.6), on a

G VS fn)
/C —dn B Z( ) /C(a,rz) (77 - a>n+1 dT/’

(a,r2) n—z n—=0

on note

() — f(n)
(r2) /C(a,rz) (n— a)anU-

DSE de fc(a ) %dn En posant n — z = (n — a) — (2 — 1) et en faisant un DSE de
1/(1 —u) (voir etape 1- de la démonstration du théoreme 1.3.6), on a

[ A= eam [ s - aran

(a,r1) n—=z n—=0 C(a,r1)
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on note
bolr) = [ fn)n - a)an
C(a,r1)

Les coefficients a,,(r2) et b,(r1) ne dépendent pas de r; et ry, on peut le voir en notant

que dans le domaine simplement connexe suivant l'intégrale de la fonction holomorphe

(n_f((;)],)LH est nulle et donc fC (@) de = fc (@) T f((l"nﬂdn

Par conséquent, on a

f(5) =3 —ay -t /C _Jm g,

ne’ (a,r) (7] - a)n+1

Proposition 6.0.29 Soit f € H(C(a, R1, R2)), h1 € H(B(a, R2)) et hy € H(C(a, Ry,
avec ha(z) — .00 0 alors

f=hithy= h=> a(f)z=a)" ha= > a(f)z—0a),
neN n€Z/N

avec an(f) = 5= fc(a " fm)(n—a)~"*Vdn avec r quelconque dans | Ry, Ry.
Preuve On pose
k‘(Z) — hl _ZnENa’VL(f)(Z_a)nv B(CL7 R2>7
h2 - ZnEZ/N an(f)(z - a)n7 C(CL, Rla OO)

c’est une fonction bien définie sur C (car f = hy + hy = Y yan(f)(z — a)" +
> nezyn @n(f)(z — )" sur C(a, Ry, R»)), holomorphe sur C et qui tend vers 0 a l'infini
(donc borné sur C) et par le théoreme de Liouville on a & = 0 sur C. O

00))
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6.1 Fonctions holomorphes dans un ”disque pointé” :
singularité

Soit D'(a,r) = D'(a,r)/{a} = C(a,0,7) et f € H(Q2/{a}) avec a € 2 alors

Définition 6.1.1 On dit que a est une singularité isolé de f si f admet un Développement
en Série de Laurent dans un disque pointé D'(a,r) C Q) :

f(2) =) an(f)(z—a)".

Trois cas sont alors possibles :

a- pour tout n < 0 : a,(f) = 0 — on dit que {a} est une pseudo singularité et
f se prolonge en une fonction holomorphe dans le disque de centre a et de rayon r

D(a,r).

b- il existe un nombre fini de n < 0 tels que a,(f) # 0 — on dit que {a} est un
pole de multiplicité ng (plus petit n : a,(f) # 0.

c- il existe un nombre infini de n < 0 tels que a,(f) # 0 +— on dit que {a} est
une singularité essentielle de f. (par exemple f(z) = e'/?)

Proposition 6.1.2
1- (f € H(D'(a,r)) a une pseudo singularité (singularité effacable))< (f est borné au
voisinage de {a})

2-(f € H(D'(a,r)) a une pole d’ordre au plus ng )< ((z —a)~™ f(z) est borné au voisi-
nage de {a})

Preuve

a- on montre < de 2-, on pose g(z) = (z —a) ™™ f(2) et g(a) = 0, c’est une fonction
holomorphe sur D(a,r)/{a} et continue sur D(a,r) donc g est holomorphe sur D(a, )
et DSE, donc

9(z) =Y bilz =),
n=0
et donc f(z) = D02 1 Dkt1-no(z — a)* est DS Laurent.

b- = de 2- est direct car f(z)(z —a)™" est DSE.
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- < de 1+, g(2) = f(2)(z —a) et gla) = 0, c’est une fonction holomorphe sur
D(a,r)/{a} et continue sur D(a,r) et donc holomorphe et DSE donc

f(z) = Z b1 (2 — a)*,
n=-—1
mais by = 0 car g(a) = 0 donc en fait f(z) = > " ber1(z — a)* et f DSE donc holo-
morphe.

d- = de 1- est direct car f(z) est DSE. O

Théoréme 6.1.3 (Théoréme de Weirstrass)

(f € H(D'(a,r)) a une singularité essentielle en a)=(Vp €]0,r[ f(D'(a,p)) est dense
dans C)

Preuve
On montre par contraposé que a singularité essentielle implique f(D'(a, p)) dense.

Supposons Jp €]0, [ telle que f(D'(a, p)) ne soit pas dense dans C alors il existe b € C
et R > 0 tels que f(D'(a,p)) () D(b, R) = 0. La fonction g(z) = W est bornée sur
D'(a,p) : | g(2) |[< 1/R donc par la propriété précédente, g a une singularité effagable
en a et g est en fait une fonction holomorphe sur D(a, p) et DSE.

On peut en factorisant le DSE de g écrire g(z) = (2 — a)™h(z) avec h(a) # 0 et h

holomorphe donc

FE)(z =) = o+ bz = o)™,

avec h non nul dans un voisinage de a donc pour p assez petit, on a f(z)(z —a)"™ borné
dans un voisinage (D(a,p)) de a donc f est une singularité effacable (ng = 0) ou un
pole (ng > 0), i.e., a n’est pas une singularité essentielle. O

6.2 Caractérisation des différentes singularités
Soit f € H(D'(a,r)), alors

1- a sing. effacable < f est borné au voisinage de {a}.

2-apdle & | fl—=.0a

3- a singularité essentielle < Vp €]0,7[ f(D'(a, p)) est dense dans C
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Preuve

2- < : si a n’est pas un pole alors, soit c¢’est une singularité effagable et donc | f | /4.,
oo car f est bornée, soit a est essentielle et puisque f(D’(a,p)) est dense dans C on
peut trouver une suite z, qui tend vers a telle que f(z,) tende vers 0 (par exemple) et

donc | f |4, 4 0.

3- <
- si a est une sing. effagable alors il existe C' > 0 tel que pour p assez petit

| f(2) [<C, Vz e D(a,p),

et donc °D(a,C)( f(D(a,p/2) = 0.

- si a est un pole alors il existe C' > 0 tel que pour p assez petit
| f(z) |2 C, Vz€ D(a,p),

et donc D(a,C)( f(D(a,p/2) = 0.

Par conséquent on a nécessairement a singularité essentielle.

Les autres points sont évidents. O

6.3 Formule des résidus

Définition 6.3.1 Soit f € H(D'(a,r)) et f(2) =, czan(f)(z —a)", on note

1
a7P€ T

le résidu de f en a.

Théoreme 6.3.2 Soient
1- Q un ouvert
2- A C Q fermé dans Q et formé de point(s) isolé(s)
3- T un cycle : T* C Q/A d’indice nul en tout points de C/Q) (hyp. du th. de Cauchy)
4- f € H(Q/A)
ALORS
/ f(z)dz = 2im Z Indr(a)Res(f,a).
r

a€A

Remarque 5 L’ensemble {a €A Ind,(a)# 0} est un ensemble fini car inclue dans
un compact de ) + théoreme de Borel Lebesgue et hyp. 2-.
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Preuve On a
{a€ A : Indr(a) #0} = {ay,..ar}

Il existe une suite de réel strictement positifs r; > 0, tels que D(a;,7;) (A = {a;} et

D(aj,r;) C Q/I'*. On pose
I'="-— Zlndp(ai)C(ai,m), Q' =0Q/A

alors

[ fndn = [ fenyin =3 Ind (ai)2imRest( ..

donc si les hypotheses du théoréeme de Cauchy sont vérifiées sur I alors fr/ f(n)dn =0
et c’est fini.

Il suffit donc de montrer que

Vz € (C/Q/, ]’I’Ldr/(z) =0

-SizeQ/Aon a Indr(z) =0 et pour r; assez petit z est a Uextérieur des C(a;, ;) et
par conséquent Indc(q, r,)(2) = 0 et Indp/(z) = 0.

- Si z € A alors

i) z € {a1,..ai}, par exemple z = a; donc Indc(a,r,)(a1) = 0sii# 1 et 1 sinon : ce qui
implique que Indr/(ay) = Indr(a;) — 1.Indr(a;) = 0.

ii) z € A/{ai,..ax} et Indr(a) = 0 et extérieur a tous les disques C(a;, ;) donc
Indr (z) = 0. O

6.4 Fonctions méromorphes

Définition 6.4.1 Soit Q) un ouvert conneze, f est une fonction méromorphe sur 2
si il existe P(f) C Q fermé formé de points isolés tel que

f e RS/ P(f)),
et tout points de P(f) est pole de f.

Remarque 6 Soit Q) conneze et f € H(Y) non nulle alors 1/ f est une fonction méromorphe
dans §) et P(f) =Zéros de f.

Proposition 6.4.2 L’ensemble des fonctions méromorphes sur un ouvert connexe est
un espace vectoriel, un corps, et stable par dérivation.
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Remarque 7 Soit ) connexe et f est une fonction méromorphe dans 2 non nulle
alors 1/f est une fonction méromorphe dans ) et P(1/f) =Zéros de f. En effet,
les zéros de [ étant formé de points isolés sur U/ U,cp(p) Bla,1a) avec | f(2) [> 1 sur
Uaep(f) B(a,r,), les zéros deviennent des péles pour l/f et les poles de f des zéros de

1/f.

6.5 Pratique du calcul des résidus

Soit f € H(D'(a,r)) on a Res(f,a) = 5= (n)dn p €]0,r[. Lorsque f a
un pole d’ordre m en a (m < 0) alors g(z) = (z — a)"™f(z) se prolonge en une
fonction holomorphe au voisinage de a et par DSE g(2) = > cn(9)(z — a)™ donc

f(z)=>0 cam(9)(z —a)™ et donc
c-1(f) = c-m-1(9).

Dans la pratique, on calcule un Développement Limité (DL) de g en a a l'ordre —m —1,
il est aussi plus pratique de se ramener en 0 par un changement de variable :z = a + u.

Ezemple 4 Soit f = k/h, k ne s’annule pas et h a un zéro simple en a alors
h(z) = (z —a)hi(2) = h(a) + (z — a)h'(a) +

k(a) +(z —a)k'(a)+... 1 k(a)

f(z) = (z—a)l'(a)+..  z—ah'(a)

+ holomorphe

et donc Res(f,a) = :,((‘Z)).

Exemple 5 Soit f = h'/h, h ayant un péle d’ordre m (m < 0) en a alors

9() = f(2)(z — a) ™ € H(voisinage(a)), g(a) #0,

f(z) =g )(z—a)" +mg(z)(z —a)" ",
Flf=4/g+miz—a),

avec ¢'/g holomorphe au voisinage de a donc Res(f,a) = m. On peut faire de méme
pour h ayant un zéros d’ordre m.

Corollaire 6.5.1 Soit f méromorphe de € ouvert connexe dans C, I un cycle évitant
tout les zéros et poles et f tel que

1- Indr(z) =0, ze€ C/Q,

2- Indr(z) € {0,1}, =z¢T*,
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ALORS

1)
2ir Jy fn)”

avec N (resp. P) qui est le nombre de zéros (resp. péles) avec multiplicité de f dans
Uensemble 1y ={z : Indr(z) =1}.

n:N_Pv

Preuve Il suffit d’utiliser le calcul de 'exemple 5 et le théoreme de Cauchy. O

Proposition 6.5.2 Soit Q; = {2 € Q : Indr(z) =1} et fH(Q) ne s’annulant pas
sur I'* alors le nombre de zéros de f dans £y est égal a 27,L7r fr %dn.

Preuve Soit f € H(Q) et I' = Y. n;y;, v étant un chemin fermé C, (| CY alors
fol' =" .n;foy; et par définition de I'intégrale sur un chemin, on a

1 1 IR | L [ fn)
— —dn = — "o (O (t)dt = — dn = Indsr(0).
2um fol"nn 2i7r/0 fOF(t)fO() ©) 2ir Jp f(n) ! rdgor (0)
a
Théoréeme 6.5.3 (Théoréme de Rouché) :
Soit  un ouvert, I' un cycle tel que
1-T* CQ
2- Indr(z) =0, z€ C/Q,
3- Indr(z) € {0,1}, =z¢T*,
f, g deux fonctions holomorphes sur ) tels que
Vzel™, [ f(z)[>|g(2) ],

ALORS
le nombre de zéros de f sur Qy ={z : Indp(z) =1} est égal au nombre de zéros de
f+g sur Q.

Preuve Puisque l'inégalité | f(z) |>| g(z) | est stricte, ni f ni f + ¢g ne s’annulent sur
[ et on trouve que

1)
2w Jp f(ﬁ)

1 (f+9' M)
2im Jr (f +9)(n)

dn = nombre de zéros de f dans €,

dn = nombre de zéros de f + g dans ()4,
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LUt 1 [0 1 (1+g/) ()
21’7r/(f+9)(77)d77 2im rf(n)dwr?' /r(1+g/f)(n)d’

fr Hoa o dn = Ind(4g/p)0r(0) avec

O 2ix (14+g/f)(n

24w

(1+g/f)ol' C B(1,1),

car | (1+g/f)—1|< Llsur I'* (| f(2) |>] g(2) | sur I'*) donc 0 est dans la composante
connexe non borné de (14 g/f)ol" et Indaig/f)or(0) = 0. O

Remarque 8 On peut "affaiblir” les hypothéses et prendre | f(z) |>] g(z) | mais en
supposant que ni f ni f+ g ne s’annulent sur I'* et dans ce cas la conclusion est encore
valable. 11 suffit pour montrer cela de prendre f, = af (a €]1,00[ et g qui vérifient alors
les hypothéses du théoréeme de Rouché et de passer a la limite lorsque a tend vers 1 en
utilisant la continuité des intégrales par rapport au parameétre a et du fait qu’elles ne
prennent que des valeurs entieres.

Théoreme 6.5.4 Soit f une fonction holomorphe non constante sur ) ouvert connexe
et f ouverte (c’est a dire f(ouvert) est une ouvert) alors

f ingective = f’ ne s’annule pas.

Preuve
Etape 1- Soit zg et wy tel que f(z9) = wo, on va étudier les solutions de f(z) = w
lorsque w est proche de wy. Puisque zy est une racine de f(z) — wy, on a par DSE

o0

f(z) —wo = Zan(z — 2p)",

1

la somme commence a n =1 car ag = 0 car f(z9) — wo = 0, et peut s’écrire

f(z) —wo = (2 = 20)"9(2),

avec ¢ ne s’annulant pas dans un voisinage (assez petit) de zq car les zéros de f(z) —wy
sont isolés et donc

F(z) = (2= 20)" nog(2) + (z — 20)d'(2)] = (z — 20)™ 'h(2),

avec h qui ne s’annule pas en 2, et donc quitte a se placer dans un plus petit voisinage
de zp, on a

| f(z) —wo |2] 2 — 20 [*] g(20) | /2, ()
| F(2) 1212 =20 [ h(z0) | /2, ()
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On pose F(z) = f(2) — wy et G(2) = Constante = w — wy alors
fz)—w=F -G,

avec ng le nombre de zéros (avec multiplicité) de F' dans le disque D(zp,r9) (19 > 0
assez petit). On pose I' = Cercle de centre z; et de rayon rg, dans ce cas € = D(zg,7)-
On peut appliquer le théoreme de Rouché a F' et GG, en effet quitte a prendre w tres
proche de wy,

| w—wo [< 75" | g(20) | /2,

alors par (b), on a
| w—wo <[ f(2) —wo |,

et on trouve que | G |<| F' | sur I'* : par conséquent, le nombre de zéros de f(z) — wy
dans le disque D(zg, ro) est égal au nombre de zéros de f(z)—wq dans le disque D(zg,7¢)
c’est a dire ng.

Etape 2- On suppose que f est injective et f’ s’annule, on va montrer que cela est
absurde. Puisque f’ s’annule en zj, en prenant w assez proche de f(z), on a vu a
I'étape 1- qu'il y avait au moins deux zéros de f(z) —w (avec multiplicité) au voisinage
de wy, ce qui veut dire que :

- soit z; est racine au moins double de f(z) — w,

- soit il existe z; # zp racines de f(z) — w.

Le premier cas est impossible puisque f’ est holomorphe donc ses zéros sont isolés et
dan un voisinage proche de zg, il ne peut y avoir d’autre zéros de f’ que zy. Le second
cas est aussi impossible car f est injective. Par conséquent on abouti a une absurdité
et f est injective implique f’ ne s’annule pas. O

Corollaire 6.5.5 Une fonction holomorphe sur un ouvert 2, f injective et f' ne s’an-
nulant pas alors f est localement bijective.

6.6 Reésidus : exemples

- Calcul de fOQW R(sin(f), cos(f)df. Par exemple, on veut calculer, pour a € C/[—1,1],

I'intégrale
/27r dt 1 / dz
]a = . N — )
o a+sin(t) i Jopr at(z—2)/2

on note que sur le cercle de rayon 1 et de centre 0, z = 1/z, donc

o dt 1 1 dz dz
I, = —_— = = - - =2 —_ ",
o a+sin(t) i Joenzat(z—1/2)/2i c0,1) 2iaz + 22 — 1
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or 2iaz+2z°—1 = (2—2,)(2—2_) avec 24 = i(—a++va? — 1). Onnote que | 2, 2_ |= 1 et
(a £+va? — 1) = € impliquerait a = —cos(f) (impossible) donc il existe € € {+1, —1}
tel que z. € D(0,1) et

d
I, - 2/ B in[Res(f, )] = 2n /@ 1.
c(0,1)

2iaz + 22 — 1

- Calcul de I = [ Sgg dz (fraction rationnelle)

On suppose que ) ne s’annule pas sur R et le degré de P < degré de ) —2. Par
le théoreme des résidus on a (voir schéma : demi cercle et racines de @) de partie
imaginaire > 0), pour r assez grand

Pn) . P
——=dn = 2im E Res(—, z),
/demi cercle(0,r) Q(U) (Q )

z :Q(2)=0 et Im(2)>0

.22
e Z1] :

' *z3

d’autre part

@ . r @ T 7 " Teit Teit 7’6“
/demi cercle(0,r) Q(n) dn a —r Q(x)d + /0 [P( )/Q( )] dt

Par passage a la limite, on trouve que
" P P
lim / ﬂdw = / (:E)dx,
r—oo /. Q(z) r Q(z)
et comme le degré de P < degré de Q@ —2 : [P(re™)/Q(re™)|r —, o 0, on a

lim i/W[P(re“)/@(re“)}re“dt =0,
0

T—00
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et finalement

Plz) = = esgz
/R )dm— 2 > R (Q, ).

Q(x z :Q(2)=0 et Im(z)>0

- Calcul de I = [, ¢ R(z)dz (R fraction rationnelle) t € R Méme méthode, en
notant que si t > 0

lim z/ [P(re™) /Q(re™)|re™e™ " du = 0,
0

r—00

car | e |= e~ < 1 pour u € [0, 7] et si t < 0, on prend le demi-cercle inférieur.
- Calcul de I = [, ¢""R(z)dx (R fraction rationnelle) t € R Cette fois ci Q peut

s’annuler en 0 : 0 doit étre un zéro simple et nulle part ailleurs sur la droite réelle

A

.22

' *z3

on exclu 0 avec un demi cercle de centre 0 et de rayon € (qui a vocation a tendre
vers 0... c’est la fatalité de €).
On note que pour le petit cercle, on a

e—0

lim ¢ /Oﬂ[P(eei“)/Q(eei“)]eei“eiteeiudu = P(0)/Q'(0).



Chapitre 7

Suites et séries de fonctions
holomorphes

Théoréme 7.0.1 Soit 2 un ouvert de C, et (f,)n, C H(C) qui converge uniformément
sur tout compact (i.e., pour tout compact K, supg | fn—f |—=n-00 0) ALORS la limite

f est holomorphe sur €2 et pour tout k fék) converge uniformément sur tout compact
vers f*).

Preuve Soit z € Q et D(z,r) C Q, alors

_ fn(n)
fn(Z) B L(z,r) Edn’

puisqu’il y a convergence uniforme sur tout compact, on peut intervertir limite et

intégrale et
/ fa(n) e / f(n) i,
Clzy) 1 — % Clzr) 1 — 2

avec z — | Clor) %dn qui est une intégrale a parametre holomorphe (donc holomorphe)

d’autre part, il y a convergence simple et
fa(2) =n—oo f(2),
donc o)
1
£(2) :/ S0 e 1.
Clzr) 1 — 7

Pour les dérivée successive, on note que

k! fa(n)
(k) () = 22 I\ g
fn (Z) 2im /C"(z,r) (77 - Z)k+1 "
et

k!
sup | S — 8 <= sup | fo— [
D(z,m0/2) 70 D(z,r0)

49
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donc il y a convergence uniforme sur les disques fermé, donc par le théoreme de Borel
Lebesgue sur tout compact. O

Théoréme 7.0.2 (Théoréeme d’Hurwitz)

1- Soit Q2 un ouvert de C,

2- (fu)n C H(2) convergeant uniformément sur tout compact vers f

3- D(zy,7) C Q tel que f ne s’annule pas sur C(zy,7)

ALORS

Pour n assez grand, le nombre de zéros de f, (avec multiplicité) dans D(zo, 1) est égal

au nombre de zéros de f (avec multiplicité).

Preuve Soit ¢ = infe (., | f |> 0 (fonction continue sur un compact et ne s’annulant
pas), alors pour n assez grand, on a Supc(,,, | fo — f |< ¢/2 donc infor) | fu |>
¢/2 > 0. On peut donc décomposer

fn:(fn_f)+f7

et utiliser le théoreme de Rouché. O

Corollaire 7.0.3 Soit Q un ouvert conneze, (fn)n, C H(Q) convergeant uniformément
sur tout compact vers f et f,71(0) = 0 ALORS soit f est la fonction nulle, soit f~(0) =
0.

Preuve On raisonne par I'absurde, si f est non nulle et s’annule, alors les zéros de f
sont isolés et autour d'un zéro on peut trouver un cercle centré en ce zéro tel que f ne
s’y annule pas et par le théoreme précédent, pour n assez grand, f, devrait s’annuler :
c’est absurde. O

Corollaire 7.0.4 Soit Q un ouvert conneze, (fn)n, C H(Q) convergeant uniformément
sur tout compact vers f et f, injective ALORS soit f est constante, soit f est injective.

Preuve On raisonne par I'absurde, si f est non constante et non injective, alors il
existe 21, 29 telle que f(z1) = f(22) et f(2) — f(21) admet deux racines, donc pour n as-
sez grand f,,— f(z1) admet aussi au moins deux racines : f,, est non injective : absurde.Od

Corollaire 7.0.5 Soit Q2 un ouvert connexe, (f,), C H() convergeant uniformément
sur tout compact vers f et f,(2) C A C C ALORS soit f est constante, soit f(§2) C A.

Preuve On raisonne par l'absurde, si f est non constante et il existe zy tel que
f(z0) € A, alors f(z) — f(z) admet une racine, donc pour n assez grand f, — f(2o)
admet aussi au moins une racine : f,,(Q) ¢ A : absurde. O
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Théoréme 7.0.6 Soit 2 un ouvert de C, et (f,), C H(C) dont la série converge uni-
formément sur tout compact et converge normalement ALORS )" f, est holomorphe

sur 2 et pour tout k F9 converge uniformément sur tout compact vers >, fu)®.

Définition 7.0.7 Soit Q un ouvert, et (uy,), une suite de fonctions méromorphes sur
Q alors on dit que

la série de terme général (uy,), converge uniformément (resp. normalement) sur les
compact de € si et seulement si :

1- VK compact C Q, il existe N(K) € N tel que ¥n > N(K) u, n’a pas de péle dans
K

2- 3 s N(x) Un converge uniformément (resp. mormalement) sur K.

Théoréme 7.0.8 Soit Q2 un ouvert de C, et (f,,)n une suite de fonctions méromorphes
sur § dont la série converge uniformément sur tout compact (resp. converge norma-

lement) ALORS ) f, est méromorphe sur Q0 et pour tout k ) f,E’“) converge uni-
formément sur tout compact vers (3", fn)®.

Preuve Soit P, = { pole de u,}, et P = { pole de > wu,}, alors

P C U P,, formé de points isolés,

n

donc pour tout compact K, I'intersection | J, P, [ K est finie. Soit U un ouvert de (2
tel que U soit compact alors

Zun: Z u, + H
n )

n<N(K

avec H holomorphe sur U. Comme la somme finie de fonctions méromorphes est
méromorphe, on a le résultat souhaité. Pour conclure, on se reporte a Annexe-topologie
pour montrer que pour tout K compact il existe U ouvert, tel que U compact et U
contient K (suite exhaustive de compact). 0

Exemple amusant et non trivial

Proposition 7.0.9 On a
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Preuve

Etape 1. On montre que la série > > Z—n)Q converge au sens du théoreme 7.0.8. La
suite u,(2) = 1/(z —n)? a un pole sur C en z = n. Pour tout compact K, il existe ng
tel que K C B(0,ng) et donc pour tout n > ng + 1, u, n’a pas de pole dans K, et

[1/(z = n)* [< 1/(no — n)?

donc la série > u, converge normalement sur tout compact et la limite S est

méromorphe.

n>np+1

Etape 2. 5(2) = 5+, 1/(z=n)? avec 3_, ., 1/(2—n)* qui est holomorphe au voi-
sinage de 0 (série de fonctions holomorphes dans B(0, 1/2) par exemple et convergeant
normalement). De plus la limite S est 1—périodique donc les poles de S contiennent Z
or les poles de S sont inclues dans | J,, poles de u,, = Z donc les poles de S se répartissent
exactement sur Z.

Etape 3.

1 1
sup [ Sz +iy) [< 5 + ,
z€[-1/2,1/2] y? ; Y+ [n—1/2

donc par 1—périodicité on a

1
sup | S(x +1iy) | +Z Pt n— 12

z€eR
et par convergence normale,

lim sup | S(z +iy) |=0.

Y70 zeR
et
sup | S(z+1y)|< 3.
z€R,|y|>1
Etape 4. En utilisant le DSE de sin(7z) on a (Sinzrm))2 = (1) + H(2) avec H ho-

lomorphe au voisinage de 0. On a également (sin?ﬂz))z 1—périodique car sin(z) est
1—périodique (= (e — ™) /(2i)).

™

2 2 lmyl _
b S o) =T 1/e
sel1/31/2 | (Sln(ﬂ(x +zy))) | /(4(e /e)?),

s

f — )" |=0.

kil 4 | (Sm(ﬂ(xﬂ.y))) |

et W

sup +)2 |S 3.

z€R,|y|>1 sin(7(z + iy))



Etape 5. 5(2) — (507
et en fait c’est une fonction holomorphe sur C (par périodicité tout

23

)2 est une fonction holomorphe au voisinage de 0, 1—périodique

les poles sont

éliminés), cette fonction est bornée et tend vers 0 lorsque Im(z) — oo donc par Liouville

cette fonction est nulle et on a

e
~ (z—n)? ~ sin(7mz2)
Ezxemple 6 On peut montrer de méme que
2z

En effet, on a
1 1
) =-
% z+n ; (z+n)
Q0 r_ i 2
(tan(ﬂz)) B (81n(7rz)
donc

tan

Zzz—Fn

est holomorphe sur C—7Z (qui est un ouvert connexe), de dérivée nulle :

c’est donc une

constante. En linfini x 4+ iy avec y — oo on note que W tend vers 0 cette constante

est donc nulle et W = 0.

Théoréme 7.0.10 Soit (2;)jen C C telle que | zj |—=j00 0 €t

Zal]/ z— 2z,

Vi Qji(z

ALORS il existe une fonction méromorphe dans C : f € H(C/J;{z}) et

Vi AB(z5,15)  f(2) = Q4(2) + fi(2),

fi € H(B(zj,1;).

Preuve Si la série des des (); est normalement convergente (au sens des séries de

fonctions méromorphes) alors f =3 Q; est solution.
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Sizj =0, on pose P; =0 -
Si z; # 0 alors Q; € H(B(0,] z; 1)), Q;(2) = > an ;2" et sur D = B(0,] z; | /2) on a

dn; €N 1 Vze D | Q;(z) — Zany‘jz” <277,
0

on pose
n;

o n

PJ<Z> - E :an,jz )
0

et pour tout R > 0, il existe jo tel que pour tout j > jo | z; |> 2R rt donc @; n’a pas
de pole dans B(0, R) et

sup | Q;(2) — Pi(2) |< 1/2" < oo,

i>jo 2€B(0,R)

la série converge normalement sur tout compact (au sens méromorphe). Alors

f(z) = _1Qs(2) = Bi(=)],

J

est solution. O



Chapitre 8

Produit infini

Définition 8.0.11 On dit que [[°,ui, u; € C converge si et seulement si la suite
(IT—y wi)n converge dans C* et T2 wi = limy, oo [ 11y wi-

Proposition 8.0.12 Si H?io u;, u; € C converge alors u; # 0 pour tout i, u; —;_oo 1
et

e’} P e’}
[Lw=1Tw 11 =
i=0 i=0  i=p+1

Proposition 8.0.13 [[2,u;, u; € C converge si et seulement si
1- u; # 0 pour tout i,
2- Jig Vi > ig Re(u;) >0 et Y > log(u;) converge

et on a
00 i0—1
Bl .
[[v= [T wesie
i=0 i=0
Preuve

< Lorsque Re(z) > 0, on ae'9®) = z et e = [[exp avec z — €* continue (pour le
passage a la limite).

= Lorsque u; — 1, 3ip Vi > iy Re(u;) > 0 et u; # 0 donc log(u;) a un sens (a
partir de ig). Puisque le produit Hfj u; converge dans C* vers une limite [, il existe py
tel que pour tout p > po | [T} us — 1 [<| 1| /2. Puisque [ # 0, il existe un relevement
du logarithme dans 0 ¢ B(l,| [ | /2) : c’est a dire il existe ® € H(B(l,| | /2)) tel que
e¥®) = z dans B(l,| | /2). Donc :

P
P .
VAl ) — H Us,
10

P P
\IJ(H w;) = Z log(u;) + 2imk,
io io

25
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et W([TF, ui) — w(l), (]_[]DJrl u;) — () et log(ups1) — 0 donc ky, — kyy1 est une suite
stationnaire égale a 0 (i.e. k est constante) a partir d’'un certain rang : ce qui prouve
le résultat. O

En posant u; = 1 + v;, on remarque que u; — 1 revient a dire que v; — 0.

Proposition 8.0.14 (avec les v;) En supposant Re(v;) > 0 pour tout i, on a
Zf: | v; | converge < Z;f | log(u;) | converge.

Preuve Soit | z |< 1/2 alors | z | /2 <|log(1+2) |[<3 ]|z /2 car
| 1 —log( 1+z/z|—|z DMt n <1/2 pour | z|<1/2.

Le résultat en découle. O



Chapitre 9

Produit infini de fonctions
holomorphes

Définition 9.0.15 Soit Q un ouvert de C et (f,)n une suite de fonctions holomorphes
sur ), on dit que

le produit infini [, fn converge uniformément (resp. normalement) sur tout com-
pact si et seulement si :

Pour tout compact K C Q, 3ng :¥n >ng Vz € K : Re(fu(2)) >0 et ), o, log(fu(2))
converge uniformément (resp. normalement) sur K.

Théoréme 9.0.16 Soit Q@ un ouvert de C et (f,,), une suite de fonctions holomorphes
sur Q, tel que le produit infini [ fn converge uniformément (resp. normalement)
sur tout compact alors la limite I1(z) =[] fn(2) est holomorphe sur € et

M(z) = 0)& @n : fulz) =0).

De plus siQ est connexe et f,, Z 0 alorsII'(2)/11(2) est méromorphe sur Q) :11'(z)/11(z) =
Yoo fr]fn qui est une série qui converge uniformément (resp. mormalement) sur tout
compact (sens méromorphe).

Preuve Soit D(zy,r) C Q alors il existe ng tel que Vz € D(zp,r) : Re(fn(z)) > 0 donc
log(fn(2)) aun sens et ) - log(f.(2)) converge uniformément (resp. normalement)

sur D(zg,r). Par conséquent, sur D(zp, ), par le théoreme de Heine

Z 10g(fn(2>> —Conv. unif. (resp. norm.) g(Z) = eZnZnO log(fn(2)) —Conv. unif. (resp. norm.) eg(z)7

n>ng

et

nog—1 no—1

E =[[hE = [0 TL0E = T fae) e e

ne s’annule pas

les zéros se trouvent la

27
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le produit des premiers termes est holomorphe (produit fini) et 'exponentielle de la
somme est holomorphe par limite uniforme (reps. normale) de série de fonctions holo-
morphe, donc IT est holomorphe.

Sur B(zo,7/2) C B(z0,7), 0na (3,5, 10g(fn(2))) = > 12() (1a convergence étant

n2no fn(z)
uniforme (resp. normale) sur tout compact de D(z,7/2) et on trouve la décomposition :
partie holomorphe et méromorphe suivante

no 1 Zn>n0 log(fn(2)
( no 1;1((2? " (ezn>n0 log(fn(z Z f /fn + Z f /fn

n<ng—1 n>ng

T'(2)/1(z) =

Proposition 9.0.17 Soit Q un ouvert de C et (v,), C H(2) alors
[I(1 4+ v,(2)) converge unif. (resp. normal.) sur tout compact de Q < > v, converge
unif. (resp. normal.) sur tout compact de Q.

Voir prop. 8.0.14.

Exemple 7 On a
2

M(z) H(l_z_) sin(wz).

n? T
neN

En effet, en fizrant R > 0, | 22 | /n* < R*/n? pour | z |< R et il y a convergence normale
sur les compact (sens holomorphe) et la limite est holomorphe sur C et s’annule sur Z
donc

I1'(2) /T1(2) 222/ 22—n?) = 1/tan(nz)—1/z = (sin(rz)/2) /(sin(nz)/2), z€ C/Z,

donc 11 /(sin(rz)/2)) = 0 sur C/Z ouvert connezxe or I1(0) = sin(nz)/z |.—o= 1 donc
I1/(sin(rz)/2z) = 1.

9.1 Produit de Weirstrass

Lemme 9.1.1 E,(2) = (1 — 2)eXi=t /1 vérifie | 1 — E,(2) |<| z [P* si| 2 |< 1.

Preuve On a .
E(2) = —PeXi=1 P

donc

1 o 1 o
| Ey(2) = B, (0) |=| 27! / el #0 gy | <| o+ | / | S 2| gt
0 0
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or par produite de DSE, on a
P thj/] Z &k Zt

P Jtd P J
avec ay > 0 donc | eXi=1% /] |< ezi=1l 1P /i ot

P

| B,(2) - E,(0) |swzp“!/ | St | g <] ], |2 < 1.

Théoreme 9.1.2 (Théoréme de Weirstrass) Soit (2;)jen une suite de complexe et
(m;); un suite d’entiers non nuls tel que | z; |—=j_00 00 €t z; # 2z, 51 j # k ALORS il
existe une fonction holomorphe telle que

-1
(0) = {(2);},
avec zj de multiplicité m;.
Preuve Quitte a multiplier la fonction par 2™ on peut supposer que les z; sont non

nuls.
On montre que pour p; = m; + 7,

T1(E, /2™

converge normalement sur les compacts, pour cela il suffit de s’intéresser au logarithme

ng log(Ey,(2/2)),

ou de maniere équivalente pour

Zmy Ep;(2/7)).

Soit R > 0, il existe jo tel que pour tout j > jo : | 2; |[> 2R et | z/z; [< 1/2 pour
z € B(0, R) donc par le lemme précédent

my | 1= By, (2/2) |<| 2/2; [P < my(1/2)77 < (my/2™0)(1/27) < 1/27+,

on a donc convergence normale sur tout compact et Re(E,(z/z;)) > 1/2 > 0. O

Corollaire 9.1.3 Soit f un fonction méromorphe sur € alors il ezxiste g,h € H()
telle que f = g/h.

Preuve Les poles sont formés de points isolés, qui vérifient les hypotheses du théoreme
de Weirstrass, et donc h(z) = [[; E,(2/2;)]" et g = fh peut se prolonger en une fonc-
tion holomorphe sur € : les smgularltes sont effacables. O
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Exemple

Proposition 9.1.4 Soit
M(z) = 2(z+ 1) [J(1 + 2/5)(1 = /)7,
Jj=2
qui converge normalement sur les compact. On pose

['(z) = 1/II(z).

Preuve On a

a) e —1—ul|<|ul?e/2, VueC
b) | log(1 — =) + = | 4 (22/(1 - 22))

¢) donc

(1-1/5)7 = €787 = 142 log(1-1/j)+€(z) | zlog(1—1/5) |* eloe=0=1Dl 2 | e(2) |< 1,
avec
zlog(1—1/j) =z/j+2/2¢(2) | /57|, |€(2)|<1,

et
uj(z) = €(z) | zlog(l —1/j) |2 ellogz(l_l/j”/Q, vi(z) = z/2€(2) | | /52,

sont les termes généraux de séries normalement convergente sur tout compact de K de
C. Par conséquent

(L+2/5)(1 = 1/5)" =1 2%/52 + (2/j + 1) Reste(z, j)

Convergence sur tout compact : O(1/52)

et par la proposition 9.0.17 on a la convergence du produit. O

Proposition 9.1.5 On a

1
(z+1) szg(l +2/7)(L = /j)

les poles sont sur N. La fonction I' ne s’annule pas.

€ Meromorphe(C),

['(z) = .

Car II est holomorphe sur C (pas de singularité).

Proposition 9.1.6 On a

I'z+1)=2I'(z), I'l)=1letl'(n)=(n—1)!
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Preuve On a

e DT+ 2/~ i) = = [T0 + 22l =28 = 2 T+ ),

j=1 j=1
donc
z+1 n .
e [+ D)) et
[(z)/2T(z+1) = lim ———=2 : = v
(2)/20(z +1) = lim 105 2)) - —

1 n

—[Ja+1/5)=(n+1)/n—1=1/T(1),

n

7=1

et en combinant les deux résultats, on trouve I'(n) = (n — 1)\ O

Proposition 9.1.7 (Formule des compléments) On a
L(2)T(1 - 2) = nn/sin(nz), T(1/2) = /7.
Preuve En effet, en utilisant la proposition 9.1.5 et ’exemple 7 on trouve que

1
21 =22) [T50(1 = (2/5)2)(1 = /5)?

or I'(—z+1) = —zI'(—2) ce qui montre le premier résultat. En posant z = 1/2 dans la
formule des compléments on trouve le second. O

Mz)I'(—z) =-—

—7/(zsin(mz)),
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Chapitre 10

L’espace H(())

Soit © un ouvert de C et K, une suite exhaustive de compacts (voir annexe) de 2

alors -
S PR—
Af,g) =3 oS LT 201 g
n=0

L+supg | f—g| ’
définit une distance sur H().

Preuve Il suffit d’avoir 'inégalité triangulaire (les autres propriétés étant triviale) or
¢ <a+bimplique ¢/(1+¢) <a/(1+a)+b/(1+b), car x — x/(1 + x) est croissante
sur R et pour tout a,b > 0, on a

(1+a)a+b)/(al+a+b)—1=[1+b/a)(l+a)—1—a—b/(1+a+b)
= (b/a)1/(1 +a+b) < (b/a)(1 +a)/(1 +b)

donc
(a+b)/(14+a+b) <a/(1+a)+b/(1+0D).

Proposition 10.0.8 Soit (f,), C H(S) et f € H(Y) alors

fn —Conwv. unif. compact f < d(fp7 f) 7 p—oo 0.
Preuve
= > lim, = lim, > | par convergence dominée

< supg, | fp — f |— 0 et la suite K, est exhaustive (tout compact peut étre inclue
dans un K,). O

Proposition 10.0.9 (H(2),d) est complet.
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Preuve
Une suite de Cauchy, est telle que f, est une suite de Cauchy sur tout compact donc
converge uniformément sur tout compact et la limite est holomorphe. O

Définition 10.0.10 Un suite de fonction holomorphe sur C telle que

VK C Q compact 3Cx >0 : sup | f, |< Ck,
K

est une famille normale.

Théoréme 10.0.11 (Théoréme de Montel) Soit (f,), une famille normale alors il
existe une sous suite de (fp)p qui converge uniformément sur tout compact vers une
fonction holomorphe sur €.

Par conséquent une suite bornée est compacte!!!

Corollaire 10.0.12 A C H(2) est d’adhérence compacte si et seulement si VK C
Q compact ICk >0 : supg | fu |< Ck.

Preuve (du théoreme de Montel)
- Etapel :

Lemme 10.0.13 Soit f € H(B(zo,7)) borné par M et A C B(zy,7/2) alors

2M
sup | fl<sup| f|+=— sup |d(zA4)].
B(z0,r/2) A T 2€B(z0,r/2)

preuve du lemme : En utilisant 1'inégalité de Cauchy, on a

<2 e Baor/2),

”
et f(z) — f(a) = f[a, 2]f'(n)dn par intégration, implique que pour tout z € B(zg,7/2)
(donc pour le sup), on a

2M 2M
| f) I fla) | +——|z—al|<sup | f|+— sup [d(z,4)].
r A r z€B(z0,r/2)
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Lemme 10.0.14 Soient

1- B C B(z9,7/2) et B = B(z,7/2)

2- (fp)p C H(B(z9,7)) borné par M

3- pour tout b € B, la suite f,(b) converge
ALORS

La suite (f,), converge uniformément sur B(zy,r/2) vers une fonction holomorphe.

preuve du lemme : On montre que la suite est de Cauchy.

i) Puisque B est dense dans B(ZO,T/Q), pour tout € > 0 on peut en extraire un sous
ensemble A = {b1, ..., bu(e) } tel que sup,cp(y /o) | d(2, Ae) [< €/2.

ii) De plus, par convergence simple sur B, et puisque A, est un ensemble fini, il existe
N(e,n(e)) tel que

Voe Ac Vp>q> N(e) : sup | fo — fy I< €/2.

€

En utilisant le lemme précédent avec A = A., on trouve

2M
_Sup |]Cp_fq’S SuP|fp_fq|+_ Sup | d(z, A) <,
B(z0,7/2) A T 2eB(z0,r/2)

donc

Ve, IN(e) Vp>q> N(e) sup |f,— fyl<e
B(zg,r/Q)

Lemme 10.0.15 Soient
1- Q un ouvert de C et B un sous ensemble dense dans
2- (fp)p C H(B(20,7)) borné sur les compacts de §

3- pour tout b € B, la suite f,(b) converge
ALORS

La suite (f,), converge uniformément sur les compact de §2 vers une fonction holo-
morphe.

preuve du lemme : Il suffit de se restreindre aux boules B(zp,r) et noter que

B B(zy,7/2) est dense dans B(z, ). O

preuve du théoréme : Soit B = Q[ Q dénombrable dense dans €2, alors

B = {b,bs, ..},
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et puisque la suite (f,(b1)), est bornée, on peut en extraire une sous suite convergente
(fs0(p) (01))p- Puisque la suite ( fg,)(b2))p est bornée, on peut en extraire une sous suite
convergente ( fs(61(p))(D2))p-.. Par procédé diagonal : on pose ¥(p) = o1 ...0¢,(p) on
a

Vb € B la suite fy,(,)(b) convergente.



Chapitre 11

Compléments

Définition 11.0.16 Un ouvert de C est dit propre si il est non vide et non C.

Théoréme 11.0.17 (Riemann) Soit 2 un ouvert propre, connexe, simplement conneze
alors il existe une application biholomorphe ¥ : Q@ — D(0,1).

Preuve
On montre que '’ensemble suivant

S={feH() :f(Q)cCDO1) et f injective},

vérifie :

-2 #£0

2- Sizg € Qalors {| f'(z0) |, f € X} est borné par un réel m qui est atteint par une
fonction de X.

3-Si Ve X et ¥(z) =m alors U est biholomorphe de € sur D(0,1).

- Etape 1: X # ()

Puisque l'ouvert est propre, il existe z; € C/Q), donc z — z — z; est une fonction
holomorphe se s’annulant pas sur €. En utilisant le corollaire 5.0.28 (€2 est simplement
connexe), il existe un logarithme de z — z; sur 2 et donc une racine carré de z — z
holomorphe sur €2 : g et

G (2) =z — 2.
La fonction g est clairement injective et holomorphe, est €2 est un ouvert connexe (et ¢’
ne s’annule pas) donc elle est donc localement bijective (voir corollaire 6.5.5) et donc
ouverte : O = ¢(£2) est un ouvert.

Lemme 11.0.18 Soit O = ¢(f2) alors
O )(=0) =0.
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En effet, si 2 € O)(—0) alors il existe n; et ny tels que g(n;) = =, —g(n2) = = donc
en passant au carré 1 1, —z =1y — 2 = x> donc p; =y et : x = —x = 0 or ¢g ne
s’annule pas : donc O((—=0) = 0. O

Par conséquent, il existe D(zq,7) C C/g(2) avec r > 0 et la fonction

r/2

RURFEEE

est holomorphe et injective sur Q et | h(z) |< 1/2 < 1 donc ¥ est non vide.

- Etape 2 : {| f'(2) |, [ € X} est borné Soit 2, €  alors il existe r > 0 tel
que D(zg,7) C Q et pour tout f € X, par I'inégalité de Cauchy, on a

1 1
| f'(20) < = sup | f|< = borné,
D(zo,r) r

donc {| f'(z0) |, f € X} est un ensemble borné de R, il admet une borne supérieure
m

- Etape 3 : la borne sup est atteinte : Soit f,, une suite de X telle que | ! (20) | —n—oo
m (limite par valeur inférieure) alors f,(2) C D(0, 1) est donc une suite bornée sur les
compact de € : on peut en extraire une sous suite convergente (théoreme de Montel)
uniformément sur tout compact de €2 et la limite f est holomorphe sur 2. La limite f
vérifie :

i) f e H(©)

ii) en passant a la limite pour la sous suite | f'(z) |=m

iii) on a une suite de fonctions injectives convergeant uniformément sur les compact :
la limite est injective ou constante (voir corollaire corolt2). Or m > 0 car la dérivée de
la fonction A ne peut s’annuler donc le m = sup | f'(z0) |[>| K'(z —0) |> 0 et f ne peut
étre constante. iv) on a une suite de fonctions telles que f,,(£2) C D(0,1) convergeant
uniformément sur les compact : la limite vérifie f(©2) C D(0,1) ou est constante. Par
le point précédent, elle ne peut étre constante donc f(2) C D(0, 1). Finalement, on a

fex, [ f(z0)[=m=max{| f(2) | [feX}

- Etape 4 : Surjectivité : Soit ¥ € ¥, | U'(2) |=m = max{| f'(z0) |, f€ X} et
U non surjective sur D(0, 1) alors il existe z; € D(0,1)/¥(2) et

zZ— 2
A, z—

1—212
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vérifie A, 0¥ € X. Puisque 2 est simplement connexe, il existe ¢ € H(2)tel que
¢* = A0V, sur .
La fonction ¢ est injective et ¢ € 3 ¢(z09) = z2. Soit © la fonction
O(z) = A,00 € X,

avec A,, définit comme A, . On a

¢° = (A'00)* et @ = A 'o(A]00)?,
donc pour S(z) = 22, on trouve que

U = A;loSoAz_;o@ = Fo0O,

et

U'(29) = F'(0(20))0(20) = F'(0)0(2).
Lemme 11.0.19 On a | F'(0) |< 1 (et donc | ©'(z0) |>| V'(20) | ce qui est absurde
par mazimalité).

On a F = AZ'0S0AZ qui est une fonction holomorphe de D = D(0, 1) dans D

- si F(0) = 0 alors par le lemme de Schwarz 3.0.19, si | F7(0) |= 1 alors F(z) = ze™
avec u € R or F n’est pas injective car S ne l'est pas donc | F'(0) |< 1.

-si F(0) = a # 0alors A, : 2 — (2 — a)/(1 — az) vérifie AyoF : D — D et
A,0F(0) = 0 donc par le lemme de Schwarz 3.0.19 : | (A,0F)(0) |[< 1 or A (o) =
1/(1— | a |*) donc | F'(0) |< (1— | a [*) < 1 (et I'égalité implique o = 0 cas précédent).
Par conséquent on a également | F'(0) |< 1.

Ceci montre que I'hypothese : non surjective est absurde et W est bijective et biho-
lomorphe. O

Corollaire 11.0.20 On a

a) U(z) =0

b) g € H(Q) : g(Q) € D(0,1) alors | ¢'(z0) |< m (et égalité si et seulement g est
biholomorphe)

Preuve
a) W(zg) = a # 0 alors A,o¥ € ¥ et | (An0W) (2) |= ﬁm > m (c’est absurde par
maximalité)

b) Soit h = go¥~!: D — D alors | A'(0) |[< 1 et = 1 si et seulement si h(z) = ze™ or

| K(0) =] g'(0) [ / | ¥'(20) [< 1.
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Corollaire 11.0.21 Soit 2 un ouvert propre connexe, alors

1- Q simplement connexe

U 2- VI cycle de 2 et pour tout z ¢ 2 Indr(z) =0

I 8-VfeH(Q) f admet une primitive holomorphe

| 4- toute fonction holomorphe ne s’annulant pas admet un logarithme

| 8- toute fonction holomorphe ne s’annulant pas admet une racine carré
I 6- il existe U : Q — D(0,1) biholomorphe | 4-

2.

Preuve
1-=2-=3-=4-=5-=6- Déja vu dans le cours.
6-=4- Soit f € H(N2) telle que f(Q2) C C* et ¥ biholomorphe de € sur D(0,1) alors

fo¥~t € H(D),

et ne s’annule pas, D est un ouvert étoilé donc il existe g holomorphe sur D telle que
ed = fol~t et f =e%" (voir conséquences du théoréme de Cauchy Local).

4-=2- z — 1/(z — z) est holomorphe et ne s’annule pas donc elle admet une primitive
holomorphe et l'indice est nul et Indp(zo) = [ 1/(z — 20)dz = 0. O

Autres conséquences Automorphismes de €2 :
Aut(Q2) :={f € H(Q2) : f bijective de Q sur Q},
Puisque Id : z — z est dans Aut(£2) cet ensemble est non vide. C’est un groupe pour
la composition (Aut, o).
1- Si Q = D(0,1) alors les automorphismes sont de la forme :

2- Si Q2 est connexe, simplement connexe et propre alors les automorphismes sont de
la forme :

la|<1, 6€R.

g(z) =01 (ew%).

Il suffit de se ramener au disque par composition par ¥ : {2 — D biholomorphe.
3-P.={2€C : Im(z) >0} (cas 2-)
U(z)=(i—2)/(i+2)

et les automorphismes de P, sont de la forme

o(z) =(az+b)/(cz+d), a,byc,d€R ad— bec> 0.
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4- Aut(C) = {z — az + b}
En effet, si ¢ € Aut(C) alors ¢(1/z) admet une singularité qui ne peut étre ni es-

sentielle ni un pole d’ordre strictement plus grand que 1 (sinon ¢(1/z) n’est pas injec-
tive) donc ¢(1/z) —a/z est holomorphe sur C et borné : ¢’est une constante (Liouville).

5- Aut(D(0,1)/{0}) = {z — ze'’}

6- pour une couronne C; = D(0,71,79) et Cy = D(0, Ry, Ry) : il existe une fonction
biholomorphe de C sur Cs si et seulement si r1/ry = Ry/Rs.

The END
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Chapitre 12

Annexe

12.1 topologie

Définition 12.1.1 Soit Q un ouvert de C, on dit que (K,,), est une suite exhaustive
de compact de () si

1- K,, est compact

2- K, C Kpi

3-U, Kn=9Q

Proposition 12.1.2 Soit K un compact de Q) et K,, une suite exhaustive de compacts
de Q alors il existe n tel que K C K,,.

Preuve En effet, K C |, K1 donc par Borel Lebesgue K C U finie K; et donc il
existe n tel que K C Io(n C K,. O

Proposition 12.1.3 Tout ouvert de C possede une suite exhaustive de compact.
Preuve Si ) = C, c’est direct K,, = B(0,n). Sinon, on pose

K,={z : dist(z,C/w) >1/(n+ 1)} B(0,n).
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