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A. Comment poser le probléeme

: les équations de I'élasticité
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A. Comment poser le probléeme : les équations de I’élasticité

Problemes réguliers

—

Wi "

<l

GQ=SuUSf

* Un probléme « bien posé » admet une solution unigue s’il a des conditions aux frontiéres adéquates

- conditions spatiales : CL en déplacement et en effort ;

- conditions temporelles éventuelles : conditions initiales

» Les CL spatiales imposent en tout point de la frontiére trois conditions scalaires

- toutes en déplacement
- ou toutes en effort dans les 3 directions

- un déplacement dans une direction, un effort dans les deux autres... ou un assortiment

4
Chapitre 4 de F. Sidoroff. Mécanique des milieux continus. ECL 2010 (disponible sur HAL) -



A. Comment poser le probléeme : les équations de I’élasticité

Problemes réguliers

On cherche 7, (;_1;1 t) et gy (:I:, t) vérifiant

CL en déplacement CL en effort .
; . . CL mixtes
uniquement uniquement (cf *)
_.,d
Uilpg = Ui Ui|g, = uf
Equations sur

la cinématique 1
gij = 5 (uij +ug)

Relation de

comportement Tij — Aijkisk!

5%u;
ogiji+fi=p (%; ou 0

Equations sur

les efforts d o _pd
TijNjloq = 1 Tijljls, = T
i (2,0) = 0(z) et DY (2,0) = VO ()
+ des conditions initiales (en dynamique) LA v ot !

* Remarques :
- les efforts imposés doivent s’équilibrer (en statique),

- la solution est connue a un déplacement de corps rigide pres

)
Chapitre 4 de F. Sidoroff. Mécanique des milieux continus. ECL 2010 (disponible sur HAL) -



A. Comment poser le probleme : les équations de I'élasticité

Points durs dans la modélisation

Exemple de choix de CL : écrasement d’un lopin entre les deux plateaux rigides d’une presse

» Sur les surfaces latérales
2 L3
LLLLLLLLLLLLLLL L - libres d’effort  sur Sy : T; =oyn; =0
Sy LU()
, R
I Sl

! - déplacement vertical imposé : 1 direction OK, quid des 2 autres directions ?
S 5':1

So r3=0: usz =0
x3=h: us=-U(t)

- s’il y a contact parfaitement lubrifié

» Sur les faces supérieure et inférieure

N

3|

n = (0,0,4+1) T = (013,023,033) o013 = 093 =0

P > Patm | .
- s’ily aadhérence parfaite

- —
T:_(p_patm)n
:17320: u1=u2=u3=0

x3 =h: up = ug = 0,uz = —U(t)

F. Sidoroff. Mécanique des milieux continus. ECL 2010 (disponible sur HAL) d



A. Comment poser le probleme : les équations de I'élasticité

Points durs dans la modélisation

Choix d’une géométrie : formulation 3D -> 2D

29

x}

* Déformations planes

Hypothese faite pour des piéces longues ou des piéces dont

on bloque le déplacement selon xzaux extrémités
L

chargement dans le plan (x;, x;) indépendant de x5

= 0 :
N 4 _ _ —
w/ ur = (1, 22), w2 = ug(z1,22), uz=0
A e '
. T

€11 €12 0
Tunnel a 2 niveaux, Seattle, SR99 Alaskan e= |le1g €99 0
Way (http://papyma91l.blogspot.fr /) - 0 0 0

Remargue importante : o33 n’est pas nul

o o120
o= |01z 032 0 o33 = V(o + 022)
0 0 o33

7
F. Sidoroff. Mécanique des milieux continus. ECL 2010 (disponible sur HAL) .


http://www.bene-inox.com/

A. Comment poser le probleme : les équations de I'élasticité

Points durs dans la modélisation

Choix d’une géométrie : formulation 3D -> 2D

» Contraintes planes

Hypothése faite pour des piéces minces chargées dans leur plan moyen

« les couches de bords libres sont prépondérantes dans I’épaisseur »

— La contrainte dans le plan (x7, x3) est indépendante de x5
Vue d’ensemble d’'une machine de

flexion ( ) o1 (z1,z2) o2(r1,z2) 0
C% g = |o12(w1,w2) 022(w1,72) O
0 0 0
L 1
Q) )

i . , , Remarque importante : £33 n’est pas nulle
Schéma de principe de I'essai de 33

flexion 3 points
enin €12 0
e=|e1a €29 O Eesg = —v(o1n + 022)
0 0 £33

F. Sidoroff. Mécanique des milieux continus. ECL 2010 (disponible sur HAL)
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B. Techniques de résolution analytiques, formulations fortes

Approche en déplacements. Les equations de Navier

Stratégie

* L’idée
- Si uest choisi a priori, il est difficile de vérifier équilibre et
comportement a posteriori

- Enrésolvant ’EDP équilibre + comportement en fonction de
U, équilibre et comportement sont automatiquement vérifiés !

- Remarque : une forme initiale simplifiée de u facilite le travail,
elle s’inspire habituellement

- des CL en déplacement

- des symétries

* Ingrédients

- Navier =3 formules en une!

20

0“u
5 (uij tugi) | 755 = Aigrer| oij + fi =p atzt ou 0

Efgj:2

10
d’aprés L. Chevalier. Mécanique des systéemes et des milieux déformables. Ellipses 2004 -



B. Techniques de résolution analytiques, formulations fortes

Approche en déplacements. Les équations de Navier

Exemple du tube sous pression interne

.—)
Choix d'un champ u (M)
» Pression extérieure Pa
* [ Vérifie-t-il les conditions limites en déplacement ? |
4 oui
= 1 = ) = =
Calculdegpar : & =75(grad u + gradTu)
Calculde @ (M) : G=2nE+Atrace€. 1
- - i
e T ¥ [ Vénfio-til les équations de Navier 7 ]

oui
@ (M) vérifie-t-il les conditions limites en effort ?

\L oui

-
SOLUTION: u ,&,G

11
L. Chevalier. Mécanique des systemes et des milieux déformables. Ellipses 2004 .



B. Techniques de résolution analytiques, formulations fortes

Soyons pragmatiques... exploiter au mieux les équations de la MMC

Plongée dans la littérature

Caarree 4. TWO-DIMENSIONAL PROBLEMS IN POLAR COORDINATES

25. (eneral Equations in Polar Coordinates. . . . . . . . . . . . . 5b
2%, Btress Distribution Bymmetrical about an Axia. . . . . . . . . , 58
27. Pure Bending of Curved Bars . . . . . . . . . . . . . . .. . Bl
28, Strain Components in Polar Coordinates. . . . . . . . . . . . . i
29, Displacements for Symmetrical Stress Distributions. . . . . . . . i
s 30. Rotating Disks. . . . . . « o o v 0 o 0 oo s e ]
41, Bending of a Curved Bar bj pForee atthe End . . . . . . . . . T3
32, The Effect of Cirenlar Holes on Stress Distributions in Plates . . . 78
33. Concentrated Foree at & Point of & Straight Boundary . . . . . . 85
0 F 34, Any Vertical Loading of & Straight Boundary . . . . . ) |
35. Foree Acting on the End of 8 Wedge . . . . . . . . . . . . .. o6
* 86, Concentrated Force Acting on & Beam. . . . . . . - . .« . i
A47. Btreases in g Cireular Disk. . . . . . . . e e e e e e 107
44, Foree at o Point of an Infinite Plate. . _ . . . . . . .« . o s 112
20, Ceneral Solution of the Two-dimensional Problem in Polar Coordi-
AT 2 N T T A 116
40, Applications of the General Solution in Pelar Coordinates . . ., . . 121
41. A Wedge Loaded along the Faces. . . . . . . . . . e e e e 123
BY S, TIMOSHENKO Problems . . . . . . . . o e e e e e e e e e e e s 125
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117, Solution by Polynomials. . . . . . . . e e e e e e e e e 347
118. Bending of a Cireular Plate . . . . . .« . .« o o o o o o - . 349
119, 'Ihathntﬂ.ngDmkaanThrm-dLmenumalebIem - .
120. Foree at & Point of an Indefinitely Extended Solid . . . . 354
121. Spherical Container under Internal or External Uniform Pressure. . 356
122, Local Stresses around s Spherical Cavity. . . . . . . . . . . - . a60
123. Force on Boundary of a SBemi-infinite Body . . . . . . . . . . . 362
124, Load Distributed over a Part of the Boundary of a Bemi-infinite Holid 366
125. Pressure between Two Spherical Bodies in Contact . . . . . . . 372
126, Pressure between Two Bodies in Contact. More General Case . . . 377
127, Tmpact of Bpheres . . . . « o« « oo .o oo 383
128, Symmetriesl Deformation of & Circular Cylinder . . . . . . . . . 384
129, The Cireular Cylinder with s Band of Pressure. . . . . . . . . . 388
130, Twist of & Cireular Ring Beetor. . . . 391

131. Pure Bending of a Circular Ring Beetor . . . . . . .+« « .+ .« -




Formulaire : mécanique des disques statiques et en rotation

- 2n -
NERSEEEN)
A 4 YA ;

A L 4 it 4 A4,
/ ' %T

Simple

Serré

K
3w i1~y
l() E'J

2
Opuy ™ 3(1 +v)AJ—’2R
t

O = déformation (m)
E = module d’Young (N/m)
Ap = diff. de pression (N/m)

v = coeff. de Poisson

Choix des matériaux en conception mécanique, par M. Ashby, Dunod

Disque

R 2.4
= —=pt® R
" 4pr

o = é(3+v)pmzl{2

max

Anneau

253
u = NPt R x

o = pRZ(x)2

max

u = énergie (J)
® = vit. angul.(rad/s)

p = densité kg/m?



Formulaire : mécanique des réservoirs sous pression

AT TR T
Wbt 18/ |

Choix des matériaux en conception mécanique, par M. Ashby, Dunod

Cylindre
O’e = &b
t
o, = —p/2
b
o =L
2t
Sphére
b
Ca=0C, = L
¢ ¢ 2
O, = —p/2

p = pression (N/m?)

t = épaisseur de paroi (m)
a = rayon interne (m)

b = rayon externc (m)

r = coord. radiale (m)

Parcis épaisses

20
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Formulaire : la théorie du contact localisé de Hertz

- Hyp. : déformation localisée au
voisinage du contact

(cas des contacts pseudo - ponctuels
ou linéiques)

AN

T %

- Hertz permet la construction de
solutions de problémes génériques

)

Cf Johnson, Contact mechanics
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C. Techniques approchees. Méethode des eéléments finis

Le besoin : le probleme MMC étant posé, comment le résoudre dans le cas général ?

Quelques considérations mathématiques

* Un constat frustrant sur la démarche analytique a partir de la formulation forte
- limitée : géomeétries et chargements simples

- souvent compliquée : développements en séries, méthodes intégrales etc

Piece de moyeu de rotor
d’hélicoptere

17
Image : in J. Lemaitre, P.-A. Boucard et F. Hild. Résistance mécanique des solides. Dunod 2007 .



C. Techniques approchees. Méethode des eéléments finis

Le besoin : le probleme MMC étant posé, comment le résoudre dans le cas général ?

Quelques considérations mathématiques

* Un constat frustrant sur la démarche analytique a partir de la formulation forte
- limitée : géomeétries et chargements simples

- souvent compliquée : développements en séries, méthodes intégrales etc

* Le besoin : élaborer numériquement des solutions approchées

formulation forte I formulation faible

équations classique locales équations globales de type variationnel

Piece de moyeu de rotor
d’hélicoptere

18
Image : in J. Lemaitre, P.-A. Boucard et F. Hild. Résistance mécanique des solides. Dunod 2007 .



C. Techniques approchees. Méethode des eéléments finis

Le besoin : le probleme MMC étant posé, comment le résoudre dans le cas général ?

Quelques considérations mathématiques

* Un constat frustrant sur la démarche analytique a partir de la formulation forte
- limitée : géomeétries et chargements simples

- souvent compliquée : développements en séries, méthodes intégrales etc

* Le besoin : élaborer numériquement des solutions approchées

formulation forte I formulation faible

équations classique locales équations globales de type énergétique

- intérét : le probléme mathématique change de nature !
- concepts et propriétés de I'analyse fonctionnelle

- existence et unicité des solutions

- principes de minimum, formulations énergétiques

- solutions approchées, algébre linéaire, espaces de Hilbert

Piéce de moyeu de rotor fondements des méthodes numériques (méthode des éléments finis en particulier)

d’hélicoptere

19
Image : in J. Lemaitre, P.-A. Boucard et F. Hild. Résistance mécanique des solides. Dunod 2007 .



C. Techniques approcheées. Méethode des eléments finis

Le théoréme de I’énergie potentielle

Préliminaire : calcul de I’énergie de déformation élastique

* Energie de déformation, cas 1D, loi de comportement quelconque

Rappel : la variation de travail dTf associé a une force F dont le point
d’application se déplace de i est

-= -
6Ss —> ;s dTp = I -dd = F;du;
%%; - Par analogie, la variation d’énergie dW mise en jeu est
ol dedl

dW = (0 08S) (de 6l) = o de 5V

* Pour une loi de comportement linéaire

ag

- Loi Hook €= —
oi de Hooke E

- Energie de déformation élastique

i 1
w=/ode=/Eede=§E62

* En 3D, il suffit de sommer les contributions correspondant aux 9 termes
de la matrice des contraintes

dw = o011 de11 + o12de1o + o091 degy + -+ = ZO’z‘j de,;j
,J




C. Techniques approcheées. Méethode des eléments finis

Le théoréme de I’énergie potentielle

On appelle énergie potentielle de la structure :

7 (U) = W(U) - jD F(M). UM)dV - js T(P.n). U(P)dS

(énergie potentielle du champ de déplacement) = (énergie de déformation ) — (travail des EFFORTS DONNES)
* Le théoréme de I’énergie potentielle s’énonce :

* « Parmi tous les champs de déplacement d’un sous-espace qui vérifient
les conditions aux limites cinématiques, la meilleure approximation est
celle qui minimise I’énergie potentielle ».




C. Techniques approcheées. Méethode des eléments finis

Le théoréme de I’énergie potentielle

Exemple a un degré de liberté. Cas du ressort de raideur k soumis a une charge P

. W 2
Le déplacement sous la charge P est x (un degré de liberté). A 172 kx
Dans ce cas I'énergie potentielle du systéme est :

1t,,=lkx2-Px
2

2
1/2 kx -Px
Le déplacement &x qui conduit a I'équilibre statique est tel
que:

om, =0

<

<

<
xJ: Soft kx-P=0 ‘e X
| <

P La position d'équilibre est alors : -Px

P
X, =

ch

NV V VYV

énergie potentielle d’un ressort

22
Réalisé a partir du cours de Yves DEBARD (IUT du Mans) .



C. Techniques approcheées. Méethode des eléments finis

Principe de la méthode de résolution par éléments finis

* On approche le modéle continu en un modéle
décomposé en éléments dont on connait le
comportement.

* On calcule I’énergie potentielle sur chaque élément.
* On réalise la somme sur le domaine.

* On cherche, en fonction des déplacements des
nceuds, & minimiser I’énergie potentielle totale.

découpage en éléments finis

Réalisé a partir du cours de Yves DEBARD (IUT du Mans)




C. Techniques approcheées. Méethode des eléments finis

Exemple d’une structure bidimensionnelle fléchie

Maillage

F
// 2 4 %7 6
* On définit le contour de la piéce
et I'on décompose l'intérieur en / (110) (V)
un certain nombre d'éléments H
/ (D (1)
La structure est ici séparée en 4 >
éléments (l1alV) et comporte 6 1 3 5
noeuds ] X
L L
< > -

maillage de la structure

Réalisé a partir du cours de Yves DEBARD (IUT du Mans)



C. Techniques approcheées. Méethode des eléments finis

Exemple d’une structure bidimensionnelle fléchie

Notion d’élément fini générique

v
n
YA A
n
=
+ L'élément générique est défini X Un Vi
géométriquement par la position de ses trois /
nceuds k, m et n
N — m
« Le déplacement en tout point est interpolé " / U
sur une base de fonctions « bien choisies » v7
- ¥ ! =
U, § I g
v
‘ xk x‘n xm Px
u 1 1 x 0 0 O u . . .
(X’Y) = Y [C] < m> élément triangulaire générique
vixy)] 2A(0 0 0 1 x vy Vm
Un
Vn

les ddl retenus sont les
déplacements nodaux

Réalisé a partir du cours de Yves DEBARD (IUT du Mans)



C. Techniques approcheées. Méethode des eléments finis

Exemple d’une structure bidimensionnelle fléchie

Matrice de rigidité de I’élément fini générique

* Du déplacement on déduit les X ’Uk
déformations approchées, puis les K
contraintes. Y, Vi
+ On en déduit I’énergie potentielle ) Xm , — Ke ) Up, \
élémentaire Y Vi,
* Pour chaque élément, la matrice de rigidité Xn u,
traduit la relation qui existe entre les
déplacements des nceuds et les efforts Yo | i 1 LVn)
appliqués le nceud sur I’élément
Formulation élémentaire:
assemblage :

1 t formulation globale :
Epe = EUeKeUe - UeFe |:> Ep = ZEPC |:> KU — F
{e} =

Réalisé a partir du cours de Yves DEBARD (IUT du Mans)



C. Techniques approchées. Méethode des éléments finis
Exemple d’une structure bidimensionnelle fléchie
Assemblage dépl  dép2  dép3  dépd  dép5  dép 6
u,v Uy, Vo Uz, Vy Uy, Vg4 Us, V5 Ug » Vg
forcel |k ko1 ks
X1,Y,
Kap Kooy ka3 Kog 1
+ On assemble, les matrices de rigidité des force? N N N
différents éléments, pour obtenir la X, Y
matrice de rigidité globale. 2> 12 kpom  [kasm | Keam
« Notation : Kij,E est la matrice permettant Ksi Kao ks
le calcul des efforts sur le nceud i dus aux force3 i +
déplacements du nceud k dans I'élément E X3,Y; Ky3p  |Ksanm | Kssp
kapm |, .
2 4 6 K3 | ksam
(1) av Kppm |[kasn |Kaan  [Kesn Ky61v
force4 + + +
(M (1) X4, Yy K (kg |kesgy
1 3 5 +
kg3 v
forces k53,11 k54,11 kSS,Il kss,lv
Xs s Ys + +
Ksgrv | Kss v
force 6 Kearv |Kesiv | Kes v
X6 Y
Réalisé a partir du cours de Yves DEBARD (IUT du Mans)




C. Techniques approcheées. Méethode des eléments finis

Exemple d’une structure bidimensionnelle fléchie

Résolution du systeme linéaire

Formulation élémentaire:

1, t formulation globale :
Ep. = UK. U -UF, | Ep=Y Ep, =) KU = F
5] =

assemblage :

* On en déduit, grace aux fonctions d’interpolation les déplacements en tout point de la structure,

* On peut déduire les déformations puis, par la loi de comportement, les contraintes, puis des
criteres de résistance par exemple.

Réalisé a partir du cours de Yves DEBARD (IUT du Mans)




C. Techniques approcheées. Méethode des éléments finis

Organigramme récapitulatif du processus de résolution

[ Entrée des données ]

Calcul des matrices élémentaires
dans le repeére local

|
(Assemblage de la matrice de rigidité globale]

(I ntroduction des conditions aux limites ]
|
{ Résolution du systeme d'équations J

et
détermination des déplacements des noeuds

en fonction
des déplacements des noeuds

‘ Edition des résultats ]

[ Calcul des effets élastiques J

Réalisé a partir du cours de Yves DEBARD (IUT du Mans)



C. Techniques approcheées. Méethode des eléments finis

Problemes pratiques poseés a l'utilisateur de la méthode des eléments finis

Choix des éléments
Eléments triangulaires

Ay b

Linéaire : 3 noeuds Quadratique : 6 noeuds Cubique: 9 noeuds

Eléments quadrangulaires

» Letriangle a 3 nceuds conduit a une
approximation linéaire pour le champ
des déplacements et uniforme pour le
tenseur des contraintes.

» Des éléments plus performants sont

utilisés lorsque I'on veut une L
d Cuadratique incomplet ; 8 noeuds

approximation plus précise. Lingéaire : 4 noeuds
Quadratique complet : 9 nocuds Cubique : 12 noeuds

Réalisé a partir du cours de Yves DEBARD (IUT du Mans) ﬂ



C. Techniques approcheées. Méethode des eléments finis

Problemes pratiques posés a l'utilisateur de la méthode des éléments finis

Influence de la densité du maillage ) oy | Séplacementy

+ Exemple d’un lopin rectangulaire fléchi
* On fait varier :

- le type d’éléments

- la densité des éléments

&)’
p =100 N/mm
- Ly
% Acier 30
+= 10
/ ¢ mm 0.063 A riangle 4 3 nocuds
@  quadrangle a 4 noeuds
90 O :irdangle 4 6 noeuds
= 0 :quadrangle a 8 noeuds
X 0 :quadrangle & % noeuds
* Notions de raffinement et de convergence de la
solution | | nbde noeuds |
40 100 150

31
Réalisé a partir du cours de Yves DEBARD (IUT du Mans) .



Bilan du cours 4

A retenir
Savoir poser un probléme :

1/ savoir simplifier une géométrie
- 2Dou3D?
- en 2D : contraintes planes ou déformations planes ?
- pertinence de modeles simplifiés de type poutre ou plaque ?
- en utilisant des symétries

2/ savoir définir les conditions aux limites
- reconnaitre un probleme bien posé
- imposer des déplacements, des efforts intérieurs ou de frontiére
- imposer une symeétrie

2/ connaitre les limites du modéle élastique linéaire
- a-t-on dépassé la limite d’élasticité ?
- les phénoménes d’intérét sont-ils accessibles par le modele ?

Savoir résoudre un probléme :
1/ connaitre les solutions analytiques disponibles dans la littérature

2/ savoir poser un calcul éléments-finis (cf Td 4)
- notions de nceuds, de fonctions d’interpolation, de matrice de rigidité, de taille du systéme
- savoir ce qu’on peut attendre d’un type d’éléments (compromis degré — densité)
- savoir mener une étude de convergence
- savoir post-traiter une solution




