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Chapitre XXI

THEORIE DES PLAQUES

1.1 GENERALITES SUR LES PLAQUES

La théorie des milieux curvilignes, que nous venons de présenter,

considire des milieux assimilables 3 une courbe matérielle, cad des milieux

pour lesquels les deux dimensions transversales sont petites par rapport aux

dimensions longitudinales d « £ . Les milieux surfaciques, que nous avons

évoqués au § XII.1.2, sont des milieux assimilables 3 une surface, cad des

milieux pour lesquels la dimension transversale est petite par rapport aux

dimensions longitudinales

() | e« 1

Les poutres en voiles minces, évoquées au § XV.3.3 et pour lesquelles z«d,«ﬂ,

présentent & la fois des caractéres de milieux curvilignes et de milieux sur-

faciques, ce qui explique les difficultés rencontrées.

Parmi les milieux surfaciquegjron distingue les plaques (planes)

des coques (gauches). La théorie des coques rajoute aux difficultés mécani-

"ques des difficultés purement géométriques, et dans cette premiére approche

des milieux surfaciques, nous nous limiterons 3 la théorie des plaques. Nous

nous limiterons &galement aux plaques d'épaisseur constante jL constituées
plaqg P ’

d'un matériau 8lastique isotrope et homogéne caractérisg par son module

d'Young E et son coefficient de Poisson ¥

, X3

e &
= A

Nous schématiserons donc une plaque par son plan moyen ) dans le plan X Xy -

Une particule P (x4,xl) de la plaque représentera donc la normale P~ P¥,
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cad le segment {4t A} x[- &2 ,+”&].Dans toute la suite, nous noterons

avec des indices latins les variables spatiales (i=1,2,3), et avec des in-

dices grecs les variables planes (o =1,2). La convention de sommation s'ap-

pliquera aux indices latins et aux indices grecs.

Comme pour les milieux curvilignes, on distingue parmi les efforts

extérieurs les charges appliquées connues et les efforts de liaison inconnus.

Les charges appliquées seront caractérisées par une densité de force appli-

quée par unité de surface
& =454 = Q- r=-1

Par rapport au probléme tridimensionnel, cette charge représente les forces

surfaciques appliquées en P* et P~ sur la surface de la plague et 1'intégra-

le des forces volumiques exercées sur le segment P*P" . Comme pour les mi-

lieux curvilignes, nous pourrions &galement envisager une densité de moment,

mais cela se présente rarement. Les efforts concentrés pourront s'obtenir

par passage 3 la limite (voir § XXII.3.2).

Les efforts de liaison résultent des conditions cinématiques de

liaison, ci@d des conditions aux limites. Nous nous limiterons & trois types

de liaison

a) Encastrement: la plaque est fixde

‘en translation et en rotation -

b) Appui: la plaque est fix&e en
translation, mais libre en rota-

tion

c) Libre: la plaque est libre en . ;;

translation et en rotation.

On pourrait bien sfir envisager des liaisons plus complexes { par exemple

une plaque appuyée verticalement et libre dans son plan), mais cela n'ajou-

terait rien d'essentiel, Comme pour les milieux curvilignes, les efforts de

liaison peuvent &tre caractéris@s i partir des conditions cinématiques de
liaison en écrivant que ces liaisons sont parfaites, cdd qu'elles me travail-

lent pas dans tout mouvement virtuel compatible avec les liaisons. Nous y

reviendrons plus loin.

1.2 SCHEMATISATION DES EFFORTS INTERIEURS

Pour caractériser les efforts intérieurs dans une plaque, nous

considérons, comme en MMC, un domaine D de la plaque (§ II.].1) et nous ca-

ractériserons les efforts exercés sur D i travers sa frontidre 9D . Confor-
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mément & 1'approximation de la théorie des plaques, le domaine D est un do-

. maine plan qui représente, pour le probléme tridimensiormel le domaine cy-

llndrlgue Dx[- ?.,[.?, +% /2] . Les efforts exercés sur D A travers 3D re-

présentent donc les efforts exercés sur le domaine tridimensiommel Dx[-HJd, k)2 ]

i travers sa surface laterale SE: 3D« [—'?\,[3,+ 3\:]&] (alors que les efforts

volumiques et les efforts exercés sur les faces supérieure et inférieure D*

—
et D~ sont pris en compte par la charge f introduite au § 1.1).

Les efforts exercés sur D 3 travers 3D seront donc obtenus par

. - .
intégration des efforts &lémentaires TdS exercés sur toute la surface la-

—
Tda Ra
o L Mds
mds v

térale S£ . Nous obtenons ainsi le torseur des efforts exercés sur D & tra-

vers @D , défini par sa résultante et son moment en O

résultan_te : ﬁ%?ds = §i_‘ S;\{& ?cl,acbdb = “%' é“' d‘b

moment‘ en O jg 6_',\?6\,5 = § S
S r

(600 [T doy + fo 00T de, o
(

L L]

Y. e
(0P AT + P11, T Ydeyda

"
Lo

(3)

oii 4 désigne 1'abscisse curviligne le long de 9D et ol
| e b
() =0 T Moo § LT d
4 ¥ L) %2
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Les formules (3) montrent donc que les efforts exercés sur D 3 travers oD

peuvent €tre schématisés par une répartition linéique de torseur de résul-
P ——TY
. tante R et de moment M en P

(5) MAT =2, aT =] 0|4 T =] &7
«, Tz. 0

) —
On voit donc que le vecteur ] est dans le plan de la plaque et n'a pas de

composante 0(‘{1,5 . On peut encore &crire

+ ?»]-?.v __i:
A
-%2 3 3

—

(6) m =2, A€ € =

ou sous forme de composantes
———eiereremeenti e ——

.

en introduisant lgs symboles de permutation plans (Ede’é d@’.a-. 5M= Evu= 0,
€ﬂ=,- EA4= 1, voir A.2.1). Nous décomposerons la résultante & en un effort
plan _‘ﬁ, et un effort tranchant T
{8) R = M » T-e:a
et nous pouvons &crire finalement
' i
&, =2 = j_m T, de,
R W)
(9 & =T = {71, de,
3 A 2 ,
: &y "

- avec °m_,5= 0.

1.3 TENSEURS D'EFFORTS INTERIEURS

Nous avons donc caractérisé les efforts intérieurs exercés en P

sur D par une densité liné€ique de résultante et de moment. Les vecteurs §,

— . . . =
et M sont en théorie des plaques 1'analogue du vecteur contrainte T en

MMC. Reste & construire 1'analogue du temseur des contraintes, cad a préci-

—- —
ser la maniére dont, en un point P domné, R et AN dépendent de D.

—
Soit ¥ la normale extérieure 3 D en P; c'est aussi la normale

extérieure au domaine tridimensionnel D x [&/2 ,+%/2] le long de sa généra-

- . . a—
trice PP~ et d'autre part il est clair que ¥ est un vecteur du plan. Nous

pouvons donc écrire em un point M quelconque de PP~
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T =0_ v
_(10) . Tj. = G, . vé ou { d _ “p P
3 T3 = 0_3@ \,ﬁ
Les formules (9) donment alors directement
] ohjo 4
Ra= M = j.w “up’s M5 = MNap
+a&]& dx
an R =T = S_Mza&s v, dky o= Qv
8 0 f2 d_& o
[ P« T I_eb,;“s G Ve ¥ = Cap Ve
ot 1'on a posé
+9»[J,
[ Nap = Npa = S_m ap 3
Q f’i’ul.‘b 4
(12) ¢ = | a
o J e d3 “:
. +0)d
\ Cdib = de = S-Ms, La.o;(‘: d.lt.s

Ainsi, la répartition des vecteurs R
repartitior

* * Ld - -
et MM au point P fait in-

. . g .
‘tervenlr deux tenseurs symetriques N et C et un vecteur Q , soit 8

quantités scalaires qui sont relifes aux composantes du temseur des contrain-

tes par (12). Ces tenseurs

‘V—ﬁ, par (11) et (7).

permettent le calcul des efforts intérieurs §. et

Pour dégager la signification physique de ces 8 quantités, consi-

- . . . es . -
dérons au point P un domaine D limité par ume droite x =Cte (v =2.1). Les

— — —p
vecteurs R, B et M ont alors comme composantes
(13) R =N, € =1C, M=} C,
Q, 0
X X
> 3
{ .
Qa Q2
Caa _Xa c » X2
re . & >
XA g '42 x‘ N'J..?.
N44 N4‘2.

~ - - [} a . - . -
De méme, considérons un domaine D limité par une droite x.z=Cte (v =—e”‘).

On a alors

NA.‘J.

N&.i.

Q

g -

(14)

- c-ls, — - Cn
€= c:a:, m = c4.'b
0

Ces 8 gquantités sont donc les composantes des efforts intérieurs (résultante
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et moment)} exercés sur deux E£léments de plaque paralléles aux axes.

En théorie des plaques, il n'y a pas de notations universelle-

ment acceptées. Celles que nous utilisons sont les plus cohérentes et les

plus commodes pour une &tude pénérale. Néanmoins, il convient de prendre

garde en abordant d'autres ouvrages. Le mieux est de se reporter & 1'in-

terprétation physique (13),(14) pour comparer les nmotations.

1.4 EQUATIONS D'EQUILIBRE

Pour obtenir les équations d'équilibre, il faut écrire 1'équili-

bre d'un morceau quelconque de plaque sous l'action des charges surfaciques

—

- —y
f et des efforts lindiques R et 0N .

5

,-—’
Wds §
K dn
/ -
I X
fds *

a1

L'équilibre de la plaque se traduit par deux &quations vectorielles: une

équation de résultante et une Equation de moment
-
(15) §&d¢+sgfds=o
- D > |
(16) §(5€>,\§+6r‘m)db + ok ds -0
9D >

Nous allons considérer séparément les composantes planes et verticale de

ces &quations. Commengons par les composantes planes de 1'@quation de ré-

sul tante

(17) N, ds +S§7{dds = 0
: i)

P2y

En utilisant (11} et le théoréme de la divergence, on obtient

31)Nd(,_y!sciz, + ngfd ds = SS:D(N“@:@+¥°*) dS =0

soit, puisque (15) doit &tre vrai pour tout domaine D

(18) = 0

Ndp,p * £d
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Considérons maintenant la projection sur x_ de 1'équation de moment (16}.

3
On a vu que ﬁ“a €tait nul, seuls reste donc dans (16) les produits vecto-
riels. De mani&re g€nérale on peut &crire
e <, F, &, ¥
(19) oPAF = /&3' A F,’ = _M‘ F3
0 f xf - = Ed(bmdvﬁ

La composante de (16) sur Ox3 s'écrit alors

= 0
(20) ﬁbbed‘smﬂ%&d& + _gbgdg% % ds
soit, en utilisant(11) et le théoréme de la divergence
N v
§ne§m g Yy B gpvsdﬁ ’ 15
. . = ‘g E’d(i' [(ﬂ’d NP’X)’! + 4&0{ £F’] d,.S

Sgb Eq(s “‘M Mux) ds * $D W ds

La premiére intégrale disparait en vertu de (18), et la seconde en vertu

de la symétrie du tenseur N . L'équation (20) est identiquement vérifiée.

En fait, les calculs précédents sont identiques aux calculs faits en MMC

pour obtenir les équations d'équilibre.

Rested envisager la projection verticale de 1'équation de résul-

tante et la projection plane de 1'&quation de moment. La projection verti-

cale de (15) domne directement, avec (2) et (Il),

' - d,S = ’
v §Bb Tds ﬁmT’ °
fpold - f pds = § (R -p)ds

(22) Qdd—.{}_ = 0

1\
o

Pour écrire la projection plane de 1'€quation de moment (16), on utilise

(6) et on remarque sur {(19) que la projection plane de 0?{\? ne fait
—

intervenir que la composante verticale F; de ¥

(23) PATE. + Z. .8 - ( 0OF, xe, dS
ib("a 3") SS‘D I

o

1

que 1'on peut encore écrire
(24) i(TO‘f)——'g) ds - Sg J‘Lﬁf’dﬁ} AC = O
D D

Le vecteur entre accolades est un vecteur plan, et (24) est donc équiva-—
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(25) éaD(T'f)T)—Té)db -$+65¢s = O
)

On utilise maintenant (I1) et il vient
§w (vapccd - Cag, vp\d» - SDJ‘L-&" a.8
Sgn[ (Qp, - Cp)p - 2] 43
SSI,(Q. “n ), 48« ng(Qd-cdﬁ'&) 5 =0

La premiére intégrale disparait en vertu de (22), et finalement on obtient
1'équation
(26) C,. - Q =0

|

On aurait &galement pu obtenir les &quations d'@quilibre (18),

(22) et (26) en écrivant 1'équilibre d'un &lément de plaque rectangulaire

et en utilisant les résultats (13),{14).

Finalement, les équations d'équilibre se découplent en deux sys-

- témes:

- un systéme de 2 équations (18) pour Nd@ , qul concerne 1'équilibre de

la plagque dans son plan sous l'action des forces tangentielles Ed ;

- un syst@me de 3 équations (22) et (26) pour C"E’ et Qd , qui concerne

1'équilibre de la plaque sous 1'action de la force normale 1;. On peut

d'ailleurs &liminer de (22),(26) le vecteur Q& d'effort tranchant pour

obtenir 1'équation

@n- Capapg ~ P =0

2.1 DEPLACEMENTS

Aprés avoir schématisé les efforts intérieurs, nous allons décri-

re les déformations en utilisant la démarche déj3 utilisée aux § XIV.!.2 et

XIV.1.3 pour les milieux curvilignes. De méme que la particule d'un milieu

curviligng représente une section droite, la particule P d'une plaque repré-

sente un segment normal P*P”. Comme pour les milieux curvilignes, le dépla-

. . . . -
cement de la particule P fera donc intervenir, outre sa translation . , la

L] - - »
rotation @ du segment normal. Le déplacement d'un point M de ce segment
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normal sera donc donné par (voir ‘ ot
(XIv.23)): 0l

P
(28) .En=E+;A " =If.+_u3,\m323 L

soit, en composantes,

. W, A, o+ 24Ac5
(29) Ju.,“ = u.:' - w, 4:.3 = Ju.,z + ,lx,s
M"S J-ba

- —
en introduisant le vecteur £ reliéd & w par

- — - : -
(30) 1-_-0.),\_3’5 ) CA)::E?’AL

Bien évidemment, la composante Wy > rotation de 1la normale autour d'elle-

méme, n'intervient pas dans (29). La prcjection'de (29) sur le plan et sur

la direction x, donne donc

3
AL | = M. ¥ l AL
(3]) Mo o ol 3
u‘ﬂ% = L!..b = -

en notant qu‘:-Aizla fléche verticale.

Ainsi, le "d&placement” de la plaque sera défini par 5 fonctions

{a, .’2'4 ,W) définies sur le plan moyen x3 = 0. Les formules (31) permet-
tent alors de passer de ce champ de déplacement au sens de .la théorie des

plaques au champ de déplacement réel dans le solide tridimensionnel. Il est

évidemment tout-i-fait clair que pour les plaques comme pour les milieux

curvilignes, le champ de déplacement (31) n'est qu'une approximation. Les 5

variables (Aﬁi,JA‘,MW) caractérisent néanmoins le mouvement moyen d'un

_segment normal, cette caractérisation &tant comme nous allons maintenant le

voir duale de celle des efforts intérieurs. Comme en RDM, nous supposerons

aussi que les déplacements sont petits. :

. g . . . * ﬁ +*
Nous considérons maintenant un déplacement virtuel (de, d,nuj,

et nous allons évaluer le travail virtuel des forces appliquées 3 un do-

—
maine D de la plaque. Le travail des charges appliquées g est

(32) WM = Sgb_f.fl ds = Sgn(ﬁdﬁ,d « par ) ds

— —
tandis que le travail des efforts linéiques de contact R et M sur D est

*

- 5 o o
(33) W ,;|=§(g.»+m.m)db
N

soit, avec (30) et (6),



(34) ﬁfwm= §(‘uﬂ, ST - G d )

?

I1 est maintenant possible de caractériser les efforts de liaison associés

‘aux divers types de liaison possibles (§ 1.1). En effet, sur la frontiére
. — —
de la plague 951 les efforts linéiques & et M traduisent 1'action du

monde extérieur sur la plaque, cdd les efforts de liaison, le travail vir-

tuel de ces efforts de liaison &tant donné par

* *
(35) b, - T o« 8L

Une liaison se caractérise donc par des conditions cinématiques portant

sur Ao, W, i& , et on pourra en tirer la nature des efforts de liaison

en écrivant que le travail virtuel (35) est nul pour tout mouvement vir-

tuel respectant la liaison, cdd en écrivant que la liaison est parfaite.

al Encastrement jg;j

Les conditions cinématiques de liaison sont ??Zd

»

(36) Ed;w.=o H =1 -o
On tire alors de (35)
(37) 'WLd qeq , T o9eq ) m, (ow € ) Q9

Les efforts de liaison font intervenir des densités linéiques de réactiocn

—_—

-
verticale T , de réaction plane Y| et de moment d'encastrement M .

b) Appuil
Les conditions cinématiques de liaison sont
I

. | ] A
(38) b, = w o= 0 , W, ch
et on a donc la condition _
(39) Mo T o , m,o=0 (¥ =0)
c) Bord libre
On n'a aucune condition cinématique, et [
tous les efforts de liaison doivent done
étre nuls

%* x *
(40) A, 9, W qeq , w, 99
(41) =0 , T=0 , M =0 (% -0)

D'autres types de conditions aux limites s'@tudieraient exactement de la

méme maniére.
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2.2 THEOREME DES TRAVAUX VIRTUELS )

Comme pour les milieux curvilignes, nous allons définir les dé-

formations d'une plaque en démontrant le théoréme des travaux virtuels.

Nous partons donc de 1'expression du travail virtuel des efforts extérieurs

appliqués sur D dans un mouvement virtuel quelconque. A partir de (32) et
(34) 11 vient

¥«

QJiﬁt = Syb ( ﬁa'ﬁ& v 4L{ﬁr )
. § (o4, -7H « gL )d

D

(42)

En utilisant (11) et le théoréme de la divergence, l'intégrale curviligne

sur 9D  devient
43 ib(%iid—'rfﬁr-c—gf/)db
=4 (N B - Qi+ G B ) vy
= jL (Mg &y - Qi + Cdﬂﬁd)}(blds
:jgb (Mg, R, - Qi+ qu,gﬁd]ds
R Sgn (e B ~ 9 g + Sy Ew] 45

En reportant dans (42) et en utilisant les Equations d'équilibre du § 1.4,

on obtient

T B, L Mg - op
| + N A g Q(Bw, + Cyp Ed,{b ] ds
'$ [o((z, i« W, ) C«{sﬁ'd,(a,]&s
w Wy =-%, - § [n, o+ Qi+ Cup R ] 48
oli, compte-tenu de la symétrie de N«(b et C*Ib ,
(45) dy = %(%’M%M)

A ,p
(46) i b - 7 Gapr 2o
Ly = ‘?’« -y
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Nous sommes donc conduits 3 introduire, pour décrire les déformations,

deux tenseurs du second ordre d'dﬁ et afp et un vecteur gd , res-—
pectivement associés & 'N-tg ’ C.‘,(5 et Qd . On remarque que le temseur

d o des déformations est 1'analogue plaﬁ du tenseur des déformations

5;.' de la MMC, de méme que N-lf:. est 1'analogue plan du tenseur des
" contraintes @, . La signification du temseur &d[!; et du vecteur Y

4

apparaitra plrus clairement dans la suite.

Il reste & vérifier que les quantités ainsi définies définis-

sent une mesure convenable des déformations d'une plaque. Cela résulte
en.particulier du résultat suivant

<8

[y = : . 2 .
Théoréme 1. Une CNS pour que les quantités &dp’ M’"ﬁ , Xd solient

identiquement nulles est que le déplacement soit un déplacement de solide
rigide '

. - — .
(&7) - n o= I o+ W A% W = W

Dém. Les relations (47) domnment

w2 ol w’ - R = @

. PR Bhar Ya ! g, T N = 9y

[ 0 . . L

(48) w, = M +- wsax,1 ) & 2 W, o= W
W= A al w’ e - . 4
My F My Y B T ™

(la composante wa n'étant pas significative).

La CS se démontre directement en reportant (48) dans (45). Pour démontrer

la CN nous partons des &quations

(49) -?. d'“b = J«llm,ﬁ + mfb,d = 0
(50) 3 &.‘{5 = 2.:, . ﬂt’o.« 0
(51) ¥, = 2« - W =0

L'intégration de (49) est 1'analogue plan de ce qui a &té& fait lors de la

démonstration du Théoréme 2 du § III.3.1. On obtient ainsi

-] a
AL, = AL + W

. ] °
(52) o=, - W, X, , Wy 3 A

4 a‘l

L'intégration de (50) donne de la méme maniére

L -4°- a.°'oo&

4 e ’

/st 1; + (Loo.'r.g

En écrivant’ (51) i1 vient alors

° ° . °
'“_’}4?2'4"“'%, my = £$+n,a:.«

L]
qui ne permettra de calculer W que si W = W cad si
.

° 0
- - = == ; 0
mr'u = w’“ =) o Q. = O =



- 179 -

On obtient alors directement

. ' » ) go ' e o
(53) L-1 A, - E-‘: o we O e b,
ce qui, combiné avec (52) redonne (48). _ _ cqfd

On peut &galement interpréter les défotgﬁgégps (55)3(46)_én par-

tant du champ de déplacement tridimensionnel (31) et en calculant le ten-

seur de déformation associé EL%. On obtient ainsi directement

€, = d, +x %
(54) “p “ 3 T«
’ €y = ¥ , €= 0
Ainsi, d.d& est la déformation plane du feuillet moyen X, = 0, &dp est

le gradient vertical de déformation plane, tamndis que Xd caractérise le

glissement 243 .

3. PLAQUES_DE_LOVE-KIRCHHO

M e s e e e T e e e e e e e

'3.1 L'HYPOTHESE DE LOVE-KIRCHHOFF

On fait traditionnellement en théorie des plagues 1'hypothése

suivante

Hypothése de Love-Kirchhoff. Les normales restent normales au plan moyen
déformé. | '

C'est, en théorie des plaques, 1'anmalogue de 1'hypothése de Na—

vier-Bernoulli pour les milieux curvilignes (§ XII.1.3). Comme on 1'a vu

plus haut, cette hypoth&se revenait 3 négliger 1'influence de 1'effort

tranchant, ce qui est justifié dans la pluﬁart des applications. Il ‘en va

de méme en théorie des plaques, et 1'hypoth&se de Love-Kirchhoff conduit

i la théorie classique des plaques en flexion. On démontre alors 1'analogue

du théoréme 2 du § XIV.2.2

Théoréme 2. Une CNS.pour que la normale reste normale au plan moyen déformé

est que

(55) Y, = Ly -w, =0

= - t 5 .
_Dem. Compte-tenu de l'hypothése de
petits déplacements (M.d,‘w',jd pe-

tits) 1'&quation de la déformée du



plan moyen est - 180 -

Le('x"“&z,/&‘) = My * w(&”m,’) = 0

Son vecteur unitaire normal est donc, 3 un terme du second ordre prés,

(56) R’»:L’Aﬂ_ = (o, ,w, 1)
[ gpad )

alors que d'aprés (29) la déformée de la normale est domnée par
(57) (L, %, 1)

et la comparaison de (56) et (57) démontre le théoréme. cqfd

L'hypothése de Love-Kirchhoff revient donc & annuler XA et donc

3 supprimer 1'effort tranchant C?d dans 1'expression (44) du travail des

efforts intérieurs

(38) Wy =- . [N oy + Gy B ] 85

Dans le cadre de cette hypoth&se, le déplacement est alors uniquement ca-

ractérisé par A, et Ay , cad par le déplacement du feuillet moyen. En

utilisant les équations d'équilibre (18) et (27), on peut oublier complée-

tement 1'effort tranchant. La déformation £ est domnée, d'aprés (46)

*f>

et (55), par

(59) &“{B = '“’;a(x..

C'est donc le tenseur de courbure du plan moyen déformé. Plus précisément,

- - - - . - -+
on montre directement que si 1'on définit la courbure directionnelle X(V)

- - -* - -
comme é€tant la courbure de la courbe C(x)) , trace du plan moyen dé&formé

. -
sur le plan vertical passant par ¢ , alors

)"‘(E«) = Wy = '%”44
(60) H(Za) = Way = ‘2"’33,
-
w(F) = W Vv - %qa_,".{"{a
Le tenseur %QF apparait donc comme une forme bilinééire don-
nant les courbures directionnelles pour toute direction :r . C'est un

tenseur symétrique, donc diagonalisable, et on peut définir deux courbures

principales.

La théorie des plaques fait donc intervenir deux tenseurs stati-

ques: le tenseur des efforts plans Ndp et le tenseur de moments C*tr’
et deux tenseurs cinématiques de déformation: le tenseur de déformation

plane CLd@ et le tenseur de courbure i%d& .



3.2 CONDITIONS AUX LIMITES

La difficulté majeure, en théorie des plaques de Love—Kirchhoff,

provient des conditions aux limites. En effet, si on part de 1'expression

(34) de la puissance virtuelle des efforts de contact & travers 9D , on

obtient avee (55)

L -« » »
(61) wlizé(‘n,du,d—wa t%dqn;d)db
)
et les deux derniers termes de la quantité intégrée ne sont pas indépen—
dants. T '
ants ey E?
7] K} Nous introduisons le long de la

courbe D les dérivées normale et

tangentielle de la fonmection W

oA
f -
god o = Wy L 4w 2
(62) dm da
= jdirv s ‘d_,“"\{r’r
1o dmv o db o —-
Nous pouvons alors écrire
" * -

mais d'aprés (6)

— _— — — —- - —_
€, v, = G.v = (M,re,). ¥ = o, (zs,\v) = M.z =M,
(64) - N .
-
%d'c’d = f.'c =(m,\.63)."6 = ofn;. 'CSAT) :—mv=’tmv
ol Wﬂt,est un moment tangent @ 9D , cad un moment de flexion et Wﬂp un
N
Ty
VA
— Lz
) o
mv __,,'Yﬂ-'t.
Ky v

moment normal a 3D souvent appelé moment de torsion

—

H

= Cdfb v vﬂ

€.
(65) —
8T =

}
df <
1

v
« Tp

¢

Nous obtenons ainsi
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| . i e A )y
(66) §'€“wd.&z=§[mt_ﬂ_‘m,_]d¢
: ’ am ds
(2] ) 7 )
. o
Le premier terme ne pose guére de probléme puisque d,w/olm est, sur @Y ,
indépendant de q:.r , mais le second terme s'intégre par partie
d«"l,l'r * * dam
(67 - %"Tdb=_ M, ddy = & W dM,
D (23" D

Si la fonction ’m,v est dérivable le long de 3D sauf en un certain nombre

de points de discontinuité&, nous pouvons Ecrire

68) ibq‘l‘r an, - ¢ & %ﬂw e L[],

oi 1'on a noté [mv] la discontinuité de M, au travers du point de dis-

continuité

(69) [, ], = o, (A) - m,(4)

D'un point de vue pratique, les fonctions C‘& sont continues. La fonc-

- - 4w - * - - - ) .’
tion 'ﬂ\.v aie pourra donc présenter de discontinuité qu'aux points oli T et

-
¥ sont discontinus, ci3d aux points anguleux de D

x. A
] + 4 - .
[‘m'v] = c’d(s(vdtp.. - td-)

2

—

Finalement, en reportant damns {(61),

X1 ;
e on .obtienl:.
* dy dal,\
v A S (T )

(70)

Si maintenant on reprend les conditions de liaison du § 2.1, on obtient i

partir de (70):

a) Encastrement.

' * « d b
(71_) J.bd =0 ww o= 0 . d::r =0
Les efforts de liaison sont alors des densit@s linéigues d'efforts planms,
de réaction d'appui et de moment d'encastremen_t - _d,_'l!\_:)

! | 4 oa Mz
7D Ny g T-=" % , W
| o v g 494

T ds 7 M
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b) Appui simple.

) S -0 ., a0 AW ocq
A . dm
Le moment d'encaétrement disparait 1:_d3ﬂe4

- d. o~ |
(74) m.d ‘\“1 R T- -ab—" qﬂ‘ . ﬁ'ﬂ.t =0 ___75—‘--

. Y.
c) Bofd libre. i
* ' * d}f\y
(75) AL , w Z at
Les conditions aux limites sont alors
| - dam, |

(76) “d = O . 1 T - -.dT == 0 m‘t - 0

Contrairement d ce qui s® passait dams la théorie générale, on ne doit pas

annuler T et Wﬁv , mais seulement une densité de réaction d'appui effec-

" tive

a7 B S L
db

D'autre part, si la plaque présente un point anguleux, alors

=~ gi_ce point anguleux est situé sur un bord

s

encastré ou appuyé, on a
(78) Y =0 £,] 9¢

avec apparition d'une réaction d'appui concentrée au point anguleux.

- si ce point anguleux est situé sur un bord libre

a9 wr 94 I[om'ul =0

avec apparition d'ume condition su lémentaire:’
P upp

—




