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Chapitre XX
FLAMBEMENT - INSTABILITE ELASTIQUE

1.1 CHARGE CRITIQUE D'EULER

Lorsqu'on exerce sur une barre longue un effort de compression,

1'expérience la plus naive montre que la ruine de la structure ne se pro-

duit pas par un fluage en compression, comme le prédit la résistance des

matériaux, mais par un phénoméne de courbure de grande amplitude: le flam-
e’ _ =4

bement.

Considérons par exemple une poutre articulée-appuyée soumise 3

un effort de compression

PT-‘.‘Z &

xA_-_P , YA-_-YB=0
(1) N=°F T=0 , =0
.-U.,:P—m o = 0 ) = 0
ES '

Or, il est trés facile de mettre expérimentalement une solution différente

par courbure de la barre

Dans cette configurationm, on voit que la force P appliquée crée au point M
T —_— ¢

un moment fléchissant qui sera d'autant plus important que la courbure de

la poutre sera grande. On est donc en présence d'un phénoméne d'instabilité.

Pour en rendre compte, il est clair qu'il faut calculer les efforts inté-

rieurs @ partir de la configuration déformée courbe, et non a partir de la

configuration initiale rectiligne qui, elle, ne pourra donmner que (1). Nous
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devons donc abandonner 1'hypothése de linéarité externme (voir § XII.1.3)

qui était 3 la base de la RDM. Nous quittons donc le cadre de la RDM clas-

sique, incapable de rendre compte d'autre chose que de (1), mais nous es-

saierons néanmoins de nous en €loigner le moins possible.

Nous supposons donc connue la fléche W{x), et nous allons cal-

culer les efforts intérieurs dans la configuration déformée. Il vient

(2) T =_Pae6 ~ 0 P o = P

Nous nous. limiterons dans la suite 3 unr calcul en flexion pure.

Cela semble trés discutable car 1'effort normal est certainement prépondé-

rant. On vérifierait néanmoins facilement que la prise en compte de 1'effort

normal ne changerait rien d'essentiel aux résultats qui suivent.

I1 reste donc & &crire la loi de comportement de flexion (XVI.52)

qui relie la courbure au moment de flexion

3) EJow" = - M = - Pa

Nous obtenons par int&gration de cette 8quation différentielle

4 v = Ak « Bainke | k- P
' EJ

Reste i déterminer les constantes d'intégration A et B & partir des condi-

tions aux limites

(5) (0) = O , o(f) =0
La premiére condition donne VA = 0 et la seconde donne
® B simkl =0

. si am Rl #+ O , on doit donc avoir B =0 et & =0 . La seule solu-

tion est la solution nulle; on retrouve la solution RDM (1).

. 81 A{m;&ﬁ = 0 , alors B peut &tre quelconque, et il peut exister

une solution non nulle. La constante B est alors indéterminée. Pour qu'il

en soit ainsi, il faut donc que Admv %L = 0, cad d'aprés la définition
(4) de & T?—Q.@.‘ e

o_ W n*ET
’ __ L"

Ainsi, si P est inférieur & la

(7) '?Q;P, = MmN

valeur (7) pour n = 1, la seule

solution est la solution nulle.
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Pour

L -
(8) P:Pc.—,"'a:s

2&

il y a bifurcation, cad apparition de nouvelles solutions non nulles. Pour

P> Pc , on retrouve d nouveau la seule solution nulle, mais on verra plus

loin que cette solution n'a pas de sens physique, car il y aura eu flambe-

ment pour P = P‘__ . La charge Pc. donnée par (8) est appelée la "charge

critique d'Euler".

1.2 APPROCHE ENERGETIQUE ,

Une déformée :r(m) nulle pour &£ =0 et x =4 définit un champ

cinématiquement admissible. Son énergie de déformation sera domnée, d'aprés

(XVI.SZ) par

. 2 e Q .
(9) W=if;“_‘£du, -2 (e wtide
' 3) &3 3

Le travail de la force extérieure P est donné par

(10) »%ath = P AL

On caleule AJ en 8crivant

qu'il n'y a pas de variation

de longueur de la poutre
2 L.

an A = § w0 de X -_-ijr\r"’dm
° 2 A ,

puisque ©Ow ):39 —ay et MO v A - 97.?,
L'énergie potentielle ‘du CCA ar est donc donnde d'aprés (XVI.69) par

L
(12) K(¥F) = :‘5 (3" - PaY)de
[+]

A nouveau la notion d'énergie potentielle d'un CCA et le théoréme correspon-

dant n'ont &té introduits que dans le cadre de la RDM classique. Néanmoins

leur contenu physique et thermodynamique est suffisamment naturel pour que

nous puissions 1'étendre au cadre largi qui nous intéresse ici. Nous déve-

- " - . -
loppons la fonction Ar, nulle en A&£=0 et x =4 , en série de Fourier

& ~n
7_ a,mm‘l"ﬂ."

)
(13) ay =
=4

On obtient alors, en reportant dans (12),

£

% ¥ )
(14) K@) = & (E_EEN&_P)q& oY
LP, m=4 ) v



..].56_

Si P < P’e, défini par (8), alors tous les termes de (14) sont positifs, et

~
la fonction K(:\'r) est minimale pour '?.’.mg 0, cidd pour ar =0 . La solu-

tion est la solution nulle.
_Si_ P) F;': , alors en prenant Q@ #0 , Q= Q,y=.... Q.= 0, on construit

une solution d'énergie potentielle moindre que la solution 0. On aura donc

instabilité.
Un autre point de vue consiste & affirmer que

- si pour tout CCA ar ona W > “EM , alors 1'énergie potentlelle K

est définie positive, la solution est la solution nulle;

- 5'il existe un CCA 'tr tel que WL ‘G.ml; , alors 1'énergie K(f?r) peut
devenir négative, il y a instabilité. On définit alors la charge critique F"__

comme &tant la plus petite charge pour laquelle on pULSSE‘. trouver o tel
que W< "wa |
£
§ EIn" de
[}

IB

On montre alors - c'est un probléme classique de calcul des variatioms -

as £ =

que pour notre probléme, cidd avec les conditions (5), Pc_ est donné par (8).

On voit alors que tout CCA @ dé&finit une borne supérieure de la charge

- > -. “ - . » - - - - *
critique, et si ar est bien choisi (par intuition ou par expérience) une

estimation de P, . Par exemple, pour le probléme qui nous intéresse, la

F
charge critique correspond 2

' %
(16) ¥ = a sn TF > 0= TE _gntd
L “ 2
Et pour d'autres fonctions qq;' , on obtient les résultats suivants
a7 %= ax(l-x > f=4 B
- ﬂ,b

)88 EJ ET
= 1 = 9,82
c T3 rE e

La forme (17) est le CCA le plus simple, la forme (18} est la déformée gta-

(18)

3 = a‘(ﬁx} 2 £3m)

tique (XVIII.17) de cette poutre soumise 3 une charge répartie uniforme.

L'énorme avantage de cette approche &mergétique est d'@tre géné-

rale et de pouvoir s'appliquer & n'importe quel probléme en 1'absence de so-

lutions analytiques. De plus, elle se pr@te bien aux calculs approchés et

pumériques. D'un point de vue mathématique, il s'agit de problémes aux va-

leurs propres, trés proches des problémes rencontrés en MEcanique des Vibra-

tions et justiciables des mémes méthodes.
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1.3 INFLUENCE DES DEFAUTS

Le flambement se caractérise entre autres par une rupture de symé-

trie: la ﬁoutre initialement symétrique par rapport 3 l'axe des x perd cet-

te symétrie. I1 est donc naturel que tous les défauts susceptibles de pertur—

ber cette symétrie facilitent le flambement. L'analyse que nous allons pré-

senter peut &tre menée pour différents types de défauts par rapport & la si-

tuation idéale envisagée

« Défauts de rectitude de la poutre,

. Petite charge transversale appliquée,

o Charge excentrée ou désalignée,

e Inhomogénéité de la poutre, etc ....

Tous ces défauts donneraient des résultats analogues. Nous présenterons 1'a-

nalyse sur un exemple choisi pour sa simplicité: défaut de centrage de la

force appliquée, ou, ce qui revient au méme, application en B d'un moment
- P ———————— ——-Pp—

parasite.

P el e A Pe
T
T TN
XD, Twm ) ¢
Nous obtenons alors directement au lieu de (2) _
(19) N= P8 , T=_-Prmnd -,' o= Par - P
L'équation différentielle (3) devient '
ETo" = - Po . Pe
(20) EJo" + P = Pe

et pour obtenir la solution générale, il faut rajouter & la solution générale

(4) de 1'équation sans second membre une solution particulidre de 1!&quation

avec second membre

21 o= A oshre & s he +e % - _EL_
EJ

et pour déterminer les constantes A et B , 11 faut écrire les conditions

aux limites (5)
A+e = 0 Aokl + 6 ambkl +2 =0

(22)
A = - & gsae(A-w@
A RE




soit finalement £
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( - A - - sk = e [d-
) v e Ao KL o &L
' 3
La fl&che au milieu nr(.efl) vaut donc
. £ A )
24 r{— = —_——— £
(24) ( 2) 3%

Ainsi, contrairement & ce qui se passait dans le cas arfait du § 1.1, la
contrairement P

solutlon du probléme est non nulle et fonction croissante de -& , et elle
dev1ent singuliére lorsque —kﬂ —» Jt , cidd lorsque P ‘P& . Le diagramme

de bifurcation du § 1.1 devient

jv(3)

epe

—— —

e<0

et on retrouve pour £ -»{ une situation proche de celle du § 1.1, & ceci

prés que la solution ar= O disparait pour P > Pé . On voit ainsi la si-

gnification de la charge critique d'Euler: un défaut quelconque =~ aussi
petit soit-il - provoque un "éclatement"de la solution lorsque la charge

P atteint la charge critique d'Euler.

1.4 CHARGEMENTS POST-CRITIQUES

Que se passe-t-il si 1'on dépasse la charge critique ? L'expérien-

ce commune montre qu'alors la poutre peut prendre des déformations tr&s im-
portantes. Or, 1'analyse que nous avons présentée E&tait basée sur la loi de

comportement (3), soit sur une loi de comportement en petites perturbations.

En fait, nous ne nous sommes Ecartés de la RDM linfaire classique gque pour

1'écriture des &quations d'équilibre en configuration déformée. Nous avons

construit une théorie de stabilité lin€aire qui décrit correctement la "bi-

furcation" (cad 1'apparition d'une solution non triviale pour P= Pc), mais

ne peut pas décrire ce qui se passe au deld. Pour ce faire, il faut intro-

duire une théorie non linaire. La théorie qui convient ici est une théorie

"Petites déformations, Grands déplacements et Grandes rotations'. Cette
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théorie suppose que dans la poutre les déplacements peuvent devenir imgof—

tants, mais que les déformations, au sens du Chapitre XIV, restent petites.

Dans une hypothése de flexiop pure, cela revient 2 supposer que la déforma-

tion de flexionm, cid la courbure, reste petite. Nous conserverons donc la

loi de comportement linéaire mais en remplacant 1'expression linéarisée de
p B

H + - . e
la courbure Ar par son expression générale non linéaire

do
&

(25) ET X = - M ® =
On cbtient donc, au lieu de (3) 'équation

do
(26) ey %9 __ ¢

A ¥
sait, en dérivant par rapport & A4

en ez 48 ¢ % _ P D
ou

Cette 8quation est classique. On 1'intégre une fois

(28) Ej(%e_)z = 4P (o0 - 2068, )

ol E% est la valeur de @ pour (iQ/db = 0 , cid d'aprés (26) en A et B.

On intéere (28) de la manidre habituelle

(29) ds = _ db ‘ oo\
Qﬁ: \l.‘l(ma -meo) EJ

On en déduit, pour @ variant entre & et - 6

(30) o, X

x (6) = 4 S <60 de
V2 (cot® -~ o5 )

En particulier, la 1ongueur 4 et la fléche ﬂr(ﬂlz) sont données par

a1 £ - %S

4]

" #___ . 2k,6)
V2 (00t - c0580)
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: . 6 .
1 4 A0 db -
o 4= 2 3 ) w1

Ces différentes intégrales sont tabulées et la formule (31) permet de cal-
culer 6, pour une charge P> Pc donnée {(la longueur b est fixée une

fois pour toute). On obtient alors le diagramme de bifurcation suivant

()

d&?ra.u.td

On peut alors montrer que la solution ar = O est stable pour P¢ P et

instable pour P Po , alors que les deux branches bifurquées définies par

(30),(31) et (32) sont stables. Ce diagramme correspond # la poutre parfai-

te du § 1.1 . On a2 également tracé sur le diagramme les courbes correspon-
dant & 1'influence des défauts. Les résultats sont similaires & ceux du §

1.3 .

De maniére générale, ces problémes de stabilité non linéaire sont

des problémes trés difficiles, encore mal compris.

- 1.5 CALCUL AU FLAMBEMENT

Nous avons envisagé une poutre articulé@e-appuy@e. La prise en comp-

te d'autres f.ypes de conditions aux limites ne pose pas de probléme particu-

lier. Envisageons par exemple une poutre encastrée-appuyée

QEEE|a B P
- ———

La solution RDM est encore donnée par (1) avec de plus MA= 0. Pour calcu-

ler la charge critique d'Euler, on suppose comnue la déformée ar(ic)

> X

et 1'inconnue hyperstatique Y . Les efforts intérieurs sont alors donnés
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par :

G3) N~ P Tea-Y , M- Po -Y(R-x)

L'équation différentielle est donc.

(34) EJw" = . P Y_Uz-.u:)

avec les conditions aux limites

(35) w(0) =0 , o'(0) = O , «v-(ﬂ) = 0

La solution générale de (34) est

(36) o= Awvkae + B sim ke« %(l-x.)
Les conditions aux limites (35) donﬂent alors le systéme

4 0 Llp A
(37) o - & - 1) = 0

okl sl o | 1Y

Si le déterminant de la matrice est non nul, alors on obtiendra A=®=Y¥=0

et on ne peut avoir que la solution nulle. La charge critique d'Euler sera

donc la premiére valeur de P annulant le déterminant

(38) A [sim k) - M oa¥]) = 0
P

Si‘a::,‘1 est la premi@re racine de 1'équation
(39) A - e AR = O

la charge critique d'Euler sera donnée par

| 3 2
(40) P = 9"}:3 - F "EJ,
L

ot L est la "longueur libre de flambement™, c3d la longueur d'une poutre

articulée—appuyée ayant méme charge critique que la poutre considérée. On

trouve ici

(41) n, o= A L30T, L =0639340

4

Plus généralement, on peut calculer la longueur libre de flambement poﬁr di-

verses conditions aux limites
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On voit donc 1'importance des conditions aux limites.

Lorsqu'une poutre travaille en compression, ce qui est notamment

le cas dans un treillis, il convient de la dimensionner non seulement en
compression, comme mous 1l'avons fait au Chapitre XVII, mais aussi au flam-

bement. Le dimensionnement au flambement consiste simplement & écrire que

la force de compression appliquée est plus petite que la charge critique

d'Euler
x* EJ
(42) P <« =Y - P

I ‘

11 est clair que le moment d'inertie qui intervient dans (42) est le plus
£_81ir q q pus

petit des deux moments d'inertie principaux. Les sections rectangulaires ou

en I ne sont donc pas intéressantes, car le moment d'inertie important dans

une direction est faible dans 1'autre, et c'est celui-13 qui conditionne la

résistance au flambement. Il vaut mieux utiliser des sections circulaires

ou des corniéres.

Considérons une poutre donnée travaillant en compression. Le di-

mensionnement & la compression donne

43) P < Sq, = %

Si %(Pc,cadsi

' % .
(44) Sq ¢ XEI Led, = =|E \f_s_
. 2 g {3

alors le dimensionnement § la compression est le plus exigeant, tandis gque

le dimensionnement au flambement est plus exigeant dans le cas contraire,

cad si ,2),;80 . La longueur .‘eo , qui ne dépend que de la section et du ma-

tériau, caractérise donc les risques de flambement: si £ 7u2° le flambement

n'est pas 3 craindre, alors que si .£<:£° il faut en tenir compte.

Section circulaire

:T..=_d'.. ,ﬂo-;?ld_'_g_:de){{)d_a?:o&
: S A b NG,

Section tubulaire

VI = i , fo _=ﬁ: fois celle de 1a
S QVET section pleine

ce qui montre 1'avantage de la section tubulaire. On remarque aussi que le

flambement est d'autant plus A craindre que T est élevé, cid que l'acier
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est de haute qualité. La qualité de 1'acier utilisé n'améliore en rien la

résistance au flambement.

2._AUTRES_EXEMPLES D'INSTABILITE

On rencontre en RDM de nombreux autres types d'instabilité. Nous

allons en présenter deux, mais on trouvera dans la littérature de nombreux

autres exemples, voir [49],[5Q]. De maniére généralé, on retrouve dans tout

probléme d'instabilité &lastique les propri&té€s que nous avons mises en

évidence pour le flambement d'une poutre droite. Nous nous limiterons donc

au calcul de la charge critigque.

2.1 ANNEAU EYPERSTATIQUE SOUS PRESSION

Considérons 1'anneau hyperstatique du § XIX.3.2 soumis 3 une pres-

sion externe uniforme 1L. (Ce
probléme correspond aussi & la

stabilité d'un réservoir cy-

lindrique mince sous pression

éxterne). A

- La solution RDM correspond &

un moment flé&chissant nul

(45) N = Q.,\'L . T=0 R ‘M= 0

On vBrifie en effet facilement que cette répartition d'efforts intérieurs

-l

(46) & = a{»é’e . M=o

vérifie les &quations d'&quilibre (XIII.17) et (XIIi.lB) avec le chargement

- - —
¥=-z\1. 2, , Y=0 et définit donc un CSA d'énergie de déformation nulle

en flexion pure. C'est donc la solution (§ XIX.3.3). L'expérience nous sug-

.gére le mode de flambement suivant J “6
caractérisé par un déplacement ra-

dial

a7y o= U(®) Z,

Compte-tenu des symétries, on a un

systéme hyperstatique interne de

degré 1, et on introduit comme in-
connue hyperstatique le moment en

A, Z.=‘HLA.
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en P (c3d dans la configuration dé-

formée), on remarque que d'aprés la

loi de transport des moments

 48) JZP ['5(9)] = JZP [%(B)] + —‘i"o',\:f(e)
8 (¥4 =° —p -
[ d6, [B(0)] = JG, [T(0] + AALAT(0)

fo

8
AT A, *

en notant [‘G(B)] le torseur des efforts intérieurs dans la section située

3 @ . D'autre part, d"aprés 1'équilibre de AP, on peut écrire

oy § B (F0) - K (50« BAATFO + Iy [ §F &
[ o - T + [T

A —p
mais on a, comme pour la solution RDM (45), '5(0) = iA = (.1\,/0.) —3'9 . Les

équations d'équilibre &tant les mémes que pour la solution RDM (45), on

trouve alors, d'aprés (46),

;6(9) = §'P l = il..
(50) | . ¢ FE:)V\ @
‘;‘-a. (G(O) + f}() -’db = 0
A e [54" ] o
La formule (48) se ré&duit alors 3 _
(51) JGP [‘G(e)] = J'(:A [B0] « E'A A :G’(o) + ﬁ" 3\%(6)

Compte—tenu de {50) et de (47), il vient done

(52) M= Z +« po [V - v ]

Soit UJ et V les composantes du déplacement en coordonnées cy-

lindriques
(53) - x= VE +VE ,

On tire alors de (XIV.37) les relations

o dw 4 dog

rxexga.dﬁ-'“

(54)

g. . 2,3 - [4_(.@2- +wJ
ds a\dp

Les lois de comportement (XVI.43) en flexion pure donnent
4 do 0
a db EJ

(55) i(i‘."_!+u) = €, =0

' a\ do

i(il-)- - )-I- w =& =0
a\dp &

4
+ -

a

(% . 0)3,’9

alors
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" En dérivant la troisiéme &quation par rapport & & , on trouve

) L
(56) 20 U R V- i |
d.8Y _ ap EJ

&quation générale de la déformée en flexion d'une poutre circulaire.

On reporte maintenant (52) dans (56)

dtu > _a .
(57) T + (4 +%)u(e) - = [Z + g VO]

La solution générale de cette &quation est

. £
(58) V= Acs®® + Bamkd + 2 [Z+xe (0]
, K'ET
(59) ‘% = 4 + ‘_t‘-O}
ES

Les conditions .aux limites sont ici remplacé@es par la condition

de périodicité de U , qui doit &tre fonction périodique de période LN .

On doit donc avoir &‘, =m et la charge critique sera obtenue pour &ez
9

cidd pour

3E]

(60) .1" = 11':, = 0'5

2.2 FLAMBEMENT EN ROTATION

Considérons une poutre sur deux appuis, qui tourne autour de son

, Q. : : axe 3 la vitesse angulaire Q. , et
A g! i' ZSB nous cherchons sa configuration

d'équilibre (rélatif).

La force centrifuge se traduit donc par une force répartie de densité '

(61) 4 = P-Sl?*u

Dans le cadre de 1'approximation RDM classique, on écrit les équations d'é-

quilibre dans la configuration de référence (7 = 0). La densité de force {b

est donc nulle, et la solution est &galement nulle. Pour mettre en évidence

une instabilité éventuelle, nous devons donc &crire les &quations d'équili-

bre dans la configuration déformée

%
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Nous partons des &quations (XIII.24) et (XIIL.25), qui domnent
d* am
) duc?
En dérivant la loi de comportement (XVI.SZ) on obtient donc pour @ 1'équa-
tion différentielle

= _ po=-p QY o

L]
(63) EJ dlar PSL"«V = 0
da¥
dont 1'intégrale générale est
(64) o= Amhkr + B ambke « C ke + Dbk
e
(65) & p
EJ

Les conditions aux limites 3 &crire sont

(51_3_) w@ =0 , wol)=0 , aM@O)=0 ML) =0

1

soit, compte~tenu de (XVI.52)

6n @@ =0 -, W0=0 , oW®=0 , '@ =0
On obtient donc le systme |

| A« C

A+ K
] AmBl o+ Bankl + ¢ &L « D AR
Arwb _Rosmkl + KCAR D AR =0

soit finalement | |

Bm%ﬂ +f])bgb% =0
[-—Bmu 1-3.62"%'1 =0

(69) gandl -0 pah bl <0 A=C ="

1] [}
O O
[—

4

>

n

o

]

o

(68)

n
<

Ainsi, si m%;{- 0 onaura A=B=C=D=0, la seule solution est la

solution nulle. Si Aﬁnﬂ&ﬂ = 0 , alors on a la solution

(70) sl <0 w= B »w ke

On en déduit la vitesse critique de rotation

bid Y (| ET
(71) -&:.I . Q‘n"zi ._F_

qui correspond & 1'apparition d'une instabilité de flexion. On verra dans

le cours de Mécanique des Vibrations que cette vitesse correspond d la pul-

sation propre du premier mode de flexion. Plus généralement, le flambement

en rotation est gouverné par les mémes Equations que les vibrations propres,

[481.




