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Chapitre XIX

STRUCTURES PLANES

1.1 CONSOLE COUDEE

Nous prenons comme premier exemple

une console coudée ABC encastrée

en A.
La structure est isostatique et

nous avons

i
o
~
no
~

X
(1) A

MA.-.?L

Les efforts intérieurs sont alors calculés comme on 1'a fait au § XIII.2.2

sur AB - . sur BC

o~

avaccilii fave an i it dis S -1—-

P ’)pe Pl 7ee x
N = P ’ 7 ' N=0 . : —
¥3) T=0 T="P
m = PL m= P(l-x)

Comme on 1'a vu au § XVI.2.2, on peut négliger 1'effort tranchant dans le

dimensionnement et, la partie AB &tant la plus sollicitée, la conditiom

XVI.31} d

( )} donmne ) P

3) = + — £uq,
/N S

soit, pour une section carrée de cdté @

Eﬂ-‘.i _{Gé
a® a*

le second terme (contribution de 1'effort normal) étant 0(&]2) par rap—

%)

port au premier (moment fléchissant).
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Pour calculer le déplacement le long de la poutre, on peut utili-

ser les formules de Navier-Bresse (XVI.46), (XVI.49) ou intégrer directement
{XVI.4&5) et (BVI.47).

Sur AB on a A:nk, 9::([.?,; 1'intégration de (XVI.45) et (XVI.47) se fait

directement, compte-tenu des conditions d'encastrement en A

.M.A = 0 N qrh = © ) mA’- 0
w! om 133 W = 1%
= - — =_ Z = =- -y +%
ET ETJ ' EJ
2
a' = ..1 - W = ﬂ => A o= 2 2. }/A
6S, EY . £ 32
' ' P P
Y = O . =_ — = n = - “+
- XL
En particulier, on a au point B
% _
(5) 7 wb=—-P_:.E..& ) J.b5= Plaa ' (\J‘BS_E&
EJ JET ES

. Sur BC on a A-4 , 8= 0 , et il vient de m€me

»
Q.)'=—cl“_ -'_--P(—E:.:&) ..":) w=£(£'—£&)+w6
EJ EJ - g3\
41::-—& = 0 =) A = ..wa
ES
kA
‘v":_l + G =......._.P_.. +_p.(...a..; _ﬂ&).{-w.
GS, 6S, ET\ 2 ¥
% 2 .
= nr=£(’“_°_-£‘°_° +wam-.£a: + o
Esl\ o ) S, ®

soit, compte~tenu des conditions de raccord (5)

[ w =P (a*-20a - 204)
LET
2
« A = %
el
voe P (a3t ochhk) - PR P
\ €EJ ES GS,,
E1 particulier, on obtient au point C
2
o, = - PL (2R +4) . w = PLE
3 ET (¢ 3e3

L B (Le3h) PR p2

c - - —M—m—m— -

3ET E—g -%a:,
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Si on ne recherche que la fléche au point C, on peut appliquer le théorime

de Castigliano. On part de 1'expression (XVI.36) de 1'énergie de déforms- _

tion qui donne d'aprés (2)

% P )
o e H{LE F)E - (G T
4

ES EJ GS, €T
_ Fﬂ\_ . p_% . P&z&& . PL£3
2 i_ES G S, E3J 3ET
_Le théoréme de Castigliano redonne alors 12
S:-—"lr ='B_!=P_91, + f,g_ * P‘?/’,(S?\.+2’)
Y ES 65, 3 ET

Le terme prépondérant est toujours le terme de flexion, et on peut &crive

- s . PRPOR [, 33 R . 3E7 4
YET S L (>h+Q) 63, 2(3?««0}
T -

flexion effort ) effort
normal : tranchant
(. A

O(d2/ 1*)

On voit donc que 1'effet de 1'effort normal et de 1'effort tranchant sont

des corrections d'ordre O(dfyﬁ}) , done ﬂégligeablés dans les conditions
normales d'application de la RDM.

1.2 PORTIQUE ISOSTATIQUE

Considérons maintenant 1'exemple I du § XIII.2.2,
Les efforts intérieurs ont é&té

. calculés au § XI11.2.2 et la

P

section la plus sollicitée est
la section C sur AC.

., s 4 .
La condition de dimensionnement

donne

jifi + Pﬂi. £

o
— £ 6, e
J/m L5 ¢

(8)

Pour calculer le déplacement, il faut encore intégrer les &quations (XVI.45)

et (XVI.47) avec les conditions aux limites

(9) M, =0 o - 0 ar = O

! A ! %

Compte-tenu des résultats du § 1.1, nous nous limiterons 3 un calcul en fle-

xion (4/ES = 4/65, = O )
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Sur AC, .b:oé, » 8=n/2 , il vient avec (XIII.41)

X
( m':-ﬂ,.fj = w.-_f_}_ + o,
EY . EJ ET 2
; Py Py (
(10 W o= —w = E W = AL = - . & _ + JZ
9 7y A E] 6 A¢ T/
L '\I'= 0 = ‘U’-..:I})?; = 0
ce qui donne au point C
| PR PR
(1) wc=wA+2-;E—J . -u.c=_g_?3_..mA , rtrc_-.o
Sur CD, A=4 , 8=0 , il vient avec (XILI.42)
2
( w':-ﬂ:ﬂ"_(ﬂ_&) = W= &(Em—’i)-rmc
€Y. EJL EJL 2
(12) ﬂ MW= 0 = = oA
' Ph ] o
v = W v AL - +
E3L ( 3:) ¢
) 2 3
L = ﬂr=&(££’-£)+wc&'fv
EJ b 6
ce qui donne au point D
oy o T PRGLY
SET 2EJ
‘ 3
(13) Mg = A, = o % - QJA‘?L
) 6
)
fIJ':b = P}'J’ + 0%2 - P&ﬂ (21’*—33") + wAﬂ
3y CEJ
Sur DB, A= &-%,'9:-1!/.% , il vient avec (XI11.43)
' ™m
WD = 0 - =0 = W = )
( = 'n
(14) { W= w = Wy = o= wn(‘ﬁ""é) o
X v = 0 | = "IJ’=- ('U':D
ce qui donne au point B -
(V%] = = w + W
8 ® LET A
)
) - {a = w kv oa - PA" (34 +31)
® ¢ ET

PhL (38+38)
"U'B = ‘Va = CET + + CA)A4£
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Nous pouvons maintenant déterminer la constante d'intégration W, en

gcrivant la dernigre condition aux limites qﬂb= 0

PR (28 +3R)
6EJ

(16) (JOA = .-

Et on obtiendrait ainsi, en reportant dans les équations précédentes, le

déplacement tout au long de la poutre.

Si on cherche uniquement le déplacement horizontal du point C

(ol est appliquée la force P) il est beaucoup plus simple d'appliquer 1le

théoréme de Castigliano. En flexion pure, 1'énergie de déformation est don-

née par ,
v Lo, P e
Wwad {0 ™y oA O ey [ PRy de
'ZjAODBE:S €3 i “30\"3’ j‘; 23,( y. v}
a7 _ & '{&H «'_e‘_ﬂ] _ PR
- 3T 3 3 c EJ

qui donne directement

:A
G w2 2 PR
oP JET
ce qui coincide avec la valeur obtenue en reportant (16) dans (11). On voit

donc que le calcul par Castigliano est beaucoup plus rapide. De;méme, pour

~avoir le déplacement en un point donné&, le déplacement horizomtal du point

B par exemple, on aurait meilleur compte 3 appliquer encore le théordme de

Castigliano avec une force fictive. Pratiquement, le calcul complet du dé-

placement tel que nous 1'avons fait ne se justifie que si 1'on cherche &

construire une ligne d'influence pour le déplacement horizontal du point C.

Considérons par exemple le méme
portique soumis & une charge ver-
ticale mobile P sur CD (Ogagl).

La ligne d'influence du déplace-

ment AH: est 1a courbe donnant

. ' .
4&6 en fonction de 1'abscisse . Probléme 2

du point d'application de P.

En prenant ce probléme comme probléme 2, et le probléme résolu plus haut

comne probléme 1, le théorgme de réciprocité donne directement

A%: = . qr‘ﬁn) donné par (12)
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1.3 ARC A TROIS ARTICULATIONS

Nous avions envisagé aux § XI1.3.2 et XIII.2.2 le cas du portique

d trois articulations. De maniare plus générale, on peut considérer un arc

d trois articulations. C'est un

systéme isostatique qui présen-—

te des particularités remarqua-

bles dont nous allons donner un

apercgu.

Considérons donc un
arc d trois articulations soumis 3 un chargement purement vertical. Npus
considérons en paralléle la poutre droite AB soumise au méme chargement

*vertical, et nous noterons T(e) et;g{b) 1'effort tranchant et le moment

de flexion dans cette .poutre droite ) *ﬁ
’ : l $
aa I l HI I I 'Re
e — e
A 3}
C 4 -
l| , ' ' ke
> -
< . hJ () ] ‘ ! ,
g
":' : T r-g .
Soit 1*01)' 1'équation de 1la I -
ligne moyenne de 1'arc envi- ‘ ! I '
sagé.

Nous avons 6 inconnues de liaison et 6 Equations statiques: le systéme est

isostatique.'L'équilibre global de la structure domnera 3 &quations. En sup-

posant que le chargement se compose d'une densité d'effort réparti 1mﬁn)et

de quelques forces concentrées P, appliquées en ;L,ces équations d'équili-

bre donnent

)
o

)
Yy ¢ Yy - S., »Ms)de - LB

v 4 _‘jzg;ib(;)d.; - L% R - o0

(20) X, +Xg = 0

(19)

Les deux premidres &quations sont exactement les mémes que pour la poutre

Jroite, et donneront donc le méme résultat; nous avons donc

@ YW= Ra V=R X, =-X, = Q

ol la poussée  sera déterminée en &crivant que le moment fléchissant au
—_T

point d'articulation C doit &tre nul (§ XI11.2.2, exemple 3).
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De la méme maniére, le

calcul des efforts intérieurs

donmera : YA -Ra

| Teos® « Nam 6 -:RA-S:.‘LM:—...:'C(&)
(22) - Tamd +« N ot = Q
m - Qu - Rx + jo“(m-;);f.{;) df +- = Qq - e

oli 1'on retrouve 1'expression de T et P pour la poutre droite associée.

On en tire

n px) + Q ylx)

(23) N T(2) AmB + Q <080

i

T = Tix) cv® - Q A ®

En &écrivant qu'ad 1'articulation M =0, on en tire Q

(24) Q=. &
Y (<)

Nous considérons maintenant 1'arc funiculaire associd au chargement appli-

qué et défini par
(25) Yy = - A ) = - :'6. ) "v0

oi le coefficient A est d'aprés (24) 1'inverse de la poussée. On tire a-

lors de (23)

(27) : M = E.(Q‘.‘.) + Q '\3(’&) = 0

et en remarquant que

. dp d _
{28) Tl = - Vv = Q j = Q e
=) dx dac X%
(29) N = 9 T-0
L858

Ainsi, un arc 3 trois articulations travaille en compression simple (si A40

en traction simple; c'est donc aussi la figure d'é&quilibre d'un fil - voir

§ XIV.3.2 - soumis & ce chargement), et ce quel que soit le point oii se

trouve l'articulation. On verra au § 3.3 que 1'on peut méme supprimer 1'ar-

ticulation. Il est clair que ce type de construction joue un rdle impgytant

pour des matériaux qui ne supportent pas des contraintes de traction (voir

§ Xv.2.3).
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Le principe de 1'étude d'une structure hyperstatique est similaire

d ce que nous avons vu pour les. poutres. Nous allons traiter compl@tement un

exemple.

2.1 STATIQUE - DIMENSIONNEMENT

Nous considérons la

structure ci-contre que nous

supposerons 3 section cons-
tante.

On a 6 inconnues de liaison
(XA’Y » M, Xc, Yc s Mc); le

systéme est donc hyperstatique

de degré 3.

Les équations de la statique

donnent

KA + XC = O
30 YA + Y, = P ‘
'ﬂc"MA“* 2XA£ -PL <0

et nous prendrons comme inconnues hyperstatiques X , Y. et M

: A - A
X ’=x ’ Y 1=Y ) M e Z
(31) A A | A |
Xc=..X P YC=P‘-Y ; Nc=_2._-?,f.x +P£

On calcule ensuite les efforts intérieurs

17
y
T
p N ;m. JP T P
b e e
: o
] 1 L
' 1 m
'
1 X L -
P B7 A
Y 1z )’//T?fz jZ
sur AB sur BC sur BD
N:Y N'—‘ Y‘P N=O
(32) T=-X T==-X T="F

M= 2 « Koy M= Z Xy -PL M= P(d-x)
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I1 reste 3 lever 1'hyperstaticité, ce qui fera l'objet des deux prochains

paragraphes. Nous obtiendrons alors, en négligeant 1'effort tranchant,

(33) x-¥  y.P - z_ M
b ' 2 "
Les efforts de liaison sont alors
3P P PL
(34) x = - x = — Y ‘-"-Y [ - M =M =_ -
A B L ! A B 9, ' A c L
et on peut tracer les diagrammes des efforts intérieurs
VY -Pn 'Y ' A
- | P
c c q E'C
Pe PR
__|® 5 2 8 =
B _T A mo o [\ _®¢
Plz Pl 4
. “N T AYVL
PR :
' . L \ 1 =
B p =* B p % B D

35) — £ ¢

La section la plus sollicitée est la section B sur BD, et la condition de

dimengsionnement s'&crit

74

3/, ¢

2.2 METHODES ENERGETIQUES

-

Comme pour les poutres droites, la premiZre méthode pour léver

1'hyperstaticité consiste i utiliser le théor&me de Menabrea. Nous allons

ici faire le calcul cdmplet, en tenant compte de-1'effort normal et de 1'ef-

fort tranchant. D'aprés (XVI.36) et (32), 1'énergie de déformation est dom-

née par

Wi {S oy . f, et oy |

SES )
GO .zcs “ xz . Pa}d"}

-] 0

*_“_Iig (z+ho)* dy « S(Lm} Py + j?*(z m)’*a&}
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2 ' g -
J (zexyydy o L(z@xnt-%)"o\ak

3t . 14 ' .

N -3P8 (7 + Ka) « PHLY
‘L(Z Koy + § [-208¢( D ] oy
2L27% ¢ 0¥ 2x +.§ X¥AY - 8PRY7 _3PX A3 . PR

mais

et finalement, en reportant dans (36}, on obtient

X 2 ot ;E__ X, pY
] e

37N .
[22%« LL1X « U" Y- 207 - 304 Px + LpveY
3E3 I
Le théoriéme de Menabrea donne alors
3_“!. ='O .= Y « 2(7-?) =
Y _
(38) v .o = 42+ Ldx -3°b =0
XA
W, = t,z+_£>(-3P£+l.ﬁ = 0
X .1
 En introduisant le coefficient sans dimension
| 3
{39) o = EJ = (dl)
Gs, £* 2
on obtient facilement
- (40) Y = P
22. + QEX = P£
(41) : )
hzw(im)ﬂx = 390
3
qui donne la solution
(42) v- £ x. 3 _A oz PR A-6a
3 L A+3a L A+ da

Le paramétre o est d'ordre dqfﬁ et en premiére approxlmatlon

on retrouve blen (33), et les formules (42) donnent les corrections d'ef-

fort tranchant.

Si on néglige 1'effort tranchant et 1'effort normal, alors seul

subsiste dans (37) le terme dii au moment fléchissant; on obtient alors par

application du théoréme de Menabrea.le systéme
2Z + 20X = PA
(43)
{ a2+£§_£x - 39}
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cad le systéme (41) avec & = 0 , tandis que W ne dépend pas de ¥ . On

ne peut donc pas lever 1'hyperstaticité en- Y , ce qui n'a d'ailleurs pas

une énorme importance, puisque Y n'intervient pas dans le moment de fle-

xion. On voit donc que pour obtenir (33) il faut négliger 1'effort tranchant

mais non |'effort normal. On obtient alors le systé&me (40),(43) qui donne

(33). Il s'agit cependant ici d'une situation relativement exceptiomnelle,

et en général on pourra négliger, pour lever 1'hyperstaticité, 1'effort

tranchant et 1'effort normal: les structures planes sont habituellement cal-

culées & la flexion pure.

Pour calculer la fléche au point D, on utilise le théoréme de Cas-

tigliano qui donne 3 partir de (37)

)
(44) § = . = 2W _ i(P_YhPE + ¥ [gpp’_':SlX..lZ]
» 2P £S s, 4esl 3
solt, compte—tenu de 642),
60 :
3 4+.—d 3 ai
45) § . MPL A, PL LM P,?, [A O(cL
I4LES A+3e  JES, GS, . ALEJ §id
£ 1 '

effort effort

flexion .
normal trarichant

2.3 COMPATIBILITE DES DEFORMATIONS

Comme pour les poutres droites, on peut €galement lever 1'hypersta-

ticité en &crivant la Qompatibilité des déformations. En effet, si une

structure fait intervenir L inconnues de liaison et est donc hyperstatique

de degré L-3 , alors il faut intégrer (XVI.45),(XVI.47) systéme différentiel

d'ordre 3 avec L conditions aux limites pour 3 constantes d'intégratiom. Il

restera donc L-3 &quations de compatibilité des déplacements qui permettront

de déterminer les L-3 inconnues hyperstatiques. Nous allons, sur notre exem-

ple, appliquer cette méthode, en nous limitant 3 un calcul 2 la flexion pu-

re. Les conditions aux limites sont donc

(46) _.u,-.o,n:r--O,wA.:O ) AA,C—_-O,m"::O w =0

Sur AB: @=x/3, A=y, on aura donc d'aprés (32)

w’-.. m-. =_—A_.- Z x w=..—-—-- Z x‘}_

ET EI)'(_ *Xny) = esl ¢" ) z
' J‘ ' L '\a

“n A= W = E 2—‘% +X %—) = AL = E_-S 2 %" 7\ ) 7‘1.

v = O =5 e O, = 0
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On en tire au point B

I 2 A LB
(48) w=__(zl+x_. Lo = 72 X._) , ¥ =0
LR ..z) s EJ('L* 6 B
Sur BC: O=nfs, &=
w'a M A (7 Ky -0
) ET EI( ki )
_ : 1 A
= - w=_- {2 + X% _¢of + b
’ EJ( ki 3 ng)

La constante est déterminée en &crivant la continuité en B

' n:r._._'{_. + ﬁl - -2
(49) w [Z% Xz PL (q )]

ET L
v _ A '\g” _ )
a = w _E[Zl}-f-x._s PR(q-2)]
__ _ 4 P
- ..L_E_j,[z%.rx-e_ pz(% )]+ e
% 2
(50) Moo= i.[l ) + Xi 13" (r%_p’)}
' ES 2 6 3
(51 fU"=0 = = o, = 0

On en tire au point C

(o, = - L [220 + 28 - P8

EJ
3 3
(52) { u = A [.27_P42’+LX_'O’_..P£]
¢ 3 3 3
\‘Vc: 0

Les conditions aux limites (46) donnent alors le systéme
o 22 +3XL =P
(54) '

KZ + .g.. S A, )

et on obtient les valeurs (33) de X et Z. . Comme précédemment, la flexion

seule ne permet pas de déterminer Y qui ne peut s'obtenir qu'en tenant

€galement compte de 1'effort normal, ce qui ne change riem aux éguations
g P q g g9

(47) 3 (52) pour AL et @ , mais transforme cellg pour @ en

Sur AB
(55) ﬂr':'.-__N- _-:__Y,_ = m»:__l_ '+ﬂyA
ES ES ES
Sur BC
(56) ool NP o el P e P Yy

ES ES ES ES ES

. La condition '\.(r::O donne alors
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57) uo_a > Y. P
€5  ES 2

11 reste 3 calculer la déformBe de BD. En revenant au cas de la flexion seu-

le, on obtient avec (33)

. x
w|=_ﬁ=.&:_ﬂ_’) =2 W= _f__(_‘f _Em) + W
ES EJ ES\ 2 8

P /x* A I . P df__ Q}
o a5 eeg) 557

, ¥ 3 3 2 2
ny =w:£(_’f-£,&,_£) = M:&(i—&_&-&-
E3\2 8/ ES\e & 3
‘ ¥ >
a4, = 0 => AL = ALB = :L (Z_f&. + X 3&.) = D
EJ 6
Soit finalement au point D
% 3
{59) .u,Dzo ' (L)r--gpﬂ ' vy ='-_J..£__P;p'.
> RET > 4 ET

en accord avec'(45).

3. EXEMPLES DE §TRUCTURES_ngERSTATIQUES

Pour lever 1'hyperstaticité d'une structure plane, le principe

des trois méthodes présent@es pour les poutres droites subsiste. Cependant,

d'un point de vue pratique, la méthode énergétique s'impose trés nettement.

7ls

En effet, on a pu apprécier aux § 2.3 et 1.2 la lourdeur des calculs de dé-

placements. D'autre part, la méthode de superposition perd beaucoup de son

intérét en 1'absence d'un catalogue de solutions isostatiques. Son seul a-
: B

vantage est alors de permettre de scinder un probléme complexe en plusieurs

problémes simples, chacun &tant lui-méme résolu par la méthode &nergétique.

Un autre avantage = et non des moindres - des méthodes énergétiques est

le fait qu'elles n'exigent le calcul du moment fléchissant qu'au signe prés,

ce qui, pour des structures complexes, €limine une importante source d'er-

reurs.

3.1 PORTIQUE HYPERSTATIQUE

Nous considérons comme

premier exemple le portique hyper-

statique, exemple 2 des § XII.3.Z
et XIII.2.2.

Le systéme est hyperstatique de
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degré 1, et on prend comme inconnue hyperstatique X = Kp\

(60) X .—.X ) KB.-:-(?-&-K) Y = -QL Y

A Y S ) ' g~

PA
)

Nous négligeons 1'effet de 1'effort tranchant et de 1'effort normal. D'aprés

(XIXI.44,45 et 46) 1'énergie de déformation est donnée par
g

: . 2
W o= ;E “o Ko duy +5°(x&+‘i‘f%)"db e § ey |

3 v

(61) = A [xif‘_ P XRL L xP B pr A + (Pex)? fpf}
ser 3 T3 3
2&?

= [(2&+32)x" ¢ (@h 3R XP + (Reh) PY]
VGIZJ

Le théoréme de Menabrea donne

2 ' _
(62 ?_‘f,’=w(zx+9) = 0 5 . Xa--"©
2K .  GET o )
On en fire les inconnues de liaison
| P Ph
(63) XA"‘xs:'E ' “Nh=Tg = T

et on peut tracer les diagrammes d'effort normal, d'effort tranchant et de

moment flé&chissant

(64)

p - ' N % ﬁg
Y ? 2
[ A
MIEERERD c 0 ) /1/(0
C-_“’ . l c '
“’_Q& - - < .
. Ty € 2 '1rb

Les sections les plus sollicitées sont les sections C et D sur les montants

AC, BD si 3%-?,2 et sur la traverse CD si 2?\'42 . La condition de dimen-

sionnement découle directement de (XVI.31)

oL Ph

N '“‘“"‘(E?'s"

—_— — £ e
La fléche en C est donnée directement par le théoréme de Castigliano
:‘, R
§ - w = oW _ A roeh.n) .« x (2h«38
© AP GET [ )]
- : ¥
(65) S - PN (24—-‘?.?1.)

Al EJ
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Pour appliquer la mithode de compatibilitl des déformations, il

faut reprendre les calculs de diplacements du § 1.2 en rajoutant dans 1'ex-

pression de Ml le terme provenant de 1'incomnue hyperstatique X qul sera

déterminée avec la constante d'intégration G, en gcrivant que

(66) J.LB = "\J'B = 0

Pour appliquer la méthode de superposition, on peut remplacer

1'articulation B par un appui simple. On retrouve alors la structure du §
1.2 avec une force horizontale Q en B, qui sera déterminée en annulant le

déplacement horizontal g -

P

Mais la méthode la plus rapide

pour calculer Ly est d'appli-

quer le théoréme de Castigliano

et d'écrire

(67) g = oW,
2Q

ce qui est exactement le théoréme de Menabrea. Pour pouvoir lever 1'hyper-

staticité sans calcul, comme au § XVITI.2.4, il faudrait disposer d'un ca-

talogue de solutions isostatiques.

3.2 ANNEAU HYPERSTATIQUE

Considérons 1'anneau hyperstafique (exemple 2 du § XI111.2.3).
!

Compte—tenu des symétries, c'est un systéme hyperstatique interne de degré 1

1% ,
1 {*
GP o [

>
o
>
.
=
o -
]
H

Z‘Ki |72

s
2

=)o

On choisit comme inconnue hyperstatigue

le moment Z en A ( € =0 ). Les efforts L.

intérieurs sont alors donnés par (XIII.54).

Pour déterminer Z on va appliquer le théoréme de Menabrea. L'énergie de dé-

formation est alors donnée par

' Jad 2 - 2
(68) W = da ‘J"" l [Z_ O;P(A —me)] + _ff._. ol I f_m"e} ae
EJ 2 LES hGS&



- 148 -

(en remarquant que db = o df et que 1'énergie totale de 1'anneau est égale

3 quatre fois celle d'un quart d'anneau AB, ©g¢ 6 & 7[3). Le théorém~ de

Menabrea donne alors, en dérivant sous le signe intégral,

69) oW _ La 5%[1_ Ef(,l-mse)] d - o
9z €3 J, )
-k
O “«_"(1 _[Ma]z) - “;P(E-A)
2 2\ o 212
ce qui donne
P 2
(70) bl i
_ 3 ( J()
Le moment fléchissant est alors donné par
(71) = 2° (e - 2)
E/ X
Ainsi, on aura au point A
_ ab 2\ _ a.P : P
(72) nm, = __I(A-;.) -0,?:61....5'_ , NAL3 , Ty= 0
P 9 o.P P
(73) m, o= 2 = 0,6% & N = 0 T oeq
' B 4 x ' L ® ' 3*3,
La section ld plus sollicitée peut &tre A ou B. En effet, la condition de
dimensionnement pour ces deux sections s'@crit | : -
7 G:ZNL = 21?(.&-.%.) :E‘ + _ji < o,
(74) i a,P k" J a5
® alf 2 m
roeQuc 9 n .T

Considérons par exemple une section circulaire de diamétre dﬁ. Les condi-—-

tions (74) deviennent

ch =£3’3[A-& +..f“;] < @

75 MO a2 ( n) %o ¢
c® - A8 aP 2 ¢ a
fmae rd =

et on vérifie que la section la plus sollicitée est B tant que

2 gy, d & L
2 (4 ?);f?; > _43(_. )2,49

x a. n

ce qui est toujours le cas. On vérifie une fois de plus que la correction

d'effort mormal est petite et que la section la plus sollicitée est la sec-

tion de moment fl&chissant maximal. Pour calculer l'allongement du diametire

auquel est appliquée la force, on applique le théoréme de Castigliano et,

tous calculs faits, on trouve
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§.W _fex sy, Fex | Fox

20 ET \§ = ES & G35, U
: X T ' T

) ' effort effort

flexion normal tranchant

3.3 RIGIDIFICATION D'ARTICULATIONS

A deux reprises (treillis au Chapitre XVII, arc funiculaire au

§ 1.3) nous avons rencontré des structures articulées travaillant unique-

ment en traction—compression. Or la réalisation technologique de ces arti-

culations est difficile; il est donc tentant de les supprimer et de les

remplacer par des liaisons rigides - ce que 1'on fait pratiquement pour

la plupart des treillis industriels. Nous allons étudier les conséquences

de cette rigidification d'articulation. Considérons par exemple 1'are fu-

niculaire a trois articulations du § 1.3 et l'arc identique sans articul:a-

tion

Structure 1 vy Structure 2

La structure 1 est isostatique et on sait calculer Rk , R

s et Q (5 1.3).

La structure 2 est hyperstatique de degré 1 et on peut prendre comme incri—

[ —— -

nue hyperstatique la réaction horizontale KA = X (il est clair que les

réactions verticales RA et RB sont les mémes pour les deux structures).

Pour déterminer X i1l faut minimiser 1'énergie de déformation, cid si on
se limite 3 un calcul en flexion pure,

® 4 2 '
(76) W = j A and(x) de

A JEJ ‘

Mais il résulte du § 1.3 que pour X=Q , le moment fléchissant s'annule

dans toute la structure puisqu'on retrouve alors la ré&partition dfefforts

intérieurs pour la structure 1. L'énergie de déformation s'annule donc, d'a-

prés (76), c'est donc 13 le minimum. On obtient donc pour la structure 2,

X=Q et la suppression de 1'articulation n'a rien changé. Il en va de weme

pour un treillis.

Le raisonnement précédent n'est Eévidemment pas satisfaisant, car

il est basé sur (76), donc sur un calcul & 1la flexion, ce qui est &videnaent

illégitime puisque cette hypothé@se conduit i un moment de flexion nul. Il

faudrait tenir compte de 1'effort normal et de 1'effort tranchant.
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Nous allons faire le calcul sur le cas particulier simple suivant

{qui est & la fols un treillis & deux barres et un arc funiculaire & trois

articulations)

4 1 P

X
7
P

———t

IS 208 28
Structure 1 | Structure 2

Le calcul de la structure | donne directement

P , ?
XA=_)‘~B-_- E%B . YAr..\!E’uE
T
an w_t&z_ ,' 8=_ar°:L |
LES oa®B JES 0B

Pour la structure 2, nous introduisons 1'inconnue hyperstatique ¥ définie

par
P P
(78} K::...x = — B-X ' Y:Y L
Les efforts intérieurs dans AB sont alors donnés par
(79) N P _ Xsine | - Xew® Ao Kay = Xp o0
2 b
L*énergie de déformation est donc _
_ 3] :
(80) W - SE - Xme) o 2 e 4 A XV e } da
.?,mss 6S, " Ed
3
= ---( P -XMMJB) +—'P'. X&’mb""e + &... XSJMLB
3 B GS,, ES

et le théoréme de Menabrea donne

W £ y
= = 2X a0 - Prod) + &b X\ en8 =0
ey, ( 13°) (Gs,, I)
(81) X = Pﬁh@a{ L s 6 +(£ P’s)me -1
| ES ES S, €3

Le terme entre accolades peut encore s'écrire

, L2 wnto E:r E“‘.cob e d¥
62) TE3 ('{ ¥ 65,85 ° 59,* ) ) [ N O(]?'f)}

EJ
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et en premiére approximation nous avons

. 2
@ K= S M8 o o dl
SP 4 e £

et X est un infiniment petit du second ordre. En reportant dans (79}, on

peut E&valuer les corrections introduites par la rigidification des artj ula-

tions. En particulier, le moment fléchissant maximal sera atteint en B ct

vaudra

(84) an . I A
QU 54 Scot’e

La contrainte normale maximale sera obtenue dans la section B et vaudra

b = _.._P_.._ E | = .__.._P_...._._. + ,,J.:
s = LRy ( A £ X%B) 25 B (A O{tﬁ))
1 T '

effort .. .- —flexion induite
normal par la rigidification

Quant & 1a fleéche & elle vaut

W 4 - | ) 4
= = P—-le 9 T e— J + O _—
oP JES cos®0 ( e ) JES 006¥0 (J?,”)

Ainsi, la rigidification des articulations d'un treillis ou d"un arc funi-

culaire n'introduit que des corrections mineures.



