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Chapitre XVI

MILIEUX CURVILIGNES ELASTIQUES

1. _LOI DE COMPORTEMENT

1.1 COMPORTEMENT ELASTIQUE

Comme en MMC (voir Chapitre V), le comportement élastique se ca-

ractérise par une relation linfaire biunivoque entre les efforts intérieurs

et les déformations, cidd en RDM par une relation linéaire entre le torseur

des efforts intérieurs et le torseur des déformations

) (9] =- L[ww]  ,  [6w) =- £ [Im)]

oli of est une application linéaire de 1'espace des torseurs dans lui-méme

et sera donc, dans un repére donné, représenté par une matrice 6éx6. Nous

ferons sur cette application les mémes hypothéses qu'en MMC (voir § V.1.1)

Hypothése thermodynamique. L'application & est symétrique

2 [e]- £[T] = [G,]- £[%]

"Hypothése de stabilité. L'applicationAJg est définie positive
(3) (€]. £[T] > O

pour tout torseur [t] non nul.

Bien entendu, la loi de comportement (1) est une loi de compor-

tement locale et 1l'application &L peu éventuellement dépendre du point con-—
sidéré A . S1 nous représentons les torseurs [09] et [‘C] par leurs &1&-

ments de réduction au point P considéré&, 1'application of sera caractérisée

par 4 applicationslinéaires de 1'espace vectoriel euclidien E dans lui-méme,
p P

cdd par 4 tenseurs du second ordre.

T - AR + B “E = AR+ B
(4) [ - - - + ~“3 & T
- - + .- = L. - “ . m.
ye D& C wm ' D‘gfb?.3 C% j

et la condition de symétrie (2) donnera

5 A..’:A--,- :D L.o= C
() A_a ,a,, 3 B,;,a ?L ¥ CA.a 34.
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S8i nous introduisoms 1'énergie de déformation

WED =1 [e]. 20e] = 1 (5.8« L4

(6)

A

=2 (A .- K. 2 9%.2.9M. C.. (O

(R« 188, o)

alors, on peut réécrire (4) sous la forme

+* *
) g -. OW ¥ . W

XY L7 o,

On peut &galement exprimer 1'énergie de déformation en fonction des défor-

@) w((dl) - 1 (9]. &9 - w(E7)

ce qui permet d'écrire, au lieu de (7),

©) R =-2% .. S
. %g A &
On peut &crire (7) et (9) sous une forme plus condensée
.
(10) [€] = - oW [9] - . 2%

AN (%)

Ainsi, comme en MMC, 1'hypothése de symétrie (2) permet d'écrire la loi

de comportement i partir de 1'&nergie de déformation, cette &nergie de dé-

formation &tant positive, d'aprés 1'hypothése de stabilité (3).

Comme en MMC, on déduit de ce qui précéde une interprétation &-

x
rergétique du thécréme des travaux virtuels. Si [Qb] = S[ﬁkﬂ est un dépla

cement virtuel, alors

- [ew).[9 (é)’]

H

[£ @] - 3[9w)
8{;:[&»6)]. L@wl] = Sw

e sorte que le théoréme des travaux virtuels (XIV.32) montre que le tra-

(1)

]

vail virtuel des efforts dans 8[151 est égal a 1l'accroissement d'énergie

de déformation
A

(12) SW = S‘LUM , W:S‘w.c.h-

Ao

Comme dans toute théorie &lastique, le travail fourni au milieu curviligne

est entiérement stocké sous forme d'énergie de déformation.
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1.2 IDENTIFICATION DIRECTE DE LA LOI ELASTIQUE

Ty
m T~ %4
T

Comme précédemment, nous choisissonsle systi@me d'axes docal

Px X, X, tel que 1'axe x, soit dirigé selon la tangentea la fibre moyenne

et les axes x,,x, soient dirigés dans les directions principales d'iner-

tie de la section dreoite. Les composantes €, et Y, sont donc les compo-
santes normales e,m_et '1,‘, t'andls-’que les composantes 5:. » €y 'l_,, et 13

sontles composantes des vecteurs. £T

définie par une matrice 6x6 que nous &crirons sous la forme

—p
et Yo - L'application & est alors

- r- - ~ “

[ €. An B By B A, Ay N

: L& | B Ca;— Car Cax Byy By |,
-(13) Lo o~ | B Cas Can Gy By By n,
l.n, B-M ' CM Ca Cu 64&___643 ' .m-t

& A«, 5&1. B.u. ' 54:. A-u. Azs Ta

IR _A43 E’;s By By Ay Aas_ Y

Les coefficients A“é . 6;5 s C:"i dépendront du matériau constituant le
milieu curviligne et de la géométrie de la section droite. En particulier,

un milieu curviligne "homogéne", cid ayant une loi-8lastique & constante,
4 ’ Y ) ’

.

est une poutre d section constante constituée d'un matériau homogéne.

Pour déterminer les coefficients de la matrice (13), on peut en-

‘visager, comme en MMC, des expériences simples correspondant 3 des &tats

d'efforts intérieurs et de ﬁéformations homogénes. En particulier, on peut

envisager les expériences simples suivantes

a) Traction simple

P P

1]
-

(14) N

b) Flexion simple (flexion 4 points)
LA L L

d'oli entre A et B

(15) §=0 ) q'(_(£3= V?d - q“_; =% =0
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et un probléme similaire dans la direction Xy-

c) Torsion simple

]

el ;

//////A S-S
'.‘!23 P

) m"‘o 2 om.t____ Pd

(16) L0

Ces essais pourraient nous fournir les valeurs de certains coefficients,

mais les mesures de déformations seraient pratiquement trds difficiles. D'au-

tre part, pour pouvoir déterminer toute la matrice (13), il nous manque 1'es-

sai "d'effort tranchant simple"
. .
N=O . T =-Ck , M = O

inconcevable car, d'aprés (XIII.18), tout effort tranchant doit s'accompa-~

gner d'un moment de flexion. De plus, il faudrait réaliser ces expériences

pour toutes les formes de section droite utilis@es. Cette approche expéri-

mentale est donc pratiquement inutilisable.

Une seconde approche consiste, pour les expériences (14),(15),

(16), 3 revenir au modéle tridimensionnel de la MMC, c3d pour umn milieu

élastique isotrope & utiliser les résultats du probléme de Saint-Venant

(Chapitre VII). Ainsi, en identifiant (VII.23) et (XIV.43) on obtient pour
le probléme (14)

-y -t

17) £ =-— €. =0 1L=0°

ce qui donne la premi&re colonne de la matrice (13). De méme, en identifiant
(VII.31) et (XIV.45), on trouve

(18) £€-0 .Kb=_%§ , A=A =0
2

d'oll 1la seconde colonne de (13) et de méme pour la troisidme. On a donc ob-

tenu directement

€, [ 4fes 0 0 © o O N ]
'X.,‘ 0 "/EIB 0 0 o 0 Wﬂ,&
(19) Tyl _ | © o A4/, o o0 © ™,
Zw 0 0 0 Cu B«. %a\s q'q'l:
E!. 4] 0O 0 B_u' AJL A,‘s Ta'
| €, | L 0 0 0 By A Ayl LT
L'identification de (VII.76) & (XIV.46) nous donne pour le probléme (16)
M, A
, (20) ‘xm- = . .___,.t = o C‘H = .

GIL _ G1
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mais, du fait du gauchissement des sections, on ne peut pas calculer €y

et &, a partir'dé (VI1.76), on ne peut donc pas calculer Qﬁ. et 643_.

De méme, on ne peut pas interpréter directement les résultats du § VII.3

A.., A, ne sont pas calculables par cette mé-

et les 3 coefficients A Ay

23
thode.

1.3 IDENTIFICATION ENERGETIQUE

PlutSt qu'une interprétation directe des résultats du Chapitre VII,

qui pose quelques probl&mes, nous préférerons donc une interprétation &ner-

gétique. Partant des résultats du Chapitre VII, nous allons en effet carac-

tériser la densité d'énergie de déformation par unité de longueur (6) & par-

tir de la solution tridimensionnelle. En identifiant 1'énergie de déforma-

tion en MMC, calculée, 3 partir des résultats du Chapitre VII, et 1'é&nergie

de déformation en RDM, issue de (12), on va obtenir
: 2 . ¢ : .
* 4
(21) W = S w( [%y)]) d.q = _iﬁf\l.&ﬂ %oiak d&‘ dac& a\.ac_,.
° 3 3 4
c'est-d-dire d'aprés (6)
@) &(w) - 2 re). L8] = [ Ay de, e,
2 )3 “ 2
Or, le chapitre précédent nous 2 montré comment on pouvait calculer les con-
traintes Oii- & partir du torseur des efforts intérieurs. Il suffit donc de

reporter (XV.9),{XV.10) et (XV.11) dans (22) pour obtenir la matrice 6x6 re-

résentant & dans la base choisie. Nous prenons 1'énergie Elastique sous
astique

la forme (IX.36) et on obtient
* F4 a4 e
Al (%) = 5{[& o (o +o;;)] dx, i,

L | il 0 |B o, de
IT: z( S+%f3-&l—a_fa,dc35d&4dm3 ‘+3G$E\'Ul -

(23)

Compte-tenu des hypothéses faites sur le systéme d'axes Px la premié-

45Xy o

re intégrale donmne simplement

3. N ST
(24) N™ () . (‘“l;,,.)
ES JEJ, €3,

tandis qu'avec (1]) la seconde donne

v
+

A ( M go, hge, B 5“’).( Mow, Tagw T é’“’) dic, doe
3695 \ 1 S Q 1 S S 3

4 ¥ 2
=3 { Ca qrf; v AT, + AasTa +2 AT, T FAB,MT, + "‘BAEOMI:T?:}

(25)



- 76 -

avec
)
(26) e E,_fi OO de, dx,
. e AP
| A«p"'?“ SS,—_ @". O de, dx,
b= §, 6. O 4, dx,

Compte-tenu de (XV.8), 1'expression de C“ peut se reecrlre sous Ia fo_ﬁne

en =25 [(Ei)‘f(ii)]am,,m

“ e, x, x,

soit, en utilisant la formule de Stokes (VII.61),

s A $ (e300 0 2 an) - o B2« B

4 4
= — 2 d& d& = —_-—
GIY 'ﬁz LR 61

(29

~d'aprés (VII.64). On obtient donc

A

(30) C - =
A4

¢T

Dans le cas d'un profil avec deux plans de symétrie, 11 résulte

de la symétrie des fonctlons @“‘) @(n @“) (voir schéma) que

(31) A, = B, = B, 3°
o
—_— _@u" me
- _@,::E T {Ta_
1-....*‘ @ Ts

et seuls subsistent les termes A, et A, . Nous poserons

LR »n
4 —* 3y % : 4
Ay = — | @ P de, die, & —
(32) GS z : GS,,
4 =(3),2 4
A, = ® d de, = —

ot 9, , S',,, quantités homogénes 3 une surface, sont appelées sections rédui-

tes d'effort tranchant. Leur calcul exact exige la connaissance des fonc-

. () 7 (3 . ' . P
tions @® et ®, mais comme on 1'a vu au chapitre précédent, on peut

les remplacer par leurs approximations obtenues au § XV.3.2 ou XV.3.3 . Par

exemple, pour une section massive (§ XV.3.2), il vient directement & partir

de (XV.53)




- 77 -
1.

. ' 2
(33) 4. ii j B (44) de,
. 3,' J;" -, 4&(&‘),

~ Un_calcul direct donne alors

Section rectangulaire (XV.56)

(34) s, .='.Z'_3‘

Section circulaire (XV.59)

(35) S, = %S

La section réduite d'effort tranchant est voisine de la section S .

1.4 EXPRESSION DE LA LOI ELASTIQUE

En regroﬁpaﬁt ‘(2&} et (25), compte-tenu de: (30),(31) et (32), on
obtient-finalement pour une section doublement symétrique '
. : 2 X n 2 3
(36) qf:([’(;])gi N, M, .fq_‘l_h L MR P Y ]
. _ 2 |ES EJ, LR Gl ¢Sy GS,

et compte—tenu de (6), on voit que la matrice 6x6 représentative de & est
; , . Rl < ,

* a~ T - -

diagonale dans le systéme d'axes Px_‘xzxa. Les résultats obtenus sont en ac

cord avec (19), mais 1'identification énergétique que nous avons utilisée

nous a permis de préciser la valeur des coefficients C,, , Bu.et A«f.l. .

Si la section n'est pas doublement symétrique, alors en général

les coefficients ‘A“, E)“' et 543 calculés 3 partir de (27) ne seront pas

nuls. Néanmoins, on ne s'en préoccupe habituellement pas et on &crit encore

31) et'(32), et donc finalement (36). Cette hypoth&se est i nouveau justi- -
fiée par la petitesse des effets d'effort tranchant: Une excéption notable

est celle des profils minces pour lesquels 1'analyse €bauchée au § XV.3.3

permet de prendre en compte les couplages entre torsion et effort tranchant.

Nous supposerons donc, de maniére générale, que la loi élastique

est la suivante

- -

r:.E,"‘ ] [4fES O (o) o)

o o] [N
Ly, o 4[E3, © o o o) My,
379 Xy _ o o [}, © o o "%
1., e o 0 - A4/ o o |
g, o o 0 o 4f65, o T,
€, K o o o o 4f6s,] | T, |
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Les coefficients font intervenir les .caractéristiques élastiques du maté-

riau (module d'Young € et module de Coulomb G ) et les caractéristiques

géométrigués de la section (section S, moments d'inertie J, et 3, , module

de rigidité 3 la torsion I , sections réduites SL ,Sa).

Dans la plupart des applications, on peut négliger 1'effet de

1'effort tranchant, ce qui autorise i remplacer (37) par

- — - ~ -

€. [4]e5  © o o 0 o N
IJ, o 43, © o o o] tm‘h
13 0 0 JlEIL o o 0 mf%
(38) =" le o o 41 o o ,
€, 0 0 o e o ol | Ty
] €3i | 0 0 0 C (4] o | 1 TSJ
Cette approximation revient donc & écrire
-
(39) €&, =0

cad, d'aprés le Théoréme 2 du § XIV.2.2, & faire 1'hypoth&se de Navier-Ber-.

noulli. Cette hypothé&se conduit donc & la théorie simplifiée donnée par

{38) et qui sera suffisante pour la plupart des applications.

Le cas particulier de la statique des fils (§ XIV.3) correspond

au cas oll 1'on peut négliger les coefficients EJ, , E J"" s &L , 65, et

G—S3 pour écrire

“woy R =m =0 , Tao

tandis que € est proportionnel 3 N

(41) N = - ES €,

version de la loi de comportement (reliant la tension & 1'allongement) en

petites perturbationg. Le cas des fils inextensibles correspond au cas ol
. s ,

N/ES  est trés petit et ol l'on remplace donc (41) par
_ P

(42) £ = 0

nm .
Les lois de comportement (37) ou (38) permettent donc, & partir

des efforts intérieurs, de calculer les déformations puis, par intégration,

de remonter aux déplacements,

~ Pour un systéme isostatique, nous savons donc calculer les déplacements.

- Pour un systéme hyperstatique de degré h, on ne saura calculer les dépla-

cements qu'en fonction des h inconnues hyperstatiques. Cependant, on verra

que 1'on a également h conditions cinématiques de liaison en trop, et en

écrivant la compatibilité de ces conditions, on obtiendra un systéme per-~

mettant le calcul des inconnues hyperstatiques. C'est la premidre méthode

permettant de lever 1'hyperstaticité d'un syst&me. Nous en verrons des

exemples dans les chapitres d'application.
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1.5 FORMULES DE NAVIER-BRESSE

Dans le cas. plan, les relations (37) et (38) donnent naturelle-

ment
43) e“=ﬁﬁ'._ 1,_-& Eom- 1 ow O
€S EY 6S, '

suivant que 1l'on prend. en compte ou que 1l'on néglige les effets de 1'effort
tranchant. Les efforts N , T et W &tant connus, il suffit d'intégrer (43)

pour obtenir les déplacements. Pour cela, nous partons des relations (XIV.43)

qui nous donment

€ = M 060 + o s ® - . N
n~ ES
(44) |
€, = ' awb c o AmE cw = -
. G,
(45) { = @ =- m
_ ET
La relation (45) s'int&gre pour donmer
A
(46) w = w, - M) de
' A, EJ

oi @), = w(4,) est une constante d'intégration. Nous pouvons ensuite ré-

soudre le systéme linaire (44) en.J.b' et ar' pour obtenir

w o N0 o T b - o sim b

, N T

o' = Ml - 0 4+ o oens O
ES s,

A N A T 4
= - — dx _ -
) woE M 5; ES TS SA.w ¥
, 4 N AT
= - — - — dx dur,
v i S.A, ES dné SA, GS, B ‘i,w
FR EP 4 en remarquant que
© dﬂfa = db £ob ©
e

L'intégration par partie de la dernilre intEgrale intervenant

dans A par exepmple donne, en utilisant (45) et (46)
A A : A
w = w - deo
§ oo = [eal, -1
A . cm
- ol gl - ey §,_ 5@ 750 b
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- w.(na-ﬂx;) S m(ﬂ [y- ye)] do

On transforme de mémé le terme apparaissant dans 9 et on obtient
: A y
N T
u=4:.,—m,(n3-n3,)-s — Ak + S —_
‘3, €9 _ s, G5,
A ,
o § %(c’) [y - u6)] do

A,
49) .

_ ey - ON I SR
fu'_.fqu +Q)°(& &o) SA. Esdﬁk SA, G-S&

s m(o-) [2-«@)] da

Les équations (46) et (49) sont les équations de Navier-Bresse

qui permettent le calcul des déplacements d'un milieu curviligne. Ces &qua-
tions sont en fait la' forme intégrée de (45),(47). Dans le cas tridimen-—
sionnel, on peut également &crire des rélations analogues mais plus compli-

quées. Si 1'on néglige 1' effet de l'effort tranchant, alors le terme en T

disparait de (49).
Dans le cas d'une poutre droite on a N=0 et 8=0, le systéme

(44), (45) donne

.M,: = O :—" 4 = 0 ,
(50) | S
(U"-_- @ - —1--— : CO‘ = - -1‘1—
6, 3

Quant aux Equations de Navier-Bresse, (46) reste inchangée tandis que (49)

donne pour v

* t‘ﬁ\.
(s1) e U e w (2-4,) -; Ldg - (T Mry[e-§) dt
: . ! ‘ .G'Sa' c‘ EI .
Si on néglige les effets de 1l'effort tranchant, (50) donne
fU"= (7% } w‘ = - —m-_

EJ

c'est-i-dire
- (52) EJo" =_ M

Equation différentielle de la déformée ar(a).

Nous envisagerons un milieu curviligne soumis & des liaisons par-

faites du type de celles envisages aux § XII.1.2 et XIV.2.2 . Dans le cas

des liaisons non parfaites (appuis &lastiques par exemple), on peut souvent .
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obtenir des résultats similaires, mais il faut reprendre 1'analyse au dé-

part. Les résultats que nous allons présenter ont exactement la méme struc-

ture que ceux que noys avons obtenus en Elasticité tridimensionnelle au

Chapitre IX. Les démonstrations sont exactement les m@mes - aux difficul-

tés de motation prés - et nous ne ferons que les esquisser. Nous insiste-

rons par contre sur les aspects spécifiques aux milieux curvilignes.

2.1 PROBLEMES DE RDM

Un probléme de RDM consiste en la donnée d'un wmilieu curviligne,

astreint 3 certaines liaisons aux points AK et soumis & un chargement con-

nu.

Par exemple, on considére la poutre AB
~ encastrée en A

- appuyée en C

- libre en B

soumise i des efforts répartis et con-

centrés.

Pour résoudre ce probléme de RDM, il faut trouver, en fonction
de 1'abscisse curviligne A sur la poutre

- le torseur déplacenient [‘U;(A)] :

- le torseur des efforts intérieurs ['E(A)]

ces deux champs devant vérifier

1) les quations d'é@quilibre

['f(b)] ds en général
* R
[ ‘i) ] a4 travers Aﬁ,

2) les.conditions statiques de liaison; dans notre exemple

(53) d[%e] =

M, continu en C (NC= D)

(54)
[tl=0 en B ([TB]=O)

3) les conditions cinématiques de liaison; dans notre exemple

O A= 0

- —
(55) A = W , <

“A A=

4) 1a loi de comportement (37) ou (38).

Comme en &lasticité tridimensionnelle, nous intrcoduisons

Définition !. Un champ cinématiquement admissible est un champ de torseurs

-~y
déplacements [%(Aﬂvérifiant les conditions cinématiques de liaison 3).
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Définition 2. Un champ stat:.quement adm1551b1e est un champ de torseurs

des efforts intérieurs [‘E(A)] vérifiant les &quations d'&quilibre 1) et

les conditions stathues de liaison 2).

Un chawp statiquement admissible est donc un champ d'efforts in-

térieurs compatible avec les liaisons et en équilibre avec le chargement

appliqué. En particulier, il faut remarquer que la donnée d'un champ stati-

-
quement admissible ["G(A)] permet de déterminer les inconnues de liaison.
-—p

—
Dans notre exemple en effet, les inconnues de liaison 'R MA et 'RC se

calculent i partlr de ['G] par

L)
-_—

’R = -‘R(.b ) ﬂA = or“"( )

Rc fR (87y - R (5)

Comme en Elasticité tridimensionnelle, toutes les démonstrations seront

bas€es sur le résultat suivant

[ Lemme fondamental . Soit [‘U;(A)] un champ de deplacements virtuels quelcon-

que (non nécessairement cindmatiquement admissible) et [‘C (A)] un champ

stathuement admissible, alors

(57) - S[T,'m] [éb(b)]d.s S[tf(b)] [%(A)]dh Z[@ [‘U.;&] z[ﬁ'{'] [{bK]

]

La démonstration est strictement identique i celle donnée au § XIV.1.3 pour

le théoréme des_travaux virtuels (XIV.30), qui s'obtient directement en pre-

‘nant ['E] =[%] dans (57).

81 nous prenons maintenant comme ch amp de déplacements v1rtuels

[%] un champ cinématiquement admissible [‘U;] , alors, les liaisons &tant

parfaites, elles ne travaillent pas dans [‘Uo] et (57) devient

oo - (Rl @eld - (el « L. Gy

Remarquons aussi que nous avons toujours la méme structure algé-

brique qu'au § IX.1.1 et que le Lemme fondamental peut encore s'écrire.

»

. - - A
(59) KE,T» = <&,¢>

qui généralise (XIV.35).

2.2 LE THEOREME DE MENABREA

Comme nous 1'avons déjd annoncé, tous les théor&mes du Chapitre IX
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restent valables. En particulier, nous allons nous intéresser au théoréme

de 1'énergie complémentaire (§ IX.1.3) qui joue en RDM un rdle tout & fait

- R
central . Nous partons donc d'un CSA f@] et conformément 3 (IX.24) nous

définissons son énergie complémentaire par

" (60) H(Z) = Tﬁ (T) - W(T)

-
oi W(T) est 1'énergie de déformation

e . A A . A A B
(61) w(3) = j; BBy b - : j:[fz:]. LT d
A A

Pa)

d. .~
et ol T‘L (G) est le travail du CSA G dans les déplacements donnés.

Mais, d'aprés le type de liaison envisagé, les déplacements imposés sont
P oyp g P mp

nuls - voir par exemple (55) ou (XIV.17-21) -. Il en résulte donc que TL'
est nul
d ~
(62) T () = ©
(63) H(T) = - W(T)

Bien entendu, on peut envisager des liaisons imposant des déplacements non

nuls (dénivellation d'appuis par exemple), mais on sort alors du cadre que
nous nous sommes fix€s, et il faut reprendre les probl&mes au départ. En
général, on arrive cependant 3 se ramener au cadre que nous décrivons ici.

Nous en donnerons quelques exemples au § XVIII.Z.5 .

Le théoréme de 1'énergie complémentaire s'écrit alors

Théoréme de 1'énergie complémentaire. Parmi tous les CSA, la solution [T]

maximise 1'énergie complémentaire

(64) — H(B) > H(T) YT csa

La démonstration est identique 3 celle du §IX.1.3: on pose

(65) (%) = [T) +[T°)

.A .
ol ['G°] est un champ auto—équilibré, cid un CSA pour le probléme homogéne

associé, Compte—tenu de (63), il vient alors

~ - TN
(66) - W(B) = - W(B) - W(T) - § [%°. £[T] ds

A

mais puisque [G] est la solution, on aura

(67) [9) = - £[v)
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N
" et par application du lemme fondamental (58) au cca (W) et au csa [T°)

pour le problé&me homogéne, il vient & partir de (59)

*a

j:“ (%], (Tl s = - SAB (3°).(9) o
Ll e « T - o

. -
. puisque le chargement associé & T° est nul. L'équation (66) devient

donc finalement

(68) H(T) = H(T) - W (T

d'olt 1la conclusion puisque W est définie positive.

On peut exprimer ce théoréme d'une fagon beaucoup plus naturelle.

En effet,

a) si le systéme est isostatique, alors on peut calculer les efforts inté-
rieurs 3 partir des seules &quations de la statique. En d'autres termes, .il

existe un seul champ statiquement admissible qui est donc la solution; le

théoréme de 1'énergie complémentaire est inutile.

b) si le systé@me est hyperstatique de degré h, on peut calculer les efforts

-

intérieurs i partir de h inconnues hyperstatiques. En d'autres termes, 1'es~

pace des CSA est un espace affine de dimension h, et les inconnues hyper-

statiques définissent un paramétrage de cet espace. Compte-tenu de (63) on
peut alors reformuler le théor@me de 1'énergie complémentaire sous sa forme

traditionnelle

Théoréme de Menabrea. Pour un systéme hyperstatique, les inconnues hyper-

statiques prennent la valeur qui minimise 1'énergie de déformation du sys-

téme.

C'est le théordme de base de la RDM, qui permet de lever l'hyperstaticité

d'un syst@me: aprés avoir écrit les &quations de la statique, on calcule

1'énergie de déformation, et par minimisation de celle—ci on obtient la

valeur des inconnues hyperstatiques.

2.3 AUTRES THEOREMES VARIATIONNELS

Tous les autres théorémes variationnels présentés au Chapitre IX

restent également valables en RDM, mais ils perdent beaucoup de leur inté-

rét compte~tenu de 1'extr@me commodité du ThEoréme de Menabrea. Nous allons

simplement les &noncer et donner la ligne générale de leur démonstration.
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Théoréme d'existence et d'unicité. Pourvu qu'il existe un champ statique-

ment admissible, alors le probléme de RDM admet une solution unique.

En effet, le théoréme de Menabrea conduit au champ d'efforts intérieurs,

on obtient alors les déformations par la loi de comportement, et les dé-

placements par intégration. L'unicité résulte de (68) et du caractére dé-

fini positif de W pour la loi de comportement (37). Pour des lois de com—

portement singulidres (comme (38) par exemple), certaines pertes d'unicité

sans cons@quence peuvent se produire.

n
Pour un champ cinématiquement admissible [QL(A)] , on définit

1"énergie potentielle

(%) () = w@ - T

oi W(®) est 1'énergie de déformation

a AB ~ 4 NV B -4 L™
(70) wW(?) = S aw([®]) ds = “3 5 b[&], L[] ds
AA. AA

et od -t:(ii) est le travail du chargement appliqué dans [it].‘
~ . 'AB' ~ ~
on @) = § el (R« TGN (]
A

et, comme dans le cas tridimensionnel, on démontre

CThéoréme de 1'énergie potentielle. Parmi tous les CCA, la solution [?L]

minimise 1'énergie potentielle

(72) K(W) < _K(ﬁs) v b cca

r~

Théoréme de comparaison

_(7.%) COH(T) ¢ H(T) = K(W) < K(D)

Comme dans le cas tridimensionnel, 1'espace des CCA est un espace

de dimension infinie et, moyennant une discrétisation convenable = par

exemple par &léments finis - le théoréme de 1'énergie potentielle permet

d'obtenir numériquement des solutions approchées. Enfiﬁ:"en appliquant le

théoréme des travaux virtuels au déplacemept solution, on obtient

[Théotéme du travail. L'@nergie de déformation est &gale i la moitié du tra-

vail du chargement appliqué dans le déplacement solution

-

(74) o \m;) = :3".5: ['sl.[.w]'a» ~_-f‘3.[ &Aftp}.[%] do + Z'[@“J..[%,t]}

b
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2.4 LE THEOREME DE RECIPROCITE

Les théordmes de 1'@nergie gue nous avons présentés rapidement
g p

dans le cas tridimensionnel jouent un rdle tr&s important en RDM. On verra

plus loin, sur de nombreux exemples, que leur utilisation judicieuse per-

met d'éviter beaucoup de calculs. Pour ces deux théorémes - théoréme de
réciprocité ou de Maxwell-Betti et théoréme de Castigliano ~ on envisage

une méme structure soumise 3 deux chargements différents

chargement 1 [ (_F‘\(b) ] [QE“]
chargement 2 [ ‘{’2'(5}] [@M]

~
Théoréme de réciprocité. Le travail du chargement | dans le déplacement [tu}],

solution du probléme.2 est &€gal au travail du chargement 2 dans le déplace-

ment [W'] solution du probléme 1

[ ro.f k £y a1t 1
oo Jre e« TIEMM] = fetda « I(g0)
Dém. On applique successivement le théoréme des travaux virtuels au dépla-

. B 4 N )
cement [‘u)!'] ,» CCA pour le probléme 1, puis au déplacement [‘ua] s CCA pour

le probléme 2

-[ 1094 = [rq)[Wlas « Z[ 1 [w)
[ )96 - [P Te - T (64 [u)

et on remarque gue, en vertu de la symétrie (2) de af , ONn a

- 7). [9‘] (¢7). L[99 = - [7%].[2"]

c

Probléme 1 : Probléme 2
Considérons par exemple les deux problémes ci-dessus, et soit [‘u:] et [QL"]

les torseurs déplacements solutions de ces deux problémes

Travail du chargement | dans [‘u,,'] P 'U‘;'
' . — —
Travail du chargement 2 dans ['w‘] _ Q . .u:;

Le théoréme de réciprocité donme alors

. —f -
(76) wo-1Q %

® e
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Ainsi, une fois résolu le probl&me 1 et connu le déplacement [%ﬂ] 'le long

de AB, on obtient directement sans calcul supplémentaire le déplacement

vertical du point B lorsque la poutre est soumise 3 une force concentrée

quelconque, puis par superposition lorsqu'elle est soumise & un chargement

guelconque, —
G

8

P  Par exemple, pour le probldme 3 ci-contre

// il vient
Probléme 3
. - 465 :
3 4 ~*4 1 Iy e 4
7 A {Q.% F Ml 4 _& (9. 1) o\b} + vy
a

De méme, la résolution des deux problémes suivants permet de déterminer le

)

i

déplacement horizontal et la rotation du peint B pour un chargement quel-

congque.

Ce type de calcul est trds commode, notamment pour la détermina-~

tion des lignes d'influence, ¢&d lorsqu'on recherche 1'effet en un point

fixe donné d'une charge mobile.

2.5 LE THEOREME DE CASTIGLIANO

_ . A ' :
Théoréme de Castigliano. Soit [152] un CSA pour le probléme 2. Le travail

du chargement 2 dans le déplacement ! est €gal & la dérivée & 1'origine

' . -
de la fonction donnant 1'Energie de déformation du champ (T'+2 ‘U"'] en

fonction de A

oo flel e « ZMIG] - Soweseatn)
o - . . ‘ %=0

b—
L]

DéEm. On développe commeidans (66)

(79) | W(*r;u;\%") = W(B) + A f['c"]. LLTds + W W(%")

de sorte que
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(80) L W(T+2T) - {9 2w
' d V=0
et par application du lemme fondamental a’ [%l’] , €54, et ["u,‘] CCA pour

le probléme 2, il wvient
.S[fc*]. 205 ds - -j['z;’-].[.sa‘]ab =j[¢=].[w]db - LM

ce qui achéve la démonstration. cqfd

En prenant comme chargement 2 une force {(ou un moment) concentré,

ce théoréme permet de calculer le déplacement {(ou la rotation) en un point

———— e el
donné sans avoir 3 intégrer le champ de déplacements, intégration qui, com-
me on le verra dans la suite, est en général assez laborieuse.

A

Probléme 1 : Probléme 2

Par exémple, pour connaitre le déplacement vertical du point E, on applique

en ce point une force verticale unité fictive. Le travail du chargement 2

dans [ﬁlf] est alors -4 QIE et le théoréme de Castigliano donmne directe-

ment

@81 ,!U‘; = .d_'W("G]‘ﬁ/\%L)
di A=0

D'un point de vue pratique, on a levé 1'hyperstaticité 3 1'aide du théoréme

de Menabrea, on connait donc l?G‘(A)] . On construit alors un champ stati-
" e se

quement admissible[fC%] pouf le probléme 2 en écrivant les Equations de

la statique et, par exemple, en supposant nulles les inconnues hyperstati-
ques - ce qui revient & rendre le probléme 2 isostatique en supprimmnt

des liailsons. -

S'il y a déj3 dans le probléme 1| une force appliquée au point

alors la situation est encore plus simple. Cherchons par exemple i déter-

miner le déplacement vertical du point B. Il faut alors appliquer une char-

ge unité fictive au point B

C- .

Probleéme 2
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Mais, par superposition, ["544- 2 tG"] est le champ d'efforts intérieurs

associé au probléme suivant

P+ A

Probléme (1 + A 2)

Son &nergie de déformation est donc

(82) W(B'+2T?) = W(~,Q,n, P:ed)

si 1'on note W{~, @ M, P) 1'énergie de déformation pour le probléme 1

(qui dépend bien &videmment des forces appliquées @, M , P ). L'application

. - Ly
du théoréme de Castigliano donne alors en prenant comme CSA ['Ez] -le champ

solution [BY]

(83) ﬂ)‘1 = .é'_ W(m,Q'n.,Pi-“) = '.a__\..d(m,Q'n‘P)
B dr ao OF

De maniére générale, -on a le résultat suivant

[ Théoréme de Castigliano. Cas particulier. Si ume structure est soumise 3

- )L ] - ) w -
une force (resp. un couple) concentré, alors la dérivée partielle de 1'é-

nergie de déformation par rapport i cette force (resp. ce couple) donne le

déglacement'(resp. la rotation) de son point d'application~dans sa direc-

tion.

-

Cette variante est extrémement commode, car i partir de l'énergie de défor-

mation, qui a déji 8té calcul&e pour lever 1'hyperstaticité, ' elle permet

de calculer trés simplement les déplacementsles plus intéressants.:

3. RESSORTS_HELICOTDAUX

La théorie des milieux curvilignes, telle que nous venons de la

présenter est tout-i-fait générale. %vant d'aborder les applications tra-

ditionnelles qui en sont des cas particuliers, nous allons traiter un exem*

ple trés simple mais complet: le calcul des ressorts hélicoidaux.

3.1 EFFORTS INTERIEURS . CONTRAINTES

1

l

On considére un ressort hélicoldal formé de n:spires. On note
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: diamétre d'énrculement

)

k- pas de 1'hélice

o : angle d'enroulement

, | k%a—-_:%«i

d,: diamétre du fil

d/p «4

Ce ressort est soumis & une force de compression axiale P.

L'équation de la fibre moyenne est, en coordonnées cylindriques,

(84) 2=2 oé,=_.?i fa 6
2 )
et 1'abscisse curviligne est donnée par
(85) b= 2 de
3 coval
¢
| _

~p
1
L)

€y .g f\.-
P

. . . S - - - =
Nous introduisons en tout point le repére &£, , Ry > ek des coordomnées
s . . -+ - AN . .

cylindriques et le repére T , M. £ 1ié & la section droite

—r . —

T Lobal L Aua 2,
(86) q = o y7: r

al a * Y

Le torseur des efforts intérieurs au peint M est &gal au torseur des efforts

appliqués sur la partie gauche, cad 3 la_force P . Ses €léments de réduction

au centre M de la section droite sont

-

(87) sa.-...'Pr(»,'}r | m._T22

. . . - — e -
soit, par projection sur le repére T , m , &,
- - —_
R = PamaT - Pewa m

— - -ty
m = _E T - P._.DMnbd M
3 2

(88)
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On en déduit les efforts intérieurs

r N = Pand compression
‘mt = . Q Lohol 7 torsion
(89} - 2 -
T = - Paosa M effort tranchant
— ,
‘m; = TE AArud ;r’l flexion
\ 3
- s -»
Dans le systéme d'axes local Mx‘xzx3 dont les vecteurs de base sont T M e,

la répartition des contraintes est alors donnée par (Xv.10),(XV.59) et .

(VI1I.39)

o o .. TAma | PRAma
S 3 i
&
%_:_M% » 4 Pend (4_ %*)
D oo
T = ——riee— T,
43 ST g8

La contrainte normale maximale est atteinte au point Q,=- d.[% et vaut

LD

La contrainte de cisaillement maximale est atteinte au point Ay=- d.]z ,fx.'z:O

(92) a =

A4 s, s ( + )

et vaut )
(93) Ty = M(A+iﬁ)
r d* 3D
ce qui permet le dimensionnement. On voit, compte-tenu des ordres de gran-—
deur, que
(94) ,t%a = f‘_ & 4 4 &4

np - D

le terme prépondérant est le terme de torsion; mais il est facile de pren-

dre en compte les autres.

« 3.2 CALCUL DE LA FLECHE . RIGIDITE

Pour calculer 1'enfoncement du ressort, nous allons appliquer le

théoréme de Castiglianb. On voit sur (89) que les efforts intérieurs sont

constants le long du ressort. Par application de-la formule (36), on voit

- - - a - - * -
que la densité d'@nergie de déformation W’ est Egalement constante et don-

née ‘par

+

ES LET 46T ¢Sy

) .3 3 A s 3 2
(95) ar = Z;I prie DA D el w‘“‘i
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Pour obtenir 1'énergie de déformation du ressort, il faut multiplier par

sa longueur qui, pour un ressort de n spires, est donnée par M X 'D/oma

(96)

W . mRDP? [mb"ut(l . :o") , A (4 +3f)}
$ 43

“d coval G ;,, 4T E s

D'aprés le cas particulier du théoréme de Castigliano donné i la

fin duv § 2.5, 1'enfoncement vertical du ressort f est donné par la déri-

vée de W par rapport & P

(97) !

oP cobe, s 11 E- s

_ oW _«awdP [oos"d 4 30") . s (4+i)]
G 1S5 41 S 4J

Compte—tenu des ordres de grandeur (94), on voit que le terme prépondérant

est le terme de torsion, et la rigidité %. du ressort (P—.-.&;f_) est donnée

par
3 t
(98) i=“Mﬁ,4+.§;§ + & “(£+E)}
. LGT 'S, E J o*s
Pour une section circulaire on a
b ' 4 1 R
(99) . Td 3. Rrd g_nd sﬁ_g.s—.-_g"d'
: 3% eh A AD L0
On_'obtient- alors
: 3 3 ' $ /%
(100) . M[x-+ﬁ(i)+if(£)+:‘_ﬁﬁ (i)]
£ G d! \d/ rnvE\p) an*eln) \p
' y. S A 4
t 4\ effort . effort
orsion tranchant flexion normal

expression compléte pour la rigidité d'un ressort hélicoidal. Le terme pré-

pondérant est celui dfi 4 1a torsion, mais on voit clairement sur (100) les

contributions des autres efforts. En premiére approximation, on obtient la

formule classique
. & h
gm D

utilisée pour le calcul des ressorts.

(101)

3.3 CALCUL DU DEPLACEMENT

Pour calculer le torseur déplacement ['U,] il faut calculer les

3
- - . . -ty - -—r - . -~
vecteurs £ et X les projeter sur 1a base (T , " ,.en) et écrire, &

partir de (89),la loi de comportement (37)

N P s a "y pog
(102) £ =0 — =- E. = — =
™~ ES ES T 6s, S K




m, Pdoma -~ W, PDaima
103 - _.J = = _; = esmme—
() 1. 61 461 I_T 3 TSR

" -+ . . .
Pour calculer E et 1 , nous introduisons les composantes des
- 4 - - -

vecteurs AL et w en coordonnées cylindriques

—
(104) T w = | b
€, % 2y 212y ly
En coordonnées cylindriques, on a, d'aprés (85),
- - - :
(105) d.b,y:_ lovd de, 4o z, ' dey 4 e 2,
D df D da D

Ceci permet de calculer d.zt/db dans le repére &, s

e .
. Be » z}; puls, 'avec

(86_)-d.ans le. repére ";;* ,;{ . E‘.’
PR L («r'+ '2‘°°°l.u.)ma - av' sued
- D D
(106) dil _ |, T, = | [ "“Wu)ma v o' o
da 3 ) _
e : o | Letd
‘e’mrzale’y T,
' - e S N
D'autre part, on a dans le repére T ,M , &,
4 pcosa - y e d -} 0
— )
(io7y TAW = | 0 A |pomatyond = -
' 0 @ ) pim.df y cosol
- - ey -y '
T,M.2, T, & T, M8,
On obtient donc, d'aprés (XIV.37),
0 (nr_'+‘2___._‘°“°‘n)wd - w'sma
. ' D
(108) E, = ﬂf'-l- a—md )Mﬂ. ol & ﬂﬂ'. LoAd - (e
]
FTE 'Q_'_nidnr v Parnd & yora
— ey s
T [

LA

De méme, on obtient par (XIV.37)

('+ "’?"‘q)mu - g'bbn-d.
(109) | ;z = %?. = (&';2m?)Md +\&' ohol
'r : ' -2,3)::0&« |
. -3 :
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En écrivant les lois de comportement {102) et (103) on obtient alors

(f\r'+ zw’d») o - ar A = o P s a
D ES
(110) ar's '9‘mbd,u. Avod +m)'l£:06d._(f = P «ota
D : G Sg,
o jllxbdlvf + {BJiNUd. + Jcod = 0
D
2 £oba - PD o
b‘-r - ),cmo( - Aoy ol T —
( D ? L P.%G'L
2 codu . ' D Alvd
(111) o+ )M!ﬂzo\ Tty g o L2 2Va
(£ s e - 2
1 Lohd
- p = o
. ¥ D
Les &quations (111) donnent alors
r ! 3 v -0
¢ L
2, 3
(112) ‘ ‘5'+-?:rmot(? _ Pp (mbd+wrbd\
> % \ GI ES /
xf_?fbbiﬂbd@t\ol() _-1)
\ ' 2 EJ GI

Une solution particuligre de ce systéme sera

PoY [ ol ¥

_ ,bi.m,u)
i ly cosat GIL - EJ
(113) [>=0
y =Pbmdmd(i__ 4
g EF GIL

On reporte alors dans (110) et on obtient

)A

- 3y
’ 4»'-_.3’“"’“47 _ PDwudcot:d(al_’_L)b_
) 2 ES 61
(114) ﬁ vy 2O P aia sl 'A__f{.._.)
D GS, ES
-2 2 P 3
ar = P (1gﬂv dki- cmsol) + Eji Ao & + ‘nbc‘>'
L €5 65, v { ET 61
Une solution particulidre est
2
i = P A s [i__i+2(i_4_)]
(115) GS, €S 4 \GL €3/
-7
o = °I s cosd A 4 A
A £3 61
(116) wr o P A ofa Drele | Drawda ) 5
- ES GS, LGI LET
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On a donc ainsi obtenu une solution particulidre de (110),(111). Pour ob-

tenir la solution générale, il suffit, d'aprés le Théoréme 1 du § XIV.2.1,

de rajouter un mouvement de solide rigide. En prenant pour 4 la longueur

totale du fil, le déplacement vertical (116) redonne bien 1'expression (97)

de la fladche. On voit sur cet exemple la simplicité d'application du théo-

réme de Castigliano par rapport 4 un calcul de déplacements. D'autre part,

on voit sur (115) que 1'enfoncement du ressort s'accompagne d'une dilata-
q pag

tion transversale du ressort (composante ) et d'une rotation autour de

1'axe (composante 4y ). Néanmoins, ce sont 13 des petites corrections par

rapport @ la solution

— :' -l — v -
(117) n ¥,z , s =Xz,
| ter ¢ 161

obtenue en prenant o = 0 et en ne tenant compte que de la torsion.






