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Chapitre XV

CONTRAINTES . DIMENSIONNEMENT ELASTIQUE

Tout ce que nous avons fait jusqu'i présent concernait la théorie

générale des milieux curvilignes et &tait donc valable indépendamment du

comportement du matériau. Pour aller plus loin, il faut maintenant caracté-

riser le comportement d'un milieu curviligne en fonction de ses caractéris-
tomportement Laracteris

tiques mécaniques (nature et comportement du matériau) et géométrigues (for-

me et dimension de la section droite).

Nous nous limiterons désormais au cas d'un matériau élastique. Le
q

 “calcul élastique des structures recouvre en effet 1'essentiel des applica-

tions, encore que le calcul plastique des structures que nous Eévoquerons

d propos des treillis (Chapitre XVII)prenne aujourd'hui de plus en plus

t

d'importance.

Pour caractériser le comportement d'un milieu curviligne élastique
D g que,

nous devons, comme pour un milieu continu, Chapitre V, écrire une loi de

comportement - cad une relation entre efforts intérieurs et déformations -

et un critére de limite d'&lasticité. La loi de comportement fera 1'objet
du Chapitre XVI, tandis que le présent chapitre est consacré au critére de

limite d'@lasticitd, c3d 4 la détermination des efforts maximaux supporta-—

bles par une section droite et un matériau donnés. Ce critdre permettra en-—

suite le dimensionnement €lastique des structures.

1.1 PROBLEME DE SAINT-VENANT

x ]
Pour pouvoir appliquer un critére d'élasticité comme ceux que nous

avons introduits au § V.3, il faut pouvoir caractériser, en fonction des ef~
=lrroduits =atacterise =onction £

forts intérieurs, la répartition des contraintes dans une section droite.

Avant d'aborder le cas général, nous allons envisager le cas du probléme de

Saint-Venant (Chapitre VII) pour lequel nous disposons d'une solution 8las-

tique exacte.

Nous revenons donc au probléme d'une poutre cylindrique chargée 3

ses deux extrémités par deux torseurs FCO] et [ﬂ;{] donnés. On a vu au Cha-




pitre VII que 1'équilibre global de la poutre permettait de calculer Fo et

Ho en fonction de F et F’i. (équations (VII.2)). Le calcul du torseur des

efforts intérieurs en un point P d'abscisse X, donne directement, par appli-

cation de la méthode A du § XIII.1.3,

—

Q = - F; = N effort normal
-E =T ,
_ Fa' o T:' } effort tranchant
m o, > 3
M = |- l"l1 = ’fﬂ,t moment de torsion
-M, « (d-x)F = M
3, 1)y s .
: moment de flexion
_ﬂl-(oe"t‘)f”;'= 'm.¥5 }

Au Chapitre VII, ce probléme a &té résolu par superposition de 6 problémes

- —t
élémentaires relatifs 3 chacune des trols composantes de F et de M . Le

tenseur des contraintes a &té obtenu sous la forme sulvante

o G:H G;!: U-.\s
(2) @ - G, © o
G © 0
avec les contraintes g, 0, et Ty données par
e = B My, My oo ¢ L (E"L‘)“} A
(3) -4 5 J 2 3_ 3 3’ 3
PbA Fre bS5 Pb 2 PL3
G,y = i‘ ?E + FL a(x, X)) E_ y (=, %)
1 '313 Jj, J_B
(4) N
™ F E
O = - = o A Play,x) « 2 5(&“&5)
I Bﬁc_b J:, 3‘3
M ‘w—-——-—-——J ~———
Poy Pb2 ~ Pb3

ol la fonction L?('xa.i'x's) est la solution du probldme de Dirichlet (VII.60),

=~ - : '
oi les fonctions a(u:l,'.cs) et (5(/:,“&5) peuvent se calculer comme on l'a vu

au § VII.3, et ol les fonctions M et & se calculéraient de méme 3 partir du

probléme 3 du Chapitre VII.

Dans (3),(4) la constante S est 1'aire de la section droite, les




_53_

constantes J; et 33 sont les moments d'inertie de la section droite, et

la constante I est le module de rigidité & la torsion

)

%:SX}:'&:”&»S , 33=ﬁ£&:dsf, I=LSS£<.|J&.S

D'autre part, le systéme d'axes Ox x, dans la section droite a &té choisi
part, y ' %a

‘pour que l'origine soit au centre de gravité de la section droite 2 et

pour que les axes Ox, et Ox, soient principaux d'inertie (voir § VII.1.2).

Compte—tenu de (1), nous pouvons réécrire (3) et (4) sous la for-

me suivante

(6) G, = -

+.(“._t{i‘32,’
3

S Y

Mgy &
J; i

-~ . - ._, - . E ™
De méme, en introduilsant T , vecteur contrainte tangentielle associé 3 une

facette de la section droite, T=(0 , 0@

sous la forme

437

qa), nous pouvons réécrire (4)

— g LY — -
(7) T %_t. O (x,,%,) + TS_& %, x) « B O%(x, x,)
oi les fonctions vectorielles ES“’, Ei(ﬁ . ES“) sont données par
e%. | o &%, | o @M. 0
5 3y .39
(8) Ig, IB 'a-'-f;s
Sop 38 (A4
J,, 3 2%,

cad données‘par la solution des problémes 2, 3 et 4 du Chapitre VII. Les

. s
fonctions @ et @® sont sans dimension, tandis que ES“‘ est homogéne

3 une longueur. Ces fonctions ne dépendent que de la section droite.

1.2 L'APPROXIMATION RDM

Dans le cas général, on ne dispose pas d'une solution exacte, et

dans la ligne de 1'hypothé&se de Saint-Venant (§ XII.l1.3), nous feroms 1'hy-

poth&se sulvante

Hypoth&se fondamentale. La répartition des contraintes dans une section

droite ne dépend que du torseur des efforts intérieurs au point considéré

{et bien silir de la section droite).

I1 reste 3 préciser cette dépendance en envisageant un cas par-

ticulier: le probléme de Saint—Venant, pour lequel les relations (6) et (7)
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nous donnent justement la répartition des contraintes en fonction du tor-

seur de efforts intérieurs.

En d'autres termes, 1'hypoth&se fondamentale nous permet d'&tendre
yp P

les résultats du paragraphe précédent, obtenus rappelons-le pour une poutre

droite de section constante chargée seulement 3 sesg extrémités, au cas gé-—

néral. Cela revient donc 3 supposer que ces résultats restent valables, en

premi&re approximation du moins, pour une poutre droite ou courbe, de sec-

tion constante ou variable, et chargée de maniére quelconque.

Il s'agit 14 bien siir d'une approximation, et il est facile de

vérifier que le champ des contraintes ainsi construit & partir du torseur

des efforts intérieurs [ﬁﬁb)] ne sera pas en général solution du probléme

d'élasticité tridimensionnelle. Néanmoins, cette approximation donne des

résultats globalement valables et qui suffisent pour la plupéfé des éﬁgii;

cations, m@me si parfois on obtient localement d'importantes divergences.
Z2r1ons oca ement ClVETBENCES

L'étude précise de la qualitd de cette approximation constitue encore au-

jourd'hui un sujet de recherche.

Nous supposerons donc désormais que pour une poutre quelconque

- droite ou courbe, plane ou gauche, 3 section constante ou variable -

soumise & un chargement quelconque, la répartition des contraintes dams

une section droite est toujours domnde par (2),(6) et (7)

%G % T
(9) g = U;” O 9]
Ty O
(10) ¢ . N +E¥sm L P
44 2 3
S I, T,
(11) T =

L @m(o:&,'x,s) v L (—abm('x.“oc‘j ¢ —®*m(th'r,s)
I S s

dans le systéme d'axes local Px, X, X, introduit au § XIII.1.2 , les axes Xys

x, €tant choisis principaux d'inertie pour la section droite considérée,

etod $, I, JL » Jy désignent la section et les moments d'inertie de la

section droite au point considéré et peuvent donc varier le long de 1la pou-

tre.

Pour un matériau &lastique, les formules (9),(10),(11) nous per-

mettent donc de remonter des efforts intérieurs [1;@0] aux contraintes 015

dans tout le matériau. Comme nous 1'avons déja mentionné plus haut, le champ

de contraintes ainsi obtenu n'est qu'une approximation—de 1la-solution du

probleme élastique réel, dont il ne vérifiera en général ni les Equations

1
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d'équilibre, ni les conditions aux limites. Néanmoins, cette approximation

conduit & une 8valuation convenable des contraintes maximales, et permet

donc un dimensionnement correct. Ces résultats ne sont bien entendu valables

que pour un matériau élastique. Un matériau élastoplastique par exemple con-

duit, comme on 1'a vu au § X.2.1, 3 des répartitions de contraintes tout-i-

fait différentes.

1.3 DIMENSIONNEMENT ELASTIQUE

Le principe du dimensionnement Elastique découle immédiatement

de ce qui précéde: connaissant la répartition du torseur des efforts inté-

rieurs le long de la poutre (c'est le résultat du probléme de RDM), on en
tire par (9),(10) et (11) les contraintes, et il suffit d'appliquer le cri-

tére de limite d'élasticité du § V.3.2 . De manidre générale, partant d'un

critére de limite d'élasticité tridimensionmel (V.58), on obtiendra, pour

une section droite donnée, un critére de résistance qui, de maniére géné-

rale, s'Ecrira

(12) §C0T)) = § (N, My, My Ty Ty, M) <0

et délimitera dans 1'espace (3 6 dimensions) des efforts intérieurs un’ do-

maine €lastique admissible.

On obtiendrait ainsi la forme générale du critére de limite d'é-

lasticité en RDM pour une section donnée. L'&tude compléte serait trés.com-

pliquée et ne présente pas grand intér&t, et nous nous limiterons & quel-

ques cas particuliers significatifs. D'un point de vue pratique, il faut

localiser les points les plus sollicités de la section droite pour y Ecrire

le critére de limite d'élasticité. Le cas des sollicitations simples a;é&té

envisagé au Chapitre VII.

— - . -
e Traction - compression ( N# 0, M =T =0): c'est le probléme | du

Chéﬁif?é VII. On obtient
(13) IN}] < 5 ¢

condition de résistance en traction - compression,

‘ .
. . . 1 -

. Flexion simple (__"ﬂl‘g3 #£0 , ‘Wthz ‘mﬁ 0, =0): c'est le probléme 6

du Chapitre VII. On obtient alors la condition (VII.36)

' J,
(14) fom, | Yroq,
fs Ty

le point le plus sollicité &tant le point le plus &loigné de 1'axe an.

’ -ty
« Torsion (ﬂﬂ}* 0, =0, ﬁigz 0 ): c'est le probléme 4 du Chapitre VII.
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On obtient alors (VII.68)
(15) lan, | < % T,

le point le plus sollicité é&tant celui oii |grad ?l est maximum.

Nous allons maintenant envisager quelques sollicitations composées

simples et courantes.

a) Traction - torsion ( N#0, "mt¢0 s "T'FL¥=0 s Tao )

L'état de contraintes est donné par

N m : o,
(16) O = ry T = - ?t (ﬂs T = “I‘k €y »

Le critére de limite d'élasticité de von Mises &crit sous la forme {(Vv.72)

s'Berira
&

(17) | (_';.) + 3 (‘%)& lgpndcpl" < gt

et le point le plus sollicité sera le point oii ]grad(g] est maximum, cid

le point le plus sollicité en torsion. Finalement, compte-tenu de (VII.68),

le crit@re de limite d'&lasticitéd s'écrira

,ME

(i | (%)ﬁ%%)l < qf /— |

ks
o

forme de (12) dans ce cas particulier.

Bans le plan ( N ,ﬂﬂ% ), la frontidre

d'élasticité est une ellipse.

b) Flexion composée (°NL¥#=O . ?4: 0, N=0, ‘m,k-_-.O)

Considérons par exemple le probléme 2 du Chapitre VII. L'é€tat de contraintes

est donné par

Fll-m)x - F 2w
(1%) G:H =~ —-._J—__" T = - -5—- ® (M&,/Sj)

-
oii @(n("ca..ms) est la fonction adimensionnelle introduite en (7) et que

nous avons par exemple calculée au § VII.3.3 pour la section circulaire. Le

critére de limite d'élasticité s'écrira

2 - i)
(20) (M&) R (.F_ ] @“s(u&,usﬂ) ¢ o
3 5

S0 on régarde les ordres de grandeur des deux termes, on voit que le pre-

mier terme (contribution du moment fléchissant) est d'ordre C)(F‘ﬂ?/df)

si d est la dimension transversale de la poutre, Le second terme (contri-

‘bution de 1'effort tranchant) est d'ordre C)(F‘/ci“) . On peut donc Bcrire




{(20) sous la forme - 57 -

Y d* 3
(21) o [4 . O(f‘_) ¢ a

et la contribution d'effort tranchant est un infiniment petit du second

ordre par rapport 3 la contribution du moment fl&chissant {puisque pour

une poutre on a, paf définition de 1'approximation RDM, deaf ). Dautre

part, on voit sur le cas du cercle - et on-verra en général au § 3.2 -

—
. . A s = .
que la contrainte de cisaillement ®™ s'annule 13 ol la contrainte nor-

7
male @, (prépondérante) est maximale. Il est donc tout-a-fait lé€gitime

de négliger 1'effet de 1'effort tranchant dans la condition de résistance,

et d'écrire simplement le critére de résistance sous la forme {I14). Nous

verrons toutefois au § 3 que certains cas exigent quelques précautions. -

2.1 TRACTION . FLEXION

Il résulte de (10) et (11) que la contrainte normale a,, est

engendrée par 1'effort normal et le moment fléchissant, tandis que les
engendree hed! q

" eontraintes tangentielles Ty

du moment de torsion. Une sollicitation composée de traction - flexion

Ty proviennent de l'effort tranchant et

—p
(N0, "mﬁo , M.=0, T=0) provoquera donc unme contrainte purement

normale donnée par

(22) g, =- N + My %, - ‘ﬂh?xs
S J, Jy

Le critdre de limite d'élasticité s'@crira alors simplement

(23) R " P P
5 J:u ¥ 33

cette condition devant €tre vraie pour tout point de la segtion droite.

Le critére de limite d'&lasticité de la RDM, c3d dans l'espace N , ‘ffth, mgs

- dépendra alors de la forme de la section droite.

a) Section circulaire

L
o
Bm e IE T

Toute direction du plan de la section

droite est principale d'inertie. On

choisit alors un nouveau systéme d'axes

Oxzx3 en choisissant 1'axe Oxg. dans
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la direction du moment fléchissant. Le critére (23) s'écrit alors

(24) - N, x| < 6; My = \fm;fm;;

s 3

et la contrainte normale maximale sera atteinfe au point A (xi =-a) ou

au point A'-(xl‘=i-a,) selon que N est positif ou négatif. Le critére de

limite d'élasticitd en RDM s'&crira donc

ey [Nl jﬂ; _ 4 + Q ) om.a"
) < T T walM R

Dans 1'espace N , q“f& , Wﬂfs la surface admissible (25) est limité&e par

deux cdnes de révolution.

b) Section rectangulaire

b 26 g .4k
A
< Lo J; = 5
Selon le signe de N ’qniz et qﬂ£3 s

la contrainte normale maximale sera

atteinte en X, =ra et x, = +% , cad en 1'un des 4 points A, B, C ,

D . Par exemple si N , M, et My sont tous trois positifs, ce maximum
{2 {5 P

sera atteint pour X, =-@ et x, =% , cid au point B. Le critdre de 1i-

mite d'élasticité s'éerit alors

(26) CIND 1l Mgl A {lnl LMl 3y, 6,
S Lje Lk alty Y >

' - - V - - -
Dans 1'espace N, Qﬂ¥2, ?ﬂga la surface admissible (26) est limit&e par

deux pyramides.

i

Section circulaire Section rectangulaire

N
R.Q."u-e, IJ Qbu—e

™,

La surface seuil dépend donc essentiellement de la forme de la section

droite. On remarque qu'elle délimite toujours un domaine &lastique convexe

dans 1'espace des efforts intérieurs.
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2.2 CAS DES STRUCTURES PLANES

Nous considérons le cas des structures planes chargées dans leur

plan (§ XII.3.2 et XIII.2.2). Les efforts intérieurs ne font plus alors in-

tervenir que 3 composantes N , T et ¥ , et les exemples du § XIII.2.2

donnent les ordres de grandeur suivants

(27) W= O(Fk) , T=o0(F) , N=O(F)

en notant F 1l'ordre de grandeur des forces appliquées, d celui des dimen~

sions transversales de la poutre; on a deonc djﬁ 4 (voir § 1.3). La

répartition des contraintes est alors donnée par

(28) (\-:H = - ﬂ + ﬂ /_'f;l’ ? = l @(&)(xl’ms)
o S J S -
Le critére de limite d'élasticité de von Mises ‘s'écrira alors
3 Y
{2)
(29) (Wi x, - ﬁ) + 3 (1 @ (a:a,a:s)) Z cre"‘
J , N} S l
1 7 3

3
@] - [oE)]

Comme au § 1.3 , le terme prépondérant provient du moment fléchissant, 1'ef-

fort normal et 1'effort tranchant apportant des corrections en O(dJl) et

()((d{ﬂ)z) respectivement. En premidre approximation on peut donc dimen-

sionner en flexion pure (14), mais en seconde approximation il faut tenir

compte de 1'effort normal et écrire

(30)

N
Faos| <o

1'effort tranchant n'intervenant qu'au troisidme ordre. Tout ceci n'est

cependant valable que pour des sectiond massives: on verra au § 3.3 que

our des profils minces le dimensionnement i 1'effort tranchant joue un
P p ]

rdle important.

Dans le cas d'une section symétrique par rapport & l'axe des X,

la condition de résistance (30) donne simplement

lqﬂl t+ ?jil < O

e

(31) i)
: I{m S

'
et le domaine élastique dans le plan N ,WQ est limité par un losange.

Dans le cas d'une section non symétrique (section droite en J.

par exemple), nous noterons ﬂ1+_8t -1 les valeurs extrémes de x

2
(32) . €% &M, , Ue 7 M '
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. . ‘ cess ' x
alors le domaine €lastique est défini 4>
- . - . - : A.
par 4 inégalités
N +
ce By N g 1
y v 3 .
(33) S
o, N 2.3 J,‘] ’ ]
-0, & — “l -— £ G A
Jg S
ce qui, dans le plan, correpond & un parrallélogramme
A
", WL
kL.r) 3%
'1‘ 4 q
Jae
N " N
Se,
Section symétrique ' Section dissymétrique

T,= M. MT.” M.

2.3 NOTION DE NOYAU CENTRAL

Dans une poutre travaillant en sollicitation composée de traction-

compression ét de flexion, la contrainte normale est une fonction lindaire
compression ce

des coordonnées, (22). Or certains matériaux, comme la pierre ou le béton
L 3 ———— I

non armé, ne peuvent supporter aucune contrainte de traction, alors que

leur résistance & la compression est tr&s &levée. La condition de résistan-

ce d'une poutre s'obtient alors en &crivant que la contrainte normale a,

reste partout négative

(34) o’=.._"i+or_n$3ac_‘_mzx3 £ 0
S Ja - J,

Bevenons par exemple au cas de la poutre plane discuté au § 2.2

Ly A X2
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Les elements de réduction en P du torseur des efforts intérieurs sont |Qe

‘et ﬁﬁle . Ce torseur est donc &quivalent & une force N appliquée au- po1nt

Q de coordonnées X, = £ > Xy = 0 avec

(35) g - . §
- N

La condition (34) s'écrit alors, en supposant que la poutre travaille en
compression, N > O (sinon il est bien clair que 1la condition (34) ne sau-

rait &tre vérifiée)
(36) 4 _Js.m,“-; >0 Ve € [ um ]

c'est-3—-dire

(37) 4 _ 308 50 4. 2SS0

c'est-d-dire

(38) . cx ¢ 5

cette condition exprime que la force appliquée N n'est pas trop excentrée.

Par exeﬁgle, pour une section rectangulaire, la condition (38) donne

(39) _is‘asi
6 ¢

“La force doit &8tre appliquée dans le tiers central de la poutre

p—

§20 s< & g= % g>h

Dans le cas général (34), le torseur caractérisé par N ’qﬂia’ qﬂ@a est équi-

valent & une force N appliquée au point de coordonnées ( § ,ga)

(40) g = - Mgy 5, = My,
N N
et 1'inégalité (34) devant 8tre vérifiée pour tout (x; Xy ), il en résulte

une condition sur le point d'application de la force Q. On appelle "noyau

central” de la section droite le lieu des points Q tels que la condition

(34) soit vérifiée en tout point de la section, cadd le lieu des points d'ap-

plication d'une force de compression ne causant aucune contrainte de trac—

tion.
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Le principe de calcul des piliers en pierre consiste @ tracer

la "ligne de poussée", enveloppe des forces de compression excercées sur

toute$ les sections droites, et # s'assurer que pour toute section droite

eile est a 1'intérieur du noyau central. On trouvera dans les manuels de
¥ Jailtess

Résistance des Matériaux des méthodes de détermination de noyau central.

Par exemple, pour une section rec- AXy o
tangulaire, le n@yau central est S
un losange (voir par exemple (321, bz
33)5 b
(53] 5 X
)
1v

3.1 LE THEOREME DE LA COUPURE

La répartition des contraintes de cisaillement est donnée par

- —— —
(11), mais elle fait intervenir les fonctions @tl)’ @, ®“dont la

détermination exige la résolution de divers problémes de Dirichlet ce qui,

sans poser de probléme de principe, est souvent trop compliqué pour les

applicationscourantes. On a donc développé, dans le cadre de 1'approxima-

tion RDM, diverses théories approchées que nous allons présenter rapide-

ment. Toutes ces théories sont basées sur une propriété remarquable de

la répartition des contraintes de cisaillement: le théor2me de la coupure,

qui permet de relier la répartition des contraintes de cisaillement & celle

des contraintes normales.

Nous revenons donc au probléme de Saint-Venant en considérant

une poutre cylindrique uniquement chargée 3 ses extrémités

Ax,

p —»
¥ o

Nous considérons une section droite quelconque, et nous tragons dans le

lan x, x une courbe T gqui introduit une "coupure" de la section droi-
peuhntagnd coupure

L 3
te ¥. . Nous notons Z; la partie de la section droite située en dessous

de ",
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Théoréme de la coupure. On a

4% %

4N j (a"'n, + 0 «\,)AJ: - “ ?ﬂi da. dx.
4y - q ) 3
r i, x,
Dém. On peut donner deux démonstrations de ce th&oréme. La premiére est

urement algébrique: on part de la premidre &quation d'équilibre, ui donne
P g P q q q

en l'absence de forces de volume

%2) B0y _ 05, . G,
0x, 94, 2,

on intégre sur i; et on utilise le théoréme de la divergence pour écrire

- 9g, : -
43) —ﬂzr_ 'b_e: dx, d’r’s = §az;(q"“" *-G:tsm%)db

Mais, comme il n'y a pas de forces exercées sur la surface latérale 2L,

la condition (VII.553} montre que 1'intégra1é sur 32; ne fait intervenir

que 1l'intégrale leilong de © .

La seconde démonstration, plus mécanique, consiste & &crire 1'équilibre

d'une tranche d'épaisseur d,‘x:* et de section droite Z;

/Srl [ a2t
A\ / / \ T ¢ (xirdxs)
| —> ‘—,k /e
-I —
I .
7 :
- / ‘
Zo(x4) x, SI?. T x 8%y

Sur les deux bases Z;(m‘) et 7_;, (cc‘-\-.d,r.d) s'exercent les vecteurs

contraintes
- 0:14 (J'\c'\l"x’.i,)&3) 014 (m*f d"r"\ } &J ) ES)
(ad) - G, (%4,%y,%) Try (%* de,, Xy, 44)
"G:\';, (x'ﬂm.:n‘&a) 0—43 (&,1—0‘-&4, m;r'écb)

Sur 1a surface latérale S$ de la poutre, aucune force n'est exercée, tan-

dis que sur la coupure Sl‘ s'exerce le vecteur contrainte

0"“ 'n.; + 0“,[5'!1

(45) 0
o

3

L'équation d'équilibre horizontal donne alors

46) 0= G O, Ak, - D dic N
557—?'(&*‘1.‘%) 1 Sgi,l(»scf)r“ o +SS5(G”‘%+¢‘3""‘_) ‘

f
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c'est-d-dire
‘ﬁi' [o'u(’xa"d‘,"n My i) - 0‘“(&‘,&“&3)] d"& d"’s

47) .
- + dk‘ j (f&&fn&‘ququs) dA = 0
‘ r _

soit finalement (41)}. cqfd

Dans le cas &lastigue, la contrainte normale Qh est donnée,

en fonction de N et Wﬂf par (10). On a donc

L) : o
(48) M A 4N A 4, x,_—_"__ﬁi;rs
94, S dx, T, dux. Ty daxy

en utilisant le fait que la poutre est i section constante. On utilise en—

suite les &quations d'équilibre (XIII.17) et (XIII.18) qui domnent, avec
— -

T= 2, et f.-:-" = O (probléme de Saint-Venant),

4
(49) ﬂ =0 , .dﬂh --T, , _d' We,, = T,
«, dx, dx,

Le théoréme de la coupure donne alors

(?0) j.r(d‘w'n.&-r-q“ns)db = ,;_& b;((‘) + %‘b_ g (1)
2 3

ol tla'(r)' et e.s(r) sont les moments statiques par rapport a X, et Xy

respectivement de la partie de seéction droite situde en dessous de |

(s1) g (1) = ﬁz't" diegdie, , p () = SS &, due dux,
r Z,
I1 faut toutefois noter que (50) n'est valable que dans le cas Elastique,

alors que le théoréme de la coupure sous sa forme (41) est valable de ma-

niére générale.

3.2 THEORIE APPROCHEE DE L'EFFORT TRANCHANT

Comme on 1'a vu aux § 1.3 et 2.1, la contrainte due & 1l'effort

tranchant est en général petite devant celle due au moment fléchissant qui

1'accompagne toujours. De manidre plus générale, on verra lors des appli-

cations que l'effet de 1'effort tranchant est, dans le cadre de 1'approxi-

mation Résistance des Matériaux, toujours petit. Par ailleurs, sa prise en

" - M . . R @ 3) =y (3) N
compte exige la détermination des fonctions et ® , Ce qui, comme

on 1'a vu au Chapitre VII, n'est pas simple. On a donc développé une théo~

rie approchée de 1'effort tranchant qui permet un calcul simple et direct

’ -l
de fonctions ®@® ot ® ™ approchées.
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Considérons par exemple 1l'effet de 1'effort tranchant dans la

- —
direction Xy ( T?’-: 0 ), cidd la fonction @G) . En nous inspirant de (XIII.6)

nous postulons

- ,
Hypothé&se. La contrainte de cisaillement @(3) due i TL est paralléle &

1'axe X, et me dépend que de x

(52) Gy = TGule) ’ Gy = ©

-

L'application du théoréme de la coupure sous sa forme (50) donne alors

en prenant pour [ une droite X, = e

T A2
S % A’T‘A = 2 p,lx,) ' .
r Jg, J
. |,l+
c'est~d~dire d'aprés (52) et en notant xa
L(&J’) la largeur de la section droi- < i.f )
te 4 1la cote X, : B ; '2
, Y.
(53) q, ) = T2 )
Ja, 1"(”4) (z‘)
(54) B, (e)) = SS' &, dbc& die, = S Ir(x:,)«: i, S Blacyy i, die,

ta.

11 est clair que la répartition des contraintes de cisaillement donnde par

(52),(53) n'est qu'une approximation. En particulier, le vecteur contrain-
-—

te tangentielle T=(0, Cua » 6;_3) &tant toujours paralléle i Xy s les

. -—
conditions aux limites sur la surface latérale, qui demandent & T d'Etre

tangent a DL (voir (VII.66) par exemple), ne sauraient €tre vérifiées.

Néanmoins, cette approximaticn est tout 3 fait légitime, car &tant donné

la petitesse des effets de 1'effort tranchant, il est inutile de trop raf-

finer leur description. Pour la torsion par contre, cela n'est plus vrai,

et il faut utiliser les résultats du Chapitre VII.

Exemple 1. Section rectangulaire

fr(&a_)
(55) S%

i
he
:9
>
¥

B (ae,) = - o dac =-1’r(—-ng') <
On obtient donc 7///4 v
T, @@ _ 3T by T @
(56) g, = +0O =-___=.J , = =0
w330 ) 0 el

On retrouve la répartition parabolique

obtenue en &lasticité plapne au § VIII.

2.1 -~ Equations (VIII.45) - c&d dans
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les deux cas limites d'une section rectangulaire trcs large (déformaticns

1)
planes) ou trés &troite (contraintes planes). %:g ‘2
E le 2. Section circulaire ! T
xR = —BL"L +n:z X
' DR
(57) fr(}:c_.b) =4 |od'-&, = da 059 Ay
Un calcul direct donne alors ///,— A \
Sa> < ' -
(58) Rirc,) = =% 208”0 X ®
3 - Z
¥
(59) 6, = Tty o 4 T_»(J-f;) , Gg = O
' 3 S 3 S "y
f\'x-,_
avec Oy, identiquement nul. la ré-—
partition des contraintes G, sur T ?
les diamdtres AA' et BB' est repré- ‘ _ A
sentée sur les &iagrammes suivants P T T T T
_ : < X
3B
| \QT t
Al
PPy : ATya
> >
A A X, B’ 8 A
sur BB' G:l.'b': .lf_ B = 4,3 Lr
3 S8 S

La comparaison de ces résultats avec les résultats exacts du § VII.3.3

montre la qualité de cette approximationm.

3.3 SECTIONS EN PROFIL MINCE

La théorie approch@e que nous venons de présenter convient pour

les sections massives. Pour des sections en profil mince, la situation est

tout & fait différente. Or ce type de section se rencontre trés souvent
dans la pratique (section en I, en L, en T, en U, tubes, etc...). La théo-

rie du cisaillement dans les profils minces est trés développle et assez

lourde. On la trouvera exposée en détail dans les traités de Résistance

des Matériaux, notamment [33],[38]. Nous ne feroms ici que 1'esquisser.

Le point de départ consiste 3 remarquer que, d'aprés la condition




- /7 -

. . —
aux limites sur la surface latérale, le vecteur contrainte tangentielle T
aux _IRires

doit &tre tangent Z la frontisre L _ B Y

de la section droite. Pour une section

en profil mince, c2d pour une section

droite d'épaisseur faible autour d'une

courbe squelette, il est donc naturel oy

de postuler

dypotnese. Pour une section en profil mince, la contrainte de c1sa111ement

T’est constante dans 1'épaisseur et tangent & la courbe squelette,

On utilise alors une coupure perpendiculaire au squelette, et le thZoréeme

de la coupure permet de diterminer la contrainte de cisaillement. Il faut

distinguer deux cas b,

1. Profil ouvert

L'application du théoréme de la

coupure (50) donne alors direc- . -

tement la valeur de la contrain-

te de cisaillement

_ A T Ty
‘J;(G‘ 0 +0:‘5m5)d.b = Te = -37':" t\L(f‘) + f- tts(‘f')

AR A
3
(60) T = —T" r AF )
= () + — t‘,_,(
ed, 23,

. —» -
ce qui permet de calculer directement les fonctions OW o @G) . L'hy-

pothése faite plus haut permet donc de caractériser facilement 1'effet de

1l'effort tranchant pour un prof11 mince ouvert. Par contre, elle exclut

la torsion, qui entraine une variation rapide de la contrainte dans 1'é-

paisseur. La torsion des profils minces ouverts est un probléme difficile.

2. Profil fermé

La coupure U doit maintenant

couper la courbe squelette en

deux points MJ et ML . Le

thoréme de la coupure domne

mailntenant

(N o T T - "
(61) T'e' - ¢'e" = J_L p, () + ?Z i, ) e e

qui ne permet de déterminer la contrainte de cisaillement % qu'd une cons-—

tante pré&s (en effet, si l'on connait T en un point quelconque, la formule

(61) permet de le calculer en tout point). Cette constante sera alors dé-
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terminée & partir. du moment de torsion. Ainsi, pour un profil mince fermé,

on peut avec l'hypothése faite plus haut calculer i partir de 1'effort

tranchant et du moment de torsion la répartition des contraintes tangen-
R — —

tielles.

—_— rT,
Exemple. Section en I . d — I
A titre d'application, nous allons

calculer la répartition des con-

traintes tangentielles engendrées 6 jEB .

dans une poutre en I par un effort e

tranchant dirigé dans la direction

Xy ( T3=: O) (cas d'une poutre

droite, § XIII.2.1, ou d'une struc- ‘ ' b ?

ture plane, § XIIT.2.2). Nous nous
limiterons 3 um calcul trés grossier supposant £ et &' trés petits de-
vant & et k. On a alors
‘ L 3
(62) 3‘:3’2’:—;’& , S~ 3 he « he

On obtient alors directement par application de (60)

dans 1'3me dans la semelle

}xq_ Axq

L ] i |
F )

I < Xs

i.
7 —
Z e

A A >— ]

T ‘e'(&- "2 %—" 3
qi:ﬁe‘f» [/H ezzﬂ(\. &)] 0 = O
T /4 «
e (3 %)

Ainsi, dans la semelle, la contrainte de cisaillement est négligeable de-

vant la contrainte de traction

Mg
G, =
“ ked

(lesr ordres de grandeur sont les mémes qu'au § 1.3). Par contre, dans 1'8me,

si @' est petit devant £, les contraintes de cisaillement peuvent devenir

importantes, Pratiquement, c'est un calcul au cisaillement qui s’impose

pour le choix de &', cid pour le dimensionnement de 1'Sme. L'effort tran-



chant est pratiquement supporté par 1'dme

4 Tan
5—6“[44- :%']
Ty
o
Avne
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