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Annexe A

NOTATIONS TENSORIELLES

L'objectif de cette annexe est de familiariser le lecteur avec les

notations tensorielles. Les résultats que nous démontrerons sont tout i fait

classiques, et il convient de les considérer comme des exercices pour 1'ap-

prentissage des manipulations indicielles.

CTEURS ET TENSEURS

1.1 NOTATIONS INDICIELLES

Nous nous plagons dans 1'espace E euclidien 3 trois dimensions.
-
Soit i." R 3', zb une bage orthonormée. Un vecteur ¥ est alors représenté

Par ses composantes VY, , L Vi

- - ‘ - -
n Va V,2 ~ V&i‘ vvscs = V&-t.

&

en utilisant la convention de sommation: chaque fois que dans une expression

un indice est répété, il convient de faire varier cet indice de ] 3 3 et de
faire la somme. Dans 1'expression (1), l'indice i est un "indice muet": on
= - + - - - -
aurait aussi bien pu écrire Vﬂ £, ou V“ €y -
Soit A une application linéaire, alors dans la base 3“ ’ Z& s 33 s

cette application est représentée Par UNEe matrice Sx3

A« AA:. A43
(2) A e :.u A.u 2%

Lo - -
et, si W=AV , les composantes de W sont données par

\M.:.- Aﬂ\/‘ +A4&V& +A43V3

W, = A:4V1 + Ay Yy *A:.svs
Wy= Ay Y+ Ap Yy + Aasva

que nous pouvons condenser en

3 = .. ¥,
3) W, = ALY,

A

1'indice j est un indice muet: on aurait aussi bien pu écrire Aj. V& . L'in-
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dice i est un indice libre. Dans une &galité, on doit avoir pour chague terme

les mémes indices libres.

Nous introduisons les symboles de Kronecker

(4) S, . ={J At

“4 0 si 4% é

En particulier, l'application identité 4 est représentée par la matrice de

composantes SL'

?4 N 543 4 0 0
= A
1 nen JM Ss.u. Sya 0 ©
34 by Y 0 0 4
. -y - el
Si la base 2 ., e, ,‘33 est orthonormée, on a
—
(5 2.8 = 8.
“¥
et le produit scalaire de deux vecteurs est
S . N
(6) Lr ot 8 o

- V. w- 8 . - VLW'
A a, La -+

De méme, la composition de deux applications linéaires se traduit par le pro-

duit de leurs matrices représentatives, cid en notations indicielles

(7) C = AP ‘ ’ Cb& = Abt Bé&

1.2 CHANGEMENT DE REPERE

. -y - —pr} -
Soit 21 une base orthonormée et £  une autre base orthonbrmée.
L

Soit . . la matrice de passage
L

~ - - =
‘e-l = QM '€’4 ¥ Qotz Y * Q-l';s 65
- - o ~
g, = Q:M g, + Q.2 + Q%es
> - - -
2, = Qe+ @, F « Qyy By

ou en notations indicielles

(8) 2, = Qié ]

Les deux bases &tant orthonormées, on doit avoilr
e Y -7
Sj'é = z‘,'.zé = Q*%‘ Qﬁg E&. E‘E = QM% Qé&

qui montre que la matrice inverse de G&i est la matrice transposée

(9) Qe Q%% = Qu. Qg = S;:.g,
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En particulier, on tire de (8) la'relation inverse

-

10 2. - .z,
(10) ﬁ tQ‘%é AQR
qui s'obtient par le calcul suivant: on multiplie (8) par (Q_& et 01 utilise
A

(9}

-

6?&& E; = CQL%, Gié 8% = 5%& E% = 6%

cad (10) 3 un changement d'indices prés.

1.3 VECTEURS

- b d ¢
Soit v. un vecteur, Vl ses composantes dans la base &L et V.
B ——— A

celles dans la base 2’
4

4

(1) V = \[ E, = V.

e
£
A & F <+

*

Pour obtenir les lois de transformation permettant de passer de V. a V. ,
4 A

nous utilisons (10)

F A

et par identification avec (11), i1 vient

(12) vj?t < Qg. V) \ V{, = Q*”i v

formule de transformation des composantes d'un vecteur.

On appelle "invariant" une fonction des composantes d'un ou plu-

sieurs vecteurs indépendante du repére choisi. Par exemple, 1'invariant pro-

duit scalaire est défini par

(13) VoW - VW

Ar

C'est un invariant car, d'aprés (12) et (9),

.' f - . - = 8 - = V' H
VWl GV QW s Sy VW = W

1.4 APPLICATIONS LINEAIRES

. ) .. -
Soit /A wune application linéaire de E dans E . Dans la base 2, ,

A -
elle est représentée par une matrice Aié et dans la base €, Ppar ume autre

matrice A{, . Pour obtenir les lois de transformation, nous partons de (3)

et (12) “
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W, o= ALY W] - KV

]
W o= Qe Wy = Qp AueVy = QU Are Qe Y
et par identification il vient
(14) Ab@ = Qe Q{,E A% ' Aa.i = Qg Qig At
En particulier, on a vu que les symboles de Kronecker Sli étaient

les composantes de la matrice associée & 1'application identité. Par applica-
tion de (14),
’
15 . o= . . = - - O -
(15) S‘i Q‘_& Q*Q 3&8 Q.i.ﬁ, Q*& Sb_&

et 1'application identité est représentée dans toute base par la méme matrice.

1.5 FORMES BILINEAIRES

Soit A une forme bilinéaire sur E , cad une application bilinéai-

re ExE —s R . Daus une base E& , elle est représentée par une matrice Axé

telle que

(16) AV, W) = A;,'z v.bwi

Pour obtenir la loi de transformation de 'Aké nous‘partons de (16) et {12)
a7 A(V,W) = AJ.‘{’\IJ'_\:Jé = A‘.'é Vi W,

- Ay Quu VR Gy Wi
d'oli par identification

I ! . o= . A
cid la méme loi de transformation que pour une application linéaire. Ceci
est évidemment dfi au fait que nous n'envisageons que des repéres orthonormés.

En particulier, la forme bilinéaire représentée dans toute base par

les symboles de Kronecker est le produit scalaire.

1.6 TENSEURS DU SECOND ORDRE

Il résulte de ce qui précéde que 1'on peut identifier application

linéaire et forme bilinéaire sur E . Nous appellerons "tenseur du 2nd ordre"

cette entité mathématique, généralisation de la notion de vecteur. Algébrique-

"produit

ment, on peut la définir en introduisant une opération bilinéaire
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tensoriel”, notée @ , et le tenseur A sera défini 3 partir de ses compo-

santes Aié par

(19) A = A 2 &2
J.a L a

formule qui généralise (1). On obtient alors directement la loi de transfor-

mation (14) ou (18) & partir de (8) ou (10)

= P J_ —" E A’ —,’ 4f
A A% '64,32’3 I %2 ®c
A = A‘La B.L & Bé = AL::’ Q&L ?/& ® Q‘Q’é Bl

Edd

e dd
d'oli par identification

) 1
(20) A;é = Qg Gpe e o Ay = P @y A

et un tenseur du second ordre pourra représenter, suivant les circonstances,

une application lingaire (exemple: le tenseur des contraintes) ou une forme
bilinéaire (exemple: le tenseur des déformations).
Un tenseur sera dit symétrique si

2 o= AL
(21) A% ik

antisymétrique si

et isotrope si
(23) A:‘.g = a 3;.5
Un tenseur quelconque peut toujours étre décomposé en une partie symétrique
As et une partie antisymétrique A
A Y
A= A%+ PP A - AL« A
) ‘3 “¥
(24) A 4 A g A

1.7 TENSEURS D'ORDRE SUPERIEUR

Considérons, par exemple, une application linBaire de 1'espace des
tenseurs d'ordre deux dans lui-méme (exemple: le tenseur d'élasticité). Dans
- . - - P -~ + -
une base £, , il est représenté par une quantité Ax‘&ﬂ a8 4 indices

© 3

25) A = ALB) v Ay Me Bee
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Lz loi de transtormation des N " s'obtient directement & partir de (I18)
‘3

Ay 0 e B A m M B
Aj.a : Qh,-m Oafﬂ Amm = Q;.rm, Qam. Amm&ﬁ E)&E
: Q;m» ng G}& QqL AT gfq
d'ou la loi de transformation
N oo, = Q. Q. @ A

= Q. . & A
e 4o Q»wv ng &f Oiq Lé&i

forme analogue & (20) ou {1). Nous introduisons donc le "tenseur du 4éme or-
dre"

e

@2n A = A%M ELQG.ﬁ @2 ®c

* £

qui, suivant les circonstances, sera une application linéaire de l'espace des
tenseurs du second ordre dans lui-méme, une forme bilinéaire sur ce méme es-

pace, une forme quadrilinéaire sur 1'espace des vecteurs, etc

}.8 INVARIANTS

On appelle "invariant'" du tenseur du second ordre A ine fonction
des A..

indépendante du repére choisi. Par exemple, les fonctions suivantes
i P p

B - A

Five

(28) oK - ALA. A A™ -
4,3 131.
A
JALY - A A
Ay ko
sont des invariante 2: B I effet. on a par exemple

A = Qi Qg Aer = S Are = Aug
Al A - Q. . . .
i.é A;,a QLP‘ 03«[ A&f, Q& v B Ar'm.m-

S %im Aot Am = Pag Ppe 0 M

I

On définit de la méme maniére les invariants de plusieurs temseurs, ou d'un

tenseur et de plusieurs vecteurs. Par exemple, les quantités suivantes

h{(ABC) = Aié E’g& C s
(29) A:D = AJ.’# 6%
V. AW - V. A.W

V. A s ALY,

sont des invariants.
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En particulier, on remarque que A:B definit un produit scalaire

sur 1'espace des tenseurs du second ordre. Pour ce produit scalaire, 1'espa-
ce des tunseurs symétriques est orthogonal i 1'espace des tenseurs antisyme-
triques. En effet, si A est un tenseur symétrique et £ un tenseur antisy-

métrique,

30 A = A . Q. -. Q.

( ) .La 3.& iy 3;

On a aloers

31 : = A. Q.. = A. Q.. =- A ¢ =
Gy A= Ayay = Ay ey = °

la premiére transformation résultant d'un échange des indices muets ; et |,
la seconde de (30). De méme, on peut décomposer un tenseur symétrigue en par-

tie sphérique et déviateur

(32) ﬂ-\:(‘éﬁf—\)zﬂ + AP . A® . o

et, a nouveau, c'est une décomposition en sous-espaces orthogonaux .

2.1 LES SYMBOLES DE PERMUTATION

Nous introduisons les symboles de permutation

+ A sl &, .3’9), permutation paire de 1,2,3
{33 E.L o - -4 si ;‘%}& permutation impaire de 1,2,3
3 0 si deux indices sont répétés

On peut relier ces symboles aux produits mixtes des vecteurs de base

(34) E;a.& = (&, E‘&‘,é’/k)

On démontre alors sans difficulté (c'est une simple question de patience) les

relations suivantes

Wl Si.m\. 84‘.&\.
Eijh Chmm = b 13 S8

et an Se

(35)

i1
o
O

1]
o
Oy

ab

4™

E:,a& E.er- m 4o P 30\\.

;S‘.\

E..& E .
-va J..* m
5;,5%. exé& = 6
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2.2 DETERMINANT D'UNE MATRICE

On peut démontrer que dans un changement de repére

r e B

suivant que le changement de base est direct ou non. Si nous nous limitons

i T4

aux repéres orthonormés directs, alors

1]
37 . - = , -
7 Eigh = Eijt
et les EL.& sont les composantes d'un tenseur du 3&me ordre, qui représente,
par exemple, la forme trilinaire produit mixte
-y

(38) (U,V,W) = I§9Y ULVA.JW%

Les symboles de permutation permettent le calcul du déterminant

d'une matrice par

(39) E’.Lé& deb A = Efﬂ\,m.‘l L At'm, A&J{u

ou par {35)

(48) b A - Lo, e . A A
¢ 54,3&, v R A-L-nw 3 k)(l.

En particulier, d'aprés (36), d.vb A est un invariant du tenseur du second

ordre A . On peut &galement donner pour l'inverse d'une matrice (ou d'unm

tenseur) 1'expression suivante

1) B- A, B, - A e e A A
b T g dE A R A4 mep Tevg

En effet, on a, par (35) et (39),
4
Ak Bay = o Gy Shpa Aib Amy Aag

£ £ = 9., cad AB =4

4
[} Jrons e A PO Ry 4,3

2.3 POLYNOME CARACTERISTIQUE

Les valeurs propres d'un tenseur du second ordre sont obtenues par

résolution de 1'équation caractéristique
(42) PO = deb (A-24) =0

soit, par développement de (40),

: - 28, ) Agm,'?‘s»gm\ (Alwf' A S% )=0

-—
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(43) POY = I, -0T, » ¥T - ¥
4 - —_
13 g 6133'& em,«p{;, A-Lm\, Aam, A&{L = d-'t A
(@4 I, (A A,éé - A;,é‘ A;é) = '—;: [(Jﬁ, AY - & /A"‘“]
L= A;.J; = KA

et T , L , ]‘_3 sont appelés invariants fondamentaux du tenseur A . On peut
montrer que tout invariant de A peut s'exprimer 3 partir de ces trois inva-

riants fondamentaux. Cela résulte, en articulier, de 1'&quation de Cayley -
P q yiey

Hamilton

(45) P(AY = LA-I, A +I A" - A* - o

qui permet d'exprimer 143 , et par récurrence A% , AS » etc... en fonction

de A et Az'.

2.4 ADJOINT D'UN TENSEUR ANTISYMETRIQUE

Soit fl un tenseur antisymétrique. Sa matrice représentative est

© £, -y,
(46) K - -2, © Q,,
'0'34 "Q'&s ¢

Nous pouvons lui associer le vecteur

. “ gy o O Wy -w,
(47) a = wz - .Q-.’M . = —{',\.)3 o (JA.}4
W, .Q”’# 602 oA 0

q + - - - 4
Le vecteur w est le vecteur adjoint du tenseur antisymétrique L . Cette

relation est exprimée par la relation

w. =

(48)
by 3 eia‘& Q‘ﬁ‘&,

fi

+ - .—' -+ -
En particulier, le vecteur ﬂé"_' Q. e est donné par

(49) Y, = Q. 2 =

Py “& %

€14k
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3. CALCUL VECTORIEL _ET ANALYSL VECTORIELLE

3.1 CALCUL VECTORIEL

On a vu que les notations indicielles permettaient d'exprimer sim-

plement le produit scalaire par (13) et le produit mixte par (38). Le produit

vectoriel s'exprime aussi simplement par

Ay

(50) L = & A 1; . L. = E,uaﬁ, C{,3 ,Er%’

comme on peut s'en convaincre par exemple en Eécrivant

—

E.(anﬂ—) = (;la,i) = E‘Lé&‘ /I)., 0‘327&

ou bien par un calcul direct.

» - - - -
En particulier, si Q. est un tenseur antisymetrique et o2 son

= 5(1758, on a par (48)‘

aly

vecteur adjoint, alors, si

4.7 Q;a' G T S T

(51) - —
Qx = maw

On peut également démontrer facilement les identités du calcul vectoricl,

par exemple, -
(52) (Tak)al - (2.2)F - (£.%) Py
(53) (G, B). (Ead)= @2NEBL) - (a.d)(53).
En effet, si Tx,'_-_ (&,'A:Q;)Az , on a d'apfés (50) et (35)

/i'." = E‘ba&r Eﬁm\rm GJM\.}TW ,C& = Eé&;’ Eé‘mw Ovm ™ .('::;
= (8 m\.sj,m - s&m Shm) a""“ m .0&
T X A

En guise d'exercice, on pourra démontrer de maniére analogue (53).

™

3.2 ANALYSE VECTORIELLE

Nous considérons maintenant des fonctions 3 valeurs scalaires, vec—
torielles ou tensorielles, définies sur un ouvert {1 . Nous noterons d'une
virgule la dérivée partielle par rapport i X,

3&;

Par exemple, si { est une fonction scalaire, nous définissons son
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gradient

(55) nﬁd{; = 2.8 vecreur
13

et son laplacien

(56) A g = g‘_ scalaire
ld.-)..
- —-’ - . - . a .
51 vV est une fonction vectorielle, nous définissons sa divergence
. —
(57) dw v = oL scalaire
7

son rotationnel

~y e
(58) fzgt vo= Eiéaf\f&'éeivecteur
son gradient
(59) %\ﬂdﬂd)‘ = O Z® E tenseur
4«,3 i 3
son laplacien
- -
{60) Ao = w . &2 vecteur
L,,&é A

et 1'on a, en particulier

—7r - - - —
(61) ot ak & = gpad, dw T - AT
En effet, si iLzAdtnoLaF , on a, par (58) et (35),

M. = £ € or .
& A.a,&, ( &,fmm: "\-,m'v);é

€g .. € o R U
&&3 'R?.rm.m -’Y\:,m’vz &,43 »,33

cdd le second membre de (61), par (55),(57) et (60).

Enfin, si /A est un tenseur, on définit sa divergence

-

LA Sl ! -
- AN = A.., E. vecteur
&éié A

On démontre alors facilement un certain nombre de relations utiles,

par exemple,
(63) dw (£a) =
(64) div (Za k) =

+
el

- gad §

Ered

. 2ok dr

& &
py
]
=T

et ainsi de suite.
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3.3 TRANSFORMATIONS D'INTEGRALES

—> . .
" * Soit L) un domaine de 1'espace, D€L sa fron-

L g - -
tlére, et M. sa normale extérieure.

[ On démontre en mathématiques le th8oréme sui-

vant

[Théorame. Si (f est une fonction continue et i dérivée continue dans Q) ,

et si JdSL admet un plan tangent continu par morceaux, alors on a

(65) SSSSL “?,1. dv = Sg'ag ¢ m, ad

—

et toutes les formules de transformation d'intégrales utilisées dans ce cours

peuvent se déduire de ce théoréme.

4. COORDONNEES CURVILIGNES

Les formules du § 3.2 et les formules que nous avons écrites dans

ce cours sont valables en coordonnées cartésiennes. En coordonnées curvili-

gnes, il faut prendre quelques précautions, car les vecteurs de base chan-

gent. Cela ne modifie en rien les relations entre tenseurs (par exemple, la

loi de comportement), mais cela intervient chaque fois que l'on a des déri-
vations (par exemple, dans les &quations d'équilibre ou dans la d&finition
des déformations & partir des déplacements). Nous allons donner un formulaire

pour les coordonnées sphériques et cylindriques
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4.1 COORDONNEES CYLINDRIQUES

Repére local: g , &

E )
‘\ 24 M, | o Tno G""b’
-
: AL

i

re Soee 0—93
¥ Sny  Toy Ty

ﬁ\
e,L T2

Gradient et Laplacien d'une fonction scalaire

Qﬁﬂwt % = g;g i;b + -i. %ig 2« gif’ii
A

n 20 ° ‘3%’?

04 =£%(m’iﬁ)+i§{ .

M ¥ 0% 'aa;'
Définition des déformatiouns

o A 9u AL -
3 e ——* E - 9 —..E € = — %
an = oo ®" 7 38 ", ¥ XY
oy = 3 2 2y 2] €, = i[% dumy
¥ 3l 20 99 ¥ & {9y D4

_i{% o Mo H_‘?_u_f,,}

40 3l 2 ” A 26

Equations d'équilibre

__ww+i'a_¢~°+zi~x+u°+{=o
Dx (AT 3% , A
96 A 30, L 0%y, A0 $, =0
oN noJB Ay A

de 4 d¢a G, Y '
—AY — 9y 2%y ey = 0
an MY S *a}, TR M ‘g"a’
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4.2 COORDONNES SPHERIQUES

%,
?ﬂ_ Repére local: E}L , EB . 'é',‘?
- -
e‘g - ’U"!, O-’UL Gme Gh.(?
7I\e, R N BT CAE A
“q % %o Tee

;Iz
/o
Xq

Gradient et Laplacien d'umne fonction scalaire

qod f = 2z LMz 4 By

no 230 A © 3‘{ A

b - Ry 2 ety

¥ Pa\ Oy Ao © 20\ R DB

2(2 3

nam® dp\Asmb D

Définition des déformations

V6, A Gy A 90, A4
R R A S DAL

90, 4 3q 4 96, 4

v T e s iphl[(“ee-"?e(e)‘”t%a*a’%e] v g =0
BG-JL A 9c A ?G; 4

e A Yl 29 L 2 (ds, v+ 2 ¢ e =0
5n +'{,'59 *l‘bb.&ma 'atf’ +’b( Ly 9(?03)(% ) %4?



