- 131 -

Chapitre IX

METHODES VARIATIONNELLES

Dans tout ce chapitre, nous nous intéresserons a un probléme sta-

tique régulier (§VI.!.1) pour un matériau &lastique linaire quelcongque

(isotrope ou anisotrope) caractérisé par un tenseur d'élasticité A R4

Pour simplifier 1'écriture, nous supposerons le matériau ‘homogéne, A &&: e,
et nous prendrons les CL sous la forme mixte (VI.7). Pour um autre probleme'
régulier, 1'écriture serait plus lourde, mais les résultats et les raison-

nements seraient identiques.

}.] NOTIONS FONDAMENTALES

Nous cherchons donc un champ de déplacements et un champ de con-

traintes vérifiant les &quations suivantes

1 A ; = 0
(n 6;3’3 + -{b
4

(2) o.. m, = T

A.t éls A

Su

(5) €is = S la v )

2y M aH*

Parmi ces équations, certaines sont de nature statique et portent
uniquement sur les contraintes - les équations (1) et (2) - d'autres sont
de nature cinématique et portent uniquement sur les déplacements - (3) -.
Enfin, un troisi@me groupe d'équations - (4) - relie les contraintes et

les déplacements.

[zt . e . . . _
Définition 1. Un champ de déplacements A, est un champ cinématiquement -

- - d - - . - . - * - -
missible ( AL, est un CCA) s'il vérifie les conditions cinématiques { .

(6) iy o= ut

Su

L
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o
Partant d'un CCA A, , on peut lui associerun champ de déformations
- od
EL& par (5), puis un champ de contraintes G;& par la loi de comportement (4),
mais ce champ de contraintes n'a aucune raison de vérifier les conditions sta-

tiques (1) et (2).

-~ - -
Définition 2. Un champ de contraintes 01@ est un champ statiquement admissi-

ble (61% est un CSA) s'il vérifie les conditions statiques (1) et (2)

) . L
7 .. - o . " * 3 T-
" %y T S

t

Partant d'un CSA GL‘ , on peut lui associer un champ de déforma-
E}ons E;- par la loi de comportement (4), mais, puisque ali ne doit pas
vérifier les équations de Beltrami, on ne pourra en général pas calculer un
déplacement ILL par intégration de (5). A fortiori, les conditions (3) ne

seront elles pas vérifiées.

Avec cette terminologie, le probléme d'élasticité (1)} a (5) se
raméne 3 la recherche d'un CCA i:; et d'un CSA G}i reliés par la loi de
comportement (4). Toute la suite de ce chapitre sera basée sur le lemme

suivant - généralisation du théoréme des travaux virtuels (III.46)

[ Lemme fondamental. Soit J:L un champ de déplacements (virtuels) quelconque

et 0,, un CS5A, alors

-~ * * -~ *
(8) fo,6, dv=F Ladv «f a,m ads

o "t a * TR
L. -
Dem. La démonstration est directement calquée sur celle du § 1.2.] . Nous

- . - - - -~
partons du premier membre et utllisons la symétrie de ‘Txﬁ

jgg 4ty W - 41 8, Gy iy 00 = § 5, ;L-)“’édﬂ

o *4 fol
SSS IL civ - SSSQG'%Q ;"L dar

Par utilisation du théordme de la divergence, le premier terme donne 1'inté-
grale de surface du second membre de (8), tandis que le second terme donne
1'intégrale de volume par (7). On retrouve le théoréme des travaux virtuels

3

o~ .
en prenant comme CSA .. le champ solution a.; .
A..a fad
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.. . . . *
Théoreme des travaux virtuels. Pour tout champ de déplacements virtuels AL

(9) SSSQ_ Glé Ej_é dv = ﬂgf;‘,;t dv o+ Ssm"ké’“é 3.,-_ &5

D'un point de vue algébrique, et en revenant a la structure dé~

crite & la fin du § I1II.2.3, on peut généraliser (III.50) en
* A *
(1o K E,T» = < u, P>

x -~
valable pour tout champ de déplacements AL et tout CSA Glé . Plus précisé-

ment, on a4 la situation suivante

8 «— dualité < , T — %

S o~ dualité « , » - 9

L'opérateur D est 1'opérateur

* * 4 = *
l I . r——y R L - M . -
(i) A E.r,a 3 ( 14 " u’?n")

donnant les déformations en fonction des déplacements, et 1'opérateur E est

1'opérateur

(12) r—b({=-—g_ s ?;:0‘..“\_- )

7, .
“3 Ay

. . L ' 7
assoclant au champ de contraintes Olé les forces volumiques # et les efforts
A
o~
de surface T, qui lui correspondent. La relation (10) montre que les opéra-
teurs D et E sont adjoints 1'un de 1'autre. C'est une structure que 1l'on

retrouvera dans toutes les théories de Mécanique des Solides en petite pertur-

bations.

Il faut remarquer que, bien que nous les ayons présent8s dans un
contexte d'élasticité, toutes les définitions et tous les résultats de ce

paragraphe sont indépendants de la loi de comportement; en particulier, on

les retrouvera en plasticité. La loi de comportement se présente comme une
relation entre les déformations et les contraintes ( voir § IV.1.3.). En
€lasticité, cette relation est une application linéaire reliant les valeurs
instantandes des déformations et des contraintes, cette application étant de

plus supposée symétrique (auto-adjointe) et dé&finie positive (§ V.1.1).
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1.2 LE THEOREME DE L'ENERGIE PQTENTIELLE

a
Soit E‘-’ un CCA, on calcule E“& par (5), et on peut donc définir

1'énergie de déformation du CCA ﬂ.; par

k) w(E..) =4 A oo £i.Eeo dr =1 5. £ . da
(E"é) A En_ &ﬁ&'k “3 &'F" v ) ﬁ_ﬂ_ O-Lﬁ “'3

On introduit également le travail des efforts (volumiques et surfaciques)

- - ~
donnés dans le déplacement A

Yd oW n i LY d w~ d w
(14) T‘B () = Sﬁ {L.u.; v+ T{‘ (Y s Tf () = _S T, 45
43 51_
Pour les CL mixtes (VI.7) choisiae, le travail des efforts surfaciques don-
nés, T?’ , s'exprime simplement. Pour un.probléme régulier quelconque, 1l'ex-
pression peut 8tre plus compliquée, mais, comme on 1'a vu au § VIi.l1.1, le

travail des efforts de surface se décompose sans ambigulté en T: et T;‘

(wolr par exemple (VI.I0) et le § 1.4).

- - - - . . o
Définition. L'énergie potentielle du CCA A, est

{15) K(.ﬁ;) - W(g‘_t) - T_El (ﬂ",)
On démontre alors

Théoré&me de 1'énergie potentielle. Parmi tous les CCA, la (ou les) solution

4, minimise 1'énergie potentielle

(16) K(w,) ¢ K(4) V 3, CCA

Dem. Soit . une solution du probléme (1) i (5), et . un CCA. Nous définis-
o A

50015

~ ~ o “o
(17) M o= M oA s AL 1 = O
o A Y
Su

et IL: est un CCA pour le probléme homogéne associé
~ A Mg M

f AR d - T (e 8 4
S 5{_

A Nag NMae .
= Klag) o+ : ES_Q_A‘L&&'%" E‘Lé €0 dwr

[ Sty [l - 333:.} R
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Mais A, est solution, et le théoréme des travaux virtuels (9) donne, on

* Ny
prenant At = AL,
< A

ﬁn_A’“dM £l tap W = ﬁgﬂ Gy 5y v

- ﬁnﬁﬁid"’ . $3Q€Lémé L 4s
- § L gs:;‘ A5 45+ gs&cﬁg\? A S

puisque sur S{ on a (2), et que, d'apréds (3) et (6), j:l est nul sur S,

Finalement, on obtient donc

18 L) = K 1 o, € B
(18) Klaw) = Klg) + : KQA%M £l Ea W

Or le second terme est positif, puisque la matrice d'élasticité est définie

positive (§ V.1.1). Ceci démontre (16). cqfd

On tire &galement de cette démonstration

[ Théoréme d'existence et d'unicité. Pour un probléme de tvpe 1 ocu un probléme

mixte, il existe une solution unique.
Pour un probléme de type II, il existe une sclution défini¢ & un

!mouvement de solide rigide prés §Si

d
Sggﬂ£" ' SS'&.Q."
d
Boeositedr + § epmTe =0

_cdd SSi les efforts appliqués forment un torseur nul.

(19)

. . . 1 . . . .
Dem. Unicité. Soit . et AL% deux solutions, ils sont aussi CCA, et 1'appli-
i it & + ]

cation de (16) montre que
K(43) = K(ug)
soit, d'aprés (18)
4 % 4 2

I1 en résulte, puisque Ali&%’est défini positif

4 % 4 _ H ) )

et les deux solutions ne différent que d'un mouvement de solide. Si $  existe
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(plus précisément, si S, est de mesure non nulle), les CL en déplacements
permettent de montrer que @w=d =0 et donc 11.1 = ,u.f , d'oli 1'unicité.
Par contre, si Su est vide {(probléme de type‘II), on ne peut plus &liminer

ce mouvement de solide qul reste indétermimné. .

Existence. L'existence d'une solution peut par exeﬁple se démontrer en cons-
truisant, dans un espace fonctionnel approprié, une suite minimisante pour
la fonctionnelle K - voir cours de Mathématiques —. Pour un probléme de
type II, la condition d'équilibre (19) apparait naturellement, car sinon la
fonctionnelle n'est pas minorée. Pour les autres problémes, cette condition
d'équilibre n'apparalt pas, car les efforts donnés sont &quilibrés par les

efforts de liaison (inconnus a pricri) s'exergant i travers Su_.

1.3 LE THEOREME DE L'ENERGIE COMPLEMENTAIRE

A . - - .
51 nous partons d'un CS5A 01% , nous définissons son énergle de

déformation par

AN A A ~ ~ /{
(22) W(o..} = - A -go G.. Ty W =72

et son travail dans les déplacements donnés par

(23) T4 (5, - i s, m wdods
S

A

et nous définissons

~
Définition. L'énergie complémentaire du CSA ;. est

3
A d' ~ ~ ~
(24) H(Ola) = T (G_J“ﬁ) - W (0';%)

AL

et on obtient le résultat suivant

Théoréme de 1'énergie complémentaire. Parmi tous les CSA, la solution Glé

maximise 1'énergie complémentaire

A

@25) H(Z}.%) < H(0) VG5, CSA

. ' ~
Dem’. Soit Olﬁ la solution, 0;5 un CSA, et posons

~ Ao
26 . - = .- ag. .

A L e -
et y° est un CSA pour le probléme homogéne associé ( €_=.0 LT 00
X .
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A 0 ° " o do
27 .. = -~k =D a. . ] - . = 0
) "o i ’ “4 ™ 15{, E

4 Pl ~
L = e - e R .o' -+ o d,
o) = -3 j]yn Aijir (G +05) (Ogg + o) dw

AL ‘L
+ $5 (O_L’é + G:,é)m'j A a5

Ad

A ~o "o

A ~ d_
- A op G° O, o ¢’ m, & 45
S&_n_ -‘v{,ﬁ.e\- ik &% + SSSu_ iy 4 v

Fal
En appliquant le lemme fondamental 3 Gﬁ} » CSA pour le probléme homogéne

associé, ot & AL, déplacement solution, on obtient
o O° dv = S ¢° €. :
Sgg A A 6;5 % : ggn iy 51,3 dor

o A
- Mﬁ dv  + W ds + Sgsf;é my a4

Les deux premiers termes disparaissent d'aprés (27), tandis que sur SM’,

Agiz,ufé par (3). I1 vient finalement

“~ ¢

- 4 o .
28 . = L. - = C\N

d'ol la conclusion, puisque, comme A;éhl’ la matrice Aiékk est définie po-

sitive.

Théoréme de comparaison: Soit (w,, G, ) la solution d'un probléme régulier,

-~ A 3
AL, un CCA et a-iﬁ un CSA
(29) H(E};é) < H(crl-_é) = K(w) < K(a)

Les deux théorémes de 1'énergie potentielle et de 1'énergie com-
plémentaire permettent d'écrire les deux inégalit@s. Il reste donc & montrer

1'égalitd
(30) K{a,) = Hloy,)

pour la solution.

Dem. Pour la solution, on a

W) = \/f\/(cr%) = % { iy By O

A partir de (I5) et (24), il vient alors



Ky - H(ﬁé) - IW - T
SSSSLO'}_é E;,é dr - SSSA‘GL'U? dv - g‘ag_olé m.a A dS = 0

comme il résulte du thBoréme des travaux virtuels (9), en prenant comme dé-

placement virtuel le déplacement solution A, cqfd
Au passage nous avons démontré

Théoréme du travail. Dans un probldme élastostatique, l'énergie de déforma=-

tion est égale 3 la moitié du travail des efforts extérieurs dans le dépla-

cement solution.

A
(31) W = 'iz Q_G}“%E:"é d/U' = E i Sggn‘%xll-idﬁ + SSQS‘ém’a Al o\.S}

*

On peut d'ailleurs obtenir directement ce résultat par une appro-

che de type énergétique. Partons en effet du bilan énergétique en Elasticité

du § VI.I1.2 =~ équation (VI.14)

a K 4w dav. A e
(32) adld padhh 4 dw T .m, %« &S
it Ak ﬁgn%*d)c ™ i

Pour un probléme guasi-statique, on néglige les variations d'énergie cinéti-—

que, et on obtiendra l'énergie de déformation associée & (i, GLQ) par in-
tégration de (32) par rappert au temps Sur up processus quasi-statique fai-
sant passer de 1'état de référence (M; =0, Gl% =0, W=0) & 1'état final
(A.L‘-‘ ’ G""-ﬁ s W:\'\f‘%)
okl £
W, = §, {
§ ﬂtm{}zww

Or, on peut obtenir un tel processus par un chargement proportionnel: d'aprés

ﬂg g dAL Ao+ $ a,, HL de 48

la linéarité, ('Ai&l, },GL. ) est la solution quasi-statique ou statique asso-
ciée aux données (A {_ ,}‘F& ,Q,ué'). L'état de ré&férence correspond alors a

A=0 , et l'état fi;al i %W=4 . On obtient alors (dA.Ll’z A.L;JGU\)
4
§ gﬁgﬂ g‘bu. E Tojy M A 'k

A
= SO ’A”dff\ SL SSS:L %s. A G+ SSB-QG‘%%% Ty A,S.i

el
Le coefficient 1/2 dans {(31) traduit donc physiquement la mise en charge pro-

gressive du milieu.
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Ainsi, le théoréme de comparaison permet un encadrement de la 50
luticn par des solutions approchées. 4 titre d'application, nous allons men-

trer comment il permet d'encadrer le module de rigidité a la torsion d'un

arbra cylindrique (§ VII.2). Nous avens formulé au § VII.2.3 le probléme ré-

gulier le plus commode correspondant 3 cette sollicitation
A Xy
Se

2,10 A

p (7 > x, 2= [04) x2

Lay
‘gv =0
L
3 . _ _ - _
(33 L, %, =0 Ty =0 4 My =u, =0
21: /I4=£ 0_44';0 ) M.')/:-O(E/IS 1 -/Uvs:: O‘zE’I,b
Un CSA 3;' doit vérifier les &quations d'équilibre et les CL de
type statique, 3 savoir
g.m. =0 ser - [0,4) x 3L
e
¥ 7
(34) R
{ G:H = 0 en &‘zo ) &1=Jg

Nous inspirant de la solution du § VII.2.2, nous pPrenons un champ
de contraintes de la forme (VII.48). Les CL (34) sur les extrémités sont
alors autcmatiquement vérifiées. Comme au § VII.2.2?, les équations d'équi-
libre permettent d'introduire une fonction de contrainte @ et les CL 7243
sur la surface latérale exigent que @

pour un CSA, la fonction @

soit nulle sur 9% . Par contve,

ne doit pas vérifier 1'équation (VIT.3a) gui

résultait des équations de Beltrami. Ainsi, un CSA est défini par une lonc-
A

tion Q(mlﬁxS)nulle sur 3L avec

~ ~
o G, 3 ”~ -
(35} G = | o 0 o R g, = _= s O, = - L=
43{ ; Ay 'a’:f, ’\5 3,{
oo
[G;% ] o] J 3 2
Pour .atculer 1'énergie de déformation, en élasticité ilsotrope, on 4ti.lse

les formules suivantes, qui s'obtiennent directement & partir des feroul-:
du chapitre V

J
wr (7, . = wif,,) = - .8 .
(‘3) ( ‘“3) 3 & *4
4 ¥ .2 -2 ' v
] =5 { T ¥ Oy TGy - NG, 0, Gy T3 Taad §
(36)
\ 7 L v v
i + gg. ((aa + G;% + G}B’
L
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et d partir de (35) on obtient

A 2 PR Y
37) Yy .'9,% {. ) {@%) * (%) } dr, der, dr,

4 3D 2D\
-2 {(i) +(_<P) | de, dx,
6 Yy (\9ox, 91,
Pour calculer Tj et TE il faut expliciter la décomposition (VI.8) pour le
probléme (33)

4 d &
jgbzo.%m_ R ﬁs Tou, 45 + S[GZHJ“-- * 0t *%”‘3]‘1& oty
- G o g oy a1

TE () Ti(qé)

et compte—tenu de la valeur des données (33)

d
d  ~ 9 "
(39) T, (oj.‘é) = ok $£ (x, o x, 4:,) dee, o\m = ax M,
4
ol m‘ est le moment de torsion résultant des efforts associés au CSA ’G\.J’é

Compte—tenu de (35), il vient

.y ng(mx ?é + A ?é)dmdm

3 L 3
311‘.1, ’arxa

Lal § d du, dr,

& ,~
Tu. (OFJ,&)

it

en reprenant le calcul de (VII.63). Finalement
(40) H(a;

) = I {eed d - [(BE ) (%ﬂ } de, de,

ou e oy -~
u en posant @ = GO(({?

1 - 5 106 GET LT

ol @ est une fonction de Xy %y nulle sur L

(41)

Un CCA i, doit uniquement vérifier les CL de type cinématlque

&

n)
=M3=O

Fe

Z
(42) ° I 0 N )
Z“ : Ay = - &Ly 1 M, = d <,
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et, en nous inspirant de la structure (VIL.76) de la solution, nous prenons
pour CCA le champ

~ -~y ~d "~
(43) o= od Y (x,, &) R M= oo, @,

qui vérifie automatiquement (42). Un CCA sera donc défini par une fonction

quelconque (effectivement, les restrictions (VII.78) imposZes 3 Yy pour la

solution sont d'origine statique). On a alors

ST SR TS
N 'bx_.b 'fo'.s
(44) £ = 2 _;;5+§l’l’_ 0 o
) dx,
/.!'_:11-33 o o
‘a':t:.5
et on tire de (36)
3 i ~
~ Ga L DY ¥ Y\
(45) W(E,) = | {'x——-— +(fx.+—-->}dbcda:
(& 9 ﬁr__ (= Bcr_&) Yoo, v

soit finalement, grice a (38),

“o Wy - (e P (0 0V e
¥ 3

Ainsi, compte tenu de (46) et (41), le théoréme de comparaison
permet d'encadrer HLUﬁJ = K(613)' Compte-tenu de (38) et (39), on a pour

la solution

(47) . \i(&b) = K(O‘;a) = w - ald m4 -W = dgim4 - 7

compte-tenu de (VII.64). Le théor2me de comparaison nous donne donc
“ ' ~
. A(@)y ¢ T ¢ k(P

48) R ﬁ{‘*‘?’ ,(ﬁ)z_(ﬁ)l}dm&dma

i

I ?m,, LN :
\ &(»-q:)zggz{(mg-'g_% +(¢L+%>*}aﬁ¢m3

-~

. ~ a
valable pour toute fonction @ nulle sur % et toute fonctien v - On voit

donc que 1l'on peut encadrer le module de rigidité 3 la torsion et obtenir

ainzi des valeurs approchées.

On peut ainsi démontrer certains résultats généraux: par exemple,

en prenant ﬁi: O on obtient

(49) I > E}: (@) + ) dec, die, =1
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le moment polaire I _ est um minorant du module de rigidité & la torsion

(on a vu que c'était le module de rigidité & la torsion pour ume section

circulaire ou annulaire).

Pour aller pius loin, considérons par exemple le cas d'une sec-

tion rectangulaire. On a vu au § VII.2.4 que 1'on pouvait obtenir une so-

lution exacte par développement en série de Fourier. Les calculs précédents
. - - -~ 3 -
vont nous fournir une valeur approchée. La fonction q doit €tre nulle

sur le bord, nous prenons

-

(50) $ = o (a-x)) (&~ &})

On trouve alors par um calcul direct

3 53
(51) %(q;) L S [A I (of'+,@:")]
9 5

"~ - .
La fonction Q* est quelcongue ; par analogie avec la section elliptiqu:,

nous prenons
~J

(52) v = & »:»:;,Jf.f:'3

et nous obtenons

- «a' b/

(53) j}z,(r\\)) = L%_ [(,\H_,{)’J)} * (,\1._,4)3'0,:.]
d'oti 1'encadrement (48) pour I . Pour obtenir 1'encadrement optimal, nous
.choisissons la valeur de 4w qui maximise 4&(@) et la.valeur de «L qui mi-
nimise %qﬁp). On Erouve
- ~ 5 T, = ak - 4

VPN e s

3 p3 3 03
Lo @ ¥ ¢ T ¢ L% o’ B

(54) —_— £ < —— e
9  a'+ & 3 ar+ k*

En particulier pour la section carrée, on trouve

(55) 0,130 ¢ = ¢ 0,167
Q/Lu
alors que la valeur exacte est de 0,141 . Bien entendu, on pourrait raffi-

“ -~ ~ . - - -
ner en prenant des fonctions et lus compliquées. Néanmoins, on
Y oP [ s

voit que notre CSA est d&ja assez proche de la solution, et peut nous donner

une approximation raisomnable du champ de contraintes réel.



2.1 LE THEOREME DE RECIPROCITE

On considére un solide 8last ique pouvant E€tre soumis & deux char-
gements différents, Scit (AL 0‘ )y =t AL G } les solutions correspon-

dantes. J ?

rTheorDme de réciprocitd ou de Maxwell-Betti. Le travail des efforts exté—

rieurs 2 dans le dépnlacement A4 esf €z2al au travail des efforts extérieurs

| dans le déplacement 2.

(56) ﬁﬂ £l v BBA-:-L: 4s = %Qﬁ,{é’dﬂ « 0T akds

In”

Dem. On utilise le théoréme des k%avaux virtuels appliqué au problame 1
avec comme déplacement virtuel')&.déplacement fo solution du prebléme 2.

On obtient

\

L0

%US-E%M:}E #_*uf&r\r O AT
_Q_ﬁ'*é g D & o

On effectue la méme opération en changeant 1 et 2

3D

KQ")‘; g;;dav =ﬂ5g_'§:’”’3 Vot T;.L‘“j, ds

et on obtient (56) en remarquant que. d'aprés la symétrie de la matrice

d'élasticité
ﬂ T By W = % A,.é&& E%’ Eap O ﬁ % .2’.3 dar

A titre d'exemple d'appiicaticn, considérons un probléme du type

- d - -
II, avec des données { gt ,T; ). Zr zinéral, on ne saura pas calculer la so-

lution (A ). Par contre, certains probldmes de type II peuvent Etre

Glé

résolus pour le méme domaine, par exemple tcus ceux qui admettent une solu-

tion homogéne: le probléme caractérisé par les donndes

a ¢
(57) £ T, 5 ™
ol Glf est constant, admet en effet la solution
o V a
(58) 01@ = o;a. u, = ALQ&R G&&, cr.é

On applique le thécréme de Maxwe!l Bettri en prenant comme probléme
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] le probléme posé, et comme probléme 2 le probléme (57) avec sa solution

(58):

o 9
55351_015 ’“'é'“‘; 45 = S%n AL@"H» 1Y fx,é lh anr
N 0 d
+ .{Sm Aojen Tar @ L &5

Mais 1'utilisation du théoréme de la divergence donne

Sgago% "y A v = Giﬂg Sgs_la% dnr

et (58) donne des informations sur la valeur moyenne des déformations

a (]

: a.. .. = .- x. dny
5 %ﬂﬁf-a dny gg&/\%% O 5 T
(59)

p d 4

* Sa Juikt T ™y ToA3
Par exemple, on obtiendra la valeur moyenne de g, et 75*3 en prenant pour
01;' un tenseur de traction simple et de cisaillement simple. En &lasticité

isotrope on obtient

4
3 $R£44 dv = ?/. '_::_{ %g[&fx,‘ “’(ﬁ%*%s’&ﬂ dnr

(60) + g&[Tf&A - v(T:&&* T;L&B)l a4 "S
4 A A . d
" mﬂew v = s { SSS&(%“&&-F ‘gzﬁcﬂaﬂ' ¥ gag“ o, t TS, 2, o\fbw‘

En particulier, la variation de volume est domnée par

y | d
(61) AV = SSSQELL dw = g § SSSSL‘%L.’%; o+ 53&’13, . d,s}

Plus généralement, le théor2me de Maxwell Betti permet souvent

d'obtenir sans calcul des résultats intéressants.

2.2 LE THEOREME DE CASTIGLIANO

On considdre encore le méme solide &lastique pouvant &tre soumls

A deux systémes de chargements | et 2.
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-~
[ Théoréme de Castigliano. Soit 012' unt CSA pour le probléme 2. Le travail

des efforts extérieurs 2 dans le déplacement | est égal 3 la dériveée 3

l'origine de la fonction donnant 1'énergie de déformation du champ de

X

. A ~ .
contraintes Glé + 2 0;3 en fonction de 9

L o4 & 4 A (20, 4 Ay
(62) K&{L.Mi oA + a_QT" .uL dvs = Ii{ W(Olé +1 O-‘i'é)} Ila .

Dem. On développe

Q/(c%#)«&é’) = W) « T WED

4 "y
+ ﬁk"xé% %y s o

De sorte que

d NP ~ 3 4 2y
W { W(q; *“015)} - %‘n Axé% %, Sap, OV
A=0
A A'& i 4 L 4
= £ g o o Sg I TIN. T T. AL dar
d'aprés le lemme fondamental appliqué 3 alg » CSA pour le probléme 2, et
4»3. cqfd

L'utilisation de ce théoréme et du théoréme de réciprocité est

base sur le fait que, en introduisant comme chargement 2 des chargements

fictifs, ils permettent de calculer certains déplacements ou déformations.

En effet, si on introduit par exemple comme chargement 2 une force concen-—

- Lg - - -
trée F appliquée au point M, alors le travail du chargement 2 dans le dé&-

placement 1 se réduit &

(63) F.ot (M)

d'oll le calcul du déplacement du point M pour le probldme 1. Ce type dc mé-
thode est peu utilisé en MMC, pour deux raisons:

I. L'intreduction de forces concentrées en MMC pose quelques problémes li8s

d la singularité du chargement. On sait résoudre ces proBlémes, mais ce

n'est pas si simple.

2. En MMC, il est en général tr&s difficile de calculer le champ de contrain-

tes solution ou de construire un CSA.

Par contre, ces "th@orémes de 1'énergie" =~ comme sont couramment

nommés le théordme de réciprocité et le th&oréme de Castigliano - seront

utilisés de maniére intensive en Résistance des Matériaux, oli les deux dif-

ficultés mentionnées ci-dessus disparaissent. De maniére générale en effet,
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tous les théor®mes que nous avons dém- rés depuls le début de ce chapitre
sont valables pour toute théorie dr lieux continus &lastiques. En fait,

ils reposent sur la structure aifr .que décrite & la fin du § 1.1

Ces théorémes ne sont en principe valables que pour les problémes

réguliers. Pour un probléme non régulier - probléme avec frottement ou avec

contact unilatéral par exemple, voir § VI.l.1 - on peut avoir des résultats
analogues, mais il convient de tout reprendre pour chaque cas particulier.

C'est le champ d'étude des méthodes variationmnelles ([24]).

3. LA METHCDE DES ELEMENTS _FINIS

3.1 PRINCIPE DE LA METHODE

Les théorémes du § | &noncent des principes variationnels dont

1'affirmation type est la suivante: 'La solution minimise une certaine fonc-—

tionnelle dans un espace de fonctions admissibles". Nous avons présenté les

deux principes variationnels traditionnels, mais il en existe bien d'autres,
. . . . ' .

plus ou molns appropriés, suivant le type de probléme que l'on envisage [21].

L'intérét de ces principes variationnels réside dans le fait qu'ils engen-

drent 4 peu prés autcomatiquement une méthode numérique pour calculer une so-

lution approchée. Il suffit en effet de discrétiser 1'espace des fonctions
admissibles =~ cad de l'approcher par un espace de dimension finie - et de
minimiser la fonctionmelle sur cet espace discrétisé. On obtient ainsi une
solution approchée d'autant plus proche de la solution réelle que 1l'espace

discrétisé approche mieux 1'espace des fonctions admissibles.

Pour discrétiser 1'espace des fonctions admissibles, on peut par

exemple introduire une base founctionnelle de cet espace - base de fonctions

sinusoidales pour un domaine rectangulaire par exemple - et approcher 1'es-
pace des fonctions admissibles par 1'espace engendré par les n premlers

éléments de cette base. C'est la méthode de Galerkin, et on peut montrer que

lorsque n— & , la solution approché&e ainsi calculée tend vers la sclution

réelle.

Le terme '"'méthode d'éléments finis" recouvre un ensemble de métho-

des pour lesquelles 1'espace discrétisé s'obtient

1. en découpant le domaine SL en un certain nombre de sous—domaines sim-

ples (triangles ou rectangles}: les Eléments finis;

2. en prenant sur chaque &lément une forme analytique simple, de sorte que

1a valeur de la fonction en tout point est donnée par sa valeur en un nembre



- 147 -

limité de nceuds. A titre d'exemple, nous allons présenter les trois élé-
ments les plus simples pour un espace de fonctions 3 valeur scalaire (pour

une fonction 4 valeur vectorielle ou tensorielle, il suffit de ->nsidérer

séparément chaque composante) dans le plan.

Ctlfr 8
Exemple 1. Elément triangulaire avec
fonction 1indaire sur chague triangle -
%::a v Jrre, v £, & ¢
La valeur de la fonction -# en un I
X4
point du triangle ABC dépend de 3 paramétres, par exemple la valeur de
2 parametres P
aux trois scmmets
(64) %-’* EA ?‘A(’x.u”‘;,) + ‘EB}B(A‘MEL) + {c ‘)‘c,(m-n’x.:,j
oli AA . QE, , %c sont les "coordonnées barycentriques" du poiat M.
X
Exemple 2. Elément rectangulaire , 1/b c D
avec fonction bilinéaire
f = a+ b s o, + dix e, y
A B
La valeur de la fonetion g en =
X
4

un point M du rectangle ABCD dépend de 4 paramétres: la valeur de { aux

noeuds A, B, C, D.

1o g, Vo) g, (el (e - o)
" ah ) (e xd) ® R ) (kP x?)

(65)

> A c B
4 gc (x, ‘K.‘)(AC;;,-M;,) + {D (/-“4‘/&4)(’5:,""1,)

(Aac"hqn)(éﬂf'xrﬁ) (aﬁb—znf) (zﬁg "QB)

Exemple 3. Elément triangulaire avec fonction quadratique sur chaque trian-

gle
% T
(66) %: @ + }7#‘1 t L, + ,CL/Iq + A X, + % ACQ’
La valeur de 1la fonction.~€ sur le triangle ABC x A
. 2
dépend de 6 param@tres: ta valeur de -ﬁ aux 6
noeuds A, B, C, D, E, F, et ainsi de suite. On
trouvera dans la litté@rature sur les é1éments
finis des "catalogues" d'éléments. N

Ty
Aprés avoir découpé le modéle et choisi les éléments., une fonction
de 1'espace discrétisé est définie par sa valeur en un certain rmombre de
noeuds, et on doit minimiser une fonction d'un nombre fini de wariables, pro-

bléme qui se préte bien au calcul numérique.
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Pour la torsion, par exemple, on pcut & partir de (48) construire
doux mfthodes d'8léments finis

. s A »
lare méthode, On discrétise T , et on maximise la fenctlonnelle %(q) sur

Fa¥
l'espace des foncticns (? nulles sur le bord.

28me méthode. On discrétise X

; ~
, et on minimise la fonctionnelle %{OY) sur
~t

1'espace de toutes les fonctions Y .

3.2 APPLICATION A UN EXEMPLE

Pour montrer la mise en reuvre de la m&thode, nous allons envisa-

ger un exemple. Considérons en dérormations planes un barrage triapgulaire

0AB MLy
0 -~
—_ — e o
cO R a
o ——n % 8

TT7T7 77 7777 7o 1SS

Les fcrces de volume se réduisent 2 la pesanteur

(67 USRS & |

p &tant lz masse volumique du bé&ton.

Quant aux conditions aux limites, eiles traduisent 1'absence de contrainte
sur OB, 1'effet de 1a pression hydrostatique - @/, (e &tant le poids spé-

cifique de 1'eau) sur 0A, et la liaison supposée rigide avec le sol sur AB

0B ojh+cru=o . o*maro*mbf.o
(68) 04 T = @X, s Thy = 9
‘fi_"B_ JL‘L,A = /U,L = 0

Le théoréme de 1'énergie potentielle affirme que dans 1'espace des

CCA,

(69) W = i(ﬁw“&ﬁ | &, = 4

it

0 /TI.OWL /IL:'-‘?L}

la solution minimise la fonctionnelle

K(i,) =7 A gy €. Bg,p dic duc
(70) % .zjg.@ Lphb Ty TRE TR

A

+ o o, de,  + ® s, AL O
jgsx.f)%”*‘:’ SOAL >



- 149 -

Pour discrétiser ce probléme, nous introduisons un découpage en

€léments finis x,

9]

n=4

A B
Par exemple, nous introduisons un maillage régulier et des éléments trian-

gulaireéudu type (64), et nous approchons W par
W = { (ul,uz), u; et u, nuls sur AB et de la forme (64) sur

n
chaque triangle}

Ainsi, une fonction de %Qn'sera caractérisée par sa valeur aux
n(n+1}/2 points du maillage non situds sur AB (si OA et AB sont découpés

en n intervalles &gaux). Ainsi, 1'espace QQR est un espace de dimension

n(n+l), et une fonction de-Qbm'sera caractérisée par un vecteur colonne
U de n(n+l) Eéléments donnant les deux composantes de A, en chaque point
du maillage, la formule (64) domnant alors la valeur de 4L, en tout point.
Si 1'on reporte cette fonction dans la définition (70) ou (15) de 1'éner-
gie potentielle, 1'énergie de dé&formation VJ(E;é) devient une forme qua-
dratique par rapport aux composantes de U et le travail des efforts '?E

devient une forme linéaire par rapport 3 ces mémes composantes. Ainsi

UTJ_%

"<
\
s
-
1

(n K(a,) = 4
b2

ol la matrice carrée dﬁ' est la matrice de rigidité, symétrique et définie

positive, et oli le vecteur colonne F caractérise les efforts extérieurs.
e ive L

Pour minimiser 1'énergie potentielle, il faut donc résoudre le systéme
lingaire

(72)

S

U = F

Nous utilisons ici le théoréme de 1'énergie potentielle, car en
MMC il est en général trés difficile d'engendrer des champs statiquement
admissibles, et le théoréme de 1'énergie compl&mentaire est peu utilisé

dans ce contexte.

3.3 ETUDE D'UN ELEMENT

Pour calculer les intégrales qui interviennent dans (70), i1 fau-
dra sommer les contributions de chaque triangle pour les intégrales de sur

face, et de chaque segment pour les intégrales de ligne. Nous allons donc
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d8j3 examiner la contribution d'un &l8ment trisnpg.laire abc & 1'énergie
de déformation, au travail des efforts de wvolume, et au travail des efforts

de surface.

Sur chaque élément, ncus pouvons dorc &crire le déplacement en

fonction de la‘valeur aux sommets a, b et ¢ de cet élément
(73) " =’ % (e x +JUL£"A(/:£)L SN (e x
) A L a Ay 2:) & JACE L) v DeVTan .l;\)

ot }Q ,')g et %5 sont les coordonnées barycentriques du point (XI’XZ)’

définies par

Ay 4 A A A
: a & 3
(74) Y I el R ,
o & <
Al Ky g “,

et qui dépendent uniquement de la géométrie de 1'&l&ment . (73) donne donc

£ uﬁ"ub i ’ ’ ! )
(75) N-t - 4 4 3 e /xL ” «
a ~d < ! 4 4
AL A M, AL |
£ ¥ % % s ij’ e "
L Ty, )
a) Discrétisation de 1'énergie.
Le tenseur des déformations 64."% + 3t alle 5 constant et donné par
Y { 4 1 0 0 5
a £ <
E“ 54:, A A A . . )
(76) = . s A A 0
£ £ Tl TRl T Vit . |
4y L i
L% b ¥ A% lx.l Jx.c_l 0 4 1
k2 H ¥ L J
Y . - .
oli A” désigne la matrice A symétrisée
S
77) AS = 4 (A AT
-_ z = =
L'intégration de 1'énergie de dé&formation v .e tiiangle abc donne
21 LY ; 2.: 31 21 .
W, = SY& [Megrg,) + 2 grves +de) )] d, o,
(78) abe |

T
A E%m%x. A&

oA e A

ol o désigne le vecteur colonne des dé) acements aux noeuds, donc un
sous-vecteur de 9 , et ou g§a£1,es une  strice sym@trique 6x5 qui ré-
sulte de 1'if1:8giraticon sur le triang et 11 dépend donc uniquesent de
la géométrie < t-izx gle.

Si 1'¢c. 2% ¢ la forme qu tiv 2 wa.fr parT rapport aux aé-
£
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placements des noeuds, on cobtient un vecteur colonne

{(79) ‘g = be A = '%_M}a%c
» - A -

qui peut s'interpréter énergétiquement comme donnant les "forces €lastiques

7o 7k Je . . a L . B
% s E s { , qul doivent etre appliquées aux noeuds pour produire le de-

placement A . Ceci résulte par exemple du bilan énergétique (32) qui montre
que pour une variation du des déplacements aux noeuds, la variation de

1'énergie de déformation

(80) dW_, . = { du

est égale au travail des efforts exercés sur 1'él&ment. On peut donc inter-
préter (80) comme deonnant le travail des 'forces &lastiques™ {supposées

- — bred
concentrées aux noeuds) {Q s g‘b et {". I1 faut bien garder & 1'esprit,

cependant, qu'il ne s'agit 13 que d'une interprétation, et que ces "'forces

Eélastiques’ sont fictives et sans aucune existence réelle; ce ne sont pas

des forces, mais des dérivées de 1'énergie de déformation.

b) Discrétisation des ferces de volume.

Calculons la contribution du triangle abc au travall des forces
de volume, cad dans (70) des forces de pesanteur. En reportant (73) dans

(70) et en remarguant que

(81) § dgdede,=§ 2 dgoe, = 3, deode, = 2
aﬂbc [ Rt 5

afe

on obtiendra

(82) -Sy 9351%01&,, = - P.-LS (AL;'+ Af+xx,: ) = (E)T_.M,
< e 3 - -
(83) ¢ . (0,0,0 ,-P25 _P¥> _£95)
- 3 3 3
D'un point de vue &nergétique, on peut interpréter (82} en disant que les

- . . - -*aq > -
forces de volume sont équivalentes aux trols forces concentrées ? ,? s q‘

appliquées aux noeuds. —

De maniére générale, 1'écriture du travail des efforts de volume conduit i

décomposer ces efforts en trols forces concentrées appliguées aux noeuds.
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¢) Discrétisation des efforts surfaciques

Soit ac wun cdté du triangle abc appartenant 3 Sf , cad oli

les efforts surfaciques sont donnés

—P
Xa $* e
[N, —
L
L] -
e
a_l b b

-

La restriction de (75) & ac donne, dans le cas particulier du barrage

(ac vertical)

~ L . a

(84) TS o Wit T TR e W
* A _xE foxf ol

2 2 i) 7

De sorte que la contribution de ac au travail des efforts surfaciques

est
Mlp
X Yt o (g% - u*x, (x,- x5)] de
P 5 [ PR T 1 T Uy 3 ] L
Ay -y Tt

et on obtient finalement

(85) -J d!rac,‘fi de, = - @ on [(Ac;-‘-ﬁ&)u" (2" + &)A:]
a 3 3
=y A
(86) yT=(_‘”°2‘(’xf+%&) ,o,_@“g"(":'%),o,o.ﬂ

D'un point de vue énergétique, les forces de contact exercées
- . - P -+ q - L PA
sur ac sont équivalentes i deux forces concentrées «F et " exercées

. . — £
aux noeuds. Par contre, 4&% n'intervient pas dans (84), et donc Vo= 0.

3.4 ASSEMBLAGE

Pour calculer KC&@L cidd pour expliciter (71), on doit sommer
la contribution de tous les triangles pour l'énergie de déformation et le
travail des forces de volume, ainsi que la contribution de tous les segments
de S{ pour le travail des forces de surface. Pour minimiser la fonction
K{U) résultante, il faut annuller la dérivée de K par rapport 3 chaque

déplacement de chaque noeud.
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a) Cas d'un noeud intérieur a

Chaque noeud intérieur appartient 4 n triangles TI’T7"" Tn (n=6 dans notre
exemple). D'aprés ce qu'on a vu au paragraphe précédent, le déplacement JL?
n'interviendra dans K que par la contribution de ces n triangles. On pour-

ra donc &crire

(87) = A
T Qut (I

a, T; -
ol les quantités gi‘ 3 sont les composantes des forces Elastiques appli-

IW AW W LT

quées en a sur chacun des elements T T2"" Tn entourant a

'6' ~ e, T, a, T
‘WQP%'“J; dic dec, = 0 = - (Lﬂ fo g )

Fe%
(88) g"ﬁ i )
f o die, o, = CF(3 4t SV =- (o™ . >l
ol N S T

a,l;
- P y - — .
ol les quantités T_ ? sont les forces concentrées en a équivalentes
£
aux forces de volume exercées sur chacun des &lé&ments T TZ”" Tn. Enfin,
A . .
e, n'interviendra pas dans le travail des efforts de contact, pulsque ce-

lui-ci ne fait apparaltre que les déplacements des noeuds de Sf'

- . . . . . N - a. - .
Alnsi, la minimisation de K par rapport a AL pourra s'écrire

(89) - f“»‘} - %"&-T«L . ‘?n s

On peut interpréter cette &quation comme exprimant 1'é&quilibre au noeuc a

sous l'action des forces qui lui sont appliquées

- forces €lastiques exercées par tous les &él&ménts entourant a, qui sont
—

~ - - . . ,T; - PR
égales i 1'0ppose des forces &lastiques é—' * exercées sur 1'Elément;
oL ‘. o, To, : a
- la force =@ . + @ qul est la force concentrée
équivalente en a aux forces volumiques appliquées aux éléments entourant a.
Dans notre exemple, cette force est égale au tiers (car les trois sommets

L]

de chaque triangle participent) du poids des &léments entourant a.

b) Cas d'un noeud frontiére, cad d'un noeud appartenant 3 S& (car sur S.

le déplacement est donné). L' analyse précédente reste valable, mais il



faut rajouter la contribution des 2 segments de 5% issus de a.

&,
&1}
13
. T
On obtient alors a, T
(90) a_a j‘ &, A, de, = - LP-Q'D _ Hu_‘”"
U, VoA * “
et finalement, la minimisation de K donne
- ,T — - —
(91) -?Q*—--- —«{Q’T"‘ +c?°’+'11;°' = 0

On peut encore interpréter (91) comme exprimant 1'équilibre du nceud a, 2

condition de rajouter aux forces appliquées
- ra,T, + —’m,Tg

- la force \V“ =y Y

lente en a aux forces de contact appliquées aux &léments entourant a.

qui est la force concentrée équiva-

Alnsi, on peut interpréter la méthode des éléments finis comme

exprimant 1'équilibre des tous les noeuds sous 1'action des forces élas-

tigues exercées par chaque Elément, et des forces extérieures (volumiques

ou de contact) appliquées, ces forces &tant rapportées aux noeuds.



