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R�ESUME. Le bruit g�en�er�e lors du frottement de deux surfaces l'une contre l'autre r�ev�ele des r�egimes et
des propri�et�es tr�es �etonnantes. Cependant les exp�erimentations, bien que fondamentales, ne donnent pas
acc�es aux grandeurs m�ecaniques locales comme les chocs inter-asp�erit�es, les d�eformations, et les pressions
locales...Cet �etude propose une approche num�erique pour des mod�eles 1D bas�ee sur la r�esolution des
�equations du mouvement par la technique de d�ecomposition modale. Apr�es calcul des forces de contact
grâce �a la m�ethode de p�enalisation, on utilise di��erents sch�emas d'int�egration temporelle pour r�esoudre
les �equations. Les r�esultats de calcul se pr�esentent sous forme de �gures qui nous aident �a observer
l'�evolution des quantit�es locales en fonction du temps.
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1 Introduction

Lorsque deux objets sont frott�es l'un contre l'autre,
ils engendrent du bruit de frottement. Ces bruits se ren-
contrent tr�es souvent dans la vie quotidienne comme :
le brossage, le bruit entre les mains, le freinage de voi-
ture, le crissement de porte. Du point de vue physique,
on peut les classer en au moins deux grandes familles
selon les pressions de contact : les bruits d'instabilit�es
m�ecaniques de type stick-slip avec de grandes pres-
sions et le bruit de rugosit�e avec de faibles pressions
de contact.

Figure 1 { Glissement de deux pro�ls rugueux. Les
altitudes hi sont compt�ees de mani�ere oppos�ee. L'�ecart
entre les deux pro�ls est �. �A l'instant t, le d�ecalage

horizontal est impos�e � = V t.

Dans ce dernier cas, le m�ecanisme g�en�erateur du
bruit est intimement li�e �a la rugosit�e des surfaces. Lors
du frottement des solides, les surfaces rugueuses en-
gendrent des impacts inter-asp�erit�es qui provoquent des
vibrations. Ces vibrations rayonnent ensuite du bruit
dans l'environnement acoustique.

Jusqu'�a pr�esent, plusieurs exp�erimentations
(Takahashi-1973, Yokoi et al-1982, Othman et al
-1990, Jibiki et al-2001, Boyko et al-2005, Ben Ab-
delounis et al-2006...) ont �et�e r�ealis�ees pour trouver
les relations empiriques entre le niveau sonore et les
param�etres macroscopiques que sont la vitesse de

glissement et la rugosit�e de la surface. Elles peuvent se
r�esumer par la relation,

Lp(dB) = 20 log10Ra
nV m + cste (1)

Mais, ces mesures ne donnent pas d'estimation de la dy-
namique locale telle que la d�eformation des asp�erit�es, les
forces normales de contact ou le nombre de chocs.
Le probl�eme canonique que nous cherchons �a r�esoudre
num�eriquement est donc constitu�e de deux pro�ls ru-
gueux en interaction plan-plan comme sur la �gure 1.
Le pro�l du haut se d�eplace horizontalement avec une
vitesse constante V, alors que celui du bas est �x�e aux
deux extr�emit�es. La forme des pro�ls est trac�ee en fonc-
tion de l'altitude hi(x) de l'ensemble des points sur la
surface. L'�ecart initial entre les deux pro�l est �. Dans
cet article, on pr�esente donc une approche num�erique
utilisation de la technique de d�ecomposition modale
pour r�esoudre l'�equation du mouvement, la m�ethode de
p�enalisation pour la gestion du contact, et di��erents
sch�emas d'int�egration temporelle. Les calculs sont ef-
fectu�es avec les hypoth�eses suivantes :

{ Mod�ele 1D (deux poutres en contact),
{ Les poutres vibrent en exion transverse seule-
ment, pas de d�eformation longitudinale,

{ Mod�ele de poutre d'Euler-Bernoulli.
{ La vitesse longitudinale et donc la position hori-
zontale des points de la poutre sup�erieure est im-
pos�ee,

{ Le contact est r�egi par une loi de Hertz sans frot-
tement.

2 �Equation des poutres

L'�equation du mouvement des poutres en exion est,

Di�
2ui +mi

@2ui
@t2

= f(t; x); (2)



o�u ui est la d�eform�ee transverse de la poutre et f le
champ de force de contact s'appliquant �a la poutre.Di =
EiIi est la rigidit�e de la poutre, Ei module d'Young
et Ii moment d'inertie, mi est la masse lin�eique. Les
conditions aux limites pour une poutre en appuis simples
aux extr�emit�es x = 0 et x = Li,

ui(0) = u00i (0) = ui(Li) = u00i (Li) = 0: (3)

Les modes  k
i avec k = 0; 1; ::: de la poutre i sont d�e�nis

de sorte que,
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�A chaque instant t, on peut d�evelopper la d�eform�ee ui
dans la base modale,

ui(t; x) =

1X
k=0

Uk
i (t) 

k
i (x) (8)

Il s'agit de trouver et r�esoudre les �equations sur les am-
plitudes modales Uk

i . Projetons l'�equation du mouve-
ment dans la base modale,
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En int�egrant deux membres et en utilisant la propri�et�e
d'orthogonalit�e des modes propres, on obtient
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avec F k
i la force modale d�e�nie par

F k
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Dans le cas d'une structure amortie, l'�equation du mou-
vement dans la base modale devient
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Introduisons les variables auxiliaires V k
i = _Uk

i et
Ak
i = �Uk

i . Nous pouvons maintenant �ecrire l'�equation
du mouvement sous la forme d'un syst�eme d'�equations
di��erentielles du premier ordre.�
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En posant y =

�
U(t)
V (t)

�
ces �equations se retrouvent la

forme g�en�erale du probl�eme de Cauchy :

_y = g(y) ; y(0) = 0 (14)

A�n de r�esoudre cet �equation di��erentielle, on discr�etise
en temps et en espace. Le pas de temps est � et le vecteur
temps est tm = m� . Le pas de distance est � et le vec-
teur position est xni = n�i. Les d�eform�ees, force et dis-
tance deviennent um;n

i = ui(tm; xn), f
m;n = f(tm; xn)

et em;n = e(tm; xn). Les quantit�es modales deviennent

Um;k
i = Uk

i (tm) et  
k;n
i =  k

i (xn). En�n, les pro�ls sont
hni = hi(x

n).

3 Gestion du contact - M�ethode

de p�enalisation

Cette m�ethode autorise une l�eg�ere p�en�etration du
noeud dans le corps solide antagoniste lorsqu'il y
contact. La p�en�etration vaut :

e(t; x) = H[h1(x) + u1(t; x)

+ h2(x��) + u2(t; x��)� �] (15)

o�u H(x) = 0 si x < 0 et H(x) = x si x > 0. Le contact
se produit quand la p�en�etration est sup�erieure �a z�ero.
La force d'interaction est choisie suivant la loi de Hertz,

f(t; x) = �4

3

p
RE�e(t; x)3=2 (16)

Puisqu'il n'apparâ�t pas d'inconnue suppl�ementaire dans
le calcul des forces de contact, cette m�ethode est donc
facile �a mettre en oeuvre. Cependant, elle pr�esente l'in-
conv�enient que la p�en�etration des solides en contact
pourtant non physique, est autoris�ee.

4 Int�egration temporelle

4.1 M�ethode d'Euler explicite

La m�ethode d'Euler provient de l'approximation de

l'int�egrale
R tm+1

tm
g(y)dt � �g(ym) qui donne le sch�ema,

ym+1 = ym + �g(ym) (17)

Appliquer cet algorithme au syst�eme des �equations du
mouvement, on obtient :

Um+1;k
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i (18)
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4.2 M�ethode d'Euler explicite modi��e

La m�ethode d'Euler explicite modi��e s'obtient en
modi�ant la formule (19) du d�eplacement, comme suit,
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i = Um;k
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i (21)

Il faut bien entendu calculer V m+1;k
i par l'�equation (20)

avant d'appliquer l'�equation (21).

4.3 M�ethode de Heun ou m�ethode de

Runge Kutta d'ordre 2

Cette m�ethode provient de l'approximation de
l'int�egrale par la formule du trap�eze
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En utilisant la m�ethode d'Euler pour calculer ym+1 =
ym + �g(ym) , on obtient la m�ethode de Heun :

ym+1 = ym +
�

2
[g(ym) + g(ym + �g(ym))]) (23)

4.4 M�ethode de Runge Kutta d'ordre 4

Cette m�ethode provient de l'approximation de

l'int�egrale
R tm+1

tm
g(y)dt en calculant g(y) quatre fois par

pas du temps.Z tm+1
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4.5 M�ethode de Runge Kutta d'ordre 8

- RK8

Cette m�ethode consiste en huit it�erations successives
pour �evaluer g(t,y) par pas de temps. Les formules de la
m�ethode RK8 se pr�esentent comme suit :Z tm+1

tm
g(y)dt =
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4.6 M�ethode des di��erences centr�ees -

m�ethode �a pas multiples

Le sch�ema aux di��erences centr�ees exprime les vi-
tesses et les acc�el�erations �a l'instant m en fonction des
d�eplacements aux instants m-1, m, m+1 :
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En remplacant les vitesses et les acc�el�erations par leurs
expressions, l'�equation d'�evolution du champ vibratoire
s'�ecrit
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L'inconv�enient de la m�ethode de di��erences centr�ees et
les m�ethodes �a pas multiples est la n�ecessit�e de g�erer �a
chaque pas de temps �a la fois Um�1; Um; Um+1 et donc
il requiert plus de m�emoire.

4.7 Evaluation des sch�emas

L'�evaluation d'un sch�ema est bas�ee sur 3 crit�eres : la
consistance, la stabilit�e et la convergence.
Le sch�ema est consistant si la somme de l'erreur locale
tend vers 0 lorsque le pas de temps devient petit. Le
sch�ema est stable si on peut contrôler la propagation des
erreurs d'arrondi au �l des calculs. Des que le sch�ema
satisfait �a la consistance et �a la stabilit�e, on dit qu'il est
convergent c'est-�a-dire que l'erreur globale tend vers 0
lorsque le pas devient petit.
Dans cet article on e�ectue les calculs avec la m�ethode
de RK2 comme exemple de d�emonstration. La formule
de la m�ethode de RK2 :

ym+1 = ym +
�

2
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Calculer l'erreur de troncation en utilisant la formule de
Taylor-Lagrange :
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Pour la stabilit�e, on e�ectue le calcul d'une mani�ere ap-
proximative avec un syst�eme sans force ext�erieure ni
amortissement.�
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En appliquant les formules de la m�ethode RK2,�
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Les valeurs propres de ce sch�ema sont
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5 R�esultat

5.1 Poutres simul�ees

Les pro�ls sont g�en�er�es num�eriquement. Leur pro-
pri�et�es topographiques sont pr�esent�ees dans le tableau
1. Les poutres sont en acier avec un module d'Young
E = 210 GPa et une masse volumique � = 7800
kg=m3. Elles ont pour longueur L = 100mm, �epaisseur
b = 4mm. Le taux d'amortissement modal est  = 0; 01.
Les donn�ees n�ecessaires pour la simulation : pas de



M�ethode Pas du Erreur Propri�et�e
temps locale

Di�. � < 2
!k
i

Explicite

centr�ee pas multiple
Euler ex. instable o (�) Explicite

un pas
Euler ex. � < 2

!k
i

o (�) Explicite

modi��ee un pas

RK2 � <
p
2

!k
i

o
�
�2
�

Explicite

-Heun un pas

RK4 o
�
�4
�

Explicite
un pas

RK8 o
�
�5
�

Explicite
un pas

Table 1 { Sch�ema d'int�egration temporelle

temps � = 10�8s, pas spatial � = 0; 05mm, vitesse
de glissement V = 30mm=s, rayon d'asperite pour la
loi de Hertz R = 0; 005mm, �ecart entre les deux pro-
�ls � = 0; 018mm, dur�ee de simulation T = 0; 1s. Les
valeurs des fr�equences propres sont pr�esent�ees dans le
tableau 2.

Pro�l Rq Rsk Rku RSm
Top 3,2 0,15 3,4 1400
bottom 3,2 0,02 3,6 1500

Table 2 { Propri�et�es topographiques

Figure 2 { Les pro�ls simul�es

Mode 1 2 3
f(Hz) 941,13 3764,54 8470,21

Mode 4 5 6
f(Hz) 15058,15 23528,36 33880,83

Table 3 { Fr�equences propres des pro�ls

5.2 R�esultats de calcul

En vue de tester les sch�emas d'int�egration tempo-
relle, on consid�ere un syst�eme simpli��e sans amortisse-
ment ni force de contact. L'�energie totale de ce syst�eme
est donc ind�ependante du temps :

�total = �d +�c = cte (42)

L'�energie cin�etique :
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L'�energie de d�eformation :
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La �gure 3 pr�esente l'�evolution de l'�energie du syst�eme
en fonction du temps selon les di��erents sch�emas
d'int�egration temporelle et la �gure 4 compare les temps
CPU. En observant ces deux �gures, on trouve que :

Figure 3 { �Energie totale d'un syst�eme simpli��e sans
force ni amortissement avec � = 10�6s dur�ee 0,05s

Figure 4 { Temps de CPU des sch�emas d'int�egration
avec � = 10�6s dur�ee 0,05s

- Les sch�emas Euler, Euler modi��e et di��erences centr�ees
prennent le même temps de calcul mais le Euler modi�e
est le plus exact.
- Les sch�emas rk2, rk4, rk8 sont plus stables et plus
exacts que Euler modi��e, mais le sch�ema RK2 est le
plus rapide.

Figure 5 { La r�eponse vibratoire (vitesse) au centre d
la poutre avec pas de temps �t = 10�7s

Un exemple de calcul dynamique avec contact est
montr�e dans la �gure 5. Il s'agit de la r�eponse tempo-



relle (vitesse vibratoire) du pro�l sup�erieur en son point
milieu. On peut observer la succession des impacts suivis
de la r�eponse impulsionnelle de la poutre.

6 Conclusion

Le syst�eme mod�ele �etudi�e ici permet de calculer
pr�ecis�ement la dynamique locale de deux surfaces ru-
gueuse en glissement relatif. L'�equation du mouvement
est r�esolue num�eriquement grâce �a la technique de
d�ecomposition modale et la double discr�etisation en
temps et en espace. Plusieurs sch�emas d'int�egration tem-
porelle ont �et�e programm�es et compar�es. Ceux de Eu-
ler modi��e et Runge Kutta 2 sont les plus optimaux.
Quant-�a la gestion du contact, la force d'interaction est
calcul�ee suivant la loi de Hertz en acceptant une l�eg�ere
p�enalisation. Le code obtenu, limit�e au cas plan, est plus
rapide que la m�ethode des �el�ements �nis standard. Il
permet d'avoir acc�es aux e�orts locaux et �a la statis-
tique des impacts inter-asp�erit�es.
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